Mathematik I/II

19. Juni 2025
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-1 1 pu 1
Sei A die Matrix A = ( pLo 2 —1) mit einem Parameter ;o € R und sei b der Vektor b = ( 0 ) .
3 1 -2 —1

(d) [2 Punkte| Sei i = 2. Finden Sie die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b.



Quadratische Matrix

Gleichungssystem (A | c) gegeben

homogen

N

det(A) # 0

A\

det(A) =0

A

det(A) # 0

Y

/\

inhomogen

det(A) =0

N

nur triviale Losung = = 0

unendlich viele Losungen

eindeutige Losung z = A

-1

C

Rang(A) = Rang(A|c)

Rang(A) # Rang(A|c)

nicht-quadratische Matrix

A

unendlich viele Losungen

m X n-Gleichungssystem (A|c) gegeben

/\.

Rang(A) = Rang(Alc) =: r

N

T =

A

keine Losung

Rang(A) # Rang(A|c)

|

n

|

rn

keine Losung

eindeutige Losung (Gauss-Verfahren)

unendlich viele Losungen
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2
2.A1 [4 Punkte| Gegeben sei die Matrix D, = ( 0
-3

o = O
S O O

)mith]R.

(i) Berechnen Sie die Determinante von D;, in Abhangigkeit von b.
(ii) Bestimmen Sie alle b, sodass D, invertierbar ist.

(iii) Untersuchen Sie das Losungsverhalten des Linearen Gleichungssystems Dj-z = 0 in Abhéngig-
keit von b: Fir welche b gibt es Losungen? Fir welche b sind diese eindeutig?
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MC14. Sei 4, = (_61 l{) mit b € R. Fiir welches b hat D, Eigenwerte, die nicht auf der
reellen Achse liegen?

(A) b= -5,

(B) b=0,

(C) b=35,

(D) b = 10.
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1 4
2 —1
werte einen dazugehorigen normierten Eigenvektor.

(e) [4 Punkte] Finden Sie die Eigenwerte von B = ( ) sowie zu jedem der beiden Eigen-
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4. Aufgabe |4 Punkte]

Um die volle Punktzahl zu erreichen, schreiben Sie stets alle Zwischenschritte sowie Be-
griindungen auf und vereinfachen Sie die Resultate so weit wie moglich.

Betrachten Sie die folgende Matrix:

1 2
A=1p 1
2 p

N O

(b) [3 Punkte] Sei = 2. Berechnen Sie die Inverse von A.



(b) [3 Punkte] Sei u = 2. Berechnen Sie die Inverse von A.

Losung:
Sei 1 = 2, wir erhalten
1 2 0
A=12 1 2
2 2 1
Die Inverse von A ist gegeben durch
1 a1 Q1 Qs
A7l = Tt A Q12 G2 Qs |,
13 Q23 @33

wobei a;; die Cofaktoren sind,

C_lij = (—1)i+j det Az‘,j:

und A;; die Untermatrix von A ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte

entsteht. Die Inverse von A ist somit

L [—3 -2 4 -3 -2 4
Al = . 2 1 —2l=12 1 =2
2 2 -3 2 2 -3
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5. Aufgabe (12 Punkte]

Finden Sie die Losung folgender Anfangswertprobleme.

(a) [4 Punkte] v + 3y = 9z mit y(0) = 4.



linear:

y' = p(x)y + q(x)

Differentialgleichung 1. Ordnung

/\

konst. Koeffizienten
y' =ay+b

homogen
q(z) =0

inhomogen

q(z) #0

y(z) = Ce™ — ¢

P(z) = [ p(z) d=x

— y(;z;) — (CePl(x)

nicht-linear:

y' = p(x)g(y)

Trennung der Variablen
r_y dy
y — dx

[..dy = [...dz

P(z) = [ p(z) d=x

C(z) = [e P@)g(z) dz

—> y(z) = C(z)e"®
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MC13. Welche ist die Lésung der Differentialgleichung

/ 2x

y(z)y'(z) = e

unter der Anfangsbedingung y(0) = —17

(A) y(z) =€e* =2
(B) y(z) = —e€”

(C) y(z) = —€77,
(D) y(z) = —e=*
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MC15. Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung

y'(z) +9y(z) = 0.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(A) y(x) =1 ist die einzige konstante Losung der Differentialgleichung,

(B) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form y(x) = C] cos(3x) fiir eine Konstante
C; € R,

(C) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form y(x) = C; cos(3z) + Cysin(3x) fiir
Konstanten C7, Cy € R,

(D) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form y(x) = C1 cos(3x)+C5 sin(3z)+Cse™>*
fiir Konstanten C;, Cy, C3 € R.




Storfunktion g(z)

Lésungansatz y,(z)

DGL: y" + ay’ + by = g(z) char. Polynom: p(A\) = A2 +a\+b

Polynom vom Grad n

e b#0:y,=Ax"+Ba" '+ . +Cz+D
e a#0,b=0:y,=Az"*"' + Ba" + ... 4+ Cz% + Dx
e a=0,b=0:y, =Az"*? 4 Bz"*! 4 ... 4 Cz® + Dx?

Dabei sind a,b von y"” + ay’ + by = g(z) zu entnehmen. A, B, C, ... sind die, durch
Koeffizientenvergleich zu bestimmenden, Koeffizienten.

g9(x) = ke

e c ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:
yp = A- e

e c ist eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms:
yp = Az - e

e ¢ ist eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp — Az2 .ecz

Dabei ist ¢ von der Storfunktion g(z) zu entnehmen. A ist der zu bestimmende
Koeffizient. Tipp: die Nullstellen des charakteristischen Polynoms hast du schon
bestimmt A;, A2. Falls beide gleich sind und ¢ entsprechen, ist es beispielsweise eine
doppelte Nullstelle.

g(z) = sin(Bz)
oder

g(z) = cos(Bx)
oder

g(z) = n - sin(Bz) + m - cos(SBzx)
wobei n € R und m € R.

e i3 ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:
yp = A - sin(fz) + B - cos(fzx)

e i3 ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp = Az - sin(fz) + Bz - cos(fz)

Dabei ist 8 von der Storfunktion g(z) zu entnehmen. A und B sind die zu bes-
timmende Koeffizienten. Alternativ kann auch y, = C - sin(8z 4+ ¢) respektive
Yp = Cz - sin(Sz + ¢) als Ansatz gebraucht werden, wobei C' und ¢ die zu bestim-
menden Koeffizienten sind.

g(z) = P, - € - sin(Bz)
oder
g(z) = P, - e°* - cos(Bzx)

Dabei ist P, ein Polynom n—ten
Grades.

e ¢+ i ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:
Yp = €7 (Qn - sin(Bz) + R, - cos(Bz))
e ¢+ i ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:
Yp =T €7 (Qn - sin(fBz) + R, - cos(Bz))

Dabei sind ¢ und 8 von der Storfunktion g(z) zu entnehmen. Die Polynome n-ten
Grades Q,, und R,, enthalten die zu bestimmende Koeffizienten. Man setze also
beispielsweise Q, = Az"™ + Bz" ... + Cz + D und bestimme die Koeffizienten
A, B, C... mit Koeffizientenvergleich.
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5. Aufgabe (12 Punkte]

Finden Sie die Losung folgender Anfangswertprobleme.

(b) [4 Punkte] vy’ + 4y’ + 4y = —2e** mit y(0) = ¢/(0) = —1.



