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Bemerkung 0.1. Alle Sdtze, welche mit einem * gekennzeichnet sind, sollte man an der Priifung
beweisen kdnnen.

1 Einfiihrung
Satz 1.1. (De Morgan in Logik) Es gilt

~(AVB)=-AA-B
~(AAB)=-AV-B

Satz 1.2. (De Morgan in Mengenlehre) Sei A,b C X, dann gilt
X\(AuB)=X\ANX\B
X\(ANB)=X\AUX\B
Definition 1.1. Sei f: X - Y

1. Die Funktion f heisst injektiv oder eine Injektion falls fir alle 1,z € X gilt, dass
f(x1) = flz2) = 21 =22

2. Die Funktion f ist surjektiv, eine Surjektion oder eine Funktion von X aufY |, falls f(X) =Y

3. Die Funktion f heisst bijektiv, eine Bijektion oder eine eineindeutige Abbildung, falls f surjektiv
und injektiv ist.

Definition 1.2. (glatte Funktion) Wir nennen eine Funktion glatt, wenn sie beliebig oft stetig dif-
ferenzierbar ist.

Definition 1.3. (Relationen). Seien X undY Mengen. Eine Relation auf X XY ist eine Teilmenge
RCX XY .

Definition 1.4. (Totalitdt) Wir nenne eine Relation total, wenn Vx,y : xRy V yRx

Definition 1.5. (Aquivalenzrelationen). Eine Relation ~ auf X ist eine Aquivalenzrelation, falls
folgende drei Eigenschaften erfillt sind:

1. Reflezivitit: Ve € X : x ~ x.



2. Symmetrie: Ve, y € X 1x ~y < y~=
3. Transitivitdt: Vo,y,z € X : (t~y) A (y ~2)) = x ~ 2.

Definition 1.6. (Ordnungsrelation) Eine Relation > auf X ist eine Ordnungsrelation, falls folgende
drei Eigenschaften erfillt sind:

1. Reflezivitat: Vx € X 1 x > x.
2. Identitat: Vex,ye X :x >2yAy>x = z=y
3. Transitivitdt: Vo,y,z € X : (x> y) A (y > 2)) = x> 2.

Der Unterschied zwischen Aquivalenzr@lation und Ordnungsrelation liegt also in der
Symmetrie/Identitdt.

Definition 1.7. (Madchtigkeit) Es gilt:
|X| > Y| <= Es existiert eine Surjektion X —Y

|X| <|Y| < Fs existiert eine Injektion X =Y

Satz 1.3. (Cantor-Schrider-Bernstein)
(X[ = [Y[AY] 2 [X] = [X]|=]Y]

Definition 1.8. Sei A C R eine Menge. FEine Zahl b € R heisst obere Schranke fir A, falls
Va € A:a <b. Eine untere Schranke fir A ist eine Zahl c € R, derart dassVa € A:a > c.

Definition 1.9. (Supremum und Infimum) Das Supremnm von einer Menge A (geschrieben sup A)
ist die kleinste obere Schranke von A. Das Infinum von A (geschrieben inf A) ist die grisste untere
Schranke von A. Falls das Supremum oder Infinum in der Menge A enthalten sind, so sind sie
Mazimum und Minimum der Menge.

Wichtig 1.1. (Rechenregeln mit sup) Es gilt
1. sup(X UY) = max{sup X,sup Y}
2. sup(X NY) <min{sup X,sup Y} (falls X NY # ()
3. sup(X+Y)=supX +supY
4. sup(X -Y)=supX -supY (falls X,Y > 0)
Satz 1.4. (Archimedisches Prinzip) Es gelten folgende Aussagen:
1. Jede nicht-leere, von oben beschrankte Teilmenge von Z hat ein Maximum.

2. Fir jedes v € R existiert genau einn € Z mitn <x <n-+1

3. Fir jedes € > 0 existiert ein n € N mit % <e.



2 Folgen

Definition 2.1. (Konvergenz einer Folge) Fine Folge a,, konvergiert gegen a € K, falls
Ve>03N =N(e) e N:Vn > N gilt |a, —a| <e

Definition 2.2. (Divergenz einer Folge) Eine Folge a,, konvergiert gegen a € K, falls
VK >03N =N(K)eN:VYn >N gilt |ap,| > K

Rechnen 2.1. (Einfache Rechenregeln mit Limes) Seien a,, und b,, konvergent mit Grenzwerten a
bzw. b. Dann folgt
1. lim (ap, +b,)=a+b

n—0o0

2. lim a,-b,=a-b
n—oo

3. Falls b,,b# 0, so gilt lim $= =
n—

n
oo bn

e

4. Falls ap, < b,Vn €N, so gilt a <b

Satz 2.1. (Sandwich-Theorem*) Es seien die drei Folgen b, < a, < ¢, gegeben. Falls b, und ¢,

konvergent sind mit lim b, = lim ¢, = L, so ist auch a,, konvergent und lim a, = L.
n—oo n—oo n—oo

Definition 2.3. (Monotonie) Die Folge a,, heisst monoton wachsend, falls
VneN:a, <anpt1

Die Definition fiir monoton fallend entsprechend mit a,, > ant1 und streng monoton wachsend/fallend
falls zusétzlich ¥Yn : an # Gnt1.

Definition 2.4. (Beschranktheit einer Folge) Eine Folge heisst nach oben bzw nach unten beschrankt
falls es ein C € R gibt, sodass Vn € N

ap, < C bzwa, >C

Satz 2.2. (Satz dber monotone Konvergenz) Sei a, nach oben (bzw nach unten) beschrankt und
monoton wachsend (bzw. fallend), dann ist a,, konvergent.
(Merkregel: Beschrdnktheit + Monotonie = Konvergenz).

Satz 2.3. (Satz von Bolzano-Weierstrass) Jede beschrankte Folge in R besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Definition 2.5. (Limes superior/inferior) Der Limes superior ist wie folgt definiert:

limsupa, = lim (supag)
n— oo n=00 k>n

Die Definition von liminf entsprechend mit inf statt sup.

Definition 2.6. (Cauchy-Folgen) Eine Folge a,, heisst Cauchy-Folge, wenn

Ve >0 3N =N(e) e N:Vn,m > N gilt |an, — am| < ¢



Satz 2.4. (Cauchy-Kriterium) Sei a,, € R eine reelle Folge. Dann gilt
ap, konvergiert auf R/C/R"™ <= a,, ist eine Cauchy-Folge
Definition 2.7. (Volistindigkeit) Ein angeordneter Korper K heisst vollstindig, falls VX,Y C K:
Vee X,2VyeY : e <y — dceeK:Vxe X,VyeY:z<c<y

Definition 2.8. (Volilstandigkeit mit Cauchy) Metrische Rdume, welche die Eigenschaft haben, dass
jede Cauchy-Folge in ihr konvergiert, sind vollstindig. R/C sind vollstindig, wohingegen Q keiner

ist. Denn die Folge anp41 = %(an + %) mit ay = 1 konvergiert gegen V2 und liegt somit nicht in Q.

Definition 2.9. (Grenzwerte von Funktionen) Fine Funktion f sei auf einem offenen Intervall
I C R, das den Punkt a enthdlt, definiert. f bestitzt an der Stelle a den Grenzwert L € R, geschrieben
lim f(z) = L

falls
Ve > 030 > 0:Vz mit |z —a| <d gilt |f(z)—L| <e

Um Aufgaben dieser Art zu ldsen, suchen wir also das § welches von € abhdngt.

Definition 2.10. (links-/rechtsseitiger Grenzwert) f hat an der Stelle a € I einen linksseitige

Grenzwert L, geschrieben
lim f(z)=1L

T—a—

falls
Ve>030 >0:Vz € (a—d,a) gilt |f(z) — L] < ¢

Analog hat f an der Stelle a € I einen rechtsseitigen Grenzwert L, geschrieben

lim f(z)=1L

z—at

falls
Ve > 030 > 0:Vx € (a,a+0) gilt |f(zx) — L] <e



3 Grenzwertberechnungen
Methode 3.1. (Sandwich-Theorem) Aus g(x) < f(z) < h(x) fir  in der Néhe von a und

lim g(z) = lim h(z) = L

r—a r—a

folgt
lim f(z) =1L

r—a

Methode 3.2. (Dominanz) Eine weniger mathematische Methode ist es, nur dominierende Teile
der Funktion anzuschauen. Beispielsweise in der folgenden Rechnung

2?2 =B Jrlogx —logx®®® + L
lim L L

70— — 34blog 345 — 2 4 4

Im Zdhler dominiert 712, wdhrend im Nenner \/Eis/? dominiert. Somit kénnen wir die Rechnung

vereinfachen in

1

.z 1
lim = -
x—0

aw‘w‘&
w

Wichtig 3.1. Fir z — +oo gilt
... <log(log(z)) < log(x) < z < e” und o® < x! < z°
Fiir z — 0% gilt
1
... <log(log(z)) < log(zx) < (5)0‘

Methode 3.3. (Wurzeltrick) Hat man einen Wurzelterm im Zdhler oder Nenner, so kann dieser
mat der dritten binomischen Regel erweitert werden.

Methode 3.4. (Zurickfihren auf e) Einige Terme kénnen wir so umformen, dass wir im Resultat

e erhalten:
r—a

1
lim (14+-)P=e <= p— o0 firz—a
p

Methode 3.5. (Zuriickfihren auf %} Einige Terme kénnen wir so umformen, dass wir durch
den Trick: )
Ly S0l (@)
T—a f(x)

Satz 3.1. (Bernoulli-de I’Hépital) Es seien f und g zwei in einer Umgebung des Punktes a (auch a =
o0) definierte und differenzierbare Funktionen, mit ¢’ # 0. Falls entweder li_r>n f(z) = li_r>n g(x) =

=1 << f(z) =0 firz—a

Ooder lim f(z) = lim g(z) = oo, so gilt
r—ra r—ra

@) )
M g@) ~ g @)

Methode 3.6. (erweiterter I’Hépital) Wir kénnen den Satz dementsprechend fir den Typ ”% 7 und
727 gnwenden. Der Typ "0 - 0co0” kann umgeschrieben werden und kann somit auch mit dieser
Methode berechnet werden.



Methode 3.7. (Eigenschaft von e ausniitzen) Wir kénnen in Féillen von lim f(x)9®) die Bigen-

r—a
schaft f(x)9(®) = (@) 1o (@) qysniitzen.

Methode 3.8. (Taylorreihen) Wir konnen mithilfe von Taylorreihen (zusammen mit Dominanz)
einen Grenzwert bestimmen

Wichtig 3.2. (Wichtige Taylorreihen)

2 3 4

v _ 1 x T T
2
sm:c::zc—g—i—a—
x> ab
smhx:x—i—a—i—a—i—...
1 x?2 ot
cosx = —E—i—ﬂ—
2?2 ot
coshle—l—a—i—z—i—...
2 a3
1 =r——+—=— ..
ogr ==x 2—|—3
-1
(1+x)a:1+am+%x2+...

Methode 3.9. (Substitution) Wir kénnen beim Bestimmen des Grenzwertes auch substituieren,
missen dabei jedoch aufpassen, dass wir auch x — a substituieren. Sei t=g(z) eine Substitution,
dann gilt

lim f(z) = lim t

lim f(a) = T f(0)

Methode 3.10. (Stirlingformel) Als Abschdtzung von n! gilt fiir grosse Zahlen: n! ~ \/271’77,(%)”

Methode 3.11. (Wichtige Grenzwerte)

1

lim (1+—-)"=e
n—oo n
lim sin(z)
x—0 x

t
lim £20()
x—0 x€X

arcsin(z)

=1
=1

=1
z—0 x

lim arctan(z) _1

x—0 x

. l—cos(z) 1

L I
log(1

lim 70g( +2)

z—0 xT

=1



4 Reihen

Definition 4.1. (Reihen) Unter der n-ten Partialsumme Sy einer Zahlenfolge a,, versteht man die
Summe der Folgenglieder von ay bis a,, bzw.

N
SN = Zak
k=1

Die immer weiter fortgesetzte Partialsumme einer (unendlichen) Zahlenfolge nennt man eine (un-

endliche) Reihe

N—o00

S = lim Sy = ian
n=1

Definition 4.2. (absolute Konvergenz) Die Reihe Y - | a, heisst absolut konvergent, falls > 07 | |a,|
konvergiert.

Satz 4.1. (absolute Konvergenz*) Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

5 Konvergenzkriterien (Reihen)

Methode 5.1. (Teleskopsumme) Kann die Summe in die Form )", _, 00(bp—bn41) gebracht werden,
so kiirzen sich alle "mittleren Terme” und wir erhalten als Resultat by — b . Falls dieser Wert nicht
Foo ist, so ist die Reihe konvergent.

Methode 5.2. (Nullfolge) Bilden die Glieder einer Reihe keine Nullfolge, so divergiert die Reihe.

Methode 5.3. (Summe) Seien Y a, und > by, zwei konvergente (!) Reihen. Dann konvergiert
auch deren Summe/Differenz.

Methode 5.4. (Majorantenkriterium) Seien an,b, > 0 mit a, > b,¥Yn > N € N. Falls > ay,
konvergiert, so konvergiert auch > by, .

Methode 5.5. (Minorantenkriterium) Seien a,,b, > 0 mit a, > b,Vn
divergiert, so divergiert auch Y a,.

IV

N € N. Falls S by

Methode 5.6. (Vergleichskriterium). Seien a,,b, > 0. Ist lim ¢ € (0,00) so haben ) a, und

n—oo ’n
> by, dasselbe Konvergenzverhalten.

Methode 5.7. (Quotientenkriterium) Sei y . a, gegeben. Es gilt

. a . . .
lim || > 1 = Reihe divergiert
n—o0o G
a
lim || <1 = Reihe konvergiert

n—o0o ' Qp
. Gn41
lim | nt

n—oo @y

| =1 = Kriterium versagt.



Methode 5.8. (Wurzelkriterium) Sei Y a,, gegeben. Es gilt
li_>m Y|an| >1 = Reihe divergiert

lim {/|a,| <1 = Reihe konvergiert

n—oo
lim ¥/|a,| =1 = Kriterium versagt.
n—oo

Satz 5.1. (Satz von Cauchy-d’Alembert) Falls beide Grenzwerte existieren, gilt stets

lim n/lanl — nﬁ_}ﬁg(] | an-‘rl ‘

n—0co ay

Versagt also eines der Kriterien, versagt auch das andere.

Methode 5.9. (Integralkriterium) Sei Y ay, gegeben mit a, > 0 und a,41 < a, (monoton fallend),
dann konvergiert die Reihe genau dann, wenn das dazugehorige Integral konvergiert.

Methode 5.10. (Leibnitz-Kriterium) Sei eine alternierende Reihe der Form Y (—1)"a, gegeben.
Falls a, > 0, lim a,, =0 und an+1 < a, gilt, konvergiert die Reihe.
n—roo

Methode 5.11. (absolute Konvergenz) Wie wir oben gesehen haben, kénnen wir auch einfach
tberprifen, ob die Folge absolut konvergent ist.

Methode 5.12. (Cauchy- Verdichtungskriterium) Sei a,, > 0 und monoton fallend, dann gilt
Zan konvergiert <— ZQ"agn konvergiert

Methode 5.13. (Taylorreihe) Wie bei der Grenzwertbestimmung kann uns manchmal auch hier die
Taylorreihe vor allem von €*, log und trigonometrischen Funktionen behilflich sein.

Methode 5.14. (Kriterium von Raabe) Sei a,, > 0 und es versage das Quotientenkriterium, also

lim % = 1. Wenn der Grenzwert
n— o0 n

lim n(l — L"—H)
n—00 an

=l

existiert und o # 1 so gilt

a>1 = Divergenz
a <1 = Konvergenz



Wichtig 5.1. (Reihen, welche man kennen sollte)

Z q" konvergiert < |q| <1 Geometrische Reihe
n=0
in diesem Falle gilt i q" = b
n=0 1- q
1
((s) = Z — konvergiert < s> 1 Riemannsche -Funktion
nS
n=1
2
¢(2) = 3 Basler-Problem
Z — = log(2) alternierende geom. Reihe
n=1

Satz 5.2. (Umordnungssdtze)
1. Absolut konv. Reihen: Umordnung dndert nichts: Y 0" o an = 30" Gp(n)

2. Bedingt konv. Rethen: Riemannscher Umordnungssatz

VAERIG:Ng = No: Y agm =A

n=0

6 Potenzreihen
Definition 6.1. (Potenzreihe) Eine Potenzzeihe ist eine Reihe der Form
oo
Z anx™ = ag + a1z + asz® + ... + anz™ + ...
n=0
Definition 6.2. (Konvergenzradius) Eine Potenzreihe hat einen Konvergenzbereich By der immer

kreisformig ist. Der Konvergenzradius p ist also definiert als

o] <p = Y07 anx™ konvergiert
2| >p = Y00, anx™ divergiert
x| =p = seperat untersuchen

Formel 6.1. (Konvergenzradius) Fir den Konvergenzradius p der Potenzreihe ZZO:O a,x™ gelten
folgende Formeln

. a
p= lim |
n—oo an+1

1
ST sup {/|an|

n—oo

Satz 6.1. (Differentiation der Potenzreihe) Eine Potenzreihe ist im Inneren des Konvergenzkreises
diferenzierbar und die Ableitung darf Glied fir Glied berechnet werden. (Auch die Integration erfolgt
gliedweise im Konvergenzbereich,).



Formel 6.2. (Cauchy-Produkt) Seien f(z) = > " anz™ und g(z) = 3.7 bpa™ zwei Potenzreihen
mit Konvergenzradien py, ps > 0. Fir alle |x| < min p1, py gilt die Formel

f@) o) =3 (m_ b )"

n=0

10



7 Stetigkeit

Definition 7.1. (Weierstrass-Kriterium / e-§-Kriterium) Sei eine Funktion f : D — R gegeben. f
ist an der Stelle xog € D stetig, genau dann wenn

Vog € D:Ve>030 =0(e,20) >0: Ve € D: |z —x0| <6 = |f(x)— f(zo)| <€
Wir sagen f ist stetig, wenn f an jedem xo € D stetig ist.

Methode 7.1. (Beweis Stetigkeit) Um zu zeigen, dass eine Funktion stetig ist, kann man € fix
setzen und geht vom Standpunkt |f(xz) — f(xo)| < € aus und versucht ein § zu finden, welches die
FEigenschaft |x — xo| < § erfillt und von € und x¢ abhdngt..

Definition 7.2. (gleichmdassige Stetigkeit) f wie oben definiert, heisst gleichmdssig stetig auf D,
falls
Ve>030=06(e) >0:Ve,ye D: |z —y|<d = |f(z)— flzo)] <€

Satz 7.1. (Heine) Falls f stetig und D kompakt (abgeschlossen und beschrankt) ist, so ist die
Funktion gleichmassig stetig.

Wichtig 7.1. Der Unterschied zwischen gleichm. stetig und stetig ist im 6. Denn das & darf bei
gleichmdssiger Stetigkeit nicht von x,y abhdngen.

Definition 7.3. (Lipschitz-Stetigkeit)f heisst Lipschitz-stetig, falls
AL > 0:Va,y € D gilt: |f(z) — f(y)| < L|x — y|

Satz 7.2. Eine differenzierbare Funktion f ist genau dann Lipschitz-stetig, wenn ihre erste Ableitung
auf D beschrdankt ist.

Satz 7.3. (Zusammenhang) Es gilt
Lipschitz-Stetigkeit = gleichmdssige Stetigkeit —> Stetigkeit
stetig und D kompakt = gleichmdssige Stetigkeit
f differenzierbar und 1. Ableitung beschrinkt —> Lipschitz-Stetigkeit

Wichtig 7.2. (Beispiele)
stetig aber nicht gleichmdssig stetig: f: R — R : z +— 2

gleichmassig stetig aber nicht Lipschitz-stetig: f :[0,00) = R:z+— /z
Lipschitz-stetig: f:[1,2] = R:x—

Satz 7.4. (Vektorraum) Stetige Funktionen bilden einen Vektorraum.
Satz 7.5. (Verknipfung) Die Verknipfung stetiger Funktionen ist stetig.

Satz 7.6. (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b). Dann gibt es zu jedem
y € [f(a), f(b)] ein x € [a,b] mit f(x)=y.

Methode 7.2. (Nullstellenproblem) Hiufig wird gefragt, ob eine Gleichung f(x) = g(x) eine Lisung
im Intervall [a,b] besitzt. Dazu kann eine Hilfsfunktion h(x) = f(z) — g(z) eingefihrt werden. Falls

man x1,%2 in [a,b] so finden kann, dass h(x1) < 0 und h(x2) > 0 gilt, so existiert nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle und somit eine Léosung fir f(z) = g(z).

11



8 Differenzialrechnung
Definition 8.1. (Ableitung) Die Ableitung einer Funktion f: D — R an der Stelle zo € D ist der

Grenzwert "
f/(xO) _ }L% f(xo + }2/_ f(l'o)

Definition 8.2. (Differenzierbarkeit) Wir nennen eine Funktion f differenzierbar, wenn der Gren-
zwert in der Definition 8.1 existiert.

Methode 8.1. (Ableitungsregeln) Fir eine Funktion f : D — R eine Funktion. Es gelten folgende
Ableitungsregeln:

(f+9) =f+d Summenregel
(f-9)=f-9+f4d Produktregel
(f) = ng/ Quotientenregel

g g
(g0 f)(z) =g (f(x)) - f'(2) Kettenregel

Satz 8.1. Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

Wichtig 8.1. Die Umkehrung von Satz 8.1 gilt nicht. Gegenbeispiel: f(x) = {gsm(w) z 7 0
Tr =
f(x) ist an der Stelle xy = 0 stetig aber nicht differenzierbar.

Satz 8.2. (Umkehrsatz) Sei f : (a,b) — R mitVa € (a,b) : f'(x) # 0. Dann ist die Umkehrabbildung
F~1 differenzierbar mit Ableitung

wobei y = f(x).

Satz 8.3. (Satz von Rolle*) Sei [a,b] ein kompaktes Intervall mit a < b und f : [a,b] — R eine
stetige Funktion, die auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist. Falls f(a) = f(b) gilt, so
existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Satz 8.4. (Mittelwertsatz*) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert
ein ¢ € (a,b) mit
f(0) — f(a)
(o) —
f (C) - b —a

Definition 8.3. (Konwvexitit) Sei f: I — R eine Funktion. Dann heisst [ konvez, falls
Vag,x1 € IVt € [0,1]: f((1 —t)xg +txy) < (1 —t)f(zo) +tf(x1)
Eine Funktion g : I — R heisst konkav, wenn f = —g konvex ist.

Satz 8.5. (Konveritit und Ableitung) Sei f € C?(D). Dann ist f genau dann konver, wenn
Ve e D: f'(x) >0.
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9 Funktionenfolgen

Definition 9.1. (punktweise Konvergenz) Sei (fn)22, eine Folge stetiger Funktionen. Wir sagen,
dass ()22, punktweise konvergiert, falls

Vee DVe>03IN=N(x)eN:Vn>N:|f,(z) - flz)] <e
Definition 9.2. (gleichmdssige Konvergenz) Wir sagen, dass (fn)5% gleichmdassig konvergiert, falls
Vee DVe>03INeN:Vn>N:|f,(z)— fla)] <e

Der Unterschied zwischen punktweiser und absoluter Konvergenz besteht darin, dass bei gleichmassiger
Konvergenz das N unabhdangig von den Punkten x € D ist.

Satz 9.1. (Zusammenhang) Gleichmdssige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz und beide
Grenzfunktionen stimmen tberein.

Wichtig 9.1. (Umkehrung) Die Umkehrung gilt nicht. Gegenbeispiel (punktweise aber nicht gleich-
massig konvergent): fn : [0,1] = R mit f,(x) = 2™

Satz 9.2. Sei (f,)52, eine Folge stetiger Funktionen. Falls f,, gegen f gleichmdssig konvergiert, so
ist auch f stetig.

Satz 9.3. (Grenzwert und Integral vertauschen) Sei f, eine Folge stetiger Funktionen und [a,b] C D.
Falls f,, gleichmdssig auf D konvergiert, so ist f auf [a,b] integrierbar und es gilt

b b
lim fn(l‘)dxz/ li_>m fo(z)dx

n—oo a

10 Riemann-Integral

Definition 10.1. (Treppenfunktion) Eine Funktion f : [a,b] — R heisst Treppenfunktion, falls es
eine Zerleqgung ¢ = {a = o < x1 < ... < x, = b} gibt, sodass es fir jeses k € {1,....,n} eine Zahl
¢k € R gibt mit f(x) = ¢k fur alle x € (xg—1, ). Das Riemann-Integral einer Treppenfunktion ist

dann definiert als
b n
/ fdzr = ch(l‘k — Tp—1)
@ k=1
Definition 10.2. (Ober-/Untersumme) Wir definieren folgende zwei Mengen:
b
U(f) = {/ udz|u Treppenfunktion und u < f} Untersumme
a
b
o(f) = {/ odzx|o Treppenfunktion und o > f} Obersumme

Definition 10.3. (Riemann-integrierbar) Sei I(f) = supU(f) und I(f) = inf O(f). Wir nennen f
Riemann-integrierbar, falls

13



Satz 10.1. (Linearitit) Die Menge R([a,b]) der Riemann-integrierbaren Funktionen auf dem In-
tervall [a,b] ist ein Vektorraum und das Riemann-Integral ist eine lineare Funktion auf R([a,b]).

Satz 10.2. (Monotonie) Seien f,g € R(|a,b]). Folgende Monotonieeigenschaften gelten
b
1) Falls f > 0,, so gilt / fdx >0
o b
2) Falls f < g,, so gilt / fdx < / gdx

c b c
3) Es gilt stets / fdx :/ fdm—i—/ fdx
a b

a

4) Die Funktion |f| ist Riemann-integrierbar und es gilt die Dreiecksungleichung

(Lbfmnsulbfww

Satz 10.3. (ungerade Funktionen) Falls f(—x) = —f(z) gilt, nennen wir f ungerade. Es gilt dann

fdx =20

—a

Satz 10.4. (Monotonie und Beschrinktheit) Jede (stickweise) monotone und beschrinkte Funktion
ist Riemann-integrierbar.

Satz 10.5. (Stetigkeit) Jede (stickweise) stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.
Definition 10.4. (Stammfunktion) Wir nennen F(z) = [ f(t)dt + C die Stammfunktion von f

Satz 10.6. (Fundamentalsatz) Sei [ bei zg € [a,b] stetig. Dann ist F : x — [ f(t)dt bei zg
differenzierbar und F'(xzo) = f(xo). Des weiteren gilt

/f@ﬁ=F@—F@

Definition 10.5. (Gamma-Funktion) Die Gamma-Funktion ist gegeben durch

I‘(s):/ ¥ e da
0

Sie erfillt ausserdem: T'(s+1) = s-T'(s) und somit T'(n+ 1) = n!

14



11 Integrale berechnen

Wichtig 11.1. (Wichtige Integrale)

f(x) (Integrand)

F(z) (Stammfunktion)

% (a # —1)

Methode 11.1. (Direkte Integrale) Haben wir ein Integral der Form [ f(g(x))g'(z)dx, dann gilt

[ a)g@

wobei F(x) die Stammfunktion von f ist.

Methode 11.2. (Partielle Integration) Die partielle Integration erlaubt die Integration von Produk-

ten. FEs gilt

zo<+1

a+1 +C

log(z) + C
e? +C
T ORRY
—cos(z) +C
sin(x) +C
cosh(z) + C
sinh(z) + C
—cos(z) +C
arcsin(z) + C
arccos(z) + C
arctan(x) + C
arcsinh(z) + C
arccosh(x) + C

arctanh(z) + C

Ydz = F(g9(z))+ C

[tdds=to- [ sgas+c

Der grosse Vorteil dieser Methode ist es, dass f nicht integriert werden muss.

Funktionen und = sollten nur abgeleitet werden.
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Methode 11.3. (Partialbruchzerlequng) Falls ein Integral der Form [ 22) gy gegeben ist, gibt es
zwei Techniken, dieses Integral zu bestimmen:

q(z)

1) Falls deg(p) > deg(q) = fiihre die Polynomdivision p(z) : q(x)durch
2) Falls deg(p) < deg(q) = fiihre Partialbruchzerlegung (PBZ) durch

Methode 11.4. (Substitution) Die wohl wichtigste Methode neben der partiellen Integration ist die
Substitutionsregel: Sei ein beliebiges Integral [ f(x)dx gegeben. Wir kénnen mit der Substitution
u = g(x) und somit v = g~ '(u) das Integral umschreiben in [ f(g(x))g'(x)dz. Dabei muss auch

beachtet werden, dass die Grenzen angepasst werden.

Wichtig 11.2. (Gute Substitutionen)

Funktion enthdlt

nutzliche Substitution

e®, sinh(z), cosh(x)

log()
W/Ax + B

cos?(z), sin’(x), cos*(z)..., tan(z)

sin(z), cos(z), sin®(x), ...

VAT T Bz v O
Vi
V2 —1
VaTF T

[t

u=e*

u = log(x)

u= %/Ax + B(m < n) evtl. mehrere
u = tan(x)*
u = tan(g)*

quadratische Erginzung

x = sin(t)
x = cosh(t)
x = sinh(t)

16



12 Topologie

Definition 12.1. (Topologie) Sei X eine beliebige Menge. 7 C P(X) heisst Topologie, falls
1.0, X er
2. Uy,..U, €7 = (i UseT
8. AU, .Uy firkel} et = Upe, Un €T

Definition 12.2. (Metrik) Sei X eine nicht leere Menge. Fine Metrik auf X ist einfach eine
Abbildung d : X x X — R, welche jedem Paar (z,y) aus X x X eine reelle Zahl zuordnet, sodass
die folgenden Figenschaften erfullt sind

1. d(z,y) > 0Va,y € X und d(z,y) =0 < x =y (positiv definit)
2. d(z,y) =d(y,x) Ve,y € X (symmetrisch)
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) Vz,y,z € X (Dreiecksungl.)
Definition 12.3. (Norm) Sei V ein reeller (oder komplexer) Vektorraum. Eine Abbildung
-V — R/C,v 5 o]
heisst Norm auf V, falls die folgenden drei Figenschaften erfillt sind
1. ]| >0Vv € V und |jv]| =0 <= v =0 (positiv definit)
2. ||lv+w| < || + ||w|| Yv,w €V (Dreiecksungl.)
3. Ao = A ||v]| Yo €V und A € R/C

Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum. Denn die Norm ||-|| induziert immer eine Metrik
wie folgt:
d(v,w) := ||v — wl|

Definition 12.4. (Offene und abgeschlossene Teilmengen). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine
Teilmenge O C X heisst offen, falls es zu jedem Punkt in O einen offenen Ball um diesen Punkt
gibt, der in O liegt. Eine Teilmenge A C X heisst abgeschlossen, falls ihr Komplement X\ A offen
ist. (X selber und () sind sowohl offene als auch abgeschlossene Teilmengen)

Satz 12.1. (Korollar zur Definition der Topologie) Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann gilt
1. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
2. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
8. Der Durchschnitt belieblig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
4. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Definition 12.5. (induzierte Topologie mit Metrik) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die induzierte
Topologie ist definiert durch

Uer < Ve eU3Ie>0:B(z) CU
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Definition 12.6. (innerer Punkt/Innere) Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X eine Teil-
menge. FEin Punkt x € Y heisst innerer Punkt von Y, falls es ein € > 0 mit B(x) CY gibt. Die
Menge aller inneren Punkte

Y ={zeY[3¢>0:B.(z) C Y}
wird das Innere von Y genannt.

Definition 12.7. (Randpunkt/Rand) Ein Punkt x € X ist ein Randpunkt von Y, falls zu jedem
€ > 0 beide Durchschnitte b.(x) NY und b.(x) N X\Y nicht leer sind. Die Menge aller Randpunkte
nennen wir den Rand von Y und schreiben JY .

Definition 12.8. (Abschluss) Der Abschluss einer Menge wird durch’ Y =Y U QY definiert.
Definition 12.9. (Hausdorffeigenschaft)Vox,y € X :x £y = JzeUer,yeVer:UNV =10

Definition 12.10. (diskrete Topologie) Wir nennen 7 = P(X) die diskrete Topologie. Sie ist
hausdorff’sch.

Definition 12.11. (indiskrete Topologie) Wir nennen T = {0, X} die indiskrete Topologie. Sie ist
nicht hausdorff’sch.

Satz 12.2. Jede von einer Metrik induzierte Topologie ist hausdorff’sch.

Definition 12.12. (Haiufungspunkt) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Punkt zo € X ist ein
Héiufungspunkt einer Folge (xy)n € X falls eine konvergente Teilfolge () existiert mit Grenzwert
lim xz,, = zo. Fin Punkt xo € X ist ein Haufungspunkt einer Teilmenge D C X, falls fiir jedes

k—o0

€ > 0 der Durchschnitt D N (Bc(xo)\{zo}) nicht leer ist. Eine Teilmenge heisst dicht, wenn sie nur
aus Haufungspunkten besteht.

Satz 12.3. (Stetigkeit) Seien X und Y zwei topologische Raume. FEine Funktion f : X — Y ist
genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen, offen sind.

Methode 12.1. (gleichmdssige und Lipschitz-Stetigkeit) Wir kénnen auch die Definitionen fiir
gleichmdssige und Lipschitz-Stetigkeit neu definieren indem wir in den Definitionen jeweils die Be-
tragsstriche durch die Metrik ersetzen.

Definition 12.13. (Kompaktheit) 7 Charakterisierungen auf metrischen Raumen
1. Topologische Kompaktheit: Jede offene Uberdeckung von X hat eine endl. Teiliberdeckung.
Folgenkompaktheit: Jede Folge hat einen (Folgen-)Hdufungspunkt
Jede unendliche Teilmenge von X hat einen (Mengen-)Hdufungspunkt
Jede f: X — R stetig ist beschrdinkt

Jede f: X — R stetig nimmt ihr Max und Min an

S & o

Jede offene Uberdeckung hat Lebesgue-Zahl und ist total beschrdinkt
7. Der metrische Raum X ist beschrinkt und vollstindig (Jede Cauchy-Folge konvergiert)

Satz 12.4. (Satz von Heine-Borel) Fine Teilmenge K C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrankt ist.
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Definition 12.14. (Zusammenhang) X top. Raum, X heisst zusammenhdingend falls die einzigen
abgeschlossenen und offenen Mengen X und () sind. Y C X heisst zmh. falls es das ist bzgl. der
Teilraumtopologie.

Satz 12.5. (Sdtze zu Zusammenhang)
1. ABCX zsmh.: ANB#0 = AU B zsmh.
2. A, B CR" zsmh. und A enthdlt Hiufungspunkt von B =—> AU B zsmh.
3. A CR ist zsmh. <= A ist ein Intervall <= Va,be A:Va<c<b:c€e A
4. ACX zsmh. f: X =Y stetig = f(A) ist zsmh.

Definition 12.15. (wegzusammenhdangend) Ein nichtleerer metrischer Raum X heiffit wegzusam-
menhdngend, wenn es zu je zwei Punkten x,y € X eine stetige Abbildung ~y: [a,b] — X mit

~v(a) = x und v(b) =y gibt.

Satz 12.6. (zwei kleine Sdtze)
1. Ist X wegzusammenhdingend, so auch f(X).
2. Ist X zusammenhdngend, so auch f(X).

Definition 12.16. (Homotopie) Sei U C R™ ein Gebiet. Seien vy : [a,b] — U und o : [a,b] = U
zwei Kurven in R™ mit demselben Anfangspunkt ~1(0) = ~2(0) und demselben Endpunkt v1(1) =
v2(1). Die zwei Kurven v1 und o heissen homotop (geschrieben 1 =~ 73), wenn es eine stetige
Abbildung H : [0,1]?> — U gibt, die wir Homotopie nennen und die folgenden Eigenschaften erfiillt

1.Vt € [0,1]: H(0,t) = 71 (t)
2.Vt €[0,1]: H(1,t) = 72(t)

(5,0) = 71(0) = 72(0)
4. Vs €[0,1]: H(s,1) = 7 (1) = 72(1)

Definition 12.17. (einfach zusammenhdngend) Ein Gebiet U C R™ heisst einfach zusammenhdngend,
falls je zwei Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt homotop sind.

3. Vsel0,1: H

Bemerkung 12.1. FEin Gebiet ist also dann zusammenhdngend, wenn jede geschlossene Kurve in
einen Punkt zusammengezogen werden kann.

Satz 12.7. (Zusammenhang)
einfach zusammenhdngend —> wegzusammenhdangend —> zusammenhangend.
Methode 12.2. (Beispiele)
1. X = {0} x [-1,1]U{(¢,sin(3))[t > 0} ist zusammenhingend aber nicht wegzusammenhdingend.
2. R2\{0} wegzusammenhdingend aber nicht einfach zsmh.
3. R3\{0} ist einfach zsmh.

Satz 12.8. (auf metrischen Rdumen) Jeder wegzusammenhingende metrische Raum ist zusam-
menhdngend.
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Satz 12.9. (Banach’scher Fizpunktsatz) Sei (X, d) ein nicht-leerer, vollstdndiger metrischer Raum.
Sei f: X — X eine Lipschitz-Kontraktion, das heisst, eine Abbildung mit der Eigenschaft

d(f(z1), f(z2)) < Ad(z1,72)

fir alle x1,x5 € X wund fir eine fixe Lipschitz-Konstante A < 1. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes xg € X mit f(xg) = xo.
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13 Mehrdimensionale Differenzialrechnung

Definition 13.1. (totale Differenzierbarkeit) f : R™ — R™ ist total differenzierbar in einem Punkt
xq falls eine lineare Abbildung D,y : R" — R™ existiert mit

i @0 +2) = [(@0) = Dyay (@)

a0 ]

=0

Formel 13.1. Beispiel: Fiir f : R3 — R3 gilt:

Of1(z0)  Ofi(xzo)  Ifi(xo0)
ax1 612 amg

Dy (zo) = Of2(zo)  Of2(mo)  Of2(=mo)

oxq Oz Ox3

Of3(xo)  Ofs(xo)  Ifz(xo0)
8I1 612 amg

Formel 13.2. Dy,(g90 f) = Dy(2)9 © Dao f
Satz 13.1. (totale Differenzierbarkeit)
1. f ist total differenzierbar in xo == Alle part. Ableitungen existieren und O, f(x0) = D (20 (v)
2. Wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind, so ist f total differenzierbar.
Satz 13.2. (Satz von Schwarz) Sei f: U C R™ — R zweimal differenzierbar, dann gilt
0;0;f = 0;0; f

Definition 13.2. (kritischer/requldrer Punkt) Ein Punkt x € U heisst kritischer Punkt von einer
differenzierbaren Funktion, falls D, f = 0. Weiter nennt man x € U reguldr, wenn er kein kritischer
Punkt von f ist.

Definition 13.3. (Hesse Matriz)Sei f : D C R™ — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Dann ist die Hesse-Matriz von f am Punkt x = (x1,...,x,) € D definiert durch

o f %f O’ f
0x10x1 (.’,E) Ox10x2 ( ) to 0x10Ty, ( )
o f % f *f
Hf (I’) _ Ox20x1 (LC) Ox20x2 (ZL’) T 20T, ( )
a2 22 2?
axngxl (.T) 89cng:c2 (:23’) T 8Jcn8fa:n (‘T)

Definition 13.4. (Definitheit der Hessematrixz) Ist die Hesse-Matrixz positiv definit, dann haben wir
ein Maximum, falls sie negativ definit ist, dann ein Minimum und falls sie indefinit ist, dann kann
man keine Aussage dariber machen.

Definition 13.5. (Wegintegral) Sei f : U — R™ ein stetiges Vektorfeld. Wir definieren das Wegin-
tegral des Vektorfelds f entlang eines stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — U durch

L fods = / )7 (3))ds

21



14 Differentialgeometrie

Satz 14.1. (Satz tber implizite Funktionen) Sie U C R™ x R™ offen und F' : U — R™ eine stetige
Abbildung. Seien (xo,yo) € U mit F(zo,y0) = 0. Angenommen

1. Alle partiellen Ableitungen existieren auf U und sind stetig

2. Die Matriz <‘25J (xo,yo)) ist invertierbar.

i,j=1,....,m

dann gibt es a, f > 0 und eine eindeutige Abbildung f : Bo(zo) — R™ sodass
V(z,y) € Ba(zo) X Bs(yo), F(z,y) =0 <= y = f(x)
Ist F' d-mal stetig differenzierbar, so ist auch f d-mal stetig differenzierbar und es gilt
Dyf = —(0yF(x, f(2))) 0 F (2, f(x))
mit x € Bq(zo)

Satz 14.2. (Satz zur inversen Abbildung) Sei f : U — R™ eine d-mal stetig differenzierbare Funktion.
Sei xg € U mit invertierbarer totaler Ableitung Dy, f (bzw. xq ist requldr). Dann gibt es eine
offene Umgebung Uy C U wvon ¢ und eine offene Umgebung Vo C f(U) von yo = f(zo), so dass
flue : Us = Wy bijektiv ist und die Umkehrabbildung ebenso d-mal stetig differenzierbar ist. Des

Weiteren gilt
Vo € Uy, y = f(x) €V Dy(fil) = (D:cf)71

Definition 14.1. (Diffeomorphismus) Eine glatte bijektive Funktion f heisst Diffeomorphismus,
falls f invertierbar ist und f=1 glatt ist.

Definition 14.2. (Teilmannigfaltigkeit) Sei 0 < k < n fiirn > 1. Fine Teilmenge M C R"™ ist eine
k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, falls fir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U, € R™
und ein Diffeomorphismus ®, : U, — V, = ®,(U,) auf eine weitere offene Teilmenge V, C R"
existiert, so dass

@,(U,NM)={y € Vply; =0Vi > k}

Satz 14.3. (Teilmannigfaltigkeit) Jede offene Teilmenge U in R™ ist eine n-dimensionale Teilman-
nigfaltigkeit.

Satz 14.4. (Satz vom konstanten Rang) Sei U C R™ offen mit F : U — R™ m < n glatt. M :=
F~Y0} = {x € U|F(z) = 0}. Fulls jeder Punkt py € M regulér ist (d.h. df(po) = m), dann ist M
eine TMF von Dimension k =n —m.

Definition 14.3. (Tangentialraum)Der Tangentialraum der Teilmannigfaltigkeit M bei p € M ist
gegeben durch

TyM = {(p,7'(0))|3e > 0,7 : (—¢,€) = M differenzierbar mit v(0) = p}
Definition 14.4. (Tangentialbiindel) Das Tangentialbiindel von M ist definiert durch
™ = | | T,M

pEM
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Definition 14.5. (Lagrange-Funktion) Die Lagrange-Funktion L : U x R"™% — R fiir eine Funktion
f:U — R ist durch

n—=k
L(z,\) = f(z) — Z A, Fj(x)

definiert. Die Komponenten von A\ werden auch Lagrange-Multiplikatoren genannt.

15 Mehrdimensionale Integralrechnung

Definition 15.1. (Riemann-Integrierbarkeit) Sei @ ein abgeschlossener Quader und f : Q@ — R
beschrankt. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn es fur jedes € > 0 zwei stetige
Funktionen f_, fy gibt, die f_ < f < fy und

/(fJr — fo)dvol < €
Q

Definition 15.2. (Lebesgue-Nullmenge) N C R™ heisst Lebesgue-Nullmenge, falls es fir jedes e > 0
eine Folge (Qi)+ von offenen oder abgeschlossenen Quadern gibt, sodass

N C fj Q¢ und ivol(@t) <€
t=1 t=1
Satz 15.1. (Eigenschaften von Lebesgue-Nullmengen)
1. FEine Teilmenge einer L-Nullmenge ist eine L-Nullmenge
2. Abzdhlbare Vereinigung von L-Nullmengen sind wieder L-Nullmengen

Satz 15.2. (Lebesque-Kriterium) Sei f beschrdnkt auf einem abgeschlossenen Quader Q. Dann ist
f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge aller Unstetigkeitsstellen eine L-Nullmenge
15t.

Definition 15.3. (Jordan-Messbarkeit) B C R™ heisst Jordan-messbar, falls es einen abgeschlosse-
nen Quader Q € R™ gibt, sodass B C @Q und die charakteristische Funktion 1g auf QQ Riemann-
integrierbar ist. Das Volumen ist in diesem Fall

vol(B) :/ 1 gdvol
Q

Definition 15.4. (Jordan-Nullmenge) Eine Teilmenge J C R™ heisst Jordan-Nullmenge, falls es
zu jedem € > 0 eine endliche Liste Q1,...,Qr C R"™ offener Quader gibt, sodass

L L
J C U Q¢ und Z’UOZ(Qt) <€
t=1 t=1

Satz 15.3. (Jordan-Messbarkeit und Jordan-Nullmenge)
J st eine Jordan-Nullmenge <= J ist Jordan-messbar und vol(J) =0

Satz 15.4. (Jordan und Lebesgue) Lebesgue-Nullmenge —> Jordan-Nullmenge
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Satz 15.5. (Satz von Fubini) Seien X C R™ und Y C R™ zwei abgeschlossene Quader und sei
f: X xY — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt

/Xxyf(a?,y)dvol((:r,y)):/X/Yf(:lr,y)dydx:/Y/Xf(a:,y)dxdy

Definition 15.5. (mehrdimensionale Substitution) Seien X, Y C R™ offen und ® ein Diffeomor-
phismus ® : X =Y. Sei f: Y — R integrierbar. Dann gilt (und ist wohldefiniert):

[ty = [ fo()-|det Dz
Y X

16 Integralsatze

Definition 16.1. (konservativ) F : U — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann heisst f konservatov, falls
fir alle stickweise stetig differenzierbare Wege v : [a,b] — U und n : [a’,b'] = U mit y(a) = n(a’)

und v(b) = n(t') gilt
ds = ds.
fro- e

F konservativ = Vv geschlossen : /th =0
v

Satz 16.1.

Satz 16.2. (Integrabilititsbedingung) 0;F; = 0;F; == Yy1,v2 homotop ist: f% Fdt = fw Fdt

Satz 16.3. (Divergenzsatz in der Ebene) Sei B C R? eine kompakte Menge mit glattem Rand, U
eine offene Teilmenge sodass B C U und f : U — R? stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ div(f)dvol = fdn
B

oB

Satz 16.4. (Satz von Green/Rotationssatz) Sei B C R? eine kompakte Menge mit glattem Rand, U
eine offene Teilmenge sodass B C U und f : U — R? stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ rot(f) dvol = fds
B

OB
wobei rot(f) = 01 fo — Do fr
Satz 16.5. (Satz von Gauss (Divergenzsatz im dreidimensionalen Raum)) Es sei B ein kompak-

ter, glatt berandeter Bereich mit V. C U. FEs sei das Vektorfeld v auf ganz V definiert und stetig
differenzierbar. Dann gilt

/ div(f) dvol = f-dn
B oB

Satz 16.6. (Satz von Stokes (im dreidimensionalen Raum)) Sei f ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge U € R3. Ist S C U eine glatt berandete, orientierbare Fliche
(mit Rand), so gilt

/rot(f)-dn: f-ds
s as

02 f3—03 f2

wobei rot(f) = <6sf1—61f3>

01 f2—02f1
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17 Satz von Picard-Lindelof

Satz 17.1. (Picard-Lindeldf*) d > 1,U C R x R?, (tg,z0) € U, F : U — R? F lokal Lipschitzstetig.
Dann I C R Intervall und Ju : I — R diffbar, sodass

u/(t) = F(t, u(t))

FExistenz
u(to) = xo ( )

1. (t,u(t)) e UVt € I und {

2. Jede weitere Funktion u mit der Eigenschaft aus 1) auf offenem Intervall J C I ist eingeschrdnkt.
(Eindeutigkeit)

3. I =(a,b) mit a,b € RU{£too} = ﬂtlimb (t,u(t)) nicht in U. (Mazimalitit des Intervalls)
—a,

Bemerkung 17.1. (Aussage des Satzes Picard-Lindeldf) Es existiert eine eindeutige Losung einer
gentgend schonen DGL.
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