
Mathematische Grundlagen

Taylorreihe : Näherung einer Funktion f- (x) um den Punkt xo .

alle :

gegeben x. , f gesucht : ff)

f- (x) = flxo ) + II II - f-
"

(xo) und #= x - Xo

Beispiel : Sin (x) = sinlxo) + GIFT - sin
"

(x. ) für x. = o ⇒

Sin (x) = IE - sin
"

(o)

Sin (o) = 0 Sin
'

( o) = 1 sin
"

( o) = 0 sin
"

(o) = -1

jeder zweite Term wird gestrichen !

Sink) = EI
n

.

x
""

° (2nA) !

Partielle Ableitung :

geg .

: eine Funktion mit mehreren Variabel

( in Physik meist x.y ,z)

f- (x, y , z) -

⇒ # flx, y , z) heisst
, dass y und

Z konstant bleiben und nach × abgeleitet wird .

Beispiel : f- (x. y , z ) = Xyz ¥
,

= yz



Integral : Sei f- eine Funktion und F die Stamm f-ht .

Es gilt :

{ flx ') dx ' = { da!! ) dx' = {DFG) *
= Ff) - Fla)

* totales Differential .

Vektoren : Wichtig in der Physik !

Kreuzprodukt : j =
aybz - byaz

azbx - bza ×

axby - bxay

( Fläche des Parallelogramm)

1) (äxb) = (Üxö) . ä = xä ) . ö

(Anwendung in Erhaltungssätze . nützlich)

kartesische Einheitsvektoren

e.
× , ey , ez Skalarprodukt : exey = eyez = e. ez = 0 da An

e.
× ex = ey ey = ezez = 1 und ex × ey = ez

Häufig wird ein Vektor als Summe von Basisvektoren

geschrieben :

F = rxä + ryäyxrzez
'
= %

,

rz
Man schreibt auch I statt .



Oft wird F = ¥) verwendet
.

Für die Ableitung von Vektoren verwenden wir sowohl

beim Kreuzprodukt , als auch beim Skalarprodukt die

Produkt regel . Beachte Reihenfolge !

⇐ ¥ äxä =#älxö + äx# ä)
da.

Reihenfolge !
d → at

wobei at a
=

da, für ä > ( Y)
Tat

Koordinaten können als Vektor entweder ( I) bezeichnet
werden

,
oder in Polarkoordinaten %!!)

Polarkoordinaten für Zylinder und Kugel → FB
.

Wichtige Integrationsmethoden

Partielle Integration : Gfk) g ' 4) dx = f-G)gk) - ff '

glx) dx

Beispiel : fx.ee" dx = x. Ee
"
- / Ee" dx

= x. Ee
"
- f- e
"

+ c

= Ie" (2x - 1) + C

A Konstante nicht vergessen ! ( in Physik meist vo , a. , so)



Die Strecke
,
die zurückgelegt wird bei einer

Bahnkurve
,
lässt sich wie folgt schreiben :

t

Os = {Idrl = / ii. iitz dt
to

Bg : für to = 0 und Zylinder - Spirale gilt :

os = ¥ piwtvzz ' dt = .

Reizt



Kinematik des Massenpunktes

Ein Massenpunkt ist ein idealisierter Körper , dessen Masse

in einem Punkt konzentriert ist
.

Eine Funktion FH) stellt den Ortsvektor des Massenpunktes

zum Zeitpunkt t dar .
Man nennt sie Bahnkurve

.

Die Bewegung des Massenpunktes heisst Translation .

Geschwindigkeit und Beschleunigung
Im Allgemeinen gilt : GIF = # ü = ä

- -

Grat fadt

Am besten ist es
,
F
,
Ü und ä als Vektoren zu

schreiben .
Man schreibt für ¥ ö auch i

.

Für

die mittlere Geschw
. gilt SEI =T .

alt) = ilt) = Ölt)

Falls a konstant ist
,
so gilt :

rette:) ritt ¥: ¥: rot :{iii. ÷:



Freier Fall Anwendung
Für den freien Fall ist die Beschleunigung konstant .

Es gilt
o

ä = o

-

g

Somit sieht der Ortsvektor in Abhängigkeit von t

wie folgt aus :

o

FH) = o

-{gtx vottzo

Bei ↳ = 0 und zo = h gilt also

2-A) = - f- gtth
Die Zeit

,
bei der er am Boden ankommt gilt :

- tzgtzth = o

f =
2h

g

Die Endgeschwindigkeit vzft) = - gt = - 2kg



AnwendungDer schräge Wurf

Wieder haben wir den Fall des freien Falls .

Diesmal haben wir aber auch eine Geschwindigkeit
✓
0
×

in × Richtung . E- (m )Voz
① Die Geschwindigkeit geht in drei Richtungen !

Wir betrachten den Fall F) A) = 0 .

Es gilt also

× 4) = Voxt

ZH ) = - I GET Voztt Zo

Wir wollen nun die Wurfparabel finden .

Dazu setzen wir z in Abhängigkeit von × und

eliminieren somit t
.

zlx ) = - { ¥. x
'

+ II. × + Zo

¥90



Kreis bewegungen

Speziell an der Kreisbewegung ist , dass sich die
Geschwindigkeit trotz Beschleunigung nicht ändert !

Dies liegt daran , dass die Beschleunigung senkrecht
zur Geschwindigkeit steht .

Die Winkelgeschwindigkeit w ist die Ableitung des

"

zurückgelegten
"

Winkels G .
• = dat [w] = traf

Die Tangential geschwindigkeit ist dann v = R -

w

Die Beschleunigung zum Mittelpunkt ist ä = - w
?

R -F

Für den Winkel G gilt : GH) > wtx 9 .

(analog zu XH))
Weitere Formeln zu Periode und Frequenz→ FB .

Die Winkelgeschwindigkeit
w lässt sich auch als Vektorprodukt schreiben .

Es gilt : Ü = ü
>

× F

Einschub : Vektor identität :

äxlbx E) = 5. (äö ) - E. läiö)

ü = FI! Ü steht senkrecht auf ÖXÜ



→

An r ist der Vektor senkrecht zu w und nach aussen !

Winkelbeschleunigung
d ist die Winkel beschleunigung . Analog zu

den
"
normalen

"

Bewegungen gilt :

* = ü = ij

Der Ortsvektor ist gegeben durch

cos GH )

F = IN '

sin GH)

✓ (t) = r - I = r . wft)

→

Die Beschleunigung alt) lässt sich als

Summe der Komponenten ÄIH) + äft ) .

|! I [ ! <

( ändert Bahngeschwindigkeit )

( ändert Richtung)

\o/ = r . ×
?

+ w
"

.

at 0 falls sich entweder der Betrag oder
die Richtung von T ändert

, oder beides .

ÖH ) = ii. eilt ) + ¥ - EIH)



Dynamik des Massenpunktes

In der Kinematik geht es darum, wie sich einTeilchen
bewegt . In der Dynamik hingegen, weshalb sich

ein Teilchen bewegt .

Die Masse

Gewicht F Masse
.
Das Gewicht ist eine Kraft (bzw ein

Vektor) während die Masse ein Shaker ist . Das Gewicht

*

eines Astronauten im Weltall ist = 0
, die Masse

hingegenbleibt gleich .

Rückstossversuch ergibt 7nF = II
Es wird unterschieden zwischen :

träge Masse : mit RückstossVersuch oder in F-m - a .

=

schwere Masse : die Grösse, die wir mit einer Waage
messen

. Beispiel : Fg = # -

g

* Gravitation wirkt trotzdem auf ihn !



Impuls

Der Impuls p ist gegeben durch

F- mir [ kg - F]

Beim RückstossVersuch gilt m
,

-Ütm;Ü. = 0

da allgemein p" =p, + pßx . . . gilt und der

Impuls erhalten bleibt ( bei Rückstossversuch anfangs 0)

Ptot (vorher) = pta. ( nachher)

Die Impulsehaltung gilt für alle Dimensionen
.

Es gibt keine Ausnahmen dieser Erhaltung

! Die Impulseshaltung gilt immer

Die Impulserhaltung ist ein Axiom und kann nicht

bewiesen werden!

Ein elastischer Stoss bezeichnet einen Vorgang ,
bei dem sich innere Grössen

,
wie die Masse , nicht

ändern .



Das 2 . Newtonsche Gesetz

Die resultierende Kraft , die auf einen Körper

wirkt
,
ist gleich der zeitlichen Änderung

( Ableitung) des Impulses .

→ DÄ
F =
-

dt

Die resultierende Kraft kann aus der Vektorsumme

der einzelnen Kräfte berechnet werden .

E.= ?

Kraftstoss

Kraftstoss Edt ¥) dt = pe - pa
häufig reicht es , m

- ( ve - Va ) sich zu
merken

.

Es gibt nur vier heute bekannte Kräfte :

Gravitation : sehr kleine relative Stärke
, - Reichweite

Elektromagnet. sehr grosse relative Stärke , a Reichweite

Schwach : kleine relative Stärke , sehr kleine Reichweite

Stark : sehr grosse relative Stärke, kleine Reichweite



Wir schreiben häufig F in abhängigkeit von der

Beschleunigung a .

Es gilt :

F = m . ält)

! Dies gilt nur wenn die Masse konstant ist !

dieE- GI = m . III + darf - ü = m .

#
= m - ätt)

-

=0

Dieses Gesetz bezeichnen wir als
"

Ahtionsprinzip
"

[F) = 1N = 1kg Isz

Das erste Newtonsche Gesetz

Trägheit : Ein isolierter Körper ( Ees = Or ) bleibt

in Ruhe oder bewegt sich mit konstantem v
.

Dies hängt vom Bezugssystem ab .

Das Inertialsystem ist ein Bezugssystem , in dem

das 1 . Newton
'

sehe Axiom gilt .



Das dritte Newtonsche Gesetz

Aktion = Reaktion : Zu jeder Kraft gehört eine

gleich grosse Kraft , die denselben Betragbesitzt
, aber in die entgegengesetzte Richtungverläuft
.

Dies folgt aus Ä + Fis = sonst

→

dat +DÄ = o
dt

F) + Es = o

¥ = - Fi

Beispiel : Kugel auf Tisch :
'Ei -Ei

|
→

✓
Faz

Eine Kugel wirkt auf den Tisch eine Kraft

ÄI aus .
Diese Kraft ist gleich gross wie

die Kraft die der Tisch auf die Kugelauswirkt
.

Wäre dies nicht der Fall , würde

die Kugel durch den Tisch hindurch -

fliegen .



Newtons Gesetze

N1

Trägheit : Ein isolierter Körper ( Ees = Or ) bleibt

in Ruhe oder bewegt sich mit konstantem v
.

NZ

Die resultierende Kraft , die auf einen Körper

wirkt
,
ist gleich der zeitlichen Änderung

( Ableitung) des Impulses .

→ DÄ
F =
-

dt

N 3

Aktion = Reaktion : Zu jeder Kraft gehört eine

gleich grosse Kraft , die denselben Betragbesitzt
, aber in die entgegengesetzte Richtungverläuft
.



Raketenantrieb

Der Raketenantrieb lässt sich nur mit der

Impulserhaltung begründen .

- - _ _

-

IEEE?t¥

Sei u = Geschwn des ausgestossenen Gases relativ zur

Rakete

✓ = Gesehn
.
der Rakete ( Gesehn zur Zeit t)

M A) = Masse zum Zeitpunkt t .

Der Impuls der Rakete ist also :

p
= MH) . vlt)

Wir betrachten nun das kleine Zeitintervall dt
.

Nach dt hat die Rakete die Masse dm verloren und

bewegt sich mit der Geschwindigkeit vxdv weiter
.

Das Gas hat die Geschwindigkeit - n-tv zum
-

Vtdv
externen Beobachter

Gesamtimpuls :

plttdt) = LM - dm) ( vtdv) -1 dm (vtdv - n )

⇒ plttdt) ; Yu
- dtm + Mdr - dmfdvt DM44 - dmu
Yvt Mdr - udm



pltxdt) = ptt) MY Mdr - udm = MY

Mdr = udm

⇒ µ .GE = a.
Im
dt

⇒ F = u . dmdt
die Rakete wird beschleunigt !
Mit Integration und am = - DM erhalten wir :

Äh at' = - u - 1¥ II, und somit

vlt ) - Vo = - u . In (Mo - m) - In (Mo)
wobei Mo die Anfang>masse bei E- to und m

die Gesamtmasse des ausgestossenen Gases ist

Falls :

Mo
- > e
Mo-M

dann gilt enl.IE) > 1

en (Mo) - In (Mo -m) > 1
V

→
✓ > u

In diesem Fall bewegt sich das ausgestossene
Gas in die gleiche Richtung wie die Rakete
da -n-tv > 0

.

'



Rezept für Newton

1 Körper auswählen, dessen Bewegung untersucht

werden sollte .

2 Alle Kräfte aufschreiben, die auf diesen Körper

wirken .

3 Ein geeignetes Koordinatensystem wählen
.

4 Newtonsche Gesetze für alle Komponenten auf -

schreiben

mit = LE
i

5 Biff - Gleichung lösen

6 Konstanten ausfindig machen .
Meist sind sie

↳ , Wo

→ →

7 Lösung auswerten ⇒ vlt) , rlt) . . .



Anwendung : Kontaktkräfte

Beispiel An "
✓
E

FI "
µ,

B
Es

V

Block A : E + Na = 0

Block B : Est NB + Es = 0

Wegen NJ gilt FAB = - NA

'

FA t NA = FB + NB - NA

FA + FB + NB = 0

Beispiel : Hängendes Gewicht in Ruhe
~

'

µ Ex
'

ß
<

FTJ ¥
e. a > ß
F
✓
9

m

Ä + FÖ + ¥ = 0 d) Es - sin ßt II. sind = - Fg
(2) FB - cosß - ¥ . cosx = 0

(2) ⇒ Fis = %) - E da × > ß ⇒ cosx < cosß

⇒ Es < E E



Federkraft ( Hook '

sches Gesetz)

Die Kraft , die wir zum Dehnen einer Feder

aufwenden müssen ist gegeben durch

F = k . (x - xo) (eindimensional ! )
bzw F = k - Ix Ax : Auslenkung

Für X. = 0 ( Koordinatensystem am besten so setzen) :

F- = k - x

k ist die Feder konstante . (siehe Schwingungen)

Reibung
Zwei Arten : Haftreibung und Gleitreibung .

- -
stehend Bremsen

meist

FR = µ - FN (µ Haftreibung
> Monatelang )

Es gibt noch eine dritte Art
,
nämlich die

Rollreibung ( später -s)

Beispiel : Kugel in Flüssigkeit

um

IE; E. = - 6Tgr
- T
'

n = Viskosität

F- Radius der Kugel

Allgemeiner Strömung widerstand : Ein . F



Kraftfelder
In der Physik definiert man das Kraftfeld

in Abhängigkeit von Ort (und Zeit für nicht -
statische Felder ) wie folgt :

F- (FA) = g. FIFA)
• J ist die Kopplungs konstante und bezieht sich

auf ein Teilchen (Masse, Ladung . .
. )

° Ä (FA ) ist das "

spezifische Feld
"

Beispiel 1 : Coulomb - Kraft (statisches Feld )

FILE ) = q
. ¥7

.

' ¥ F

8=9 (Ladung des einzelnen Teilchens)

Das ZentralKraftfeld ,
ELF) ist gegeben durch

EE) = ¥7
.

. ¥ r



Beispiel 2 : Das Gravitationsfeld

Das Gravitationsfeld ist ebenfalls ein Zentral -

Kraftfeld .

Es gilt : Er m .
- Gar .EE

Is Fü
mäm m .

- G
.

. # F

Ö = - GN - ¥ F

→ →

Nach NS gilt Fm = - Fu und somit

14am ) = IT at und daher

ist N3 hier vernachlässigbar .



Anwendung : Newton t Schwerelosigkeit
^

m.at

Aufzug :
.

1) Aufzug beschleunigt nach oben ¥#
FN = mgtm - a,

mg

= m ( gta,) > mag ¥ fühlt sich
"

schwerer
"

2) Aufzug bremst

Fu = m (gt aa) < mg da a# so

¥ fühlt sich
"
leichter

"

.

Astronaut im Raumschiff

Schwerelos bedeutet
,
dass keine NormalKraft

entgegenwirkt, obwohl die Gravitation die einzigeBeschleunigungist . FN = 0 aber die zentripetal -

beschleunigung azp - g ist konstant .



Beschleunigte Systeme - „ ScheinKräfte
"

Zentrifugalkraft : FII = - EI = - mwxlwxr ') ( nach aussen)

Die Zentrifugalkraft existierte dann
, wenn wir

im rotierenden Bezugssystem stehen zur Masse m .

Sie ist die
"

Gegenkraft
"

zur ZentripetalKraft .

Corioliskraft

Beispiel : Du stehst im Mittelpunkt eines Kreises und

wirfst einen Ball nach aussen .
Für dich wird der

Ball in die entgegengesetzte Richtung abgelenkt , während

ein externer Beobachter der Ball gerade weiterfliegen sieht .

Ä
>

= - zum . ( üxü:)

! Die Geschwindigkeit Ü
'

muss zuerst in seine

Komponenten ( senkrecht / parallel zu w) aufgeteilt
werden

.

Die grösste Coriolis beschleunigung tritt am Äquator
auf .

Für Aufgaben mit
" Senkrechter Wurf + coriolis

"

denke an Beispiel !
"
Freier Fallt Coriolis

"

ist genau entgegengesetzte
Richtung von

"

senkrechter Wurf
"



Arbeit und Energie

Arbeit

Die Arbeit
,
die die Kraft F während einer

geradlinigen Strecke auf einen Angriffspunkt
leistet , ist definiert als Skalarprodukt

→
→

W = F . s

Allgemeiner gilt für einen gekrümmten Weg von

→

bis k

µ . dö Einheit NM > 5- Ws

Beispiel kreisförmige Bewegungen fordern keine Arbeit

da E) = - ME it dö = Ü - dt gilt .

W = F. dö = 0



Leistung
Die Leistung ist die erste Ableitung der

Arbeit
dw

P = dt
= F. F

Die Einheit für P ist 1W (Watt)

1 NI = 1 MIT = 1 ! = 1W



Energie

kinetische Energie

Für konstante Massen gilt :
→

üi

W = {Ädr = m
- / Ü - dü

→

üi

= Emir; - Emir:<

Die kinetische Geschwindigkeit ist :

T = f- mir> < = Ä
?

hm

und somit W = Tlrö ) - Tlrü )

Konservative Kräfte

Sei F ein Kraftfeld und U eine Funktion .

Für eine konservative Kraft gilt :

ELF) = - ÖU = - grad U

! Kraftfelder die abhängig sind von der Zeit oder

der Geschwindigkeit sind meist nicht - konservativ



Potential

W = [ E. dö = - Ära . AE =Utr)
Potentielle Energie

! Dies ist die , von dem Kraftfeld verrichtete

Arbeit !

ULF ) ist das Potential

Die Potentielle Energie des Punktes Fz bezüglich
Fi ist dann

rz

Uzi = ULI) - Ulri ) = - GE - dö

r
.

Die Arbeit hängt lediglich von den Endpunkten
ab !

Beispiel Gravitation an Erdoberfläche

F. DE = ( omg) . (Sz = - mgdz

Uz . . = - ¥
:

Ä . DE =
mg

. (zz - za)

Häufig wird das Bezugspotential gleich 0 gesetzt,
wenn r gegen unendlich strebt .



Potentielle Energie der Feder

Hook 'sehe Gesetz ⇒ FR = -k . (x - ×. )

- E - dx = k - K - x. ) dx

= I k ( x- xD?

Zentral feld : Gravitation

Mnmz
ULF) = Ur - Uo = - GN

r

Ä = - U = G
.

. msmz - (F)
= -

GN '

mm? mit Uo = 0 für r -> a
[
2

depot = Epot ^ d
.

Verschiebung



Energieerhaltung
Die Summe der potentiellen und kinetischer Energie
bleibt konstant

.

F- = Tt Ut Qt . .
.

= konst
.

Die Energieerhaltung gilt für elastische Stösse
und inelastische Stösse

.
Bei inelastischen

hingegen,
kann es vorkommen , dass die Energie

durch Wärme / Verkrümmung etc
"
verloren

"

geht .



Drehbewegungen I
L

Drehimpuls :

E- FXÖ = mtrxü)

= mr
?

Drehmoment : IÜ = Ex F
>

Drallsatz : IÜ =

÷

dt
=L

In einem abgeschlossenen System ist der

Drehimpuls erhalten .



Vielteilchensysteme

Schwerpunkt

Ortsvektor : Es =
II. mir:
Ein

Bewegungsgleichung : m
"

. = Ex

II Der Schwerpunkt einer Masse muss nicht

unbedingt in der Masse sein ( vgl . Donut)

Aus Ä mir = 0 folgt Ä ÄI = o für alle
Drehmomente im Schwerpunktsystem .

Für den Impuls im Schwerpunkt-system gilt :

Ä = 0



Erhaltungsgrössen
Schwerpunktsatt

Der Schwerpunkt bewegt sich mit konstantem Impuls,
wenn die Summe aller äusseren Kräften auf das

System verschwindet
.

N

ÖS = :& text
,
i

Impulssatt

Die Summe der Impulse bleibt konstant .

t.EE?--I&.rE '

( gilt auch , wenn sich die Anzahl Teilchen ändert)

Drehimpulssatt

Der Drehimpuls bleibt konstant , wenn die externen

Drehmomente verschwinden . ( siehe Drallsatz)

Die Summe aller Drehmomente
,
welche von inneren

Kräften eines Inertialsystems hervorgerufen werden , ist

gleich 0 .



2-Teilchen - System

Die
"

reduzierte Masse
"

ist definiert durch

Ms Mz

µ =
-

MatMz

Es gilt für die Impulse im Schwerpunkt-system :

pi = µ . Iii - ü )

Ä = -µ - lü - E)

Beachte ! : piixpi = µ . (ü - ii ) - µ ( ü -E) = o

ist die Definition des Schwerpunktsystems .

Bewegungsgleichung

µ - af :< = Ä - E

(mnxm ) . # Ü = Fext

Algorithmus

^) aus Fext , Vs bestimmen

2) he , Vic , µ - Üiz = Ez bestimmen

3) Eigendrehimpuls : [ = rnz × µ .vn

hin
. Energie des Systems : E µ -hi



Teilchenstosse

elastischer Stoss

Impuls und kinetische Energie werden

ausgetauscht
,
ohne dass sich die innere Energie

ändert ( bzw . keine Verformungen, keineTemperaturänderungetc)

Ms
→ Mz
↳

>

ma üi meüi
O-> →

Me - Mz
↳ =

m, + Mz

"

Vs U2 = 2 . In
. ✓^

MitMz

(m, - Mz) . Vi + 2 mzvz
i. A

.

U
,
=

Me + Mz

Uz = analog mit vertauschten Indizes
.

1⇐ 2

Funktioniert leider nicht für 3-Teilchen -

Systeme .



Gravitationstheorie

ÄCF ) = - G . . Mir!? E) ← Richtung

Kepler
'
sehe Gesetze

1 . Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen ,
in deren Brennpunkt die Sonne steht

.

P

} . r

F : ¥14
--

a
a-E

44 ) =
alt - c)
1 + E- Cos4

2. Der Fahrstuhl von Sonne zum Planeten über-

streicht in selber Zeit die selbe Fläche

DA ↳+
← totaler Drehimpuls des Planeten

- =
= konst

dt zum
+
Masse von Planeten



3. T
?

4T
?

Es gilt :

as
=

G.µ
= kannst

.

Wobei T : Umlaufzeit des Planeten

a : grosse Halbachse

Alle Formeln in der FormelSammlung !

Gravitationspotential

Die Energie eines Körpers im Gravitationsfeld

beträgt : MM
E = Im (Ex ¥ - Gu

r konst
-

.

V
?

Homogene Kugelschale

Das Gravitationsfeld im Innern einer homogen
mit Masse belegten Kugelschale ist identisch null !

Ausserhalb ist sie gleich , wie wenn die Masse der

Mittelpunkt der Kugel wäre .



Kugel mit homogener Massen verteilung



Dynamik des starren Körpers

Für den Schwerpunkt gilt :

Fs = ftp./Fg.dV

Wichtig
: Zylinder : am r . di ! dj

Ä

Kugel : DV = r
?

- Sino . dr - DO - dq
% : :

Addition von Kräften

1.) 2 Kräfte greifen an einem Punkt an

Äß<

g

<

Frei | Ä

Frei = Ex E



2.) 2 Kräfte, verschiedene Stellen

"

türie:
Wirkungs linien einzeichnen .

ii ) Deren Schnittpunkt ist der Angriffspunkt .

iii) Wiederhole ersten Fall

3. 2 Kräfte parallel

iv. ÷:tfi::
i) Verschiebe Ä und Ei auf gleiche Höhe wie

E.

ii) konstruiere zwei Hilfskräfte die sich aufheben .

iii) Es ergeben sich zwei resultierende Kräfte

iv) Wiederhole zweiten Fall mit diesen Kräften



An Eine Kraft erzeugt auf jedem Punkt der Wirkungs
-

linie dasselbe Drehmoment bezüglich eines

Drehpunktes.

iii. =

.

u:

Eis = i.EE

Statisches Gleichgewicht
Im statischen Gleichgewicht gilt immer :

Eis =

,

Es = 0 (Translation )

und Mies = EI Mi = 0 (Drehbewegung)

: . M = I . F

i

bezüglich Wirkungs linie

• Vorstellen
,
in welche Richtung sich der

Körper dreht durch die Kraft .

• E jeweils in E) und Ei
,
zersetzen

.

Denn :

iii. = E) Ei, = 0



Trägheitsmoment
J = :[riani f) aus

""menekment

-

einfacher

Drehimpuls : Ü =

J . ü (M = J - GE)
Rotationsenergie : T = II. w?

J ist ein Shaker !

Wie berechnen ?



" J = # nidm
Notizen

Jedes Masseteilchen hat gleichen Radius
zur Achse ( R )

|
= § R

?

dm = R! dm = MR
'

b f- frisch
dv = ridrdydz

J = I. g- Idf dqdz
✓

2T h R

= g. fdy.fdz.GE' dir°
O

O

= G - 21T . h . f- R
"

= f- g . HITR
'
. R
?

-

M

= IHR
?



c DU = r
? sin 0 . dr - DO - dq

J = Eg - G . § sin Odo . dy
' { Idk

= G . 2 . 21T .

I 125 .

E

5 3

= y . II RS . R
?

.
I

. Z
5 3

= 2- MR
?

5
-

d [ =HÄ

J = § Hey
' ) gdv

=

g. ÄAZÄ! Haar

= ¥ - abc . 445 ) -

g

= ¥ M . fit b)



Steinersehe Satz

Sei Jz der Trägheitsmoment bezüglich
der Achse z . Dann ist der Trägheitsmoment
bezüglich der Achse z ' gleich :

Ja = Jzx Mä

wobei a
:

I von z zu z
'
und

M : Masse des ganzen Körpers .

Rollende Körper

5- RG , v > Rw , a-- Ra
- 9
R
)

E = µ. . Er
→

Eigendrehmoment = M = J . Ö
" - drehimpuls = L :

J . I



Schwingungen
harmonischer Oszillator

Frau = - k - × = m . I

⇒ + Im × = o CD

%? wo : Eigenfrequenz
mit Dämpfungstherm :

I + oh it a. × = 0 (2)

Für (1) erhalten wir (siehe ZS zu DGL)

XH) = ( eeiwot + ↳ e-
iwot

da aber xlt) reell ist , gilt

+ (t) - 5ft ) = 0

und somit

xlt) = Ic ) . { eilwo
- 5)

+ e-
ilwotxs ')}

⇒ × (t) = A -

cos (w.tt 8
' )

= A. sin (w.tt S ) ( 8=84 E)



Grössen

T = ¥
, f- = f- = ¥

Periode Frequenz

✓A) = ÄH) = Awcos (wtxg )
alt) = IH) = -Aw

'

sin (wtts )

Bei max . Auslenkung : × A KO a = FAW
?

-
maximal

bzw minimal

Bei Nulldurchgang : + = o Aw a- O

max bzw min

A- =J×
WZ

Energiebilanz
E
,

= Imi ? + tzmwx ? = const
- -

Emin Epot

= { MWZA?

Mittelwert von Emin ist gleich wie bei Epot

< Emin > = < Epot ) = { Etot



Gedämpfte Schwingung
Sei Ein = - kx die Reichstenkraft und

FR =
- sei die Reibung . Es gilt
mi = - kx - Ki

⇒ ü + G- it Em × = 0

und somit :

wo = Im g
= Im

⇒ i. + 2gx.tw?x=0
3 Fälle :

1. Fall : schwache Dämpfung ( g < w . )

+G) = (Cncoswtt Czsinwt) e-
St

W =JF
"

! Wo # w
*

xlt ) = Ae
- Stsin (wttg)

2. Fall kritische Dämpfung ( s = wo)

× = (Cetczt ) e-
St

3. Fall starke ( über kritische ) Dämpfung ( g > w)

× (f) = ( ^ e) tt Geht
mit 1. z = - g ± g

?
- wo

? < 0

* bei harm . Oszillator gilt : w - wo da 9=0 ist
.



Energiebilanz von gedämpften Schwingungen

Verlustleistung = PR = IE = -2g mi
?

Erzwungene Schwingungen (Resonanz)

ist 2g i + wo
?

× = ¥ cosszt

XH) = C
,
e- Stcos (wtts ) + Czcosfhtto )

- alle Formeln in Formel Sammlung
- ziemlich unwichtig !

Überlagerung von Schwingungen

gleiche Frequenz

×, (t ) = An -

cos (wtt Gr )
Xz A) = Az - cos (wt + 8)
× (f) ÷ x.A) + Xzft) = A -

cos (wtxs)

A und 8 können aus FormelSammlung entnommen
werden !



unterschiedliche Frequenz

→ Formel sammlung (Herleitung unwichtig)

Fourier

Def : Überlagerung von vielen Schwingungen .

Formeln in FS . (evtl . anschauen)

gekoppelte Oszillatoren

Zwei Oszillatoren

Seien zwei Oszillatoren mit gleicher Eigenfrequenz
durch eine Feder verbunden

ii + wix , + Em ( xn - xz ) = 0

Ii + wixz + Im (xz - a) = 0

Wir substituieren Zi X. -xz , Zz X. txz

Ii + wöz
,
+ 2km z. = 0

Äz + Wizz = 0

Xslt ) = I (zntzz )
Xz (t ) = I (zz - Zi )



2 Fälle :

1. gleichläufig : Zelt) :O
,
zzltl-zx.lt)

da alt) = x. G) Ht

2. gegenläufig : Zelt ) alt )
,
zzlt ) :O

da x. (t ) = - xzlt ) Ht



Wärmelehre und Thermodynamik

Druck :

p = ¥ Lp] = 1Pa

Gay - Lussac : VLT ( falls p Kunst)

pxt ( falls V konst)
✓= A. h = G - T ⇒ Thermometer

Wärmekapazität

C. =
, spezifischem : C = MI '

molare µ
: C = f- .

✓ = Stoffmenge in mot .

Qt = | SQ" = IDT = CAT
.

Du long - Petit
'
sehe Annäherung : CM - 25 Ik

( für Festkörper )



Otter Hauptsatz

Befinden sich zwei Körper im thermischen

Gleichgewicht, so haben sie dieselbe Temperatur .

1- ter Hauptsatz

DU = 8W
"
+ SQL

Defn Ideales Gas

Ansammlung von neutralen Atomen
,
deren

Ausdehnungund Wechselwirkung vernachlässigt werden
können

.

Zustandsgleichung
<
Teilchenanzahl

p
- V = NKT
I
Boltzmann-Konstante

P
- V = y

"konstante

Image in mol

Äquipartitionsgesetz
U = v

- ¥ RT



Molare Wärmekapazität

bei konstantem Volumen

An Qv = V - (
✓

. OT mit Cmv = ER
(Freiheitsgrad in Tabelle)

bei konstantem Druck

# Qp = V - Cp - AT mit Gu
. p
= ¥ R

und somit ( µ , p
= (

µ,✓
+ R



Zustandsänderungen
isobare Zustandsänderung ( p const)

P ^
.wt = -PIN =

-plve - Va )

da ie ?

isotherme Zustandsänderung (T sonst)

DU -- O PV = kannst
. ULT) = konst

.

Q
"
= VRT In = w

"

Pr

Kit
,"" >in der

isochore Zustandsänderung (V const)

OQ = AU = VC
, (Te

- Ta ) P
!

AW = 0 .

✓
>

adiabatische Zustandsänderung ( Q const)

TV
""

= kannst P ^

i
,pv

"

= Kunst %
„µ ,

TKP
""

= konst ta te v

pav; = pe VE k -- IF !



Carnot - Prozess

1-> 2 isotherme Expansion v. → k

i w
"
= at = v-R.TW . In ¥)

2. → 3 adiabatische Expansion V. → Vs

04=0
2

w
"
=p . cv . (Tw -TK )

3-> 4 isotherme Kompression Vs → K
,

s w
'
= a
'
= v-R.TK . In )

4 → 1 adiabatische Kompression K
,
→ K

04=0
4

Wt =p . cv . (Tw -TK )

2 und 4

Tw - Vz
""

= I. vs
""

I - K
,

""

= Tw . v
,

""

und somit vi. Vg = Vz . K
,



Stirlingmotor

A : isotherme Expansion

B : isochore Abkühlung
C : isotherme Kompression
D : isochore Erwärmung

Entropie :

S = kln (W)
dabei steht W für die Wahrscheinlichkeit, dass

ein ideales Gas einen Zustand einnimmt .

2-ter Hauptsatz
Die Entropie eines geschlossenen Systems

kann nie abnehmen
.

das =

#Greif
T



Latente Wärme

Wärme , die benötigt wird , um einen

Phasenübergangder gesamten Stoffmenge zu bewirken ,
ist zur spezifischen latenten Wärme Lm

proportional
.

Q = m - Lm

3-ter Hauptsatz

Es ist unmöglich den absoluten Nullpunkt zu

erreichen .

Nachtrag
adiabatische Prozesse = kein Wärmeaustausch

Dieselmotor : µ
= 1-

\
,



Volumenelement

DV = dxdydz

Gradient

Sei uE) ein skalares Feld .
Dann ist die

Änderung du des Feldes gleich

DÖ - grad n = dö - Öu
Nabla -Operator

wobei

Ja

→
OF

a = zu und dö = (dx , dy.dz)
5
D=
Jz

Niveauflächen

Für Niveau flächen ist u konstant und somit

du = dö
.

.

→

u = 0 (döt
-'

n)

döo verläuft tangential zu den Niveauflächen .



Divergenz

div = Ö . J = ! + f) + 3¥
Rotation

Ü = Ex j =
¥
- Zug

[Of gzvx
- ¥ vz

J 2

⇒ Vg - Tag Vx

Für konservative Kräfte gilt rot# = 0 ! AS

Mögliche Aufgaben

1) Berechne Gradient und zeichne ihn :

⇒ Öf ausrechnen und

Punkte einsetzen !

2) Ist das Feld konservativ ?

→

⇒ rechne rot (F) aus

→ →

falls rot (F) = 0 0=0 F konservativ .

3) Berechne das Potential von F .

⇒ Partielle Integration
An Vorzeichen anders !



Gauss
'sehe Satz

für Flächen ,

→ →

§ dir (E) dv = § 7- DA
JV
J

Flächenelement← Volumenelement

Stokes 'sehe Satz

→

§ rot (F) DA = § dö

* JA
•

Flächenelement← Linienelement

Fluss

I = § ÜDA (Gauss nützlich !)



ro

Ketten Karussell in
'

i
re
-sFÖ : Seilkraft ( unbekannt ) F
S

→

Äj : Gewichtskraft ( m . g)
<
Ep

m

→

× : Neigungswinkel VFG

EI : Zusammengesetzte Kraft (Zentripetal kraft)

Ep = Ä - sin (a) E -

cos (a) = FT
EÄ = FÖ - tank )

Äzp = m ¥ oder mcör w : Winkelgesehn . Karussell

A- gesamtes r nehmen

F- rot e. sind)

< = tan
w
? (rot e. sind)

g



Looping ü n

{ TÖTET

Ä -> 0 im höchsten Punkt
,

* h
⇐

falls minimale Gesehn gesucht Es

wird
. nä Ä

1
V

EI = ml ¥ = ml - g ✓
Es

✓ = =
9h ① FN = Fgt EE
2

Anhand von Energieerhaltung kann nun die minimale

Geschwindigkeit ermittelt werden :

Er = Ez

"¥ = ryghx
"I

Vo
?
= zrgh +

9h
2

b-gh 59k
Vo
?
=

z
⇒ Vo = z

Wichtig : FII bleibt während des ganzen

Vorgangs die Summe aller Kräfte

Und konstant .

Beispiel : rechts im Looping gilt Ä - EI



Rollen

Für feste Rollen gilt immer ( bei Ä - o)

¥
.

ÄFFT

Richtung von FÄ beliebig !

Für lose Rollen gilt

↳FÄ
Fz = # FÜ

m

→

{ Fg
Bei Flaschenzügen mit n losen Rollen gilt

III. EIEI

Will man m um h erhöhen , muss man

die Länge : 5- h . n ziehen .

Beweis per Induktion .



Am Hans
r

±
①Ä
-

FN = Fg COSX

Fes = Fg sind - Fr ( FR = Fgcosx - µ )

a =

g- (sina
-

µ cosa)

Zeit, die m für Strecke l braucht :

ze

t = a

Kurve

In der Kurve ist die zentripetal kraft
die ReibungsKraft .

←
¥
TI



Teilchen stosse →

m Vm
> M

elastisch

Impulserhaltung + Energieerhaltung
! Beachte

,
dass nach dem Stoss beide eine

Geschwindigkeit haben falls die Massen

nicht gleich sind .

inelastisch

KEINE ENERGIEERHALTUNG

aber : Impuls erhaltung gilt : miv-lm.tn) v
'

Nach dem Stoss kann wieder Energieerhaltung
angewendet werden .



Laufrollen M

J Rolle = { MR ? ¥1,
Bewegungsgleichung der Masse

"

- s

m

ma =

mg
- s

Bewegungsgleichung der Laufrollen

Jj = SR

S =
JI
R

mg
-man.
Iii
R

ma = mg
- II

ohne Schlupf : a : = Rcj

m - Rj =

mg
- II und J

-

_ EMR'

mg
Ü =

⇐ M + m) - R



Thermisches Gleichgewicht
Zwei Massen/ Gase mit verschiedenen

Temperaturen werden in ein System gebracht .
Nun soll die Endtemperatur berechnet werden :

AQ zu
= - IQ ab !

z.B
.
mit cnn.m.AT berechnen

: latente Wärme auch miteinbeziehen wo nötig !



Nützlich

A : Ist F konservativ ?

L : rot (E) berechnen
.

Falls = Ov ist Ä konservativ


