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Vorwort

Aus meinem Buch:

Fiir viele Studierende gestaltet sich der Einstieg in die Mathematik-Vorlesungen an der Uni-
versitat als Herausforderung. Man sitzt in der letzten Reihe, starrt an die Tafel und spiirt,
wie die anfangliche Motivation von Vorlesung zu Vorlesung schwindet. Doch dann kommt die
Prifungsphase und plétzlich beginnt man, die Theorie zu verstehen — ein Erfolg! Doch beim
Losen alter Priifungen und Aufgabenserien stéBt man auf unerwartete Hindernisse. Warum ist
das so? SchlieBlich wurde die Theorie doch verstanden!

Dieses Gefiihl kennen viele Studierende sehr gut, insbesondere jene, die nicht Mathematik
oder Physik als Hauptfach gewahlt haben. In anderen Vorlesungen funktionieren die Aufgaben
alter Priifungen reibungslos, nur in der Mathematik ergeben sich Schwierigkeiten. Doch der
Grund dafiir ist nicht das Offensichtliche: Mathematik ist nicht zwangslaufig schwer! Sie ist
einfach anders. Natiirlich ist es wichtig, die Grundlagen der Theorie zu beherrschen. Aber um
Mathematik zu meistern, gibt es nur eine Devise: {iben, (iben, iiben.

Nach meinen eigenen Erfahrungen als Physikstudent, der die Herausforderungen der Ma-
thematikvorlesungen durchlebte, entschied ich mich dazu, als Hilfsassistent fiir eine Mathematik-
Vorlesung fiir Nicht-Mathematikerlnnen tatig zu werden. Ich hatte ein Ziel vor Augen: lhnen
zu zeigen, dass Mathematik richtig SpaB machen kann, wenn man sie mit ein paar cleveren
Tricks und Methoden angeht. Und siehe da, meine Ubungsstunden erwiesen sich als Erfolg:
Anfangs waren es nur etwa 20 Studierende, die sich meine Tipps und Tricks anhérten. Aber
am Ende des Semesters konnte ich ganze Vorlesungssile fiillen — iber 100 Studentinnen und
Studenten kamen zur Ubungsstunde. Da wusste ich: Ich muss dieses Wissen auch anderen zu-
ganglich machen. Und voila: dieses Buch, das du gerade in den Handen héltst, ist das Ergebnis
zahlreicher solcher unterhaltsamen Ubungsstunden.

Beim Lesen dieses Buches wirst du dich fiihlen, als warst du in meiner Ubungsstunde: Ich
zeige dir Tipps und Tricks, wie du Integrale am einfachsten 16sen kannst, alternative Methoden
zum GauB-Verfahren und viele vorgeloste Beispiele. Dieses Buch wird dir helfen, einen tieferen
Einblick in mathematische Konzepte zu gewinnen, sodass du immer mehr Erfolgsmomente
beim Ldsen von Aufgaben erlebst. Und wer weiB, vielleicht wirst du beim Lernen sogar ein
wenig SpaB haben!

Zirich, 2024 Hrvoje Krizic
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1

Funktionen und Folgen

.| learned very early the difference between knowing the name of something and

knowing something.”
— Richard P. Feynman

1.1 Mengen

Unter einer Menge verstehen wir in der Mathematik eine Sammlung an Elementen, welche
etwa Zahlen oder Funktionen sein konnen. Die am haufigsten benutzten Mengen sind die
sogenannten Zahlenmengen:

N:={(0,)1,2,3,...}
Z:=1{.,-2,-1,0,1,2,..}

5 1
= — o == 0, =
Q { bl 27 I y Y 747 }
R:={.,—V2, .., —

Spater werden wir noch die komplexen Zahlen C einfiihren. Jede natiirliche Zahl ist auch eine
ganze Zahl, und jede ganze Zahl ist eine rationale. Wir schreiben

NCZcQCR,

wobei wir (fiir zwei Mengen A und B) A C B schreiben, falls jedes Element aus A auch in
B enthalten ist. A ist eine sogenannte Teilmenge von B. Ist ein Element x in einer Menge A
enthalten, so schreiben wir z € A. Mengen lassen sich auch durch Eigenschaften beschreiben.
Wollen wir die Menge A als die Menge definieren, welche alle geraden Zahlen enthalt, so
schreiben wir

A={x € Z| x gerade},
oder aber auch
A={2kkelZ}.
Wir fiihren nun noch zwei weitere Begriffe ein:

1. Eine Vereinigung von zwei Mengen A und B bezeichnet die Menge, welche alle Elemente
aus A und alle Elemente aus B enthalt. Wir schreiben AUB. Beispielsweise ist {3,4,5}U
{—2,-1,0,1} = {-2,-1,0,1,3,4,5}.
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2. Der Durchschnitt zweier Mengen ist die Menge, welche nur die Elemente enthélt, die in
beiden Mengen vorkommen. Wir schreiben ANB. Ein Beispiel ist {1, 3,5, 7}N{1,2,3} =

(1,3).

Die beiden Begriffe lassen sich mit sogenannten Venn-Diagrammen leicht visualisieren.

AUB

ANB

Die Menge ohne Elemente (leere Menge) bezeichnen wir mit () oder {}. Im Anhang B sind
noch weitere wichtige mathematische Symbole aufgelistet, welche wir im Verlauf dieses Buches
antreffen werden.

Intervalle

Ein Intervall ist eine Teilmenge von R. Wir unterscheiden unter anderem zwischen zwei Arten
von Intervallen.

1. Offenes Intervall: ein offenes Intervall (a,b) in R ist die Menge aller reellen Zahlen von
a bis b ohne a und b selbst. Statt (a,b) benutzt man haufig die Schreibweise |a, b[.

2. Abgeschlossenes Intervall: ein abgeschlossenes Intervall [a,b] in R ist die Menge aller
reeller Zahlen von a bis b, inklusive a und b.

1.2 Funktionen

Im Gymnasium werden Funktionen meist mit Graphen gleichgesetzt. Nun mochten wir aber
den Begriff der Funktion und den Begriff des Graphen unterscheiden, indem wir zunichst
definieren, was eine Funktion ist.
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Eine Funktion f von einer Menge D (Definitionsbereich) nach einer Menge Z (Zielbereich)
beschreibt eine Vorschrift, welche jedem Element aus D genau ein Element aus Z zuweist.
Wir schreiben

f:D—>Z
z— f(x).
Man schreibt — um zu definieren, von welcher Menge zu welcher abgebildet wird und — um
zu definieren, welches Element auf welches Element abgebildet wird. Beispielsweise ist
fR—=>R
T
eine Funktion mit Definitionsbereich und Zielbereich R. Wir kénnen also ein beliebiges Element
aus R wahlen und die Funktion auswerten. Wie wir aber sehen, erhalten wir fir f(x) in
unserem Beispiel nie einen negativen Wert, da das Quadrat immer positiv ist. Wir ,treffen
also nie negative Elemente aus dem Zielbereich R. Die Menge, welche explizit von der Funktion
. getroffen” wird, nennen wir den Wertebereich (auch Bild genannt) W := {f(z) | x € D}.
In unserem Beispiel ist also W = {z € R | z > 0} =: R>o. Wir wollen uns diese Begriffe nun

anhand eines Beispiels anschauen. Sei der Definitionsbereich D die Menge aller Studierender
eines Studiengangs. Wir haben also beispielsweise

D = {Simon, Pierina, Jelena, Kilian,...} = {Alle Studierende eines Studiengangs}.

Die Funktion f(z) ordnet jedem Studierenden ein Alter zu. Sie soll also die folgende Eigen-
schaft haben:

f(Studierender) = Alter des Studierenden.

Als Zielbereich kénnen wir beispielsweise alle natirlichen Zahlen wahlen (ein Alter kann of-
fensichtlich nur ganzzahlig und nicht-negativ sein). Somit haben wir folgendes Bild (wir ver-
einfachen unser Beispiel, indem wir nur die Studierenden Simon, Pierina, Jelena und Kilian
betrachten):

Kilian

Pierina

Jelena Simon

Wie wir sehen, sind sowohl| Jelena als auch Pierina beide 22 Jahre alt, wahrend Kilian 21
und Simon 23 Jahre alt ist. Der Wertebereich ist also nur W = {21,22,23}. Machen wir
ein weiteres Beispiel. Wir wahlen eine Funktion g(z) nun so, dass wir jedem Alter einen
Studierenden zuordnen. Wir kehren also die Funktion f(z) um.

© Hrvoje Krizic
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Kilian

Pierina

Jelena Simon

Wenn wir g(24) ,berechnen” moéchten, stoBen wir auf ein Problem. Dieser Wert hat im
Zielbereich kein zugehériges Element. Wir kdnnen keinen Studierenden mit Alter 24 finden.
Funktionen missen fiir alle Elemente im Definitionsbereich definiert sein. Ein konkreteres
Beispiel ist das Folgende:

Beispiel. /st

fR—=R
x +— log(z)

eine Funktion?

Losung. Nein. Eine Funktion muss jedem Wert des Definitionsbereichs einen Wert zuordnen
kénnen. Wir haben aber negative Werte in R, fiir welche der Logarithmus nicht existiert. Eine
mégliche Definitionsmenge in diesem Fall wire D = {z € R | z > 0}.

Um das Problem zu umgehen, kénnen wir in unserem Beispiel mit den Studierenden auch
den Definitionsbereich so wahlen, dass wir nur den Wertebereich von f(x) nehmen, also
explizit nur D = {21,22,23} wahlen. Ein weiteres Problem ergibt sich aber, wenn wir g(22)
.berechnen” méchten. Dieses Alter wird auf zwei Studierende abgebildet, Pierina und Jelena.
Wie sollen wir nun wissen, wer davon gemeint ist? Das ist das Problem der Eindeutigkeit einer
Funktion.

Eindeutigkeit

Wir haben eine Funktion so definiert, dass wir jedem Element x im Definitionsbereich D einen
Wert f(x) zuweisen kdnnen. Wichtig dabei ist, dass dieser Wert f(z) eindeutig ist. Denn fiir
einen Wert x € D kann die gleiche Funktion nicht zwei verschiedene Werte ergeben. So ist
beispielsweise die Parallele zur y—Achse, welche x = 2 schneidet, keine Funktion. Denn f(2)
wiirde dann jeden Wert in R annehmen. Wir hitten also keine eindeutige Funktion. Auch
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ein Kreis ist keine Funktion (zumindest nicht fiir  und y kartesisch). Beispielsweise hat der
Einheitskreis fiir z = 3 genau zwei Werte f(z). Denn f(z) in kartesischen Koordinaten ist
bei einem Kreis f(z) = +v/r2 — 22 und wir erkennen, dass wir fiir alle |z| < |r| jeweils eine
positive und eine negative Losung finden. Dieses Problem kann man umgehen, indem man
Polarkoordinaten einflihrt. Wir werden in einem spateren Kapitel nochmals auf Polarkoordi-
naten zurtickkehren. Anhand des Graphens einer Funktion kénnen wir sehr schnell erkennen,
ob diese eindeutig ist oder nicht.

1.2.1 Graph

Ein Graph einer Funktion ist die Darstellung der Menge
Gy ={(z, f(z)) |z € D}

in einem kartesischen (also x,y-) Koordinatensystem. Ein Graph ist also nichts anderes als
eine Menge von allen Punkten (z, f(x)). Wir zeichnen zu jedem Punkt = das zugehorige f(x)
in der y-Koordinate ein. Mit dem Graphen kénnen wir viele Aussagen iiber Kurven machen.
Eine Funktion ist genau dann eindeutig, wenn eine Parallele zur y—Achse nie mehr als einen
Schnittpunkt mit dem Graphen der Funktion hat.

1.2.2 Umkehrabbildungen

Zuriick zu unserem Beispiel. Wir haben gesehen, dass unsere Funktion g(x) nicht méglich sein
kann, da die Zielmenge von f(x) (das Alter) Elemente enthielt, welche nicht getroffen wurden
und somit g(x) fiir einige Alter nicht definiert war. Die Eigenschaft, dass eine Funktion f(x)
den Wertebereich W = Z (also Wertebereich = Zielmenge) hat, nennen wir Surjektivitat.
Das Problem war dann aber nicht gelést, obwohl wir die Zielmenge auf die Jahre {21, 22,23}
eingeschrankt haben. Unsere Funktion g(x) hat immer noch keinen Sinn ergeben, solange
zwei Studierende das gleiche Alter haben, bzw. zwei x-Werte, x1 # xo, existieren, welche
f(x1) = f(xe) erfiillen. Falls solche 21 # x2 nicht existierten, so wiirden wir die Funktion
injektiv nennen. Sei nun die Funktion f(z) eine Funktion, welche jedem Studierenden seine
Immatrikulationsnummer zuweist. Wir wahlen den Zielbereich so, dass jede Immatrikulations-
nummer von jedem Studierenden aus dem Definitionsbereich genau einmal vorkommt:

Jelena Simon

© Hrvoje Krizic
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Der Wertebereich entspricht der Zielmenge (f(z) ist surjektiv) und keine zwei Elemente zeigen
auf das gleiche Element (f(x) ist injektiv). Nun mdchten wir wieder g(z) finden, sodass wir
jede Immatrikulationsnummer einem Studierenden zuweisen kénnen.

Pierina
—

Simon

Wir sehen, dass dieses Mal diese Funktion auch wirklich existiert. Jedes Element aus dem
Zielbereich kann eindeutig einem Element aus dem Definitionsbereich zugewiesen werden.
Diese Funktion g(x), welche die Funktion f(z) , rickgingig” macht, nennen wir die sogenannte
inverse Funktion (oder Umkehrabbildung) und wir nutzen statt g(x) die Notation f=1(z).

Fiir ein konkreteres Beispiel sei die Funktion f(z) = 23 gegeben. In diese Funktion kénnen
wir nun Zahlen einsetzen, um deren Wert hoch 3 zu erhalten. Wir suchen also eine Umkehr-
funktion, die jedem 23, Zielwert" wieder seinen urspriinglichen Wert x zuweist. Diese Funktion
ist gegeben durch f~! = ¥/z.

Wir haben gesehen, dass nicht immer eine solche inverse Funktion existiert. Um die Er-
kenntnisse aus dem Beispiel mit den Studierenden zusammenzufassen, muss die Funktion dafiir
folgende zwei Eigenschaften erfiillen, damit die Funktion eine inverse Funktion besitzt:

1. Jeder Wert aus dem Zielbereich wird nur einmal von f getroffen. Es gibt also keine
x1 # xg sodass f(x1) = f(x2) gilt (Injektivitat).

2. Es gibt keine Werte aus dem Zielbereich, welche nicht getroffen werden (ansonsten
hatte die Umkehrfunktion einen Definitionsbereich mit Werten, welche keinem Wert
zugewiesen werden konnen) (Surjektivitat).

Eine Funktion f(z), welche beide Eigenschaften erfiillt, nennen wir umkehrbar oder bijektiv
(bijektiv ist also jede Funktion, welche sowohl injektiv als auch surjektiv ist). Wenn wir eine
Funktion R — R haben, kénnen wir Bijektivitdt auch geometrisch zeigen. Damit eine reelle
Funktion bijektiv ist, muss jede Parallele zur z-Achse die Funktion genau einmal schneiden.
Ist der Zielbereich nicht exakt R, sondern nur eine Teilmenge davon, so miissen wir dies
nur fir die Parallelen in diesem Bereich zeigen. Wie gehen wir nun also vor, wenn wir die
Umkehrfunktion bestimmen wollen? Wir verwenden das folgende Rezept und bestimmen die
Umkehrfunktion von f : R — Ryg,x — f(x) = e”.
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Rezept. (Bestimmung der Umkehrfunktion)

1. Uberpriife, ob f umkehrbar, bzw. bijektiv ist. Wir kennen den Graphen von e* und
sehen, dass jede Parallele zur x-Achse die Funktion in R~ exakt einmal schneidet:

2. Setze f(x) = y. Lése nun nach x auf. In unserem Beispiel also e* = y und somit
z = log(y).

3. Definiere nun f~1(y) = z. Es gilt

FHiRa = Ry 1 (y) = log(y).

Beispiel. Bestimme die Umkehrfunktion von f : R>g — R,z — f(z) = 2y/z und gebe
den Definitions- und Wertebereich der Umkehrfunktion an.

Losung. Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist genau der Wertebereich der Funktion
selbst und vice versa. Es gilt also f~1 : R>q — R>o. Nun zur Umkehrfunktion:

B Ly s

Somit ist die Umkehrfunktion eine Parabel:
y?
FHiRsg = Repyy = i (y) = T

1.2.3 Kompositionen

Unter einer Komposition zweier Abbildungen versteht man das Verkniipfen zweier Funktionen.
Es sind die Funktionen f und g gegeben durch f : D1 — Z; und g : Dy — Z5, wobei W1 C Z;
und Wy C Z5 die Wertebereiche der Funktionen sind. Wir nehmen an, dass der Wertebereich
der ersten Funktion f eine Teilmenge des Definitionsbereichs von ¢ ist, also W7 C Ds.
Man kann nun die beiden Funktionen verkniipfen, indem man zuerst einem Element aus
der Definitionsmenge D; einen Wert aus W zuweist (also ganz normal die Funktion f(x)
anwendet) und danach aus W; C Dy dem gleichen Element einen Wert aus W5 zuweist

© Hrvoje Krizic



10 1. FUNKTIONEN UND FOLGEN

(g(f(x)). Kompositionen sind in der Mathematik essenziell, wie wir noch in weiteren Kapiteln
sehen werden. Wir schreiben fiir die Komposition aus f und g dann g o f und meinen damit
g(f(z)). Ein Beispiel einer Komposition ist

log (:1:2) ,

wobei wir g(z) = log(z) (die duBere Funktion) und f(z) = 2 (die innere Funktion) setzen.
Es gilt (g0 f)(z) = g(f(2)) = g(2*) = log(a?).

Beispiel. Sei f(z) = 22+ 1 und g(x) = 2> —2. Was ist go f?

Losung. Wir erstellen die Komposition, indem wir f(z) fiir jedes x in g(x) einsetzen. Also ist

gof=g(f(x)=g@*+1)= (2" +1)* -2=2"+227 - 1.

Wichtig ist, dass die Funktion f einen Wertebereich hat, welcher eine Teilmenge vom
Definitionsbereich Do von g ist. Ansonsten kann die Funktion g(z) nicht ausgewertet werden.
Wir kénnen die Komposition auch grafisch darstellen:

1.2.4 Symmetrien

Gewisse Funktionen kénnen eine der folgenden zwei Symmetrien haben:

1. Gerade Funktionen sind Funktionen, welche die Bedingung f(—x) = f(x) erfillen.
Ein Beispiel davon ist cos(z). Der Graph einer solchen Funktion ist spiegelsymmetrisch
an der y—Achse.

2. Ungerade Funktionen sind Funktionen, welche die Bedingung f(—z) = —f(x) erfil-
len. Ein Beispiel davon ist sin(x). Der Graph einer solchen Funktion ist punktsymme-
trisch zum Nullpunkt (0,0)[f]

!Punktsymmetrie kann man leicht sehen, indem man die Funktion auf den Kopf stellt (oder das Blatt
Papier um 180 Grad dreht). Ist die Funktion immer noch dieselbe, so ist sie punktsymmetrisch.
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Die Funktion f(z) = e” ist weder gerade noch ungerade.

Beispiel. /st die Funktion f(x) = x® ungerade oder gerade?

Losung. Die Funktion ist ungerade. Denn

1.2.5 Nullstellen

Nullstellen einer Funktion sind alle Werte xo in der Definitionsmenge, welche f(xg) = 0
erfiillen. Um diese zu finden, miissen wir also unsere Funktion gleich null setzen und danach
nach zg auflésen.

Beispiel. Bestimme die Nullstellen von f(x) = 2z + 4.

Losung. Wir schreiben
200 +4 =0
und I6sen nach xo auf. Mit etwas umformen erhalten wir
200 = —4 — x9 = —2.

Unsere einzige Nullstelle ist also xq = —2.

Beispiel. Bestimme die reellen Nullstellen von f(z) = z* — 16.

Losung. Wir schreiben
x5 —16=0
und I6sen nach xo auf. Wir erhalten
15 =16 = x2 =44

Da zq reell sein sollte, ist 3 immer positiv und somit nur 3 = +4 méglich. Somit erhalten
wir die beiden Nullstellen

1 = 2, To = —2.

Eine andere Mdglichkeit wére auch gewesen, die dritte binomische Formel anzuwenden. Dann
héatten wir die Zerlegung

(2 —4) (2 +4)=0

© Hrvoje Krizic



12 1. FUNKTIONEN UND FOLGEN

erhalten. Der rechte Term ist nie gleich 0, da x3 positiv ist. Daher muss
2 —4=0
gelten. Wieder wenden wir die dritte binomische Formel an und erhalten
(xo —2)(zo +2) =0.

Damit der gesamte Term null ergibt, muss entweder o — 2 = 0 oder xy + 2 = 0 gelten. Wir
erhalten also genau die gleichen Lésungen wie mit der ersten Methode.

Beispiel. Bestimme die Nullstellen der Funktion f(z) = ¢* — 8.

Losung. Die Nullstellen sind gegeben durch
e —8=0 = ¢ =8 = 2% = log(8) = 3log(2) = x = +4/3log(2),

wobei wir ausgenutzt haben, dass 2% = 8 gilt, und dann log (ab) = blog(a) verwendet haben.

Nullstellen mit Polynomdivision bestimmen

Die Nullstellenberechnung ist aber nicht immer ganz so einfach. Vor allem nicht, wenn wir es
mit Polynomen hoheren Grades zu tun haben. Fiir solche Probleme brauchen wir die soge-
nannte Polynomdivision. Wir gehen nach folgendem Rezept vor und zeigen dies am Beispiel
von 3 — 5x% — 8z 4 12:

Rezept. (Nullstellen bestimmen von Polynom n—ten Grades)

1. Errate n —2 Nullstellen (bei einem Polynom dritten Grades musst du demnach nur eine
Nullstelle erraten). Setze dazu beispielsweise x = 0,1, —1,2, —2 ein.
In unserem Beispiel setzen wir 1 = 1 ein und sehen, dass dies eine Nullstelle ist.

2. Dividiere (im Sinne der Polynomdivision) das Polynom durch das Polynom, das du
erhiltst, wenn du (x — x1)(xz — x2)... berechnest (z1,xs... sind die Nullstellen aus dem
ersten Schritt).

In unserem Beispiel ist x1 = 1 die bekannte Nullstelle, also teilen wir das Polynom durch
rz—1

( x2 — 52 —8x+12>+<x—1>:x2—4x—12

_ $3 + $2
— 422 -8z
4z —4x
— 122 4+ 12
122 — 12

0
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3. Bestimme mithilfe der Mitternachtsformel die Nullstellen des entstandenen Polynoms
zweiten Grades. Diese und die erratenen Nullstellen aus dem ersten Schritt sind deine
Nullstellen.

Wir erhalten im Beispiel die Nullstellen xo = —2 und x3 = 6 fiir das Polynom zweiten
Grades. Mit der Nullstelle x1 = 1 aus dem ersten Schritt haben wir also alle unsere
Nullstellen gefunden:

171:1, 33‘2:—2, 1‘3:6.

Beispiel. Bestimme die Nullstellen von 3 — 3z — 6z + 8.

Losung. Wir erraten die Nullstelle x1 = 1 und erhalten die weiteren zwei Nullstellen, indem
wir das Polynom durch (z — 1) teilen:

( x3—3x2—69}+8)+($—1):x2—2x—8

— 2% 2
—22% — 62
222 — 2z
—8x +8
8xr —8
0
Die Nullstellen von x> — 2z — 8 sind mit der Mitternachtsformel zo = —2 und x5 = 4.

Beispiel. Bestimme die Nullstellen von x3 + 8x2 + 19z + 12.

Losung. Wir erraten die Nullstelle x1 = —1 und erhalten die weiteren zwei Nullstellen, indem
wir das Polynom durch (z + 1) rechnen:

( 333+8332+19x+12)+<m+1)::E2+7:17—|—12

_ 1,3 o 1,2
722 + 19z
— T2 —Tx
122 + 12
— 12z —12
0

Die Nullstellen von x> — 2x — 8 sind gegeben durch x5 = —3 und x3 = —4.

© Hrvoje Krizic
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Horner-Schema

Es gibt verschiedene Methoden, die Polynomdivison graphisch einfacher zu gestalten. Ein be-
kanntes Schema ist das sogenannte Horner-Schema. Wir mochten die Nullstellen der Funktion
f(x) = 323 — 422 — 8 finden und erraten zunichst die Nullstelle 21 = 2. Wir verwenden nun
das Horner-Schema, um f(z) durch (x — 2) zu teilen. Dazu schreiben wir die Koeffizienten in
eine Tabelle und setzen unter den ersten Koeffizienten eine 0 (der Koeffizient von x! ist hier
einfach = 0):

Wir gehen nun von links nach rechts immer wie folgt vor:
1. Addiere vertikal die beiden Zahlen und schreibe sie in die dritte Zeile.
2. Multipliziere diese Zahl nun mit der erratenen Nullstelle und schreibe die Zahl in die

zweite Zeile der nachsten Spalte.

Im ersten Schritt erhalten wir also zunachst

Nun multiplizieren wir die erhaltene Zahl mit 2 (unsere erratene Nullstelle) und schreiben sie
in die zweite Zeile der zweiten Spalte:

Addieren ergibt dann wieder

Das Resultat multiplizieren wir mit 2 und erhalten
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Diesen Prozess fiihren wir weiter fort, bis wir bei der letzten Spalte sind. Da z = 2 eine
Nullstelle ist, muss nun in der letzten Spalte in der dritten Zeile eine 0 stehen (ansonsten ist
entweder die erratene Zahl keine Nullstelle oder das Horner-Schema wurde falsch angewendet).
Wir erhalten

Die letzte Zeile ergibt die Koeffizienten des quadratischen Polynoms:
(323 —42? — 8) =+ (x — 2) = 322 + 2z + 4.

Wieder kdnnen wir nun die restlichen zwei Nullstellen mit der Mitternachtsformel bestimmen ]

Beispiel. Bestimme
(z° — 422 + 62 — 24) + (z — 4)

mit dem Horner-Schema.

Losung. Wir erhalten das Horner-Schema

-4 6 -24

Somit gilt

(2% — 42 + 62 —24) ~ (x — 4) = 2° + 6.

1.2.6 Fixpunkte

Fixpunkte einer Funktion sind Punkte, welche f(zg) = x¢ erfillen. Veranschaulichen l3sst sich
dies als Schnittpunkte des Graphen von f(z) und g(x) = x.

%In diesem Beispiel erhalten wir b*> — 4ac < 0 und somit existiert nur eine reelle Nullstelle (z = 2).

© Hrvoje Krizic



16 1. FUNKTIONEN UND FOLGEN

Beispiel. Bestimme die Fixpunkte von f(x) = z?.

Losung. Wir suchen also Lésungen der Gleichung f(xo) = xo, bzw. 2% = x¢. Wir rechnen

x%—xoz()
.1‘0(1‘0—1):0 = x9 =0 oder xg = 1.

Somit sind die Fixpunkte von f(x) = 2% gegeben durch x = 0 und x = 1.
Beispiel. Finde alle Fixpunkte der Funktion f(x) = xsin(z).

Losung. Die Fixpunkte sind gegeben durch die Gleichung xsin(x) = z. Eine Lésung ist
x = 0. Teilen durch x ergibt dann alle weiteren Lésungen: sin(x) = 1. Es gilt sin(z) = 1 fiir
r =75 +2mn (ncZ)

1.2.7 Periodizitat

Wir mochten uns nun eine Funktion anschauen, welche schon aus dem Gymnasium bekannt
sein sollte: die Sinus-Funktion. Der Graph der Sinusfunktion sieht wie folgt aus:

WA AWAY
AYRVEVE

-2 4

Speziell an dieser Funktion ist, dass sie sich immer wiederholt. Man nennt Funktionen solcher
Art periodisch. Die Funktion sin(z) ist auf dem Intervall [0,27] genau gleich wie auf dem
Intervall [27, 47]. Hat also x € D den Wert f(x), so wird x + 27 wieder den gleichen Wert
erhalten. Es gilt also f(z) = f(x + 2m). Die Periode T gibt an, wann sich die Funktion
wiederholt. Es gilt

f(@) = fl@+T).
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Im Fall von sin(z) ist T' = 2. Wie bestimmen wir die Periode? Diese Frage ist im Allgemeinen
nicht ganz so einfach zu beantworten. Daher greifen wir auf bekannte Perioden zuriick:
sin(r) = T =2n
cos(z) = T =2m
tan(z) = T =
Sei zum Beispiel f(x) = tan(2x). Dann kann uns folgender Satz behilflich sein:

Satz. Sei die Periode T' von f(x) gegeben. Dann ist die Periode der Funktion a - f(bx + c)

T
genau 7.

Beispiel. Bestimme die Periode von tan(2z).

Losung. tan(2x) ist von der Form a - f(bx +¢) mit a =1,b =2,¢ =0 und f(x) = tan(x).
Die Periode von tan(z) ist m und somit ist die Periode von tan(2z) genau T = 7 = 3.

Beispiel. Bestimme die Periode von 3 - sin(3).

Lésung. 3-sin(%) ist von der Form a- f(bx +¢) mita = 3,b=%,¢ =0 und f(z) = sin(z).

Die Periode von sin(x) ist 2 und somit ist die Periode von 3 -sin(%) genau T = %’T 4.

Wir méchten nun noch einen intuitiven Beweis zum Satz liefern.

»Beweis": Schaut man sich den Graphen von a - f(x) an, sieht man leicht, dass a keinen
Beitrag zur Periode leistet. Gleiches gilt bei f(z + ¢) und f(x). Der Parameter c ist eine
Verschiebung der Funktion entlang der z-Achse. Das hat also auch nichts mit der Perioden-
lange zu tun. Wir wollen nun einen kurzen Beweis geben, warum g(x) = f(bx) die Periode
Ty = % hat. Dabei bezeichnet T, die Periode von g(z) und T} die bekannte Periode von
f(x). Esgilt also f(x) = f(x+T}). Die Punkte z und 4 Tt nehmen den gleichen Wert der
Funktion an. Der Wert 2x muss daher aber auch nach Ty wieder denselben Wert annehmen,
denn jeder x—Wert hat nach T erneut den gleichen Wert in f(x). Es gilt also automatisch

auch f(2z) = f(2x + Ty). Dies kann verallgemeinert werden auf bz und wir erhalten:
f(bw) = f(bx +Ty).
Nun untersuchen wir g(z). Um die Periode zu erhalten, schreiben wir wieder die Gleichung
g(z) = g(x + Ty)
hin. Es gilt also

F(bw) = 9(2) = gla + Ty) = F(b(a + T)) = f(ba +bT,).
Es gilt aber auch f(bx) = f(bx + T¢). Wir erhalten also bT; = T und somit
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1.3 Folgen

Eine Folge in der Mathematik ist eine geordnete Liste von Zahlen (oder auch beispielsweise
von Vektoren), auch Glieder genannt:

A1,02,03, ...;Apy ...

Wir kdnnen eine Folge als eine Abbildung a, : N — R definieren, welche jedem n € N eine
Zahl a,, € R zuordnet. Wir nennen a,, das n—te Folgenglied. Ein Beispiel dafiir ist die Folge

n
A,, =
" n+1
Ausgeschrieben ist diese
1 2 3
a as=—, a3 = —
1 27 2 37 3 47

Wenn wir a,, als einen Term mit n definieren, so ist a, explizit definiert. Eine weitere Art,
Folgen zu definieren, ist es, diese rekursiv zu definieren. Dazu beschreiben wir a,, durch die
Werte vorheriger Glieder und setzen einen (oder mehrere) Anfangswerte. Beispielsweise ist

ap = Gp—1 + 2

mit Anfangswert a; = 1 die Folge aller ungerader Zahlen (man beachte, dass wir fir rekursiv
definierte Folgen jeweils einen Anfangswert benétigen!). Ausgeschrieben also

a1:1
as=a;1+2=3
a3 =azx+2=5

Hatten wir den Anfangswert a; = 0 genommen, hatten wir alle geraden Zahlen erhalten. Eine
der bekanntesten rekursiv definierten Folgen ist die Fibonacci-Folge. Diese ist durch a; = 1,
az =1 (Anfangswertdﬂ) und die Vorschrift

Gp = Qp—1 + An—2
definiert. Wir kdnnen die Folge konstruieren und erhalten

a1:1, a2:1, a3:2, a4:3, a5:5, a6:8,...

1.3.1 Fixpunkte einer Folge

Ein Fixpunkt einer Folge ist gegeben durch @ = an41 = a,. Der Wert der Folge andert sich
also nicht mehr an einem Fixpunkt. Wenn der Anfangswert einer Folge ag ein Fixpunkt ist, so
ist die Folge konstant. Tatsachlich konvergieren Folgen gegen Fixpunkte (lokal).

3Falls die Vorschrift das Glied a, durch k Glieder davor beschrieben wird, bendtigen wir auch k An-
fangswerte. Bei Fibonacci wird a, durch die letzten zwei Folgenglieder beschrieben und wir ben&tigen zwei
Anfangswerte.
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1.3.2 Konvergenz und Divergenz

Wir schauen uns nochmals das Beispiel

n
n+1

Ay =

an. Firn=1gilta; = % =0.5. Fiirn =10 gilt a19 = % ~ 0.9091. Wahlen wir n = 1000, so
erhalten wir a1ggg = 0.9990. Wie wir sehen koénnen, nahert sich der Wert von a,, fiir groBe n
dem Wert 1 an. Diese Art von Verhalten nennen wir Konvergenz. Nicht jede Folge konvergiert
(also nahert sich einem Wert an). Beispielsweise wird die Fibonacci-Folge immer gréBer und
groBer. Wir kénnen zeigen, ob eine Folge konvergiert, in dem wir die Definition der Konvergenz

zeigen:
Definition. Sei a,, eine Folge. Die Folge a,, konvergiert gegen eine reelle Zahl a, falls die

Differenz von |a,, — a| ab einem bestimmten n > Ny kleiner wird, als ein beliebiges ¢ > 0.
Wir nennen a den Grenzwert der Folge und schreiben

lim a, = a.
n—oo

1.3.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Seien a, und b, zwei konvergente Folgen, welche gegen a bzw. b konvergieren. Dann gelten
die folgenden Rechenregeln:

1. limy,oo(apn + by) = a+b.

2. limy—yo0(an - by) = a-b.

3. Falls b,,b # 0, so gilt lim,,_, Z*Z =

SIS

Beispiel. Gegen welchen Grenzwert konvergiert a,, = 1 + %?

Losung. Die Folge a,, = 1 konvergiert gegen 1 (konstante Folge). Die Folge b,, = % konver-
giert gegen 0. Somit konvergiert die Summe der beiden Folgen gegen 1+ 0 = 1.

Beispiel. Gegen welchen Grenzwert konvergiert a, = (1 + %)2022 ?

Losung. Wir haben im letzten Beispiel gesehen, dass a,, = 1 —1—% gegen 1 konvergiert. Somit
konvergiert a,, nach der zweiten Regel gegen 12022, also ebenfalls gegen 1.

© Hrvoje Krizic
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1.4 Grenzwerte von Funktionen

Nicht nur fir Folgen, auch fiir Funktionen lassen sich Grenzwerte definieren. Ohne die komplet-
te Definition der Konvergenz anzugeben, sagen wir, f(z) besitzt an der Stelle a den Grenzwert
L und schreiben

lim f(z) =L

T—ra

falls f(z) in = a gegen L konvergiert. Wir haben beim Thema Folgen gesehen, dass wir a,,
auch als Abbildung betrachten kénnen n — a,. Somit kénnen wir alle Regeln der Grenzwerte
fur Folgen auch auf Funktionen iibertragen. Ein Grenzwert einer Funktion existiert nicht immer,
wie wir es in einem Beispiel sehen werden. Um zu iiberpriifen, ob ein Grenzwert auch wirklich
existiert, benotigen wir folgende zwei Begriff{r]:

1. Der linksseitige Grenzwert, ist der Grenzwert, den wir erhalten, wenn wir die Funktion
von x < a annahern. Wir schreiben

limp /().

2. Der rechtsseitige Grenzwert, ist der Grenzwert, den wir erhalten, wenn wir die Funktion
von x > a annahern. Wir schreiben

lim /().

Wir sagen, ein Grenzwert existiert, wenn der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert {iber-
einstimmen, also

Tr—a Tr—a

lim f(x) = L existiert <= il;r{ll f(z) = il{r{ll f(z) = lim f(z) = L.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = —15. Wir wollen lim, 5 f(z) bestimmen.
Der Funktionsgraph ist wie folgt gegeben:

*Statt lim f(x) und lim f(z) schreiben wir auch hiufig
x g T\ xo

Jim f(z) bzw.  lim f(@)
<z x>z
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Wir sehen, dass der Grenzwert an der Stelle ¢ = 2 entweder oo oder —oo ist. Es kommt
namlich darauf an, ob wir den Grenzwert von links oder von rechts erreichen. Es gilt

lim f(x) = —oo, aber
lim f(x) = oo.
:p\af( )

Der Grenzwert an sich existiert also nicht (da die beiden Grenzwerte nicht Gibereinstimmen).
Der linksseitige (bzw. rechtsseitige) Grenzwert existiert aber.

1.4.1 Grenzwert bestimmen

Wir lernen nun einige erste Félle kennen, in denen wir den Grenzwert von Funktionen schon
bestimmen kdnnen.

Polynom durch Polynom

Ist ein Bruch mit einem Polynom im Zahler und im Nenner gegeben, so gilt die folgende
Aussage:

Satz. Ist der Grad des Polynoms im Zihler kleiner als der im Nenner, so gilt

xl;ngo f(z)=0.
Ein Beispiel dafiir ware f(z) = ﬁ% Im Zahler haben wir den Grad (groBte Potenz)

3, wahrend wir im Nenner den Grad 5 haben. In diesem Fall gilt aIsoE]limgc%OO f(x) = 0. Haben
wir ein Polynom mit groBerem Grad im Zahler, so ist lim,_,~ f(2) = 0o. Was geschieht nun,
wenn wir im Zahler und Nenner den gleichen Grad haben? Dann kénnen wir folgenden Trick
benutzen:

Trick. Ist der Grad des Polynoms im Zihler gleich wie im Nenner (Grad d), so kénnen wir
den Zahler und den Nenner durch x® teilen und den Grenzwert ablesen.

Beispiel. Sej

- 3z + 22+ x
b —5x

f(z)

Berechne lim,_, o f(x).

SFiir groBe Werte von x wird z® sehr viel schneller groB als =3 beispielsweise. Somit dominiert der z°-Term
und der Bruch konvergiert zu O fiir groBe x.
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Losung. Wir benutzen den Trick und rechnen beide Seiten durch x°, weil der Grad beider
Polynome d = 5 ist:

3x5+$2+x_3+§%+%

25 —br —i—‘g

Jeder Bruch im Zahler und Nenner hat den Grenzwert 0, da das Polynom im Zahler einen
kleineren Grad hat als im Nenner. Somit gilt

. T =5 x5 _
Jm fle) = lim —
x

3+%+2% 3
=

Wichtige Grenzwerte

Einige wichtige Grenzwerte, welche vor allem in Kombination mit den Rechenregeln niitzlich
sein konnten, sind ohne Beweis:

lim Yz =1

T—00
lim (1 + ﬂ)m =e"
T—00 T
i 2 _
z—0 X
lim 1 — cos(x) —0
z—0 X
0, gl <1
1 =1
lim ¢" =<’ 1
T—00 00, q > 1

existiert nicht, ¢ < —1

Wie schon erwadhnt, werden wir im nachsten Kapitel noch eine wichtige Methode kennenlernen,
wie wir Grenzwerte mithilfe von Ableitungen berechnen konnen. Dazu brauchen wir dann die
Regel von de L'Hépital.

1.5 Stetigkeit und Monotonie

1.5.1 Stetigkeit

Den Begriff , Stetigkeit” kennen viele schon aus dem Gymnasium. Man stellt den Begriff haufig
gleich mit ,keine Locher” oder , keine Spriinge” im Graphen. In der Mathematik definieren
wir Stetigkeit folgendermaBen:

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und xo € D. Wir nennen f stetig in xq falls
limg_,4, f(z) existiert und gleich f(xzq) ist.
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Mit den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerten lasst sich die Existenz des Grenzwerts

auch mit der Eigenschaft

Jim f(@) = lim f(@)

beweisen. Existiert also der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert und sind beide gleich, so
existiert auch der Grenzwert und die Funktion ist somit stetig.

Rechenregeln

Seien f und g stetig. Dann sind die folgenden Zusammensetzungen stetig:

1. f+g

2. f—yg

fg

i, falls g # 0 fir alle z.

5. gof

> »

Beispiel. Zeige, dass f(x) = sin(cos(arctan(z? — 2))) stetig ist.

Losung. Die Funktion ist eine Komposition von verschiedenen stetigen trigonometrischen
Funktionen und einem Polynom. f(x) ist demnach auch stetig nach der Regel 5.

Ein haufiger Fehler ist es, alle trigonometrischen Funktionen als stetig anzunehmen. tan(zx) ist
aber nicht stetig. Obwohl man tan(z) als Bruch zweier stetiger Funktionen schreiben kann,
gilt cos(x) = 0 fiir v = § + km (k € Z). Damit kann die Regel von vorhin nicht angewendet
werden, da sie nur fiir Funktionen g # 0 gilt.

Stetigkeit von zusammengesetzten Funktionen

Wie wir gesehen haben, ist es wegen der Eigenschaft der Kompositionen von Funktionen haupt-
sachlich sinnvoll, die Stetigkeit von sogenannten zusammengesetzten Funktionen zu tberprii-
fen. Eine zusammengesetzte Funktion ist von der Form

fla) = {fl(a:) T < 20

folz) x>0

also beispielsweise

3—e <0
f( ) {511;5::) >0
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Ob diese Funktion stetig ist, hdngt vom Parameter a ab. Wie geht man hier vor, um a so
zu bestimmen, dass die Funktion stetig wird? Da die einzelnen Funktionen Kompositionen
von stetigen Funktionen sind, ist die Funktion fiir alle x > xg und x < x( stetig. Das heiBt,
wir mussen nur priifen, dass sie an den ,Beriihrungspunkten® gleich sind (ansonsten gabe es
einen Sprung). In diesem Beispiel ist der Beriihrungspunkt zy = 0 (da, wo sich die beiden
Teilfunktionen treffen). Dann berechnet man die beiden Grenzwert

lim x
x—Berlihrungspunkt fl ( )

lim T
z— Berlihrungspunkt f2( )7

wobei f1(z) und fa(x) die beiden Teilfunktionen sind, welche sich am Beriihrungspunkt treffen
(diese zwei Grenzwerte sind genau der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert der gesamten
Funktion f(x)). Die Funktion ist also bis zum Berithrungspunkt fi(z) und anschlieBend fa(x).
Die beiden beriihren sich in unserem Beispiel im Punkt x = 0. Um a zu bestimmen, miissen
wir die beiden Grenzwerte gleichsetzen, damit die Funktion stetig ist. In unserem Beispiel
missen wir also die folgenden Grenzwerte berechnen und gleichsetzen:

lim 3 — e =2
z—0

i 1 i 1
lim sin(z) _ 1o sin(z) _1
z—0 ax a x—0 T a

sin(x)

wobei wir im zweiten Grenzwert den bekannten Grenzwert lim,_,q —,— = 1 verwendet haben.

Wir setzen sie gleich und erhalten somit

Zusammengefasst miissen wir also bei zusammengesetzten Funktion nach folgendem Rezept
vorgehen:

Rezept. (Finde einen Parameter, sodass die zusammengesetzte Funktion f(x) stetig ist)

1. Bestimme den Beriihrungspunkt von den zwei gegebenen Teil-Funktionen fi(x) und
fa(x) (bei mehreren Teilfunktionen betrachtet man jeweils die benachbarten Teilfunk-
tionen).

2. Berechne die Grenzwerte:

lim az
x— Beriihrungspunkt fl ( ) ’

lim x).
x— Beriihrungspunkt f2 ( )

3. Setze die beiden Grenzwerte gleich und I6se nach der unbekannten Variable auf.
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Beispiel. Ist die folgende Funktion iiberall stetig?

e’, z <0
fl@)=¢z+1, z€]0,1]
3z, x> 1

Losung. Da alle drei Funktionen stetig sind, miissen wir nur die Beriihrungspunkte x1 = 0
und xo = 1 dberpriifen. Bei x1 = 0 erhalten wir

lime* =e’ =1=0+1= lim(z + 1).
x—0 z—0
Somit ist die Funktion stetig in x1 = 0. Fiir xo = 1 gilt

lim(zx+1)=1+1=2% 3= lim 3z.
z—1 z—1

f(x) ist also (iberall stetig, auBer in x = 1.

1.5.2 Monotonie

Seien x1 € D und xo € D, wobei 1 < xo. Wir definieren folgende Begriffe fiir eine Funktion

f@):

1. Wir nennen f(x) streng monoton steigend, falls f(x1) < f(x2).

)

2. Wir nennen f(x) monoton steigend, falls f(z1) < f(x2).

3. Wir nennen f(x) monoton fallend, falls f(x1) > f(z2).
)

(
(
(
4. Wir nennen f(x) streng monoton fallend, falls f(z1) > f(x2).

Dies lasst sich auch auf Folgen iibertragen. Gilt beispielsweise a,, < a,11 ab einem gewissen
n = Ny, so nennen wir die Folge monoton steigend (oder monoton wachsend). Damit wir
hier nicht zu viel Zeit damit verbringen, Monotonie mit dieser Definition zu beweisen, wollen
wir im nachsten Kapitel Ableitungen kennenlernen. Mit Ableitungen werden wir einen deutlich
einfacheren Weg kennenlernen, wie man Monotonie zeigen kann. Trotzdem bendtigen wir
Monotonie schon jetzt, da wir uns im nichsten Abschnitt mit Reihen befassen werden.

1.6 Reihen

Nachdem wir uns einige Zeit mit Folgen beschéaftigt haben, mdchten wir nun das Konzept der
Reihen einfiihren. Eine Reihe ist die Summe aller einzelnen Glieder einer Folge. Da die Folge
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unendlich viele davon hat, ist eine Reihe immer von der Form
oo
S a
k=0

Dabei ist dieses ,,00“ im Sinne von

n

lim s, := lim Zak

n—00 n—00
k=0

zu verstehen. Wir nennen die Addition der ersten n + 1 Glieder der Folge eine sogenannte
»Partialsumme" (s,,). Sei beispielsweise die konstante Folge a; = 1 gegeben. Dann ist die
Partialsumme mit n = 2:

2 2
dag=> 1=1+1+1=3
k=0 k=0

und die Reihe

[e.e] [e.e]
Zak = Z 1 — oo.
k=0 k=0

Wir wollen nun zwei Begriffe einfiihren:

1. divergent: eine Reihe divergiert, falls der Grenzwert lim,,_,, s, nicht existiert oder +o00
ist.

2. konvergent: eine Reihe konvergiert, falls der Grenzwert lim,,_, s, existiert und nicht
400 ist, bzw. falls die Reihe nicht divergiert.

Die Reihe mit den Folgenglieder a;, = 1 divergiert also, da das Resultat oo ist. Wie bestimmen
wir nun, ob eine Reihe divergiert oder konvergiert? Dazu miissen wir uns zunachst mit einigen
bekannten Reihen vertraut machen:

1. Die geometrische Reihe
o
> d"
k=0
konvergiert fiir ¢ € (—1,1) und divergiert fiir alle anderen q.

2. Die harmonische Reihe

| =

o0
divergiert.
3. Die verallgemeinerte harmonische Reihe
=1

Lo
k=1 k

konvergiert fir &« > 1. Fiir & = 1 erhalten wir die harmonische Reihe von vorhin.
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4. Die alternierende harmonische Reihe

0o 1\k
Z(kl)

k=1

konvergiert.

Nun kénnen wir loslegen und mit den folgenden Konvergenzkriterien bestimmen, ob eine Reihe
konvergiert oder divergiert.

1.6.1 Konvergenzkriterien
Nullfolgenkriterium

Das Nullfolgenkriterium ist ein intuitives Kriterium, denn es besagt:

lim a # 0 = Reihe divergiert

k—o00
Falls also die Folge keine Nullfolge ist, also fiir kK — oo nicht null wird, so divergiert die Reihe.
Das ergibt auch Sinn, denn wir wollen ja, dass die Terme immer kleiner und kleiner werden

und irgendwann einmal sehr nah an die Null kommen, ansonsten wird immer eine groBe Zahl
dazuaddiert und die Reihe divergiert.

Leibniz Kriterium

Eine alternierende Folge hat die Form
ar, = (—1)*b.
Eine alternierende Reihe ist dann die Reihe einer solchen Folge. Ein Beispiel ware
$ 0
= 2k + 1

Fir alternierende Reihen gibt es ein wichtiges Konvergenzkriterium: das Leibniz Kriterium.
Dieses lautet wie folgt:

Satz. Die Reihe

o0

Z(_l)kbk

k=0

konvergiert, falls

1. by, monoton fallend ist, also fiir alle k gilt by, > by11, und

2. by eine Nullfolge ist, also limy_, o by, = 0.
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In unserem Beispiel haben wir by = #H Dies ist offensichtlich eine Nullfolge. Nun

uberpriifen wir noch, ob sie monoton fallend ist oder nicht:
1 1 1

BT iy 1 2k+3 S 2k+1 k

Somit ist b monoton fallend und die Reihe konvergiert.

Quotientenkriterium

Ein weiteres Kriterium, um zu ermitteln, ob die Reihe konvergiert oder divergiert, ist das
Quotientenkriterium. Man berechne dazu

a
¢:= lim | L]
k—oo| ag
Es gilt dann
. konvergiert c<1
Z ay, { divergiert c>1.
k=0

weiter untersuchen c¢=1
Sei beispielsweise die folgende Reihe gegeben

>

7'.

= k!

Wir verwenden das Quotientenkriterium und berechnen

1
akt1 _ GFD)! k! 1
!

+ = ==
& (k+1)! k+1

wobei wir verwendet haben, dass (k+ 1)! = (k+ 1)k(k — 1)(k — 2)... = (k + 1) - k! ist. Nun
berechnen wir den Grenzwert davon:

(1.1)

a

1
lim |——|=0<1
kgilo’kH’ =5

und somit konvergiert die Reihe.

Vergleichskriterium

Eine weitere Moglichkeit zu entscheiden, ob die Reihe konvergiert oder nicht, ist es, die Reihe
von oben oder unten abzuschatzen. Ist a, eine nicht-negative Folge und ab einem gewissen
n =mngy € N groBer (respektive kleiner) als eine andere nicht-negative Folge ¢, so gilt

o0 o0
an < ¢, und Z ¢, konvergent — Z an konvergent
k=0 k=0

o0 (o)
ap > ¢ und Z ¢, divergent — Z a, divergent
k=0 k=0
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Dieses Kriterium nennen wir das Vergleichskriterium. In der Literatur spricht man haufig
auch vom Majorantenkriterium, bzw. Minorantenkriterium. Wenn eine Reihe ¢, konvergent
ist und eine andere Reihe a,, Folgenglieder hat, welche alle kleiner sind als die Folgenglieder
der konvergierenden Reihe, so muss auch diese Reihe konvergieren (weil wir immer weniger
addieren als bei ¢,,). Wichtige Abschatzungen fiir dieses Verfahren sind

2
Polynom vom Grad «
sin(a) <

<

cos(a)
Ein Beispiel ist

>, sin(2k
> e,

k=1

Wir kénnen sin(2k) abschatzen und erhalten

k)

= sin(2
D

=1
<> =
k=1 k=1

Letzteres ist die verallgemeinerte harmonische Reihe mit o = 2 und somit konvergiert nach
dem Vergleichskriterium auch unsere Reihe.

Zusammenfassung

Wir kdnnen nun alle Kriterien in einem Schema zusammenfassen:
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Ist die Folge eine Nullfolge?

N

ja

A

konvergiert

1.6.2 Potenzreihen

Eine Potenzreihe P(x) ist eine Reihe der Form

[e.e]

P(z) = cala —20)",

n=0

nein ja
A A
divergiert ||lst a;, = (—1)¥by, also alternierend?
ja nein
Y A
b > bri1? Quotientenkriterium: limy_, oo “’;Zl
A ‘ |
nein <1 =1 >1
A 4 4
Quotientenkriterium: limy_, oo a';zl konvergiert || Vergleichskriterium || divergiert
7 4 A
<1 =1 > 1
A A
konvergiert || Vergleichskriterium || divergiert

wobei xg der Entwicklungspunkt ist und ¢, eine Folge. Eine Potenzreihe ist also eigentlich
eine Funktion von = und hangt somit nicht nur von der Folge ¢,, ab. Je nachdem, was wir fiir
x einsetzen, konvergiert oder divergiert die Reihe. Ein Beispiel ist

Setzen wir hier x = 1 ein, erhalten wir die harmonische Reihe

n=1 n

<1
>
n=1
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welche divergiert. Setzen wir hier x = —1 ein, so erhalten wir die alternierende harmonische
Reihe

00 —1)"
Z1<n>,

welche konvergiert. Am Entwicklungspunkt konvergiert die Reihe immer, da wir dann (z —
x9)™ = 0™ = 0 haben. Wenn wir wissen wollen, fiir welche x die Potenzreihe konvergiert,
so missen wir das Intervall [xg — 7,29 + r] um den Entwicklungspunkt bestimmen. Dieses
Intervall nennt sich der Konvergenzbereich und r ist dabei der Konvergenzradius. Fiir genug
schone Folgerﬁ cn gilt

Cn

r = lim
n—oo

Cn+1

Dies ist nicht zu verwechseln mit dem Quotientenkriterium! Dort sind Zahler und Nenner genau
vertauscht. Wir fassen das Konvergenzkriterium der Potenzreihe in einem Rezept zusammen:

Rezept. (Bestimmung des Konvergenzbereichs von Potenzreihen)

1. Bestimme den Konvergenzradius mit der Formel

Cn

r = lim
n—oo

Cn+1

2. Uberpriife nun, mit direktem Einsetzen, ob die Potenzreihe mit x = xo+r und x = xo—r
konvergiert oder divergiert (meistens erhdlt man eine bekannte Reihe).

3. Der Konvergenzbereich ist nun
(zo — 7,20 + 1),

wobei eine runde Klammer zu einer eckigen wird, wenn im zweiten Schritt die Reihe
beim Punkt xo &= r konvergiert.

Beispiel. Bestimme den Konvergenzbereich der Reihe

yle=

n=0

Losung. Wir gehen nach unserem Rezept vor:

5Die Formel gilt fiir Folgen, welche ab einem gewissen n = N € N von 0 verschieden sind und der
Grenzwert existiert oder co ist. Da diese Bedingung in der Praxis selten nicht gegeben ist, verzichten wir auf
die Uberpriifung der Bedingung im Beispiel.
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1. Der Konvergenzradius ist

1 2n+1
= lim
n—oo 2N

= lim = 2.

n—oo

r = lim
n—oo

Cn+1 on+1

2. Der Entwicklungspunkt ist o = 1. Die Randpunkte sind somit xo+r = 3, —1. Eingesetzt

ergibt dies
x=3: i B-1)" i 1
=
und
r=-1: io S io SO i(—n".

Beide divergieren, denn beide Folgen sind keine Nullfolgen.

3. Der Konvergenzbereich ist also

z € (—1,3).



Differentialrechnung

., There's no better guarantee of failure than convincing yourself that success is
impossible, and therefore never even trying."

— Max Tegmark

2.1 Ableitungen und Differenzierbarkeit

Sei eine reelle Funktion f(x) gegeben. Wir wissen, dass die Steigung einer linearen Funktion

f(z) = mx + ¢ gegeben ist durch m = %. In diesem folgenden Beispiel gilt beispielsweise
2

m=73=2

nE

3 1

2 Ay

1 1

Ax
‘ X
-1 1 2 3 4
1 1

Nun wollen wir eine allgemeine Funktion f(x) betrachten. Auch in dieser Funktion kann die
Steigung an einem bestimmten Ort angegeben werden. Die Steigung an einem Punkt ist
definiert als die Steigung der Tangente an diesem Punkt. Die folgende Funktion hat in z; eine
positive Steigung, in xo eine negative und in x3 wieder eine positive:

33
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1
x1 / ! x3
! 1 !

=
o
8

Wie kann man nun die Steigung an einem Punkt zy berechnen? Dazu folgende Uberlegung:
die Steigung an einem Punkt ist ungefdhr gegeben durch

_ Ay f(z) — f(=x0)
T Az x—x

wobei f(z) sehr nahe an f(xg) ist, bzw x sehr nahe an zg. Wir kénnen uns namlich ein
kleines Stiick unserer Funktion beim Punkt xy anschauen. Wenn wir dieses Stiick vergroBern,
so nahern wir uns einer Gerade an.

Die Steigung dieser Gerade ist durch den folgenden Grenzwert gegeben, den wir auch den
Differentialquotienten nennen:

T—To T — xg dx

f'(z) ist die sogenannte Ableitung von f(z). Wenn der Grenzwert existiert, so ist f an der
Stelle zq differenzierbar. Die Tangente am Punkt x( hat die Gleichung

ye(x) = f(wo) + f'(w0) - (x — o).
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Beispiel. Berechne die Ableitung von f(x) = x? an der Stelle x = x¢ mit dem Differential-
quotienten.

Losung. Wir rechnen

_ 2 _ .2
lim M — lim z £0
r—x0 T — X T=T0 T — X0
~ lim (x — xo)(x + o)
T—T0 T — X0
= lim x4+ xg
T—T0
= 2.%0

Beispiel. Ist f(x) = |z| differenzierbar in xo =07

Losung. Wir méchten also zeigen, ob der Grenzwert

N e U ]
lim ——— = lim —
z—0 £ —0 =0 I

existiert. Dazu kénnen wir den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert berechnen:

lim —% = 1,
z,/0 X
lim r_ 1.
\0 T

Die Grenzwerte stimmen nicht (iberein. Somit existiert der Differentialquotient nicht und f(x)
ist in O nicht differenzierbar. Wir kénnen das ganze auch am Graph von f(x) = |x| sehen:

Bei xq = 0 lasst sich keine eindeutige Tangente anlegen, da es sich um eine Ecke handelt. Die
Funktion ist aber trotzdem bei xq = (O stetig.
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Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass es stetige Funktionen gibt, welche aber nicht
iberall differenzierbar sind. Ein wichtiger Satz der Analysis ist aber die Umkehrung dieses
Satzes:

Satz. Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig.

2.2 Ableitungsregeln

Damit man nicht immer mit dem Differentialquotienten arbeiten muss, kdnnen wir einige
Tricks zur Berechnung der Ableitung verwenden. Zunachst miissen wir aber ein paar Standar-
dableitungen kennenlernen:

fa) =2 = fla)=n 2

f)=¢ = )=
f)=logle) = fla)=-

fl@)=a" = f(z)=a""log(a)
f(x) =sin(z) = f'(z) = cos(z)
f(z) =cos(z) = f'(z)=—sin(z)
f@) = tan(x) = @)= —

2.2.1 Linearitat

Die Linearitat der Ableitung besagt, dass die Ableitung der Summe zweier Funktionen auch
die Summe der Ableitungen dieser zwei Funktionen ist, also

(f(2) +9(x)) = f'(x) + ¢'(2).

Ebenfalls konnen wir konstante Faktoren vor die Ableitung nehmen:

(Af(2)) = Af'(@).

Beispiel. Bestimme die Ableitung von

f(z) = 3sin(x) + cos(z).

Losung. Wegen der Linearitit kénnen wir die zwei Summanden einzeln ableiten:
(3sin(z))" = 3 cos(z),
(cos(z)) = —sin(x).
Wir erhalten somit

f'(z) = 3cos(z) — sin(z).
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2.2.2 Produktregel

Haben wir eine Funktion, welche als Produkt zweier Funktionen geschrieben werden kann, so
gilt die folgende Regel:

(f(2)-9()) = f'(x) - g+ f(z) - g'(2).

Wir leiten also zunichst f(x) ab und multiplizieren mit g(x) und dann addieren wir das
Produkt von f(z) und der Ableitung von g(z).

Beispiel. Bestimme die Ableitung von

f(z) = sin(x) cos(x).

Losung. Es gilt nach der Produktregel (mit g(x) = sin(z) und h(x) = cos(z))
(9(2) - h(@)) = () - h(x) + g() - I (&) = cos(z) — sin?(x) = cos(2z),
wobei wir im letzten Schritt das Additionstheorem cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

verwendet haben (siehe dazu Anhang A).

Beispiel. Bestimme die Ableitung von

f(z) = z2e.

Losung. Es gilt nach der Produktregel (mit g(x) = 2% und h(z) = %)
(g(z) - h(x)) =g (x) - h(z) + g(x) - B (x) = 2ze” + 22" = ze%(2 + z).
2.2.3 Kettenregel

Haben wir eine Komposition von Funktionen, so gilt die Kettenregel

(gof)(x) =4 (f(x)) f'(2).

Wir mochten die Regel am folgenden Beispiel demonstrieren:

Beispiel. Bestimme die Ableitung von

sin (mz + 1) .
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Losung. Wir haben hier die Funktion x® + 1 verschachtelt in der Funktion sin(x). Damit
haben wir also g(x) = sin(z) und f(z) = 2* + 1. Es gilt nach der Kettenregel

9(f(@)) = g'(f(@))- f'(x) = cos(a® +1) - 2z,

wobei wir im ersten Term g(z) = sin(x) abgeleitet und dann statt = einfach f(x) = 2% + 1
eingesetzt haben.

Beispiel. Berechne die Ableitung von

Losung. Die Funktion f(x) = x? ist verschachtelt in der Funktion g(x) = €*. Es gilt also mit
der Kettenregel

Beispiel. Berechne die Ableitung von

tan(e”) sin(x).

Losung. Wir verwenden zunichst die Produktregel, da wir eine Multiplikation von zwei Funk-
tionen haben:

(tan(e”) sin(z))’ = (tan(e”)) sin(x) + tan(e®) cos(z).

Um (tan(e®))" zu berechnen, benétigen wir die Kettenregel:

T

e
tan(e”)) = ——.
(tan(e”)) cos?(e®)
Alles zusammen ergibt das
(tan(e®) sin(z)) = iossér(léf)) + tan(e®) cos(x).

2.2.4 Quotientenregel

Wenn wir eine Funktion haben, welche sich als Bruch zweier Funktionen schreiben |3sst, so
konnen wir die Produktregel und Kettenregel anwenden, um eine neue Regel dafiir zu erhalten.
Es gilt
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Mit der Kettenregel haben wir

und somit zusammengefasst

Beispiel. Berechne die Ableitung von

sin(x)’

Losung. Mit der Quotientenregel gilt

( o ))’ e* (sin(x) *005(5’3))'

sin(z - sin?(z)

2.2.5 Umkehrfunktion

Fiir Umkehrfunktionen f~1(z) einer differenzierbaren, umkehrbaren Funktion f(z) kénnen wir
die Ableitung leicht berechnen. Es gilt dann

1

Tz = — .
V= p)

Der Nenner darf dabei natiirlich nicht O sein.

Beispiel. Beweise, dass log'(z) = 1.

Losung. log(z) ist die Umkehrfunktion von e®. Sei also f(x) = e*, dann gilt

_ , , 1 1 1
(f l(x)) = log (CL') = f/(f_l(ZC)) = clog(x) = Ea

da f'(x) = e*.

2.2.6 Funktion in Potenz

Fiir Funktionen der Form f()9(*) wenden wir folgenden Trick an:

f(x)9®) = 9(@)log(f(@)),
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Ein Beispiel einer solchen Funktion ist
h(z) = 25 (@),
Wie kénnen wir h/(z) bestimmen? Mit unserem Trick erhalten wir

h(l’) _ esin(a:) log(x)'

Nun leiten wir die Funktion mit der Kettenregel ab:
W (z) = e@1e) . (gin(z)log(z))’

_ esin(x) log(z) | (C()S(ﬂj) 10g($) + Sin(l‘)l),
€T

wobei wir im zweiten Schritt die Produktregel verwendet haben. Wir bemerken, dass der erste
Term genau wieder z5™(*) ist und somit

sin(x)

W (z) = @) . (cos(x)log(z) + )

x
Beispiel. Bestimme die Ableitung der Funktion f(x) =z (dabei ist %" = (=) gemeint).

Losung. Es gilt

2.3 Monotonie

Wir haben im letzten Kapitel definiert, was beispielsweise streng monoton fallend oder mono-
ton steigend bedeutet. Wir kdnnen nun mithilfe von Ableitungen einfacher bestimmen, ob eine
differenzierbare Funktion f(x) : I — R (wobei I ein Intervall ist) eine Monotonie-Eigenschaft
erfiillt. Dabei gelten die folgenden Eigenschaften:

1. f(z) ist streng monoton steigend, falls f’(x) > 0.

2. f(x) ist monoton steigend, falls f'(x) > 0.
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3. f(x) ist monoton fallend, falls f'(x) < 0.

4. f(x) ist streng monoton fallend, falls f'(z) < 0.

Beispiel. Zeige, dass die Funktion f(x) = x3

steigend ist.

monoton steigend, aber nicht streng monoton

Losung. Wir bestimmen die Ableitung
f!(x) = 32°.

Es gilt x> > 0 und somit ist die Funktion monoton steigend. Sie ist aber nicht streng monoton
steigend, da f'(0) = 3-0% = 0.

Beispiel. Beweise, dass log(x) streng monoton steigend ist, mit Definitionsbereich R~.

Losung. Wir bestimmen die Ableitung

1

log'(x) = =

Firx > 0 gilt % > 0. Somit ist log(x) im Definitionsbereich streng monoton steigend.

2.4 Zweite Ableitung und Krimmung

Die zweite Ableitung von f(x) ist definiert als die Ableitung der Ableitung von f(z), also

f(@) = (f'(2))"

Fir was benétigen wir die zweite Ableitung? Eine weitere Eigenschaft einer Funktion (genauer
gesagt eines Graphen) ist die Krimmung. Wir unterscheiden dabei folgende zwei Fille:

1. Falls f”(x) > 0 gilt, so ist der Graph linksgekrimmt (oder auch konvex). Ein Beispiel
dafiir ist f(z) = e®.

2. Falls f”(z) < 0 gilt, so ist der Graph rechtsgekriimmt (oder auch konkav). Ein Beispiel
hierfir ist f(z) = log(z).

Beispiel. Beweise, dass log(x) rechtsgekrimmt ist.

Losung. Wir bestimmen die zweite Ableitung

log"(z) =

Da z? fiir alle x positiv ist und wir ein Minus-Zeichen vor dem Bruch haben, ist die zweite
Ableitung immer negativ. Somit ist die Funktion rechtsgekriimmt.

1
x?’

© Hrvoje Krizic



42 2. DIFFERENTIALRECHNUNG

2.5 Die Regel von de I'Hoépital

Wir kénnen mithilfe von Ableitungen Grenzwerte bestimmter Funktionen einfach bestimmen.

Dabei muss die Funktion ein Bruch f(@) der Form lim,_,, % = ,,%“ oder j:% sein. In

(z)

diesen Fallen besagt die Regel von de |I'Hbpital:

f@ @)

T—T0 g(x) T—T0 g’(x) ’

Wir gehen also nach folgendem Rezept vor:

Rezept. (Regel von de I'Hépital)

1. Berechne limy_,, f(x) und limy_,,, g(x). Sind beide 0 oder beide 00, so kannst du
mit der Regel weiterfahren. Manchmal muss die Funktion zundchst umgestellt werden
(dazu spater mehr).

2. Berechne f'(x) und ¢'(x).

—

!
3. Berechne nunlim,_,, g,g;’) . Erhaltst du wieder ,,% “oder , 432 “ so beginne wieder beim

ersten Schritt oder versuche eine andere Methode anzuwenden.

N2

Wir schauen uns ein paar Beispiele an:

Beispiel. Berechne

Losung. Es gilt

lime®*—1=0 wund limaxz=0.
x—0 x—0

Wir kénnen also die Regel verwenden und erhalten

Coet—1 e
lim =
=0 T z—0 1

Beispiel. Berechne
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Loésung. Wir haben nun den Fall 0-(—oc). Wir kénnen aber x zu + umschreiben und erhalten

dadurch ’

log(z)
l )
X
was dem Fall % “ entspricht. Wir leiten beide Seiten ab und erhalten
1 1
lim ogl(az) = lim % = lim(—z) =0
x—0 > x—0 == x—0

Wir verallgemeinern diesen Trick:

Trick. Wihrend wir I'Hbpital primar bei Grenzwerten der Form % — % oder %> anwenden,
kénnen wir die Regel auch in folgenden Formen anwenden:

Form ausfihrliche Form Transformation zu 8 oder 2

olo

limy_yq, f(2) =0, limgy_s5, g(z) =0 -

* limy g f(2) = 00, limg sy, g(z) = 00 -
0-00 limg_p, f(x) =0, limgy_,, g(x) = 00 limg g, f(2)g(z) = limg_y f(z)
0 0 0 0 1/9(:1:)
00 limy sz f(2) =0, limg_sz, g(z) =0 limg_yq, ,f(x)g(””) = exp (limemO %)
e limy_yq, f(2) = 1, limg_yy, g(2) = 00 limy 4, f(x)g(z) = exp (limxﬁzo %)
oo? limg gz, f(x) = 00, limg_z, g(x) =0 limg sz, f(x)g(“) = exp (hle_)zo %)

1/g(z) —1/f(z)

00 — 00 | limg_sy f(2) = 00, limg_q, g(z) = 00 | limg_ysy f(2) — g(x) = limg_q, L @)s(@)

Damit die Gleichungen besser lesbar sind, fiihren wir hier die Notation exp(z) = e” ein.

2.6 Extrema

Sei nun das folgende Problem gegeben: Wir sind Mathematikerlnnen bei einer Baufirma und
zustandig, einen Garten fir ein Haus zu planen. Der Gartenzaun ist schon bestellt und insge-
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samt n. Meter lang. Wir wollen nun die Gartenflache (rechteckig) maximieren. Wie machen wir
das? Sei x eine Seite des Rechtecks. Dann muss die andere Seite des Rechtecks genau (5 — )
sein. Somit ist die Fliche als Funktion von z gegeben durch f(z) =z - (% —z) = —2? + %

Sei n = 12, dann sieht diese Funktion wie folgt aus:

10 1Yy

Wie wir sehen, hat diese Funktion ein Maximum, welches wir bestimmen wollen. Wie machen
wir das? Wir gehen nach folgendem Rezept vor:

Rezept. (Extrema fiir eindimensionale Funktionen bestimmen)

1. Berechne die Ableitung von f(x) = f'(x). In unserem Beispiel gilt fiir f(z) =
22+ 2 = f'(z)=-2z+%.

2. Lése die Gleichung f'(x) = 0. Du erhéltst x4, o, .... Fiir unser Beispiel erhalten wir

n n

0, VO _

z + 5 0 = =z 1

3. Bestimme f"(x1), f"(x2), ... und klassifiziere die verschiedenen Extrema nach folgenden
Bedingungen:

(a) f"(xz) > 0: Es handelt sich um ein (lokales) Minimum.
(b) f"(x) < 0: Es handelt sich um ein (lokales) Maximum.
(c) f"(x) =0: Es handelt sich um einen Sattelpunkt.

Wir bestimmen die zweite Ableitung: f"(x) = —2. Somit handelt es sich bei xg = %
um ein Maximum.

Wir erreichen also die groBte Flache, wenn wir die eine Seite % Meter lang wahlen, und

die andere Seite somit 5 — 7 = 7, also auch 7 Meter lang. Der Garten hat die maximale
Flache, wenn wir alle Seiten gleich wahlen. Wahrend Minima und Maxima intuitiv klar sein

sollten, méchten wir noch graphisch zeigen, wie ein Sattelpunkt aussieht:
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Hier ist der Sattelpunkt an der Stelle (2,3). Ist unser Punkt kein Sattelpunkt, sondern ein
Extrema, so unterscheiden wir zwischen zwei Arten.

Lokales Maximum/Minimum

Ein lokales Maximum oder Minimum ist der groBte (bzw. kleinste) Wert, der eine Funktion
in einer kleinen Umgebung annimmt. Beispielsweise hat die Funktion f(z) = 3 + 22 ein
lokales Minimum in (0,0). Denn beispielsweise ist f(—5) = —100,was deutlich kleiner ist als
f£(0) = 0. Jedoch, wie wir schnell am Graphen der Funktion erkennen kénnen, ist die Funktion
in (0,0) minimal in seiner Umgebung:

Y
04 1
0.2 ¢
/\ .
1 -0.5 0.5
—-0.2 |

Globales Maximum/Minimum

Falls ein Punkt nicht nur in seiner Umgebung ein Maximum (bzw. Minimum) ist, sondern
der Punkt (xg,%0) die Eigenschaft f(zo,y0) > f(z,y) V(z,y) € R? gilt (bzw. mit < fiir ein
Minimum), so nennen wir den Punkt ein ,, globales Maximum /Minimum®. Im eindimensionalen
Fall von f(x) = 23 — 22 existiert kein globales Maximum oder Minimum, da fir z — —oo
auch f(x) — —oo gilt und umgekehrt fiir z — oo gilt f(x) — oco. Jedoch hat beispielsweise
f(x) = 2? ein globales Minimum in (0, 0), wie wir leicht sehen kénnen:
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)
04 ¢
0.2 ¢
‘ ‘ x
-1 -0.5 0.5
-0.2 |

Nun zuriick zur Bestimmung von Extremstellen und Sattelpunkten:

Beispiel. Bestimme und klassifiziere die Extremstellen von f(x) = e*”.

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

1. Wir erhalten f'(z) = e*" 2 mit der Kettenregel.
2. fl(x)=e""22 =0 = z9=0. Dae® nieO0 ist, haben wir keine weiteren Lésungen.

3. Es gilt f"(x) = 2¢*"(z + 1) und somit f"(0) = 2, also handelt es sich bei o = 0 um
ein (globales) Minimum.

Beispiel. Bestimme und klassifiziere die Extremstelle von f(z) = sin(z?) im Intervall z €
[1,2].

Losung. 1. Esgilt f'(z) = cos(z?)2x

2. Wir setzen f'(z) = 0 und erhalten cos(x?)2z = 0. Da xg = 0 nicht im Intervall liegt,
suchen wir Lésungen fiir cos(xz?) = 0. Dies ist erfiillt, wenn z? = % + kr mit k € Z.

Fiir k = 0 erhalten wir die Lésung x = \/g , welche auch in unserem Intervall liegt (da
5 groBer als 1 und kleiner als 2 ist und somit die Wurzel davon ebenfalls im Intervall
liegt).

3. Wir bestimmen die zweite Ableitung: f"(z) = 2cos(z?) — 4a%sin(z?)). Setzen wir
1 = \/g ein, erhalten wir f"(x1) = —2m und somit handelt es sich um ein (lokales)

Maximum in x1 = \/g

2.7 Taylor-Polynome

Haufig bendtigt man in der Mathematik (aber auch vor allem in der Physik) nur eine Funktion
in der Nahe eines Werts xy. Wir wollen nun eine komplizierte Funktion f(z) so vereinfacht
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modellieren, dass sie um den Wert z eine gute Annaherung von f(x) liefert. Die ,einfachsten

*“ Funktionen sind Polynome. Um die komplizierte Funktion zu vereinfachen, kénnen wir die

sogenannten Taylorpolynome verwenden. Das Taylorpolynom vom Grad n an der Stelle xg ist

gegeben durch

(330) f" (o)
2-1

Tp(z) = (z — 20) + (—20)2 4 ...+ "z — z0)"

(z — z0)*

(o) +
2": F®
Dabei meint man mit k! die Fakultat, also k! =1-2-3-...-(k—1)-%k und 0! = 1. Mit
f%®) (z0) meinen wir die k-te Ableitung an der Stelle .

Beispiel. Berechne das Taylorpolynom zweiten Grades von f(x) = e an der Stelle xy = 0.

Losung. Es gilt

/O " 0 0 2
f()x f()x =+ :B+e—x —1+x—|——

Do) = £(0) + = 2.1 1% 9 2

Wir kénnen nun einen Wert 1 in der Ndhe von 2o = 0 wahlen und erhalten dann T5(z1) ~
e”. Ein Beispiel ware 1 = 0.1. Wir erhalten

%l ~1.1052 T5(0.1) = 1.1050.

Beispiel. Bestimme den ungefdhren Wert von sin(3.3).

Losung. Der Wert 3.3 befindet sich in der Nihe von w. Wir kénnen also die Taylorreihe um
7 von sin(x) berechnen. Dazu wahlen wir den Grad 2 und erhalten

Ty(x) = —(x — )

und somit T5(3.3) = —(3.3 — m) ~ —0.1584. Im Vergleich: sin(3.3) ~ —0.1577. Ein hoherer
Grad der Taylorreihe wiirde ein noch genaueres Resultat ergeben.
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Integrale

,As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain, and as far
as they are certain, they do not refer to reality.”

— Albert Einstein

3.1 Einfiihrung

Sei eine Kurve in einem z-y-Koordinatensystem gegeben. Wir wollen nun die Flache berechnen,
die diese Kurve mit der x-Achse bildet. Eine Formel einer solchen Flache ist uns nicht bekannt.
Ein Beispiel einer Flache, die wir aber einfach ausrechnen kénnen, waére ein Rechteck. Wir
zerlegen also die Flache in ganz viele kleine Rechtecke. Diese Rechtecke zusammenaddiert
bilden dann eine Approximation unserer Flache.

20 |
15 ¢

10 |

Eine Rechtecks-Flache ist gegeben durch f(x)Axz, wobei f(x) die Hohe des Rechtecks ist
und Az die Basis (oder Breite) bildet. In unserem Fall wahlen wir die Breite der Rechtecke

49
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immer gleich. Wir kénnen nun die Rechtecke aufsummieren und erhalten

n
A= Zf(xl)Aa:Z,

i=1
wobei n die Anzahl Rechtecke beschreibt und x; die Punkte sind, bei denen die Rechtecke
jeweils beginnen. Wir betrachten also die Flache im Intervall 1 =: a bis x,, =: b. Wir schreiben
.~", da wir nur eine Approximation unserer Flache erhalten haben. Wollen wir die exakte
Flache erhalten, miissen wir die Rechtecke immer verkleinern, genauer gesagt ,unendlich®
mal verkleinern (in der Mathematik reden wir haufig vom ,infinitesimalen” Linienelement).
Dabei geht Az; — 0 fir n — oo (n ist die Anzahl Rechtecke). Diese Summe definieren wir
als Integral

n

A= Aligo (;f(:c,)Aazz) =: /abf(x) dz.

Das dz ist genau unser infinitesimales Linienelement Az — 0. Es bestimmt somit, nach
welcher Variable integriert werden muss.

Ein Integral gibt uns an, wie groB die Flache zwischen der Funktion f(x) und der z-Achse
ist. Die Grenzen sind durch a und b gegeben. Das Integral

[ s,

mit der Funktion aus dem ersten Beispiel, ergibt die Flache:

20 ¢
15 ¢

10

Integrale kdnnen also Aussagen liber eine Flache unter einer Kurve machen. Es sei jedoch zu
beachten, dass die Flachenberechnung mit Integralen nicht immer unserer intuitiven Flachen-
berechnung entspricht. Denn:

Satz. Flichen liber der x-Achse werden addiert, wihrend Flichen, die unter der x-Achse
liegen, subtrahiert werden.

Sei als Beispiel die Funktion f(x) = sin(x) und die folgende Flache gegeben:
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Yy
1 1
05 T A
It x\l
-2 -1 1 2 3
— 5 ;s
11
Die Sinus-Funktion ist ungerade. Es gilt also
sin(—xz) = —sin(x).

Aus diesem Grund ist die Flache links von der y-Achse genau gleich groB wie die Flache rechts
von der y-Achse. Wir erhalten mit dem Satz liber negative Flachen direkt

2
/ sin(z)dz =0,
-2

da wir ja die Flache links (weil sie unter der z-Achse liegt) subtrahieren, wahrend wir die Flache
rechts dazu-addieren. Wollen wir die ,richtige” Flache (also unserer Intuition entsprechend),
so missen wir das Integral in zwei Integrale aufteilen und die linke Seite mit einem Minus
versehen. Dies ergibt dann

A= _/0 sin(z) d:v+/ogsin(:n) dz .

-2

Einfacher lasst sich die Flache berechnen, indem wir die rechte Seite zweimal nehmen, da die
beiden Flachen (links und rechts) genau gleich sind. Es gilt also auch

2
A:Q-/ sin(z) dz .
0

Wie wir nun dieses und viele andere Integrale berechnen, lernen wir in diesem Kapitel. Einen
Satz kénnen wir aber schon jetzt vorwegnehmen:

Satz. 1. Ist die Funktion ungerade, also punktsymmetrisch oder f(—z) = — f(x), so gilt
(siehe Beispiel sin(x))

" f(z)dz = 0.

—a

2. Ist die Funktion gerade, also symmetrisch an der y—Achse oder f(—x) = f(x), so gilt

_a f(w)dm:2-/0af(:1:)d:v.
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3.2 Stammfunktionen

Eine Stammfunktion F'(x) einer Funktion f(x) ist definiert durch

0= [ fa)da

Wie wir sehen, haben wir beim Integral keine Grenzen mehr. Wir betrachten also das allgemeine
Integral (das sogenannte ,,unbestimmte Integral”). Wie bestimmen wir aber ein sogenanntes
,bestimmtes Integral” (also mit den Grenzen a und b), wenn die Stammfunktion bekannt
ist? Hierfir missen wir die Grenzen in unsere Stammfunktion einsetzen und die Resultate
voneinander subtrahieren:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Beim Berechnen eines bestimmten Integrals ist es von Vorteil, immer zuerst die Stammfunktion
zu bestimmen, bevor man die Grenzen erst ganz am Schluss einsetzt. Im Gymnasium lernt
man nicht selten, dass die Bestimmung der Stammfunktion das ,,Aufleiten” der Funktion ist,
wobei das , Aufleiten” das Gegenteil des Ableitens sein soll. Diese Aussage folgt aus dem
Fundamentalsatz der Analysis (hier in etwas vereinfachter Form):

Satz. Eine Stammfunktion F(z) = [ f(z)dz erfillt die Gleichung

Wie wir sehen, ist die Ableitung der Stammfunktion genau durch die Funktion f(x) gege-
ben. Wir kénnen also beispielsweise die Losung des folgenden Integrals schon etwas erahnen:

Beispiel. Berechne

/3:U2 dz .

Losung. Wir wissen, dass die Ableitung der Funktion ™ durch n-z"~! gegeben ist. Da wir hier
genau die Form n-x"~! mit n = 3 haben, ist eine Stammfunktion durch F(x) = 2% gegeben.
Es gilt ndmlich F'(z) = 3x? = f(x). Es gibt auBerdem noch weitere Stammfunktionen, denn
wenn wir zu F'(x) eine Konstante C' dazuaddieren und diese Funktion dann ableiten, erhalten
wir wieder f(x). Somit ist die allgemeine Stammfunktion durch

F(z) =24 C

gegeben.
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3.3 Standardintegrale

Um die Stammfunktionen zu finden, miissen wir zunachst ein paar Standardintegrale kennen-
lernen. Aus diesen kdnnen wir dann mit den Methoden in den nachsten Abschnitten zusam-
mengesetzte Integrale berechnen. Folgende Integrale verwenden wir ohne Beweis:
/x”dlex"+1+0 firn # —1
n+1
1
/dazzlog|x\+0 firx #0
T
/exdx—ex—&—C’ firz eR
/logxdx:xlogx—x+0 firxz #0
/sina:da::—cosa:+C firz e R

/cosxdx:sin$+0 firx € R

1
/ dx =tanxz + C fi]ra:;ékﬂr—ki,k:ez

cos2 x 2

/tanmdx:—log]cosx\—&—(}' ﬂ]rm#lm—i—g,kez

= arcsinz + C fur z € (—1,1)

——dzx
V1—22

-1
——dx
/\/1—952
1

/de:arctanx—&—(}' firx € R
x

= arccosx + C fur z € (—-1,1)

1 1 r+1 .
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3.4 Linearitdt des Integrals

3.4.1 Addition und Subtraktion

Eine erste Methode zwei Integrale zusammenzusetzen ist es, diese zu addieren oder zu sub-
trahieren. Es gelten folgende Regeln:

[ 1@+ 9@ de = [ f@yde+ [ gla)ao,
/f(:c)—g(m)dx:/f(x)dx—/g(x)dx.

Beispiel. Berechne

/sinx—i—ﬂcdx.

Losung. Im Integral haben wir die Summe zweier Funktionen. Wir kénnen es also aus-
einanderziehen und erhalten die zwei Integrale

/sinx—l—xdx:/sinxdx—i—/xdx.

Wir wenden die Regeln vom letzten Abschnitt an und erhalten

1
/sinx+xdx: —cosx+§x2+0.

3.4.2 Multiplikation mit Skalar

Wir kénnen auch ein Integral mit einem Skalar multiplizieren. Es gilt folgende Regel:

/)\f(m)dx:)\«/f(x)dx.

Dabei ist A € R. Beachte hierbei, dass A ein Skalar ist. Es ist unabhangig von x und einfach
eine Zahl.

Beispiel. Berechne

/26’” + 73 cos x dx
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Losung. Im Integral haben wir die Summe zweier Funktionen. Wir kénnen es also auseinander
ziehen und erhalten die zwei Integrale

/26”3 + 73 cosxdx = /Qemdx + /73008xdm.
Weiter kénnen wir die Skalare herausziehen und erhalten somit

/26x+7360sxdx:2-/exdx—i—73/cosxdx.

Wir wenden die Regeln vom letzten Abschnitt an und erhalten

/26”” + 73 cosxdxr = 2e* + 73sinx + C.

3.5 Partielle Integration

Mit der partiellen Integration mochten wir ein Verfahren lernen, wie wir Integrale der Art

[ @) gta)as

berechnen kénnen. Die Formel der partiellen Integration lautet wie folgt:

Da die partielle Integration haufig zu vielen Rechenfehlern fiihrt, méchten wir an dieser Stelle
die DI-Methode einfiihren. Diese ist sehr praktisch und man kann sie fiir alle Falle der partiellen
Integration verwenden.

3.5.1 DI-Methode

Bei der partiellen Integration bendtigen wir eine Funktion, welche leicht zu integrieren ist, und
eine Funktion, welche wir leicht ableiten kédnnen. Welche der Funktionen wir wofir wahlen
sollten, ist durch keine Regel bestimmt. Hilfreich kann jedoch folgende Faustregel sein, welche
in fast allen Fallen funktioniert:

Kiirzel  Funktionen-Typ Beispiele

L logarithmisch log z,log o x
A algebraisch " xd 41
T trigonometrisch  sinz,cosz

E exponentiell et e " 8"

Je weiter oben die Funktion in dieser Tabelle ist, desto eher sollte man sie ableiten. Wir
merken uns also LATE, zur Bestimmung, welche Funktion abgeleitet und welche integriert
wird.
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Wie funktioniert nun die DI-Methode? Wir zeichnen uns in allen Fallen die folgende Tabelle
auf:

+

Nun schreibt man in die Spalte von ,, D" in die erste Zeile die Funktion hin, welche wir ableiten
und in die Spalte ,I* die Funktion, die wir integrieren mdchten. Fiir das Integral

/x2 cosx dx

sieht die Tabelle wie folgt aus:

+ 22 | cosz

Nun wird Zeile fiir Zeile die Funktion bei D abgeleitet und bei | jeweils integriert. Wir erhalten
in unserem Beispiel

D I
+ 22 cosx
- 2z sin x
+ 2 —cCcosz
- 0 —sinx
+

Das ist die Ausgangslage fiir jedes Integral, welches wir mit partieller Integration l6sen moch-
ten. Wir schauen uns nun verschiedene Falle der DI-Methode an.

1. Fall: Ableitung ist in einer Zeile 0

Wenn eine Zeile auf der D-Seite 0 ist, so kdnnen wir dort aufhéren (schreiben aber noch die
Zeile mit der 0 hin). Dies ist der Fall im Beispiel von weiter oben. Wir finden auf der vierten
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Zeile eine 0 in der Ableitung. Ist das erreicht, kann die Losung abgelesen werden. Wir gehen
dafiir nach folgendem Rezept vor:

Rezept. (DI-Methode, 1. Fall)

1. Wir packen die Voorzeichen auf unsere Ableitungen:

D / D /
+ 2 COS T z2 cos T
- 2z sinx — —2x sin x
+ 2 —Ccosx 2 —Ccosx
— 0 —sinx 0 —sinx

2. Nun nehmen wir die erste Zeile von D und multiplizieren diese mit der zweiten Zeile von
I. Dann addieren wir dazu die zweite Zeile von D mal die dritte Zeile von I. Dies fiihren
wir weiter, bis wir die 0-Zeile erreicht haben (also die Zeile, in der bei der D-Spalte eine

0 steht).
D /
x? l cosz
9 N
—2x |~ sinx
5 N
N cosT
0 —sinz

Wir erhalten in unserem Beispiel also

/wQ coszdr = z?sinz + (—2z)(— cos(z)) + 2 - (—sinz) = (2 — 2)sinx + 2z cos z + C.

Beispiel. Berechne

/l‘3€x dz .

Losung. Aus LATE wissen wir, dass wir x> ableiten und e® integrieren miissen. Wir verwenden
die DI-Methode und erhalten folgende Tabelle:
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Die Lésung ist dann (Diagonalen jeweils multiplizieren und dazu-addieren)

D /
+ 23 | et
— 32?2 | €
+ 6x | €e¥
— 6 e’
+ 0 e’

3. INTEGRALE

/x3e“7 da = 23e® — 322" 4 6ze” — 6e” + O = (2 — 32 + 62 — 6) + C.

Beispiel. Bestimme

/acz sin(2z) dz .

Losung. Aus der Faustregel LATE wissen wir, dass wir % ableiten und sin(2x) integrieren

mtissen. Wir verwenden die DI-Methode und erhalten folgende Tabelle:

D /
+ 22 sin(2x)
— 2z | —3cos(2z)
+ —1sin(22)
- £ cos(2z)

Die Lésung ist dann (Diagonalen jeweils multiplizieren und dazu-addieren):

1 1 1
/x2 sin(2z) dz = —z2 - B cos(2x) + 2z - 1 sin(2z) + 2 - 3 cos(2z) + C

2

1
—— cos(2x) + gsin(Qx) + 1 cos(2z) + C.

2

2. Fall: Eine Zeile kann integriert werden

Bemerkung: Diesen Trick verwenden wir primar dann, wenn logarithmische Funktionen (L)
abgeleitet werden und der erste Fall nicht funktioniert.

Wir nehmen nun als Beispiel folgendes Integral:

/:z4loga:da:.
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Wir kénnen nun wieder unsere DI-Methode anwenden und leiten dieses Mal logx ab und
integrieren z*. Dann ist die Tabelle gegeben durch:

D |
+  logx x?
_ 1 1.5

T 59:

_1 1.6
+ 22 | 307

Wir sehen, dass wir in diesem Fall nie die 0 erreichen werden. Wir miissen also anders vorgehen.
Wenn wir sehen, dass eine Zeile aber als Multiplikation integrierbar ist (in unserem Fall die
zweite Zeile), so kdnnen wir folgendes Rezept verwenden:

Rezept. (DI-Methode, 2. Fall)

1. Wir packen die Vorzeichen auf unsere Ableitungen:

D / D /
+ logx z? log = z?
—
1 1,5 _1 | 1,5
T 5 T 5
_ 1 1.6 _ 1 1.6
+ 22 | 307 2z | 307

2. Nun nehmen wir die erste Zeile von D und multiplizieren diese mit der zweiten Zeile
von I. Dann addieren wir dazu die zweite Zeile von D mal die dritte Zeile von | und
so weiter (gleich, wie beim ersten Fall). Dies machen wir so lange, bis wir eine Zeile
erreicht haben, welche wir integrieren kénnen (also die Zeile, in der der Eintrag von D
multipliziert mit dem Eintrag in I ein einfaches Integral ergibt).

Wir erhalten also

1 1, 1 °1 s
/:1:4log:17d:v:log1:-5x5+/(—x)-5;p5dg;: r ;gm _ %d:r:
wdlogr 1
= — — C
5 25" *

Beispiel. Bestimme

/x2 log(5x) dz .
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3. INTEGRALE

Losung. Aus der Faustregel LATE wissen wir, dass wir log(x) ableiten und x? integrieren

miissen. Somit erhalten wir folgende DI-Tabelle:

D | 1
+  log(bx) | a?
- |

Die Multiplikation der beiden Terme auf der zweiten Zeile lasst sich leicht integrieren. Wir

erhalten:

/xQ log(5z) dz = log(bx) - %xg —|—/ (

1 |
_ og(br) - x —/dex

3 3
_log(5z)-2°  x
B 3 9

Beispiel. Bestimme das Integral

/ log(x) dz .

Losung. Hier ist es nicht wirklich klar, wie wir das Integral berechnen. Jedoch wird es klar,

wenn wir das Integral wie folgt schreiben:

/ 1 log(x) dz.

Wegen der Faustregel LATE leiten wir log(x) ab und integrieren die 1. Somit erhalten wir

folgende Tabelle:

H —_ |~

D
+  log(x)
1

Die zweite Zeile kann integriert werden:

/1-10g(:£) dleog(w)-m—l—/ <—;> zda

zlog(m)-x—/ldx

=log(z) -z —x+C=ux-(log(x)— 1)+ C.
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3. Fall: Eine Zeile wiederholt sich

Bemerkung: Diesen Trick verwenden wir hauptsichlich dann, wenn trigonometrischen Funk-
tionen (T) abgeleitet werden und der erste Fall nicht funktioniert.

Nun wollen wir uns noch den letzten Fall anschauen und nehmen als Beispiel das Integral

/emsinxdw.

Wir stellen wieder unsere Tabelle auf und leiten sinx ab. Die Funktion e® integrieren wir.

D | |
+ sinx e*
— cos T e
+ —sinzx | e*

Wieder kdnnen wir die O nie erreichen. Wir sehen aber, dass die dritte Zeile, bis auf das Vor-
zeichen, der ersten Zeile entspricht. In diesem Fall kdnnen wir die letzte Methode verwenden:

Rezept. (DI-Methode, 3. Fall)

1. Wir packen die Vorzeichen auf unsere Ableitungen:

D / D /

4 sin x e sin x e’
—

— cos T er —cosx | e*

+ —sinx | ¥ —sinz | e

2. Wir gehen so vor, wie im zweiten Fall (eine Zeile kann integriert werden). Wir wihlen
nur nicht die Zeile aus, die sich am einfachsten integrieren lasst, sondern die, welche
sich wiederholt (bis auf konstante Vorfaktoren).

D |1
sin x e’
—cosx\] e’
—sinx T?e*

Wir erhalten also
/ewsinazdx =e"sinz + (—cosx) - e¥ — /e”sinxdx.

Wir kénnen unser Integral nun als eine Variable definieren:
1= /exsinxda:.
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Dann gilt
I =¢"sinx —e®cosx — 1.
Wir stellen dann nach I um und erhalten die gewiinschte Lésung:
2] = e¥sinx — e cosx

1
I= Eefc(sinx —cosz)+ C.

Beispiel. Bestimme

/633: cos(z) dzx .

Losung. Aus LATE wissen wir, dass wir cos(z) ableiten und €3® integrieren miissen. Somit
erhalten wir folgende DI-Tabelle:

D | I
+  cos(x) e3®
—  —sin(z) | €3
+ —cos(z) | §e¥

Wir sehen, dass sich die dritte Zeile (bis auf die Vorfaktoren) wiederholt. Somit erhalten wir

1 1 1
/63”" cos(z) dx = cos(x) - §€3$ + sin(x) - §€3$ - /Cos(x) . §€3$ dz

~ cos(z)- €3 sin(z) - €3

1 3z
= 3 + 9 —9/6 cos(z) dzx .

Wir ersetzen das zu bestimmende Integral mit I und erhalten

cos(x) - e3® sin(z)-e3* 1

I= T
3 * 9
10 cos(z) - €3 sin(x) - e3*
= — = —+
3 9
9 (cos(z) e sin(z)- e
== I =— C
10 ( 3 9 *

Wir kénnen das Resultat noch vereinfachen und erhalten dann:

I= %63’6 (3cos(z) + sin(x)) + C.
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3.6 Substitution

Wir kénnen bei verschachtelten und etwas komplizierteren Integralen Terme durch eine Varia-
ble u (welche von x abhéngt) ersetzen. Diese Methode nennen wir ,Substitution”. Es kann
dann einfacher sein, nach u zu integrieren, als das eigentliche Integral nach x zu integrieren.
Leider kdnnen wir nicht jeden Term einfach so durch u ersetzen. Wir miissen bei einer Sub-
stitution immer das Integral zuerst durch die Ableitung der Substitution teilen, bevor wir das
Integral nach du I6sen. Dass wir dx durch du ersetzen kénnen, indem wir durch die Ableitung
von u teilen, kénnen wir anhand der Bruch-Schreibweise der Ableitung erkennen:

du_,

de

dx:—,du
U

Dass % sowas wie ein Bruch ist, ist mathematisch nicht ganz korrekt. Dieser Trick funktioniert
aber trotzdem in vielen Fallen und wir werden diesen Trick bei den Differentialgleichungen
nochmals gebrauchen. Zuriick zur Substitution! Wir gehen nach folgendem Rezept vor:

Rezept. (Substitution)

1. Wahle einen Term g(x), den du substituieren méchtest. Ersetze diesen Term durch die
Variable w.

2. Teile die gesamte Funktion durch die Ableitung des Terms ¢'(z) (oder u’). Du kannst
nun du anstatt dx schreiben.

3. Die neu eingefiihrte Variable u ist von x abhdngig, und somit ist x auch von u abhingig.
Lése also zuerst u = g(x) nach x auf und ersetze dann jedes (ibrig geblieben = durch
den erhaltenen u-Term. Im Integral darf jetzt kein x mehr vorkommen! Lése das neue
Integral.

4. Ersetze in der erhaltenen Stammfunktion wieder jedes w durch g(x) (Ricksubstitution).

Grenzen bei bestimmten Integralen sollen erst nach der Riicksubstitution eingesetzt werden,
um Fehler zu vermeiden.

Mochte man die Grenzen direkt, ohne Ricksubstitution, einsetzen, so muss man sich
bewusst sein, dass sich durch die Substitution auch die Grenzen wie folgt dndern:

b u—a(z) 90
/ ..dx i(>)/ .odu.
a g(a)

Dies erlaubt das Lésen eines bestimmten Integrals, ohne Riicksubstitution im vierten Schritt.
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Beispiel. Bestimme

/xﬂdx.

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

1. Da 1 — x verschachtelt ist in \/1 — x, kénnen wir versuchen, g(x) = 1 — x durch u zu
substituieren:

/x\/ﬂdx.

2. Die Ableitung von g(x) ist ¢'(x) = —1. Wir miissen das Integral durch ¢'(x) teilen (und

schreiben nun du statt dx):
/x_\/ladu: —/x\/ﬁdu.

3. Wir diirfen dieses Integral noch nicht integrieren, da noch ein x im Integral steht. Es
gilt u=1—x und somit x =1 — u. Also ersetzen wir das letzte x durch 1 — u:

—/(l—u)\/ﬁdu.

Dieses Integral ldsst sich mit den Standardintegralen berechnen. Wir teilen das Integral
auf und schreiben Wurzeln zu Potenzen um:

4. Zuletzt ersetzen wir jedes u wieder durch die Substitution g(x):
2
(21—
(50-2)

Manchmal bleiben auch keine = mehr (brig, und wir kénnen den dritten Schritt abkiirzen:

Nl

— %(1 — :v)g> + C.

Beispiel. Berechne

/\/:’Txdx.

Losung. Wir kennen die Funktion \/x und wissen, dass

/\/:dezgx?’ﬂ—i-c



3.6. SUBSTITUTION 65

gilt (dies folgt aus Integration von x* gemaB den Standardintegralen). Wir sehen nun aber,
dass das zu berechnende Integral genau dieses Integral ist, jedoch die Funktion 3x in ihr
verschachtelt ist. Somit wahlen wir die Substitution u = 3x und erhalten u' = 3. Es gilt somit

/\/@dx:;/\/ﬂduzgugﬂ—ka

Wir konnten hier direkt integrieren, da kein x mehr (ibrig war und haben so den dritten Schritt
tibersprungen. Schlussendlich kénnen wir riicksubstituieren, indem wir fiir das u wieder 3x
einsetzen. Wir erhalten also als Lésung

2
/\/@dﬂ: = §(3x)3/2 +C.

Beispiel. Berechne

zsin(z? +1)dx.
[ =sin(=®+1)

Losung. Wir kennen die Funktion sin x und wissen, dass
/sinxdx =—cosx+C

gilt. Wir sehen nun aber, dass im zu berechnenden Integral genau dieses Integral vorkommt,
jedoch die Funktion x>+1 in ihr verschachtelt ist. Somit wihlen wir die Substitution v = 2?41
und erhalten v’ = 2x. Es gilt also

1 1
/xsin(:vz—l—l)dx:/;sinudu:2/sinudu:—2cosu—|—0.
z

Durch das Teilen durch u' konnten wir das librig gebliebene x sowieso kiirzen und miissen uns
nicht mehr darum kiimmern. Schlussendlich kénnen wir riicksubstituieren, indem wir wieder
fiir das u unser x> + 1 einsetzen. Wir erhalten die Lésung

/xsin(a:2 + 1) dr = —%COS((L‘Q + 1) + C.

Wieso haben wir keine partielle Integration gebraucht? Grund dafiir ist, dass die Ablei-
tung der verschachtelten inneren Funktion im Integral in gewisser Weise schon im Integral
vorkommt. Das = wird mit dem sin(z) multipliziert. Da wir aber bei der Substitution durch
unsere Ableitung (2x) teilen, wird dieses x weg-gekiirzt. Merke dir:

Trick. Denke immer zuerst an die Substitution, bevor du partiell integrierst. Wenn die Ablei-
tung einer verschachtelten Funktion in irgendeiner Weise vorkommt, kann es sein, dass nach
dem Substituieren gekiirzt werden kann.

Ein weiteres Beispiel eines solchen Integrals ware das folgende:
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Beispiel. Bestimme

3
x

dx .

/x4+5x

Losung. Hier kénnen wir x* + 5 substituieren, da 2® fast (bis auf Vorfaktoren) die Ableitung
von z* + 5 ist und dadurch weg-gekiirzt wird. Denn v = xz* + 5 und somit v’ = 4> fiihrt

zum Integral
1 a? 11
——du= [ ——d
/4953 w /4u “

1 1
zzlog|u\+02110g\x4+5|+0
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Aus dem Trick folgen die Regelrﬂ

f@) ) oy fards — L pa)?
/f@y“—bﬂﬂﬂﬂ%7 und /f()ﬂ)d f@?+C.

Einige weitere Beispiele zum Trick und zu den Formeln:

Beispiel. Bestimme

/cos(x) sin(z) dx .

Losung. cos(z) ist die Ableitung von sin(x). Somit missten wir uw = sin(x) substituieren
(kénnten aber auch u = cos(x) setzen, da die Ableitung davon —sin(x) ist und bis auf
das Vorzeichen ebenfalls vorkommt). Noch einfacher geht es mit der Formel von vorhin: Wir
erhalten genau den Fall [ f'(z)f(x) dz und somit

/cos(x) sin(z) dx = %sin(ac)2 + C.

Beispiel. Bestimme

5
/ 3: dx .
2+ 1

Losung. Der Zihler ist fast schon die Ableitung des Nenners (bis auf den Vorfaktor). Wir
substituieren deswegen den Nenner und erhalten:

5z 1 5x
/ﬂHM_/%um
:5/1du
2 u
5
= —log|u| +C

2
5 2
zilog]m +1|+C.

! Allgemeiner folgt sogar

/ (@) - 9(f (@) dz = G(f(z)) + C

wobei G(z) die Stammfunktion der duBeren Funktion ist. Du siehst hier gut, dass das genau die ,,aufgeleitete”
Kettenregel ist.
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Beispiel. Bestimme
3
/x2e“ dz .

Losung. x2 ist fast schon die Ableitung der Potenz von e (bis auf den Vorfaktor). Wir sub-
stituieren deswegen die Potenz und erhalten:

/ dx—/xze“du
3/6 du

—e*+C

1
"3
1
g@xs -+ C

Beispiel. Bestimme
eil‘
/ e?® + 1 d

Losung. Im Zihler haben wir ¢*. Somit sollten wir etwas substituieren, dass dieses e weg-
kiirzt. Die Substitution von u = €2* + 1 ist keine gute Substitution, da wir als Ableitung

2e?* erhalten, und die Substitution somit das Integral nochmals etwas verkompliziert. Was

geschieht, wenn wir einfach u = e® setzen? Dann erhalten wir mit v’ = e® und €** = u?:

1 v 1
/ SR / L
e u?+1 u?+1
Dieses Integral kennen wir aus den Standardintegralen, es gilt

1
/ PR du = arctan(u) + C
u

und mit Riicksubstitution

x
/ ezfﬁ dz = arctan(e®) + C.

3.7 Partialbruchzerlegung

3.7.1 Koeffizientenvergleich

Der Koeffizientenvergleich ist eine Methode in der Mathematik bei der man unbekannte
Koeffizienten durch Vergleich von Koeffizienten (bspw. von z,x2,...) findet. Sei, als erstes
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Beispiel, folgendes Polynom gegeben:
p(x) = A(x — 1) + B(z — 3) + Ca*.
Wir wollen nun A, B und C so finden, dass dieses Polynom dem folgenden entspricht:
q(z) = 32> + 2+ 1.
Dazu bringen wir das Polynom p(x) und das Polynom ¢(x) in die folgende Form:

2

Wir fiihren also alle Koeffizienten von x*, 2 und den Rest zusammen. Fiir p(x) ware dies also

p(z)=2%-(C)+2-(A+B)—A—-3B
und fiir ¢(x)
g(z) =a*- (3) +a- (1) +1.

Stellen wir diese beiden nun gleich, kdnnen wir schon erkennen, was wir als Nachstes machen
mussen:

22 (C)+xz-(A+B)—A-3B=2*(3)+z-(1)+1.

2

Die Koeffizienten von z*, £ und der Rest muissen ubereinstimmen. Wir erhalten also ein

Gleichungssystem:

c=3
A+B=1
—-A—-3B=1.

Auflosen der zweiten Gleichung ergibt A = 1 — B und einsetzen in die dritte Gleichung ergibt
~1-2B=1 = B=-1.

Somit ist unsere Lsung

3.7.2 Integrale mit Partialbruchzerlegung

Sei nun ein Integral der Form

gegeben, wobei f(x) und g(x) Polynome sind und g(x) komplett in Linearfaktoren zerlegt
werden kann. Die Funktion g(x) kann also wie folgt geschrieben werden:

Ein Beispiel eines solchen Integrals ware

/x“dx
2 —-3x+2

Wir gehen nun nach folgendem Rezept vor:
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Rezept. (Partialbruchzerlegung)

1. Faktorisiere den Nenner in seine Linearfaktoren: g(z) = (x — 1)...(x — xy). In unserem
Beispiel also

12— 3z +2 = (z— 1)z — 2).
2. Schreibe nun folgende Summe hin
A B
+
r — I Xr — X9

I o

mit A, B, ... Konstanten. Falls ein Linearfaktor eine Potenz k > 2 hat, so muss jede
einzelne Potenz von ihm summiert werden. Beispielsweise fiir g(x) = (z — 2)?(x + 1)
miissen wir folgende Summe hinschreiben:
A n B i C
r—2 (x—2)2 x+1

In unserem Beispiel aber erhalten wir

A B
-
3. Bringe die Summe auf einen Nenner (z — x1) - ... - (x — xy,). Fiir unser Beispiel erhalten
wir
A B  Alx—-2)+B(x—-1)
Tl a2 a2

4. Setze nun den Zahler gleich f(x) (also dem Zaihler aus dem Integral) und lése mit
Koeffizientenvergleich nach A und B auf. Fiir unser Beispiel erhalten wir
Alx—2)+Bz—1)=z+1
— 2(A+B)—-2A-B=z+1
= A+B=1, —2A-B=1
= A=-2, B=3.

5. Die Lésung ist nun gegeben durch

A B
/ + + ...dx,

r — I r — X9

oder in unserem Beispiel

=2
/ + 5 dr = —2log |z — 1| + 3log | — 2| + C,

rx—1 r—2

wobei wir das Integral in zwei Integrale aufgespalten haben und jeweils eine Substitution
durchgefiihrt haben.

Trick. Man ist deutlich schneller, wenn man sich einfach merkt, dass

/ a dz =alog |z — ;| + C

xr —x;

mit a € R gilt (Wieso? Versuche dies als Ubung zu zeigen.)
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Beispiel. Berechne

/<x—1>2<x+1> ar-

Losung. Wir gehen wie im Rezept vor:

1. Der Nenner g(x) = (z — 1)?(x + 1) ist schon faktorisiert.

2. Wir schreiben folgende Summe hin:

A n B . C
r—1 (x—1)2 z+1

3. Als Néichstes bringen wir die Summe auf einen Nenner:

A N B N C  Al@-1)(z+1)+B(x+1)+C(z — 1)
r—1 (x—1)2 x4+1 (x —1)%(x+1) '

4. Nun wird der Zihler dem Zahler des gesuchten Integrals gleichgestellt und die Koeffizi-
enten verglichen:

Alx —1)(z+ 1)+ Bz +1) +C(z — 1)? = x.
Es folgt durch Ausmultiplizieren
(A+C)z*+ (B-2C)z —A+B+C =z,

und somit die folgenden drei Gleichungen

A+C=0
B-2C=1
—-A+B+C=0.

Dieses Gleichungssystem lasst sich mit Umstellen und Auflésen (oder mit dem Gauss-
Verfahren, siehe dazu Kapitel 5) Iésen. Wir erhalten

5. Somit ist unsere Lésung gegeben durch

/ z q /1 1 +1 1 1 1 d
r= [ = = - = T

(x —1)%(x +1) 4 -1 2(x—-1)2 4dz+1

1 1 1

1
:Zlog|x—1]—
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Beispiel. Bestimme
20 + 1
—dx.
/ F2T CF

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

2

1. Wir bestimmen die Nullstellen des Nenners x* —x —2 und erhalten x1 = —1 und x5 = 2.

Somit ist die Faktorisierung des Nenners:
g9(x) = (z = 2)(x + 1),

2. Wir schreiben den folgenden Ansatz hin:

A N B
xr—2 x+1

3. Die Summe wird dann auf den Nenner (x — 2)(x + 1) gebracht:

A(x+1)+ B(z — 2)
(. —2)(x+1)

4. Wir Iésen mit Koeffizientenvergleich nach A und B auf:

A(z+1)+B(x—2)=2z+1
r(A+B)+A-2B=2z+1
— A+B=2 A-2B=1
) 1

= A=-, B=-_.
3’ 3

5. Die Lésung ist dann gegeben durch

wlot

1
3 5 1
8 _dz=:-1 —2/+ =1 1|+ C.
/x—2+x+1 x 3og\m \+3og\x+ | +

Beispiel. Bestimme:
z—1
———dx.
/ 22 +3x+2 .
Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

1. Zuerst berechnen wir die Nullstellen des Nenners und erhalten t1 = —2 und zo = —1.
Die Faktorisierung ist also g(z) = (z + 2)(z + 1).
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2. Unser Ansatz ist somit

A N B
x+2 x+1

3. Wir bringen die beiden Briiche auf einen Nenner:

A(x+1)+ B(z +2)
(x+2)(z+1)

4. Mit Koeffizientenvergleich erhalten wir:

Alz+1)+ Bz +2)=z-1

z(A+B)+A+2B=z—-1
— A+B=1, A+2B=-1
— A=3 B=-2

5. Die Lésung ist dann gegeben durch

3 —2
dx = 31 2| —21 1 :
/:1:+2+:c+1 x = 3log |z + 2| oglr+ 1|+ C

Beispiel. Bestimme

X
% 4.
/x2—4x+4 .

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

1. Esgilt 2% — 4x + 4 = (v — 2)%. Dies ist die Faktorisierung des Nenners.

2. Unser Ansatz ist somit

A n B
x—2 (x—2)%

da x = 2 eine doppelte Nullstelle ist.
3. Wir bringen den Ansatz auf einen Bruch:
A(x —2)+ B
(z —2)?
4. Durch Vergleich der Koeffizienten erhalten wir

A(zx—-2)+B=x
—x-A-—2A+B==x
— A=1, —-2A+4+B=0
= A=1, B=2
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5. Die Lésung ist dann

1 2 2
dr =1 -2 - ——+C.
/1:—2+(x—2)2 v =loglz =2 2"

Beispiel. Bestimme

/ T+ 2 d
x
3 — T2+ 14z — 8

Hinweis: x¢g = 1 ist eine Nullstelle des Nenners.

Losung. Wir gehen nach unserem Rezept vor:

1. Wir méchten die Nullstellen des Nenners herausfinden. Aus dem Hinweis wissen wir,
dass xo = 1 eine Nullstelle ist. Also fiihren wir die folgende Polynomdivision aus:

( x3—7x2+14x—8)+(x—1):x2—6x—|—8

— 3 4 a?
— 622 + 14z
622 — 6x
8xr —8
—8x +8
0

Alternativ hitten wir auch das Horner-Schema anwenden kénnen. Das iibrig gebliebene
quadratische Polynom hat Nullstellen x1 = 2 und x2 = 4, somit lautet die vollstindige
Faktorisierung:

2 —Tet 4 14r — 8= (. — 1)(z — 2)(z — 4).

2. Unser Ansatz ist somit

3. Wir bringen den Ansatz auf einen Bruch:
Alx —=2)(z—4)+ Bz —1)(z—4)+ C(x — 1)(z — 2)
(x — 1) (z —2)(x —4) )

4. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir
Alz=2)(z—4)+Blz—1)(z—4)+Cz—-1)(z—-2)=x+2
— 2*(A+B+C)+2(—6A—-5B—-3C)+8A4+4B +2C =z +2
—= A+B+C=0, -6A-5B-3C=1, 8A+4B+2C =2

= A=1, B=-2, C=1.

Wir haben dabei das Gleichungssystem durch Umstellen der Gleichungen (oder durch
das Gauss-Verfahren) gelést.

5. Wir erhalten

1 2 1
- + dz =log|r — 1| —2log |z — 2|+ log |z — 4|+ C
r—1 x-2 zx-4
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3.7.3 Ein Trick fiir den Koeffizientenvergleich

Wie wir gesehen haben, ist der Koeffizientenvergleich sehr aufwendig. Um uns dies zu verein-
fachen, kénnen wir folgenden Trick anwenden:

Trick. Haben wir die Gleichungen aus dem Koeffizientenvergleich aufgestellt, kénnen wir die
Nullstellen von g(x) fiir x einsetzen, um schneller A, B und C' zu erhalten.

Beispiel. Bestimme

/ T+ 2 d
x
3 — T2+ 14z — 8

mit diesem Trick.

Losung. Die ersten drei Schritte bleiben gleich. Wir erhalten also immer noch
A(z —2)(z—4)+Blz—1)(z—4)+C(x - 1)(z —2) =z + 2.
Nun setzen wir die Nullstellen von g(x) ein, statt ein Gleichungssystem aufzustellen:

r=1= A1-2)1-4)+B1-1)(1-4)+C1—-1)(1-2)=14+2 = 34=3
r=2 = A2-2)2-4)+B2-1)2-4)+C2-1)(2-2)=24+2 = —2B=4
r=4 = AA4-2)4—4)+BA-1)4-4)+CA—-1)(4-2) =442 = 6C =6.

Wir erhalten A =1, B = —2 und C = 1. Der Rest der Lésung bleibt gleich.

Als Ubung kannst du versuchen, alle Aufgaben bis hierhin mit diesem Trick zu l6sen.
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3. INTEGRALE



Komplexe Zahlen

., Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas.”

— Albert Einstein

4.1 Einfiihrung

Der Einstieg in die komplexen Zahlen féllt vielen Studierenden schwer. Viele kénnen sich diese
nicht vorstellen oder finden einfach keinen Bezug zur Realitat. Wieso brauchen wir komplexe
Zahlen, wenn diese nur imaginar sind? Um diese Frage zu beantworten, wollen wir zunachst
die nicht-komplexen Zahlen besser verstehen. Sei folgende Gleichung gegeben

r—1=0.

Damit wir diese Gleichung lésen kénnen, bendtigen wir die bekannten natirlichen Zahlen. Wir
schreiben fiir die Losung x € N. Schnell bemerken wir aber, dass diese Zahlenmenge nicht
geniigt, um alle Gleichungen der Mathematik zu l6sen. Man fand beispielsweise, dass z+1 = 0
keine Losung in N besitzt. Es musste also eine weitere Zahlenmenge definiert werden, welche
die natiirlichen Zahlen mit den negativen Zahlen erganzt. Dies waren die ganzen Zahlen Z.
So ging man weiter vor und fand zunachst die Gleichung 2z — 1 = 0 und definierte somit die
Zahlenmenge der rationalen Zahlen Q, und dann die Gleichung z? — 2 = 0, dessen Lésung
eine reelle Zahl ist. Die Menge aller reellen Zahlen ist R. Man beachte hierbei, dass wir jedes
Mal die Zahlenmengen nur erganzt haben. Die rationalen Zahlen sind also beispielsweise alle
in R enthalten.

Somit haben wir alle Zahlen, die wir bislang kennen, in Zahlenmengen definiert. Das Problem
an diesen Zahlenmengen ist jedoch, dass sie zwar sehr viele Gleichungen in der Mathematik
|6sen, aber nicht alle. Ein Beispiel ist die Gleichung

2 +1=0.

Man kann nun sagen, dass eine solche Lésung nicht existiert, da Wurzeln aus negativen Zahlen
nicht existieren. Wieso aber bestimmt man nicht einfach eine weitere Zahlenmenge, welche
genau diese Gleichungen [6st? Genau diese Zahlenmenge nennen wir die komplexen Zahlen C.

7
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4.2 Definition und Rechenregeln

Um die Gleichung 22 +1 = 0 aus dem vorherigen Abschnitt zu lésen, definieren wir die
imaginare Einheit 4, welche die Eigenschaft i = —1 haben soIE]. Eine komplexe Zahl definieren
wir dann als ein Vielfaches dieser imagindren Einheit plus eine reelle Zahl. Also z = x + iy,
wobei x, y beide reelle Zahlen sind. Wir nennen x den Realteil der komplexen Zahl (Re(z) = x)
und y den Imaginarteil (Im(z) = y).

In der Grundstufe lernt man reelle Zahlen auf einem sogenannten Zahlenstrahl einzuzeichnen.
Damit wir uns nun komplexe Zahlen bildlich vorstellen kénnen, erweitern wir den Zahlenstrahl
zu einer Zahlenebene — der GauB-Ebene. Die reellen Zahlen (in unserem Fall also y = 0)
liegen dabei immer noch auf der x-Achse (oder reellen Achse) dieser Ebene. Wir kénnen nun
beispielsweise z = 3 + 2i einzeichnen, indem wir den Punkt (3 | 2) in der komplexen Ebene
markieren.

Allgemein ist also der Punkt z gegeben durch (Re(z) | Im(z)). Die komplexe Zahlenebene
veranschaulicht auch das Problem, dass wir komplexe Zahlen nicht vergleichen kénnen. Ob
—2+ 37 oder —1 + 2i groBer ist, lasst sich also nicht beantworten. Ob zwei komplexe Zahlen
gleich sind hingegen schon. Wir schreiben namlich z; = z3 genau dann, wenn Re(z1) = Re(z2)
und Im(z1) = Im(z2) gilt.

Wie schon mit den Zahlen in R, kénnen wir auch mit komplexen Zahlen rechnen. Die
Rechenregeln folgen dabei ziemlich intuitiv aus den reellen Zahlen. Wir verwenden das folgende
Rezept:

Rezept. (Multiplikation, Addition und Subtraktion in C)

1. Fasse die imagindre Einheit i als Variable auf.

Man beachte, dass ¢ = /=1 nur Notation ist und man beim Rechnen mit Wurzeln wegen der Mehrdeu-
tigkeit vorsichtig sein muss (siehe hierzu Abschnitt 4.4.6). Wir stoBen etwa auf folgenden Widerspruch:

—l=i-i=V=1V=1=/(-1)(-1)=V1=1

Wir werden aber sehen, dass man in vielen Fallen /—1 trotzdem durch ¢ ersetzen kann.
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2. Klammere alle Terme aus und rechne normal wie mit den reellen Zahlen.

3. Ersetze jedes i durch —1. Auch andere Potenzen von i kénnen ersetzt werden: i3 = —i,
4
1= =1 etc

4. Fiihre das Resultat auf folgende Form zurick: A + iB, wobei A und B reelle Terme
ohne ¢ sind.

Ein Ausnahmefall ist die Division. Diese wird im nachsten Abschnitt behandelt.

Beispiel. Berechne (1 + 4i) - (3 — 2i).

Losung.

(1 +44) - (3 —2i) = 3 +12i — 2i — 8>

=3+10:+8
=11+ 10:¢
Beispiel. Berechne (—i)°.
Losung. Es gilt
(=i)° = (=1)-4
— (—1).22.i2.z
=(=1)-(=1)-(=1) -4

wobei wir den Trick benutzt haben, eine negative Zahl —a als Produkt von (—1) und a
aufzufassen (in unserem Fall a = i).

4.3 Komplexe Konjugation und Betrag

Um die Division von komplexen Zahlen einzufiihren, bendtigen wir zwei Begriffe:

1. Fir z = z + ¢y nennen wir z = x — iy die komplexe Konjugation von z.

2. Sei z = x + iy. Wir nennen |z| = /22 + y? den Betrag von 2.
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Wir kénnen mithilfe von Pythagoras leicht iiberpriifen, dass in der komplexen Ebene der
Abstand von z zum Koordinatenursprung (0 | 0) genau dem Betrag von z entspricht. Die
komplexe Konjugation ist die Spiegelung an der reellen Achse (z-Achse). AuBerdem bemerken
wir, dass der Betrag immer reell ist, da  und y beide reell sind und 22 + 32 positiv ist.

Eine wichtige Beziehung der beiden Begriffe ist

|22 =22
Beispiel. Beweise die Beziehung |z|?> = 7z - z
Losung. Es gilt
Z-z=(x+iy)(x —iy)

=a” — (iy)?

= g2 22

=a” = (-1)y*

=22 42

= |2?

wobei wir in der zweiten Gleichung die dritte binomische Formel benutzt haben.

Wir méchten nun die Division der komplexen Zahlen verstehen. Wir wenden hierzu das
Rezept aus dem letzten Abschnitt fiir den Zahler und Nenner separat an. Das wichtigste dabei
ist, dass wir den Bruch % in die Form =+ 4y bringen wollen. Wir verwenden dazu das folgende
Rezept:

Rezept. (Division zweier komplexen Zahlen % )

1. Multipliziere sowohl Zihler als auch Nenner mit dem komplex Konjugierten des Nenners.

2. Du erhiltst nun im Nenner (wegen der Beziehung, welche wir hergeleitet haben) |z3|?.

3. Fiihre den Zahler auf die Form a + @b zurlick. Du erhéltst nun wg

4. Wir kénnen den Bruch in zwei Teile teilen (einen Realteil und Imaginérteil) und erhalten

a4 ;b
Rl T U

Wir wollen nun dieses Verfahren anhand einiger Beispiele anwenden:
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Beispiel. Berechne 3*;.

Losung.

3+i  (3+1i)-(3+41)
3—i  (3—4)-(3+14)
34644
TR+
8 + 61

Beispiel. Berechne %

Losung.

T+i  (L41d)- (—V/20)

V2 V2i(—V/20)

B VB
- VRV
VE Ve
— 5 !

Beachte hier im zweiten Schritt, dass das komplex Konjugierte von \/2i genau —/2i ist, da
wir \/2i auch als 0 + \/2i schreiben kénnen.

Beispiel. Fiir welche komplexe Zahl z gilt: 1 + i + % =2+3i7

Losung. Wir formen um, dass nur noch z auf einer Seite steht:

1 1
l+i1+-=2+4+31 < —=1+2
y4 z

e = .
T i1r
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Wir erhalten nun mit dem Rezept:

1

z = -

1+ 2¢

1—2¢
(1+2:)(1 — 24)
1—2¢
12 422
1 2,

1.
5 5

Beispiel. Zeige, dass z + w = Z + w gilt.

Losung. Sei z = a + ib und w = c + id. Dann gilt
z+w=a-+1tb+c+id

=a+c+i(b+d)
=a+c—i(b+d)
=a+c—ib—1id
=a—tb+c—1id

=zZ+w.

4.4 Polarform

4. KOMPLEXE ZAHLEN

Bis jetzt haben wir komplexe Zahlen immer in der Form z = x + iy betrachtet. Diese Form
nennen wir ,,Normalform von z". Nun schauen wir uns nochmals die komplexe Zahlenebene

an. Wir kénnen unseren Punkt auch anders beschreiben:

4 iR

Den Kreis in der Mitte mit Radius 1 nennen wir den Einheitskreis. Wie wir nun sehen
konnen, kann unsere komplexe Zahl z eindeutig durch ihren Real- und Imaginéarteil bestimmt
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werden, aber wir kénnen sie auch mit einem Winkel ¢ und dem Radius r = |z| definieren.
Der Radius r ist hierbei genau die Lange des Vektors z (oder das Vielfache vom Radius des
Einheitskreises, dessen Radius genau 1 ist) und der Winkel ¢ ist genau der Winkel, welcher
der Vektor z zur reellen Achse bildet (sieche Abbildung oben). Wie kénnen wir nun z in
Abhangigkeit von ¢ und r schreiben? Dazu verwenden wir Trigonometrie:

+iR

1IN

Wir erhalten fiir die Ankathete z = rcos(¢) und fiir die Gegenkathete y = rsin(y). Wir
erhalten also die komplexe Zahl (nur abhéngig von r und )

z=rcos(p) +i-rsin(p).

Dies ist der Grundbaustein der Polarform. Allerdings ist sie in dieser Form noch nicht wirklich
brauchbar. Die rechte Seite lasst sich aber deutlich einfacher schreiben, wie wir im nachsten
Abschnitt sehen werden.

4.4.1 Die schonste Formel der Welt

Im Jahre 1748 bewies der Schweizer Mathematiker Leonhard Euler in seinem Werk ,,Introduc-
tio in analysin infinitorum" eine der wohl verbliiffendsten Gleichungen der Mathematik: die
eulersche ldentitat

™ =—1.

Dass die zwei reellen Zahlen e und 7 zusammen mit der komplexen Zahl i eine solch schéne
Formel bilden, verdanken wir der allgemeinen Formel

" = cos(y) +isin(p).

Wir kénnen nun die eulersche ldentitat beweisen, indem wir x = 7 einsetzen. Diese Formel
nennt man die Euler-Formel und sie ist grundlegend fiir die Polarform der komplexen Zahlen
(der Beweis folgt aus den Potenzreihendarstellungen der trigonometrischen Funktionen und der
Exponentialfunktion). Wenn wir die Formel mit der bisherigen Form z = r cos(p) + -7 sin(p)
vergleichen, erhalten wir

2z =re'.
Das ist die Polarform. Ein Beispiel: der Punkt z = ¢’ lasst sich wie folgt darstellen:
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24
iR
z
s
| Y R
-2 — 2
_2 1

Wie finden wir aber die Polarform einer komplexen Zahl in Normalform? Der Radius ist nichts
Weiteres als der Betrag der komplexen Zahl z. Es gilt also r = |z| = /22 + y?. Wie groB ist
der Winkel? Wir schauen uns nochmals die Ebene von vorhin an

iR

Da wir die Koordinaten von z kennen, kdnnen wir trigonometrische Funktionen benutzen,
um den Winkel zu finden. Die komplexe Zahl z in diesem Beispiel ist z = 3 4 2i. Fiir den

Winkel gilt genau tan(p) = % Und somit gilt ¢ = arctan(%) ~ 0.98. Sei z = x + iy eine
allgemeine komplexe Zahl. Es gilt dann analog zu vorhin

=oreon ()
@ = arctan | — | .
x

Mit diesem Winkel erhalten wir in unserem Beispiel also die Polarform
2 A2 A /32 + 2261"0-98 — /136i~0.98.

Bevor wir dies in einem Rezept zusammenfassen, mochten wir noch einen Begriff einfiihren:
das Argument. Das Argument einer komplexen Zahl z ist der Polarwinkel dieser Zahl ¢, also

arg(z) = .

Wie wir spater sehen werden, ist diese Funktion nur dann definiert, wenn wir arg(z) auf ein
gewisses Intervall einschranken. Wir verwenden in diesem Buch die Konvention arg(z) = ¢ €
(—m, .
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4.4.2 Umformung Normalform — Polarform

Wir moéchten die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes nochmals in einem Rezept zusam-
menfassen:

Rezept. (Falsches Rezept zur Umrechnung von Normalform zur Polarform einer komplexen
Zahl z = x + iy)

1. Wir bestimmen zunichst den Radius der komplexen Zahl mit r = \/x? + y2.

2. Nun bestimmen wir den Winkel ¢, den die komplexe Zahl mit der reellen Achse bildet.
Dieser ist gegeben durch ¢ = arctan(%). Im Sonderfall von x = 0 gilt ¢ = £7.

xT

3. Wir schreiben nun z = re® mit den aus den Schritten 1 und 2 bestimmten Parametern.

Wir stellen aber schnell fest, dass dieses Rezept nicht immer gilt. Sei beispielsweise z =

—1—4. Dann wiirde nach unserem Rezept fiir den Winkel ¢ = arctan(‘—l) = 7 gelten. Dies ist

)
aber unméglich, da —1 —i im dritten Quadranten liegt. Das Problem ist, dass aus tan(yp) = &

nicht immer ¢ = arctan(%) folgt. Denn fiir stumpfe Winkel ¢ muss zu arctan(g
hinzuaddiert werden. Dies ist genau dann der Fall, wenn z im zweiten oder dritten Quadranten
liegt. Dementsprechend schreiben wir das Rezept um:

) noch ;

Rezept. (Umrechnung von Normalform zur Polarform einer komplexen Zahl z = x + iy)

1. Wir bestimmen zunichst den Radius der komplexen Zahl mit r = \/x? + y2.

2. Nun bestimmen wir den Winkel ¢, den die komplexe Zahl mit der reellen Achse bildet.
Wir betrachten hierbei zwei Fille.

(a) z liegt im 1. oder 4. Quadranten: ¢ = arctan(¥).
(b) z liegt im 2. Quadranten: ¢ = arctan(%) + .

(c) z liegt im 3. Quadranten: ¢ = arctan(¥) — 7.
Im Sonderfall von x = 0 gilt o = 5 fallsy > 0 und ¢ = -5 falls y < 0.

3. Wir schreiben nun z = re® mit den aus den Schritten 1 und 2 bestimmten Parametern.

arctan(x)-Werte konnen von folgender Tabelle abgelesen werden, wobei zu beachten gilt,

dass ? = % ist:
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\/g—i-oo
™ s

3 2

Sl

S

o [
-

SR

Beispiel. Berechne die Polarform der Zahl z = 1 + 1.

Losung. Wir berechnen zunachst den Radius r:

r=|zl = V12 +12 = V2.

Die Zahl befindet sich im ersten Quadranten. Wir erhalten also fiir den Winkel ¢

wn(g) =5
= arctan| — = —.
14 1) " 1

Die Polarform ist somit z = ﬂei%.

Beispiel. Berechne die Polarform der Zahl z = —1 — \/3i.

Losung. Wir berechnen zundchst den Radius r:

r=lo) = (=12 + (-V3)2 = VA =2.

Die Zahl befindet sich im dritten Quadranten. Wir erhalten also fiir den Winkel :

-3 T 2
(¢ = arctan - T ==—-—T=——.
-1 3 3

- 27
Die Polarform ist somit z = 2e~ "3

Beispiel. Berechne die Polarform der Zahl z = —/3 + i.

Losung. Wir berechnen zunachst den Radius r:

r:|z|:\/m=ﬂ=2-

Die Zahl befindet sich im zweiten Quadranten. Wir erhalten also fiir den Winkel :

arcta (1 ) + o™
= ar n ™= —\
4 -3 6

Die Polarform ist somit z = 2¢e*’6
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Beispiel. Berechne die Polarform von z = %

Losung. Wir formen zunichst um, sodass wir die Normalform erhalten:

142 (1+4)(—1) )
z = ; = 12 =1-2q.

Weiter berechnen wir den Radius r:

Die Zahl befindet sich im vierten Quadranten. Wir erhalten also fiir den Winkel ©

()=
=arctan| — | = ——.
¢ = arctan| — 1

Die Polarform ist somit z = \/iei'(fg).

4.4.3 Umformung Polarform — Normalform
Die Umrechnung von Polarform zur Normalform erfolgt durch das Anwenden der Eulerschen
Formel. Sei also z = €' die Polarform der komplexen Zahl. Dann gilt

z=rcos(p) +i-rsin(p).

Beispiel. Berechne die Normalform der Zahl z = 2¢'% .

Losung. Wir setzen in die Formel ein und erhalten mit r = 2 und ¢ = 5:
z= 200s(72T> + - 2sin(72r> = 2i.

4.4.4 Rechenregeln

Seien z; = 1€t und 29 = 19€"?2. Wie andert sich der Radius und der Winkel, wenn wir die
beiden komplexen Zahlen multiplizieren? Es gilt

21 20 = 1€ - roe¥? = piroel(P1Te2),

Die Radien werden also multipliziert (r = r172) und die Winkel addiert (¢ = ¢1 + 2). Somit
gilt auch arg(z; - z2) = arg(z1) + arg(z2). Weiter gilt

A _" eilp1—p2)

<2 T2
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Bei der Division teilt man also die Radien (r = 7%) und man nimmt die Differenz der Winkel
(¢ = @1 — p2). Ein groBer Vorteil der Polarform ist das Potenzieren der komplexen Zahl.
Waéhrend man bei der Normalform 2" = (x + iy)" ausrechnen misste, geht das mit der
Polarform deutlich einfacher. Denn es gilt

2" = (re'?)" = el

Der Radius wird also zu rpey, = r™ und der Winkel zu ppey = ny. Zu guter Letzt gilt wegen
der Spiegelung an der reellen Achse

z =rei® = re'=¥).

Somit andert sich der Radius beim komplex Konjugieren nicht. Nur der Winkel dndert das
Vorzeichen.

Beispiel. Bestimme arg(2 — 2i).

Losung. Wir wollen den Winkel p von z = 2—2i bestimmen. Da 2—2i im vierten Quadranten

liegt, gilt
() =1
=arctan| — | = ——.
¢ 2 4

Beispiel. Bestimme arg(2i - (2 — 2i)).

Losung. Wir wenden die Regel arg(z; - z2) = arg(z1) + arg(z2) an und erhalten aus dem
vorherigen Beispiel

arg(2i - (2 — 2i)) = arg(2i) + arg(2 — 2i) = — — % - %.

|

Beispiel. Bestimme (1 + )% in Normalform.

Losung. Fir Potenzen n > 2 benutzen wir lieber die Polarform und erhalten hier 1 + i =
V2e"1. Damit gilt

(1+1)% = (V2e'4) =8¢’ .

Nun formen wir die erhaltene komplexe Zahl wieder in die Normalform um und erhalten
3 3 3
8¢l = 8(005(5) —H’sin(;)) = —8i.

Beispiel. Bestimme (2 + 2i)3(1 — i) in Normalform.
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Losung. Wir erhalten hier 2 + 2i = V8e'T. Damit gilt
(2414)? = (VBe'T)3 = 16v/2¢' 7 .
Nun formen wir die erhaltene komplexe Zahl wieder in die Normalform um und erhalten
16v26'T = —16(1 — i).
Somit gilt

(242i)3(1 — i) = —16(1 — i)> = —16 - (—2i) = 32i. (4.1)

Beispiel. Mit welcher komplexen Zahl z muss eine beliebige komplexe Zahl w multipliziert
werden, damit w um 7 in die positiv mathematische Richtung gedreht und die Lange um den
Faktor 2 gestreckt wird.

Losung. Sei w = re'. Dann muss w - z = 2re"$t%) gelten. Weiter gilt
w-z=2re'PTT) = e . 26'T = - 2e'%

Somit gilt z = 2¢'7.

4.4.5 Eindeutigkeit der Polarform

Ein Problem, welches wir noch nicht thematisiert haben, ist das Problem der Eindeutigkeit
der Polarform. Diese ist namlich keineswegs eindeutig (solange man nicht den Wertebereich
von ¢ definiert). Schauen wir uns nochmals den Einheitskreis und den Punkt z = ¢’ an.

Was geschieht nun, wenn wir zum Winkel 27 hinzuzdhlen? 27 ist bekanntlich eine ganze
Kreisumdrehung, somit wiirden wir wieder genau am gleichen Ort ankommen. Es gilt also
z = 1 = e (Z127) Wir kénnen aber nicht nur eine Kreisumdrehung machen, sondern
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beliebig viele (auch im Gegenuhrzeigersinn, also mathematisch negative Kreisumdrehungen).
Wir erhalten

z = re' = re!PH2mR) (wobei k € Z).

Die Polarform ist also alles andere als eindeutig. Dies ist essenziell fiir die Betrachtung der
Waurzel einer komplexen Zahl.

4.4.6 Wurzel

Sei z = 3¢'7 eine komplexe Zahl. Wir mochten nun die dritte Wurzel dieser Zahl ziehen. Dazu
potenzieren wir die komplexe Zahl mit % und erhalten

Somit ist das eine Losung von +/z. Wir kénnen das auch schnell Giberpriifen, wenn wir das
Ganze wieder hoch 3 rechnen. Das Problem ist aber, dass dies nur eine mogliche Losung ist.
Denn die Zahl z = 3¢ kann auch als z = 3¢/(T+27F) geschrieben werden. Fiihren wir nun
die Rechnung von weiter oben wieder aus, erhalten wir:

Y7 = 2 = (32 F — Y3+
Damit finden wir folgende drei Lésungen:

21 = \P’/gei% (

z9 = \?’/gei%r (

23 = 3l (

Fir k = 3 erhalt man wieder z;. Die drei Lésungen bilden in der komplexen Zahlenebene ein
gleichseitiges Dreieck:

= ™ =
(I

[\ = (e}
SN—

24
iR
22
1 1
21
‘ ‘ R
-2 -1 1 2
1 i
23
_2 1

Im allgemeinen Fall gilt fiir die n-te Wurzel einer komplexen Zahl
V2= 73 rel (B mit k€ {0,1,...,n —1}.

Die Losungen bilden ein regelmaBiges n-Eck in der komplexen Zahlenebene.
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Beispiel. Bestimme alle Lésungen der Gleichung 2% = i.

Losung. Aus der Gleichung muss z = Vi gelten. Engibt also drei Lésungen dieser Gleichung.
In Polarform gilt i = € (272" Somit gilt = = ¢G5 ). Wir finden fiir k € {0,1,2} folgende
Lésungen:

z1=¢'s (k=0)
Hn=ct (k=1)
P (k=2)

Beispiel. Bestimme alle Lésungen der Gleichung 2% = i.

Losung. Aus der G/eichqng muss z = \/i gelten. Es gibt also zwei Lésungen dieser Gleichung.
In Polarform gilt i = ¢"3127%)  Somit gilt = = ¢"G+™%) Wir finden fiir k € {0,1} dann
folgende Lésungen:

N
ol

|
a
S
|
—
ol
Il
= (an)
N—

N
[\

|

9]

N
—~

ol

I

4.5 Fundamentalsatz der Algebra

Wir wissen, dass Gleichungen in vielen Fallen mehr als nur eine Lésung haben koénnen. Bei-
spielsweise hat die Gleichung 2 — 1 = 0 zwei reelle Lésungen: 21 = 1 und 25 = —1. Die
Gleichung 3 — 1 = 0 hat eine reelle Lésung: = = 1. Wir wissen aber nun aus dem Ab-
schnitt davor, dass die n-te Wurzel einer Zahl genau n komplexe Lésungen hat. Somit hat
22 —1 = 0 genau drei komplexe Lésungen. Die Frage ist nun, wie viele Lésungen die Gleichung
x® — 23 4 22 + 1 = 0 hat. 1799 formulierte Carl Friedrich GauB einen Satz, der genau diese
Frage beantwortet: den Fundamentalsatz der Algebra.

Satz. Jedes Polynom vom Grad n
p(2) = apnz" + an_ 12" 14+ + a1z + ag, mita, € C

hat genau n komplexe Nullstellen.

x® — 2% 4+ 22 + 1 = 0 hat also genau 5 Nullstellen. Dabei sind jedoch einige Dinge zu

beachten. Das Polynom zerfallt in n Faktoren p(z) = (2 —21)(2 — 22) - - - (¢ — 2,) wobei z, die
Nullstellen sind. Hierbei kann auch ein z; mehr als nur einmal vorkommen. Diese Nullstelle
besitzt dann eine ,Vielfachheit" gréBer als 1. Die Nullstellen im Fundamentalsatz der Algebra
werden also mit Vielfachheit gezahlt.
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Beispiel. Wie viele Nullstellen besitzt die Funktion f(z) = @(Z #0)7

Losung. Es gilt f(z) = 224% = 22341 und somit hat f(z) genau drei Nullstellen nach dem
Fundamentalsatz der Algebra.

Beispiel. Bestimme die Linearfaktorzerlegung von z? + 1.

Losung. Da 224+ 1 ein Polynom zweiten Grades ist, hat es auch zwei Nullstellen, fiir die
22 4+ 1 = 0 gilt. Wir formen um und erhalten z*> = —1. Somit sind die zweiten Wurzeln von
—1 gesucht. Wir wissen, dass i sicherlich eine Nullstelle ist. Also gilt 2> +1 = (z —i)(z — z2)
und wir finden z9 = —1.

Tatsachlich lasst sich das letzte Beispiel auch einfacher mit folgendem Satz lésen:

Satz. Sind alle ay, im Polynom reell, also aj, € R, dann gilt: falls zy eine Nullstelle p(zp) = 0
ist, so ist auch zy eine Nullstelle p(zp) = 0.

Im Beispiel vorhin hatten wir die zwei Koeffizienten ag = 1, a2 = 1. Beide Koeffizienten
sind reell. Daher konnten wir aus der ersten Nullstelle z; = i direkt folgern, dass z; = —i
ebenfalls eine Nullstelle ist.



Lineare Algebra

It would be better for the true physics if there were no mathematicians on earth.”

— Daniel Bernoulli

Wir wissen schon aus dem Gymnasium, wie man Gleichungssysteme I6sen kann. Ab drei
Gleichungen mit drei Unbekannten wird das Losen aber schon etwas schwieriger. In diesem
Kapitel wollen wir daher zeigen, wie wir einfacher Gleichungssysteme hoherer Dimension |6sen
konnen. Dafiir bendtigen wir sogenannte Matrizen.

5.1 Matrizenrechnung

Eine Matrix ist eine Sammlung an Vektoren. Wir schreiben diese Vektoren in Spalten oder
Zeilen und erhalten eine Tabelle, die wir Matrix nennen. Diese sieht dann beispielsweise wie
folgt aus:

A=

S NN
No R R

5
0
0

Wir sehen, dass diese Matrix genau aus drei Vektoren besteht, die jeweils Elemente von R3
sind (also dreidimensionale Vektoren sind). Wir nennen die Vektoren, welche in den Spalten
stehen, die Spaltenvektoren. Wenn wir aber die horizontalen Vektoren betrachten, nennen wir
diese Zeilenvektoren. Wie rechnen wir mit Matrizen? Wollen wir beispielsweise zwei Matrizen
addieren, addieren wir einfach die Eintrage, die an der gleichen Stelle stehen:

-1 1 5 1 0 3 -1+1 1+0 5+3 0 1 8
7T 2 0|+ 2 0 0 |= 7T+2 240 040 |=19 2 O
0 9 0 1 1 8 O0+1 9+1 0+8 1 10 8

Genau gleich funktioniert auch das Subtrahieren. Es sei hier zu bemerken, dass wir nur Ma-
trizen mit Matrizen gleicher Dimension addieren konnen. In unserem Beispiel vorher also mit

93



94 5. LINEARE ALGEBRA

3 x 3 -Matrizen. Weiter kdénnen wir auch eine Matrix mit einem sogenannten Skalar A € C
multiplizieren. Ein Skalar ist eine reelle oder komplexe Zahl, im Folgenden A = 2. Dabei
multiplizieren wir jeden Eintrag mit diesem Skalar:

2 1 5 2-2 21 2.5 4 2 10
ANA=2-17 2 0|=12-7T 2-2 2:0[=]14 4 0
0 9 0 2-0 2-9 2-0 0 18 O

5.1.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

Eine Matrix kann auch mit einem Vektor multipliziert werden. Hierbei multipliziert man (im
Sinne des Skalarprodukts) jeden Zeilenvektor mit dem gegebenen Vektor und packt die Er-
gebnisse in einen neuen Vektor. Das Resultat ist dann ein Vektor. Um das Ganze besser zu
verstehen, folgt ein Rezept zur Matrix-Vektor-Multiplikation:

Rezept. (Produkt einer Matrix A mit einem Vektor x berechnen)

1. Uberpriife, ob die Matrix gleich viele Spalten hat, wie der Vektor Zeilen. Falls nicht, so
existiert das Produkt nicht.

2. Stell dir vor, die erste Zeile der Matrix ist ein Vektor A1. Nun rechnest du das Skalar-
produkt des ersten Zeilenvektors und des gegebenen Vektors x aus und packst dies als
erstes Element in einen Vektor. Ein Beispiel:

3 2 1 1 3-1+2-0+1-2 5
A-z=11 0 2]|-]0]| = * = | %
0 1 3 2 * *

Die Sternchen stehen fiir noch nicht ausgerechnete Eintrige.

3. Nun wiederholst du den zweiten Punkt, indem du die zweite Zeile der Matrix wéhlst.
Das Skalarprodukt wird dann in die zweite Zeile von unserem Vektor eingetragen:

5
=|1-1+0.-0+2-2|=

*

A-x=

S = W

2
0
1

w N
N O =
* Ot Ot

4. Der zweite (bzw. dritte) Schritt wird so lange wiederholt, bis man alle Zeilen der Matrix
einmal mit dem Vektor x multipliziert hat:

1 ) )
0] = ) =15| =v.
2 0-1+1-0+3-2 6

Az =

o = W
- O N
[JC NCR

5. Das Resultat ist das Produkt der Matrix A mit dem gegebenen Vektor x, also

A-x=y
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Damit das Rezept noch etwas klarer wird, wollen wir noch ein Beispiel mit einer 2 x 2
Matrix machen.

Beispiel. Berechne

Losung. Wir gehen gleich vor wie im Rezept:

1. Die Matrix hat zwei Spalten und der Vektor zwei Zeilen. Das Produkt existiert also.

2. Wir berechnen das Skalarprodukt der ersten Zeile der Matrix mit dem gegebenen Vektor:

-

3. Nun wiederholen wir den Viorgang mit der zweiten Zeile der Matrix:

e (300 ltan) - ()

4. Wir erhalten also

5.1.2 Matrix-Matrix-Multiplikation

Wir haben in den vorherigen Abschnitten gelernt, wie wir eine Matrix mit einem Skalar und
einem Vektor multiplizieren. Es gibt nun eine weitere Multiplikation, welche als Erweiterung der
Matrix-Vektor-Multiplikation gesehen werden kann. Wenn wir zwei Matrizen multiplizieren,
erhalten wir wieder eine Matrix. Die resultierende Matrix entspricht genau der Sammlung der
Resultate der Matrix-Vektor-Multiplikationen der ersten Matrix mit den einzelnen Spalten der
zweiten Matrix. Wir versuchen dies wieder anhand eines Rezepts und des darauffolgenden
Beispiels zu verstehen.

Rezept. (Matrix-Matrix-Multiplikation von A und B. Wir suchen C = A - B.)

1. Uberpriife, ob die Anzahl der Spalten der Matrix A der Anzahl der Zeilen der Matrix B
entspricht. Falls nicht, existiert die Matrix-Matrix-Multiplikation nicht.
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2. Wahle zunichst den ersten Spaltenvektor von B. Wir nennen diesen By. Wir kénnen
Jetzt nach dem Rezept vom letzten Abschnitt (Matrix-Vektor-Multiplikation) vorgehen
und erhalten die erste Spalte der resultierenden Matrix.

3 2 1 1 2 4 3:-14+2-0+1-2 5
A-B=11 0 2 01 0]=1-14+0-0+2-2 x *x|=1|5 % =
0 1 3 2 0 1 0-1+1-0+3-2 6

3. Nun wéhlt man die zweite Spalte der zweiten Matrix und erhilt mit der Matrix-Vektor-
Multiplikation auch die zweite Spalte der resultierenden Matrix.

3 2 1 1 2 4 5 3:-24+2-1+1-0 5 8
A-B=1]1 0 2 01 0]=15 1-24+0-14+2-0 x| =15 2
01 3 2 0 1 6 0-2+1-1+3-0 6 1

4. Wir gehen nun Spalte fiir Spalte durch und fiihren die Matrix-Vektor-Multiplikation aus:

5 3:44+2-0+1-1 5 8 13
= |5 1-4+0-0+2-1|=|5 2 6
6 0-44+1-0+3-1 6 1 3

p—

g

oy

Il
S = W
= O N
W NN =
O =
S =N
= O =

5. Die resultierende Matrix ist C = A - B.

Wie im Abschnitt zuvor machen wir noch ein Beispiel mit einer 2 x 2 Matrix.

Beispiel. Berechne

o))

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor.

1. A hat zwei Spalten und B hat zwei Zeilen. Die Matrix-Matrix-Multiplikation existiert
also.

2. Wir fiihren die Matrix-Vektor-Multiplikation fiir die erste Spalte von B aus:

2 1) (5 1 2.54+1-1 =« 11«
A-B= : = = :
(3 4) <1 0) <3-5+4-1 *> (19 *>

3. Nun berechnen wir das Matrix-Vektor-Produkt fiir die zweite Spalte der Matrix B:

Ag_ (2! 5 1\ (19 2-1+1.0\ (11 2
- \3 4 1 o/ \11 3.1+4.0/ \19 3)°
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w3 ) ()= )

Beachte, dass die Reihenfolge bei der Matrixmultiplikation sehr wichtig ist. So ist in un-

serem Beispiel
11 2 13 9
A-B= % =B A.
19 3 2 1

5.2 Arten von Matrizen

4. Wir erhalten also

Bevor wir uns mit Determinanten und Losungsverfahren von linearen Gleichungssystemen
beschaftigen, mdchten wir uns hier noch einige spezielle Matrizen anschauen.

5.2.1 Transponierte einer Matrix

Die Transponierte einer Matrix A ist die Spiegelung aller Elemente an der Hauptdiagonalen
(Diagonale beginnend beim ersten Element oben links). Sei beispielsweise

3 2 1
A=11 8 9],
4 6 5
dann ist die Transponierte dieser Matrix
3 1 4
Al=1[2 8 6
1 9 5

Es ist klar, dass (AT)” wiederum A ist, da wir zweimal an der Hauptdiagonalen spiegeln.
Ebenfalls bleibt die Hauptdiagonale beim Transponieren unverandert. Weitere Rechenregeln
sind

1. (A+B)T = AT 4 BT,
2. (AB)T = BT AT,

wobei Letzteres spannend ist, da sich die Reihenfolge der zwei Matrizen dndert (im Allgemeinen
gilt wie schon erwihnt nicht AB = BA).

Die Transponierte einer n x m Matrix ist eine m x n Matrix. Ein Beispiel ist
1 2 3
A= i
4 5 6
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Dann gilt

AT =

w N =
S Ot

Falls dies Schwierigkeiten bereiten sollte, kann man die Matrix mit lauter , Sternchen” zu einer
quadratischen Matrix ergdnzen und transponiert diese dann. Am Schluss denkt man sich dann
die Sternchen wieder weg. In unserem Beispiel:

1 9 3 1 2 3 1 4 =« 1 4
A:<456>:>A:456:>AT:25*:>AT:25
* % ok 3 6 =« 3 6

5.2.2 Quadratische Matrix

Eine quadratische Matrix ist eine Matrix der Form n x n. Wir haben also gleich viele Zeilen
wie Spalten.

Diagonalmatrix

Eine quadratische Matrix heit Diagonalmatrix, wenn alle Elemente auBerhalb der Hauptdia-
gonalen 0 sind. Sie sind also von der Form

all 0 0
A 0 ax

0

0 0  ann

Dreiecksmatrix

Eine Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente unterhalb oder oberhalb
der Hauptdiagonalen 0 sind. Eine untere Dreiecksmatrix ist von der Form

aill 0 PN 0
az G2 :
A=
0
anl e Gnn—1 GOnn

Eine obere Dreiecksmatrix ware beispielsweise die Transponierte dieser Matrix. Wir werden
spater Matrizen in sogenannte ,, Zeilenstufenformen® bringen. Damit meinen wir, dass wir eine
Matrix mit verschiedenen Rechenoperationen zu einer Dreiecksmatrix umformen.
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Symmetrische Matrix

Wir nennen eine quadratische Matrix A symmetrisch, falls
AT =4

gilt. Sie ist also oberhalb der Hauptdiagonalen gleich wie unterhalb der Hauptdiagonalen
(spiegelsymmetrisch).

Schiefsymmetrische Matrix

Eine schiefsymmetrische Matrix ist eine quadratische Matrix, welche

AT =-4
erfillt. Ein Beispiel ware:
0o -3 2
A=13 0 -1
-2 0
Die Transponierte dieser Matrix ist
0 3 =2
Al=[-3 0 1|=-4
2 -1 0

Man beachte, dass solche Matrizen nur Nullen auf der Hauptdiagonalen haben, da diese
unverandert bleibt beim Transponieren und somit a;; = —a;; = a;; = 0 gelten muss.

5.3 Determinante

Die Determinante ist eine Eigenschaft einer quadratischen Matrix. Sie ist eine Funktion, die
jeder Matrix eine Zahl zuordnet (im gleichen Stil, wie wir jeder Person ein Alter zuordnen kén-
nen). Wir werden innerhalb dieses Kapitels viele Beispiele sehen, bei denen die Determinante
nitzlich ist (beispielsweise kann mithilfe der Determinante bestimmt werden, wann ein lineares
Gleichungssystem eine Losung hat). Um aber diese Eigenschaften verstehen zu kénnen, wollen
wir schon jetzt einen kleinen Einblick ins Rechnen mit Determinanten erhalten.

5.3.1 Eigenschaften

Die Definition einer Determinante ist mathematisch etwas komplex. Ohne die exakte Definition
zu kennen, kdnnen wir aber einige Eigenschaften der Determinante auflisten:
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1. Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Elemente auf der Hauptdia-
gonalen. Insbesondere gilt det(FE) = 1 fiir die Einheitsmatrix.

2. Transponieren verandert die Determinante nicht: det (AT) = det(A).

3. Multiplikationstheorem: det(AB) = det(A) det(B).

5.3.2 Determinante einer 2 x 2-Matrix

Die Determinante von 2 x 2-Matrizen kdénnen wir mit einer Formel berechnen. Fiir die Deter-
minante einer 2 x 2-Matrix A gilt

Satz.

A= (“ b) — det(A) = ad — be.
c d

Fir die Matrix

ist die Determinante gegeben durch

det(A)=1-5-3-2=—1.

Beispiel. Berechne die Determinante von

Losung. Wir berechnen die Determinante mittels det(A) = ad — be, also:

det(A) =7 (=5) — 3 (~2) = —29.

5.3.3 Determinante einer 3 x 3-Matrix

Die Regel von Sarrus ist eine Méglichkeit, die Determinante einer 3 x 3-Matrix schnell zu
bestimmen (im nachsten Abschnitt werden wir eine weitere Methode kennenlernen, die sich
auch sehr gut fiir 3 x 3-Matrizen eignet). Man schreibt bei der Regel von Sarrus zunichst die
Matrix mit den ersten zwei Spaltenvektoren nochmals rechts daneben auf. Wir gehen nach
folgendem Schema vor
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S
a1l a12 a3

~N X
AN

Doan a2

’,
,

a21 a2 a21 a22

AN

Doasr a3

a3

.,
,
.

asi a32 a33

Man bildet Produkte von je 3 Zahlen, welche durch die schragen Linien verbunden sind. Dann
werden die von links oben nach rechts unten verlaufenden Produkte addiert und davon die
von links unten nach rechts oben verlaufenden Produkte subtrahiert. Zusammen ergibt das
die Determinante. Wir wollen dies am Beispiel von vorhin demonstrieren:

Beispiel. Bestimme die Determinante von

0 1 1
1 1 1
2 -1 1

Losung. Wir verwenden die Regel von Sarrus. Dabei schreiben wir die Matrix mit den ersten
zwei Spalten doppelt hin:

Nun bilden wir jeweils die Produkte und addieren zunichst die von links oben nach rechts
unten verlaufenden Produkte, und dann subtrahieren wir die von links unten nach rechts oben
verlaufenden Produkte:

det(A)= 0-1-1+41-1-2+41-1-(=1) — 2-1-1—(=1)-1-0—1-1-1

Diagonalen von links oben nach rechts unten  Diagonalen von links unten nach rechts oben

Wir erhalten

det(A) =042+ (-1)—2-0—-1=-2.

5.3.4 Determinante einer n x n-Matrix

Man kann sich die Frage stellen, ob es eine Methode gibt, Determinanten von beliebig groBen
quadratischen Matrizen zu berechnen. Eine solche Methode ist der Laplace’sche Entwicklungs-
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satz. Wir gehen hier nach folgendem Rezept vor und benutzen als Beispiel die Matrix

A:

I O
N O N
A=W

Rezept. (Laplace'scher Entwicklungssatz)

1. Man wéhlt die Zeile oder Spalte mit den meisten Nullen aus und schreibt sie mit groBen
Abstdnden hin. In unserem Fall nehmen wir die zweite Zeile und schreiben:

det(A) =2 0 1

2. Jede Zahl wird mit der Determinante der Matrix multipliziert, die (librigbleibt, wenn
wir uns die Zeile und Spalte, in der sich die Zahl befindet, wegdenken. Bei der 2,
beispielsweise, bleibt die Matrix

2 3
2 4

brig, da wir uns die erste Spalte und die zweite Zeile wegdenken. Bei der 0 haben wir

die Matrix
1 3
4 4

(03)

Die Determinanten werden jeweils rechts von der Zahl notiert:

2 1 1 2
det(A) =2 - det J 0 - det s 1-det
2 4 4 4 4 2

=2.2 0-(—8) 1-(—6).

und bei der 1 die Matrix

3. Die Vorzeichen (ob der Term addiert oder subtrahiert wird) entnehmen wir dem
Schachbrett-Muster

und schreiben das Vorzeichen vor die Zahlen. Die Determinante ist die Lésung dieser
Rechnung:

det(A) = —2-240 - (—8)—1- (—6) = 2.
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Beispiel. Berechne die Determinante von

A=

S 00 W
S w O
[N

Losung. Wir kénnten hier Sarrus verwenden, sehen aber, dass die dritte Zeile aus lauter Nullen
und einer 4 besteht. Also entwickeln wir nach dieser Zeile und benutzen den Entwicklungssatz
von Laplace. Wir haben dann nur einen Term, der ungleich 0 ist:

3 0
det(A) = +4 - det <8 3) = 4.9 = 36.

5.4 Inverse Matrizen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir gelernt, wie wir Matrizen addieren, subtrahieren
und multiplizieren konnen. Es stellt sich noch die Frage, wie wir Matrizen dividieren kénnen.
Das geht mit Matrizen nicht ganz so leicht. Wenn wir eine ,normale” Zahl mit einer anderen
Zahl dividieren, dann schreiben wir

%:a-b_l.

Falls wir eine Zahl durch die gleiche Zahl dividieren, erhalten wir
Y gal=1.
a

Die Zahl a~! nennen wir die Inverse der Zahl a. Nun wollen wir die Division zweier Matrizen
% verstehen. Da % = B - A1 gilt, miissen wir A=! geschickt definieren. Wir haben oben
gesehen, dass fiir eine Zahl a, die Zahl a=! genau die Eigenschaft a - a=! = 1 erfiillt. Also
miissen wir eine Matrix finden, welche A- A=1 =, 1* erfiillt. Diese ,, 1" ist nicht die Zahl 1, da
wir ja mit A- A~! eine Matrixmultiplikation durchfithren. Das heiBt, unsere 1 ist eine Matrix,

genauer gesagt die Einheitsmatrix. Diese ist gegeben durch

)
— o O O

wobei n in E, fur die Dimension der Matrix steht (also die Anzahl Zeilen). Im Falle von
dreidimensionalen Matrizen gilt

Es

Il
S O =
o = O
= o O
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Wir definieren nun die inverse Matrix A" als eine Matrix, die folgende Gleichung erfiillt:
A-A'=E,=A1A
Die Inverse einer Matrix existiert nur fiir quadratische n x n-Matrizen. Inverse Matrizen aus-

zurechnen, kann sehr aufwendig sein. Wir werden zunachst sehen, wie es fiir 2 x 2 Matrizen
funktioniert.

5.4.1 Inverse einer 2 x 2-Matrix

Die inverse Matrix einer 2 x 2-Matrix ist gegeben durch die Formel

a b _ 1 d —b
A:(C d>:>A1:det(A)'<_c a).

Beachte hierbei die Reihenfolge und die Vorzeichen der Matrixelemente auf der rechten Seite!
Beispiel. Berechne die Inverse der Matrix
3 4
A= .
79

Losung. Wir berechnen zunichst die Determinante. Diese ist gegeben durch
det(A)=3-9—-7-4=-1.

Es gilt die Formel

5.4.2 Existenz der inversen Matrix

Was geschieht nun, wenn die Determinante det(A) = 0 ist. Dann wiirde im Falle der 2 x 2-
Matrix keine inverse Matrix existieren. Wir kdnnen also die Determinante verwenden, um
auszusagen, ob A eine inverse Matrix besitzt. Dies gilt fiir beliebige quadratische Matrizen.
Wir fassen dies in einem Satz zusammen:

Satz. Eine Matrix A ist genau dann invertierbar/reguldr (besitzt also eine inverse Matrix),
wenn det(A) # 0.
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Beispiel. Uberpriife die Existenz der inversen Matrix von
2 8
A= .
1 7

Losung. Wir berechnen die Determinante der Matrix A:
det(A)=2-7—1-8=6#0.

Also existiert die Inverse dieser Matrix.

Beispiel. Uberpriife die Existenz der inversen Matrix von
8 12
A= .
2 3

Losung. Wir berechnen die Determinante der Matrix A:
det(A)=8-3—-12-2=0.

Die Determinante ist gleich 0 und somit existiert keine inverse Matrix.

Beispiel. Uberpriife die Existenz der inversen Matrix von
2 8
A= .
1 7

Losung. Wir berechnen die Determinante der Matrix A:
det(A)=2-7—1-8=6#0.

Also existiert die Inverse dieser Matrix.

Beispiel. Uberpriife die Existenz der inversen Matrix von

0

Losung. Wir berechnen die Determinante der Matrix A mit dem Entwicklungssatz von Laplace
und entwickeln die Matrix nach der ersten Zeile:

det(A) = 4+1-(5-2—1-10) = 0.

Die Determinante ist gleich O und somit existiert keine inverse Matrix.
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5.4.3 Inverse einer n X n-Matrix

Die Inverse einer beliebigen n x n-Matrix kann mit dem GauB-Jordan Verfahren berechnet
werden (dieses lernen wir in einem spateren Abschnitt). Wir kénnen aber schon jetzt eine
geschickte Methode verwenden, um inverse Matrizen von 3 x 3 -Matrizen zu berechnen.

5.4.4 Shortcut fiir 3 x 3-Matrizen

Eine alternative Methode zur Berechnung der Inversen einer 3 x 3-Matrix bietet das folgende
Rezept, wobei wir als Beispiel

s

Il
S = =
S O N
TN W

verwenden:

Rezept. (Inverse einer 3 x 3-Matrix A berechnen)
1. Zuerst berechnen wir die Determinante von A. In unserem Beispiel (wir entwickeln nach
der letzten Zeile):
det(4) =5-(1-0—1-2) = —10.

Dies wird unser Vorfaktor der Inversen:

1

-1 .
A= det(A)

2. Schreibe nun die Matrix wie bei Sarrus mit den zwei ersten Spalten wiederholt hin:

O = =
S O N
ot N W
O = =
© o N

Schreibe anschlieBend die ersten zwei Zeilen unten nochmals hin, also

1 2 3 1 2
1 0 2 1 0
0 0 5 0 O
1 2 3 1 2
1 0 2 1 0

3. Streiche nun die erste Zeile und Spalte:
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4. Wir beginnen oben links: Die Determinante der ersten 2 x 2 Matrix bildet den ersten
Eintrag unserer Inversen:

Der néchste Eintrag in der Zeile ist gegeben durch die ndchste Determinante der 2 x 2-
Matrix eine Spalte tiefer:

Wir bemerken also, dass wir mit den 2 x 2-Matrizen die Zeilen nach unten wandern,
wahrend wir die Eintrdge nach rechts einfiillen! Weiter geht es also mit
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Wir beginnen noch die zweite Zeile:

0 -10 4

Dies fiihren wir weiter, bis alle Determinanten berechnet worden sind und somit alle
Felder ausgefiillt sind. Das Resultat ist dann

(0 -4

Al =—— |-
o5 5 1
0o 0 -2

5.4.5 Weitere Eigenschaften
Orthogonale Matrix

Eine sogenannte orthogonale Matrix hat die Eigenschaft
AAT =E
oder auch
At =AT

Ein Beispiel (verifiziere dies als Ubung) ist

R (cos(a) —sin(a)) ,

sin(a)  cos(«)

fiir einen beliebigen Winkel off}

!Dies ist die sogenannte Rotationsmatrix. Eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit dieser Matrix rotiert den
Vektor um den Winkel « in den Gegenuhrzeigersinn, also in die mathematisch positive Richtung
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Determinante der Inversen

Die Determinante der Inversen A~1 ist der Kehrwert der Determinante von A, also

det(A_l) = detl(A)

Wir kénnen diese Eigenschaft mithilfe der anderen Eigenschaften der Determinante beweisen:
Wie wir wissen, gilt AA™! = E und daher det(AA™!) = det(E) = 1. Aus dem Multiplikati-
onstheorem det(AB) = det(A) - det(B) folgern wir dann

1
~ det(A)

1= det(AA") = det(A) det (A1) = det(A™")

5.5 Lineare Gleichungssysteme und Gaul3

Wir kénnen nun endlich lineare Gleichungssysteme einfiihren. Sei als erstes Beispiel folgendes
Gleichungssystem gegeben:
201 +4x0 =2
x1 + dx9 = 4.

Es gibt einige Moglichkeiten, dieses Gleichungssystem zu 16sen. Wir wahlen aber dieses einfache
Beispiel, um die Matrixschreibweise von linearen Gleichungssystemen zu verstehen.

In der ersten Gleichung sind 2 und 4 Koeffizienten von x1 respektive x5. In der zweiten
Gleichung sind es 1 und 5. Wir kénnen diese Koeffizienten in eine Matrix schreiben. Dabei
packen wir alle Koeffizienten einer Gleichung in eine Zeile, und die Koeffizienten einer be-
stimmten Variable in eine Spalte (die Koeffizienten von z; in unserem Beispiel packen wir in
die erste Spalte, und die von x2 in die zweite). Wir erhalten folgende Matrix:

A:G ;‘)

Die Unbekannten schreiben wir in einen Vektor:

. () |

Wenn wir nun eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchfiihren, so erhalten wir

2 4 1 2-x14+4- 29
Az = . = .
1 5 9 12145 22

Siehe da, wir erhalten genau die zwei Gleichungen von oben! Das Resultat ist der Vektor mit
den Eintragen der rechten Seiten der Gleichungen. Also

e )
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oder kurz
Ax = c.

Wollen wir nun die Lésungen dieser Gleichung finden, miissen wir nach x auflésen. In unserem
Fall also beide Seiten durch A teilen. Mit dem Teilen durch A meinen wir aber, wie wir vorhin
schon gesehen haben, beide Seiten mal A~! multiplizieren. Dann erhalten wir

Ax =c
A Az = A"1e
E, x=A"¢
r=A"le

Wir wollen nun unser Gleichungssystem mit 2 = A~ !c 16sen. Dazu benétigen wir die inverse
Matrix von A. Diese ist bekanntlich gegeben durch

A_1_24_1_1 5 —4
“\s5) 6 a1 2)

Wir lassen das % so stehen und multiplizieren es erst danach mit dem Vektor. Matrix-Vektor-
Multiplikation ergibt

e (D 0-0)

Unsere Losung des Gleichungssystems ist somit 1 = —1 und x5 = 1. Eine Variante ist also, die
inverse Matrix zu berechnen und dann mit Matrix-Vektor-Multiplikation das Gleichungssystem
zu berechnen. Es stellt sich aber heraus, dass diese Methode ziemlich zeitaufwendig ist (vor
allem fir groBere Matrizen, wie 4 x 4 Matrizen) und bei einer nicht-invertierbaren Matrix
nicht funktioniert. Wir bendtigen also einen besseren Lésungsansatz. Dazu betrachten wir das
GauB-Verfahren.

5.5.1 GauB-Verfahren

Beim GauB-Verfahren ist es niitzlich, direkt ein Beispiel zu betrachten. Seien beispielsweise
folgende drei Gleichungen gegeben:

1 +x2+23=06
To+x3=2>

21 — 20 + 23 = 3.

Wir schreiben nun unsere Koeffizienten wie im letzten Abschnitt in eine Matrix und erhalten
die Form Az = ¢ mit

1 1 I 6
1 1 xZ9 - 5
2 -1 1 T3 3
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Im GauB-Verfahren schreiben wir nun eine Matrix mit dem Vektor ¢ als Spaltenvektor ange-
hangt (und durch eine Linie von der Matrix getrennt) auf. Fiir diese ,,Matrix" schreiben wir
(A]c) und nennen sie die ,erweiterte Koeffizientenmatrix". Es gilt

1 1 16
(Aley=1]0 1 1|5
2 -1 1|3

Wir haben also aus jeder Gleichung die Koeffizienten in eine Zeile gepackt:
Lo+l a+103=6 = (1 1 1]6)
0z1+1 m+1-m3=5 = (0 1 1]5)
2o+ —la+1loa3=3 = (2 -1 1]3).

Nun beginnt das GauB-Verfahren. Beim GauB-Verfahren wollen wir mit bestimmten Operatio-
nen die zusammengesetzte Matrix (erweiterte Koeffizientenmatrix) in die Form

x % ok | %
0 * *x | %

0 0 % | %

bringen. Dabei stehen die Sternchen fiir beliebige Eintrage (auch 0). Diese Form nennt sich
die Zeilenstufenform (auch Trapezform genannt). Wie erreichen wir diese Form? Dazu diirfen
wir folgende drei Operationen benutzen (elementare Umformungen):

1. Zeilen vertauschen.
2. Eine Zeile mit einem beliebigen Wert multiplizieren.

3. Ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile dazu addieren.

Bei allen drei Operationen dndern sich die Lésungen unseres Gleichungssystems nicht. Zeilen
vertauschen ist offensichtlich in Ordnung, weil wir einfach die Reihenfolge der Gleichungen ver-
tauschen. Eine Zeile mit einem beliebigen Wert zu multiplizieren dndert die Gleichung nicht,
da wir auch die rechte Seite multiplizieren (in der ersten Gleichung multiplizieren wir beispiels-
weise auch die 6 mit diesem Skalar). Die dritte Operation andert die Lésungen auch nicht,
da wir die Gleichungen miteinander addieren kénnen. Jetzt méchten wir diese Operationen
anwenden, um die Zeilenstufenform zu erreichen. Dazu beginnen wir mit der zweiten Zeile.
Wir miissen nun mit diesen drei elementaren Operationen erreichen, dass der erste Eintrag
der zweiten Zeile 0 ergibt. In unserem Beispiel ist dies schon der Fall, also kénnen wir mit der
dritten Zeile fortfahren. Wir wollen den ersten Eintrag der dritten Zeile O setzen. Dazu kénnen
wir die dritte Operation anwenden und erhalten, indem wir die letzte Zeile minus zweimal die
erste Zeile rechnen (Zeilen benennen wir mit Ly, Ly und L3). Wir rechnen also L3 — 2Ls:

1 116 1 1 1
1 1 |52y 1 g
29 -1 13 0 -3 —1 | -9
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Wir miissen dann die 0 im zweiten Eintrag von Lg erreichen, dann erhalten wir die Zeilen-
stufenform. Wir benutzen wieder die dritte Operation, diirfen jetzt aber nur die zweite Zeile
benutzen, um die O in der dritten Zeile zu erreichen. Denn wenn wir die erste Zeile verwenden,
wirden wir die erste O von L3 wieder zerstéren. Wir kdnnen die 0 im zweiten Eintrag von L3
mit Lg + 3Ly erreichen. Dann erhalten wir

1 1 1 11 1
0 1 1 Latdla=ls g 1 1 | 5
0 -3 —1 | -9 0 0 2

Super! Wir haben unsere Zeilenstufenform erhalten. Wie erhalten wir aber nun unsere L&-
sungen? Wir beginnen mit der letzten Zeile L3 und formen diese in eine Gleichung um. In
unserem Fall gilt fir L3

203 =6 — x3 = 3.

Wegen der Zeilenstufenform haben wir in der letzten Zeile nur noch eine Unbekannte. Wir
konnen also nach z3 auflosen. Weiter geht's mit der zweiten Zeile Lo. Dort haben wir wegen
der Zeilenstufenform nur noch zwei Unbekannte. Da aber 3 = 3 schon bekannt ist, kdnnen
wir nach xo auflésen. Es gilt aus Lo:

To+x3=5 =— x9=5—23=5—-3=2.

Wir haben zwei Variablen gefunden und kénnen die erste Zeile benutzen, um die dritte, ndmlich
1, zu erhalten:

T1+x9+23=6 — 1 =6—23—20=6—-3—-2=1.

Das Gleichungssystem hat also die Lésung

8
Il
W N =

Wir mochten das GauB-Verfahren in einem Rezept zusammenfassen:
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Rezept. (GauB-Verfahren)

1. Alle Gleichungen miissen zuerst als Matrix aufgeschrieben werden. Dazu werden alle
Koeffizienten und die Lésungen (rechten Seiten) einer Gleichung in eine Zeile notiert.
Wichtig dabei ist, dass die Gleichungen schon in der Form axi + bxs + cx3 + ... = d
sind:

a-x1+b-xot+c-r3+...=d — (a b ¢ .. ‘ d) .
2. AnschlieBend muss die Matrix mit elementaren Zeilenoperationen in Zeilenstufenform
gebracht werden. Dazu diirfen folgende drei Operationen verwendet werden:

(a) Zeilen vertauschen.
(b) Eine Zeile mit einem beliebigen Wert multiplizieren.

(c) Ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile dazu addieren.
Um Nullen zu erreichen, kannst du dich durch die Spalten von links nach rechts arbeiten.

3. Haben wir die Zeilenstufenform erreicht, beginnen wir mit der letzten Zeile und formen
diese wieder in eine Gleichung um. Es sollte nun nur noch eine Unbekannte vorkommen.
Wir arbeiten uns dann Zeile fiir Zeile nach oben, in dem wir jeweils die Zeile in eine
Gleichung umschreiben und dann die schon gefundenen Unbekannten einsetzen.

Dieses Rezept wollen wir nun anhand der folgenden Beispiele anwenden:

Beispiel. Bestimme die Lésung des folgenden Gleichungssystems

r1 =x9—1
4xo =321 + 6

Losung. Wir formen das Gleichungssystem zundchst um, sodass wir Gleichungen der Form
axy + bxy = c erhalten, also

Tr1 — T = -1
—3z1 + 429 = 6.

Wir folgen Schritt fiir Schritt dem Rezept:
1. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist gegeben durch
1 -1 | -1
A= .
-3 4 6
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2. Nun bringen wir die Matrix in Zeilenstufenform. Dabei muss der erste Eintrag in der
zweiten Zeile O sein. Wir kénnen einfach das Dreifache der ersten Zeile zur zweiten Zeile
dazu-addieren: Lo + 3L < Lo. Wir erhalten

1 -1 —1 L2+ﬂ(_)l’2 1 -1 —1
-3 4 6 0 1 3/

3. Die letzte Zeile liefert uns die Gleichung

To = 3.
Nun folgt aus der ersten Zeile die Gleichung
1 — x9 = —1.

Mit einsetzen von xo = 3 liefert diese Gleichung x1 = 2 und somit die Lésung
2
x = .
3

Beispiel. Bestimme die Lésung des folgenden Gleichungssystems

x1 + x2 + 423 = 50,
1 + 229 + 223 = 50,
211 + 2x9 + 3x3 = 75.

Losung. Das Gleichungssystem ist schon in der gewiinschten Form, also beginnen wir gleich
mit dem GauB-Verfahren:

1. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist gegeben durch

1 1 4|50
A=11 2 2 |50
2 2 31|75

2. Nun bringen wir die Matrix in Zeilenstufenform. Dabei muss der erste Eintrag in der
zweiten Zeile 0 sein. Wir kénnen einfach die erste Zeile von der zweiten Zeile subtrahie-
ren: Ly — L1 < Lo. Damit erhalten wir

1 1 4 |50 1 1 4 |50
1 2 2|50 22210 1 —2 0
2 2 3|75 2 2 3 |75
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Wir bendtigen als Néchstes eine O im ersten Eintrag der dritten Zeile. Diese erreichen wir,
indem wir das Zweifache der ersten Zeile abziehen:

11 4 |50 11 4 | 50
01 —2 | o2y lslg 1 2] o
2 2 3 |75 00 —5 | —25

Wie wir sehen, haben wir automatisch auch noch den zweiten Eintrag der dritten Zeile zu
einer 0 umgedndert, daher miissen wir keine weiteren Zeilenoperationen anwenden.

Wir erhalten mit der letzten Zeile die Gleichung
—bx3 = —25 — x3=2>5.
Mit der zweiten Zeile und dem schon gefundenen xs = 5 erhalten wir
To—2x3=0 = 29 =2x3=2-5=10.
Die erste Zeile bringt uns noch
1+ 29 +4x3 =50 — 21 =50 — a9 — 423 =50—-10—4-5 = 20.

Der Lésungsvektor ist dementsprechend

Wie wir in den nachsten Abschnitten sehen werden, gibt es manchmal nicht nur eine
Losung, und manchmal gar keine Lésung! Dafiir werden wir das GauB-Verfahren etwas iiber-
arbeiten. Zunachst fiihren wir aber zwei Begriffe ein:

1. Ein sogenanntes homogenes Gleichungssystem ist von der Form

Ax = 0.

Der ,,Losungsvektor” ist somit der Nullvektor

Ein Beispiel eines solchen Gleichungssystems ist

x1+ a2+ 23 =0,
r1 + 223 =0,
3$2+$3=0.
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Man sieht, dass die triviale Losung

immer eine Losung dieses Gleichungssystems ist. Ob es noch andere gibt, erfahren wir
spater.

2. Ein sogenanntes inhomogenes Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem mit

Ein solches Beispiel haben wir vorhin gesehen:

x1 + 22+ 23 =6,
To + x3 = 9,

2x1 — 1o+ x3 = 3.

5.5.2 Cramersche Regel

Die wohl einfachste Methode, ein lineares Gleichungssystem zu lésen, ist die sogenannte Cra-
mersche Regel. Wir konnen diese Regel nur anwenden, wenn die Determinante der Koeffi-
zientenmatrix nicht 0 ist (beziehungsweise, wie wir spater sehen werden, wenn das lineare
Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat). Sei das folgende Gleichungssystem gegeben:

(Ale) =

S = W
_= o O
N O N

Die Determinante der Matrix A ist
D :=det(A) = (-1)-(-2) =2,

wobei wir nach der zweiten Zeile Laplace-entwickelt haben. Die Cramersche Regel darf also
angewendet werden. Wir definieren nun die sogenannten Hilfsdeterminanten D;. Wir nehmen
dabei die Matrix A und ersetzen die i—te Spalte durch den Vektor ¢ aus unserem Gleichungs-
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system. D; ist dann die Determinante dieser Matrix. Also in unserem Beispiel:

1 0 2
Dy=det|1 0 0| =2,

0O 1 2

3 1 2
Dy=det|1 1 0] =4,

0 0 2

3 0 1
Dy=det|1 0 1|=-2.

0 1 0

Die Lésung unseres Gleichungssystems ist (ohne Beweis) gegeben als

D
.1'1:61:17

D
$2:62:2,

D-
"133:33:—1

Wieso brauchen wir dann iiberhaupt das GauB-Verfahren? Einerseits ist das Berechnen von De-
terminanten ab 5 x 5-Matrizen ziemlich aufwendig. Anderseits funktioniert das GauB-Verfahren
fir jedes Gleichungssystem. Ob unendlich viele Lésungen oder keine Ldsungen. Die Cramer-
sche Regel hingegen funktioniert nur, falls D £ 0 ist, bzw. das System eine eindeutige Losung
besitzt. Spater werden wir noch ein alternatives Verfahren zum GauB-Verfahren kennenlernen,
welches ebenfalls fiir alle Matrizen gilt und dhnlich zur Cramerschen Regel ist.

Beispiel. Bestimme die Lésungen des folgenden Gleichungssystems:

(Ale) =

w O =
N = O
(-

2
0
1

Losung. Wir berechnen die Determinante der Matrix A:

D = det(A) = (—1)(~5) = 5.
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Die Hilfsdeterminanten sind dann

1 2 0
Dy=det|1 0 1| =-5,
0o 1 2
1 1 0
Dy=det|0 1 1] =5,
3 0 2
1 2 1
D3=det|0 0 1] =5.
31 0
Die Lésung unseres Gleichungssystems ist
xr1 = 61 = —1,
D
o = 62 = 17
Ds
=—=1.
I3 D

Beispiel. Bestimme die Lésungen des folgenden Gleichungssystems:

1
(Ale) = 1
1

w N =
S N =
[S—y

Losung. Wir berechnen die Determinante der Matrix A:
D =det(A) = 3.

Die Hilfsdeterminanten sind dann

1 1 1
Dy=det|1 1 2] =0,

1 1 0

1 1 1
Dy=det|2 1 2| =3,

31 0

1 1 1
Dy3=det|2 1 1]=0.

3 1 1
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Die Lésung unseres Gleichungssystems ist

D
1'1:31:0,
D
.'172:62:1,
D3
=20,
T3 D

5.56.3 Determinante mit elementaren Umformungen

Mit dem nun bekannten GauB-Verfahren konnen wir, alternativ zum Laplaceschen Entwick-
lungssatz, die Determinante groBerer Matrizen berechnen. Es gilt der folgende Satz, den wir
schon im Abschnitt zu Determinanten angetroffen haben:

Satz. Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist genau das Produkt aller Diagonalelemente.

Wenn wir also mit dem GauB-Verfahren die Matrix in Zeilenstufenform bringen, kdnnen
wir die Determinante ganz leicht berechnen. Zu beachten ist hierbei aber, dass sich wahrend
dem GauB-Verfahren die Determinante je nach Operation dndert!

1. Zeilen vertauschen = det(A*) = —det(A).
2. Eine Zeile mit einem beliebigen Wert multiplizieren = det(A*) = Adet(A).

3. Ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile dazu addieren = det(A*) = det(A).

Hierbei steht jeweils A* fiir die Matrix nach der Operation. Wir sehen, dass sich die Determi-
nante nicht andert, wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile dazu addieren.
Ansonsten achten wir auf die Vorzeichenwechsel und Vorfaktoren. Schauen wir uns ein Beispiel
an:

Beispiel. Bestimme die Determinante von

0 1 1
1 1
2 -1 1

Wir fiihren das GauB-Verfahren durch und tauschen zunachst die erste und zweite Zeile:

0 1 1 1 1 1
1 1| =l 11
2 -1 1 2 -1 1
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Die Determinante hat das Vorzeichen nun gewechselt. Es gilt neu det(A*) = —det(A). Jetzt
subtrahieren wir 2L von Lg, also

1 1 1 1 1
b2zt g 1
2 -1 1 0 -3 -1
Unsere Determinante hat sich nicht gedndert. Es gilt also weiterhin det(A*) = —det(A).

Schlussendlich addieren wir 3L zu Ls3:

111 111
0 Povdlamta fg 1
2 -1 1 00 2

Wieder andert sich die Determinante nicht. Wir haben die Zeilenstufenform

o O =
S = =
N =

erreicht. Nach dem Satz von vorhin, kénnen wir nun det(A*) berechnen, denn das ist genau
das Produkt der Diagonalelemente:

Mit dem GauB-Verfahren hat sich aber die Determinante der Anfangsmatrix geandert. Es gilt
det(A*) = — det(A) und somit

det(A) = —det(A") = —2.

5.5.4 Ein alternatives Verfahren

Wie die DI-Methode bei den Integralen, miisste es doch auch fiir ein solch fundamentales
Problem ein schdneres Verfahren geben. Wir schauen uns dafiir das allgemeine 2 x 2-System
an:

Wir méchten ag; = 0 erreichen und wenden deshalb das GauB-Verfahren an. Dabei subtra-
hieren wir von der zweiten Zeile g mal die erste Zeile. Wir erhalten

a b e
0 d—%b | f—%e)

Multiplikation der letzten Zeile mit dem Skalar a ergibt dann

a b e
0 ad—bc | af —ce)
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Das sind Determinanten in der zweiten Zeile! Der Eintrag as ergibt sich aus der Determinante
der Matrix (2 %), bzw. in fett gedruckt

)

f

a b
c d
und der Eintrag unten rechts (af — ce) ergibt sich aus der Determinante der Matrix (¢ 7),

bzw. in fett gedruckt
a b | e
c d|f)’

Dies ist tatsachlich kein Zufall und man kann es sogar fiir beliebige Matrizen verallgemeinern!
In folgendem Rezept zeigen wir dies anhand des Beispiels

21 2|3
11 12
3 1 2|2

Rezept. (Alternatives Verfahren zu GauB)

1. Schreibe ein System neben das gegebene Gleichungssystem mit der gleichen ersten Zeile
und fiille die restlichen Eintrage der ersten Spalte mit Nullen. Die anderen Eintrage lasst

du frei:
2 1 2 2 1 2 |3
1 1 112 —1]O0
3 1 2 0

2. Wir beginnen nun die leeren Felder von links nach rechts, oben nach unten, aufzufiillen.
Das erste Element bildet in unserem urspriinglichen Gleichungssystem ein Rechteck mit
dem ersten sogenannten Pivotelement (in unserem Fall ganz oben links die 2). Die Ecken
dieses Rechtecks bilden eine 2 x 2-Matrix, dessen Determinante dann in das leere Feld
kommt. Also:

2 1 23 2 1 2 |3
11 1|2 —f0o (2-1-1-1)
31 22 0

Gehe nun so auch fiir die anderen 5 Elemente vor:

2 1 2 2 1 2 |3
1 1 1|2 —]0 1 O
3 1 2 0

1 2 (3 2 1 2
1 1 1|21 —]0 1 1
3 1 2|2 0
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2 1 2 |3 1 2|3

1 1 12— 1 0 |1

3 1 2 |2 —1

2 1 2 1 3
1 1 1 — 1 1
3 1 2 0 -1 —2
2 1 2 2 1 2 3
1 1 1 (2] —1]0 1 0 1
3 1 2 0O -1 -2 | —5

3. Wir wiederholen jetzt Schritt 1 und Schritt 2, aber denken uns die erste Spalte und Zeile
weg. Das neue Pivotelement (der Eintrag ganz oben links von der Matrix, die wir nun
betrachten) in unserem Fall ist jetzt also die 1. Als Erstes miissen wir wieder unter dem
Pivotelement Nullen dazuschreiben und den Rest offen lassen, also:

2 1 2 3 2 1 2|3
1 0 1] —10 1 0
0 -1 -2 | =5 0 0

Im zweiten Schritt miissen wir die leeren Felder wieder mit den Determinanten fiillen:

2 1 2 3 2 1 2 3
0 1 0 11 —1]0 1 0 1
0 -1 —2 | =5 0 0 —2

2 1 2 3 2 1 3
0 1 0 1| — |0 1 1
0 -1 -2 | =5 0 0 -2 |—4

Dies ist das fertige System in Zeilenstufenform. Das Vorgehen, um die Unbekannten
nun zu bestimmen, ist das Gleiche wie beim Gaufl3-Verfahren.

Es gibt zwei Vorteile dieses Verfahrens:

1. Es werden nie Briiche auftauchen, sofern im gegebenen Gleichungssystem keine Briiche
vorkommen. Denn Determinanten sind immer ganze Zahlen, wenn die Eintrage ganze
Zahlen sind.

2. Flichtigkeitsfehler sind seltener in diesem Verfahren, weil keine Briiche vorkommen und
Vorzeichenfehler seltener auftreten.
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Beispiel. Lése das folgende Gleichungssystem mit dem alternativen Verfahren:

2 1 4|5
3 =1 2 |2
4 3 4 |8

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

1. Wir beginnen mit dem ersten Pivotelement:

1 5) 2 1 4|5
3 -1 2|2 — |0
3 8 0

2. Nun fiillen wir die leeren Felder mit den dazugehdérenden Determinanten:

2 1 4|5 2 1 4 )
-1 22| —]0 -5 —8 | —11
4 3 4 |8 0 2 -8 —4

3. Wir fahren fort mit dem zweiten Pivotelement:

2 1 4 5 2 1 4 5
o -5 -8 | —-11| — |0 -5 -8 | —11
0 2 -8 —4 0 O

Die fehlenden Felder sind dann:
2 1 4 5 2 1 4 5
0o -5 -8 | —-11| — |0 -5 -8 | —11
0 2 =8 —4 0 O 56 42

Aus diesem System kénnen wir nun die Unbekannten finden. Wir erhalten:

&
I
N[SCIN T ST

Beispiel. Lése folgendes Gleichungssystem:

3 1 1|2
01 2|3
2 21
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Losung. Man kénnte diese Aufgabe mit dem GauB-Verfahren I6sen, wird aber feststellen, dass
es sehr schnell kompliziert wird. Deswegen benutzen wir das alternative Verfahren:

1. Wir beginnen mit dem ersten Pivotelement:

3 1 1 |2 3 1 1 |2
01 23| —10
2 2 1|1 0

2. Nun fiillen wir die leeren Felder mit den dazugehérenden Determinanten:

31 112 3 1 1 2
01 23] —1]0 3 6
2 2 111 0 4 1| -1
3. Wir fahren fort mit dem zweiten Pivotelement:
3 1 1 2 3 1 112
0 3 6 9 — 10 3 6 |9
0 4 1| -1 0 O
Die fehlenden Felder sind dann:
3 1 1 2 3 1 1 2
0 3 6 9 — {0 3 6 9
0 4 1| -1 0 0 —21 | —39

Wir kénnen das System noch etwas vereinfachen, indem wir die zweite und dritte Zeile
jeweils durch 3, respektive —3 teilen. Wir erhalten:

3 1 1 2
0 1 2 3
0 0 7|13

Aus diesem System kénnen wir nun die Unbekannten finden. Wir erhalten:

_
~|5% \I‘clﬂ o

Beispiel. Lése das folgende Gleichungssystem mit dem alternativen Verfahren:

—

2 1
3 3
1 0

W N
[
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LGsung. 1. Wir beginnen mit dem ersten Pivotelement:
2 1 4|1 2 1 41
3 3 2|11 —1]0
1 0 3|1 0

2. Nun fiillen wir die leeren Felder mit den dazugehérenden Determinanten:

2 1 4|1 2 1 4 1
3 3 2|1 —J]0 3 =8| -1
1 0 3|1 0o -1 2 1

3. Nun machen wir weiter mit dem zweiten Pivotelement:

2 1 4 1 4 1
o 3 -8 |-1|—1]60 -8 | -1
0 -1 2 1 0 0

4 1 2 1 4 1
o 3 -8 |-1|—1]10 3 -8 | -1
0 -1 2 1 0 0 -2 2

5.6 Rang

Sei folgendes Gleichungssystem gegeben:

r1 — 229 + 323 = 0,
—x1 4 2x9 — 323 = 0,
2x1 — 4x9 4+ 623 = 0.

Mochten wir nun dieses Gleichungssystem losen, verwenden wir wieder das GauB-Verfahren
und erhalten

1 -2 3 |o 1 -2 3o
1 2 -3 |o|"EPR2lg o 00
9 4 6 |0 9 —4 6|0
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1 —2 3o 1 -2 3]0
0 0 o0 |of 2 0 00
29 -4 6|0 0 0 010

Wenn wir das nun aufldsen wollen, erhalten wir mit der letzten Zeile die Gleichung

0-:03:0.

Dies trifft aber auf jedes x3 zu, also haben wir unendlich viele Lésungen. Wir merken also:
wenn wir eine ganze Nullzeile in (A|c) haben, so gibt es keine eindeutige Losung. Um eine
Aussage dariiber zu machen, ob eine Matrix keine, eine oder unendlich viele Lésungen hat,
bendtigen wir den sogenannten Rang einer Matrix. Der Rang ist definiert als die Anzahl
Zeilen, die nach dem GauB-Verfahren nicht O sind. Es gilt fiir unsere Matrix weiter oben
Rang(A|c) = 1, da nur die erste Zeile nicht 0 ist. Hierbei ist es sehr wichtig zwischen
Rang(A) und Rang(A |c) zu unterscheiden. Bei Rang(A) betrachten wir nur die Matrix links
vom Strich (Koeffizientenmatrix). Bei Rang(A|c) schauen wir uns die gesamte erweiterte
Koeffizientenmatrix an. Ein Beispiel ist folgende zusammengesetzte Matrix:

1 -2 3 |3
(Ale)=[0 0 0|2
0 0 01

So gilt hier Rang(A|c) = 3, da wir keine komplette Nullzeile haben, aber Rang(A) = 1,
da wir hier nur die Matrix A ohne ¢ anschauen. Wir kénnen nun mit dem Rang und der
Determinante folgendes Schema anwenden, um zu erkennen, ob eine quadratische Matrix
keine, eine oder mehrere Losungen hat:

|Gleichungssystem (Alc) gegeben

homogen inhomogen

Rang(A) = Rang(A|c)

Rang(A) # Rang(A|c)

nur triviale Lésung 2 = 0 || unendlich viele Losungen || eindeutige Lésung = = A~ ¢

unendlich viele Lésungen | keine Losung

Fir nicht-quadratische Matrizen kénnen wir dieses Schema natiirlich nicht anwenden,
da die Determinante dann nicht definiert ist. Mit dem Rang kénnen wir jedoch ein einfaches
Schema aufstellen:
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m x n-Gleichungssystem (A|c) gegeben

/\

Rang(A) = Rang(Alc) =: r Rang(A) # Rang(A|c)
/\ |
r=mn r<mn keine Losung
eindeutige Losung (GauB-Verfahren) unendlich viele Lésungen

5.6.1 Lineare Gleichungssysteme mit unendlich vielen Losungen

Wie schon mehrfach erwahnt, kann ein lineares Gleichungssystem mehr als nur eine Lésung
haben. Trotzdem kann man nicht beliebige Zahlen einsetzen, da es dennoch eine Verbindung
zwischen den Variablen gibt. Diese Verbindung wollen wir nun mit folgendem Rezept und
Beispiel berechnen.

Rezept. (GauB-Verfahren mit unendlich vielen Lésungen)

1. Fiihre das GauB-Verfahren normal durch. Bei unendlich vielen Lésungen wirst du eine
oder mehrere Nullzeilen in der Zeilenstufenform haben.

2. Die Anzahl der freien Variablen ist genau die Anzahl der Nullzeilen. Du setzt also Kon-
stanten s, t,v usw. fiir jede freie Variable. Dann gilt beispielsweise x3 = s. Die restlichen
Nicht-Nullzeilen kannst du dann wie gehabt mit ,,normalen “Gleichungen lésen. Diese
sind dann abhangig von s,t usw.

3. Schreibe die Lésungen in einen Vektor in Abhangigkeit von s,t, ....

Wir méchten dieses Rezept gleich an unserem Beispiel von vorhin anwenden.

Beispiel. Finde alle Lésungen von

T1 — 229 + 323 = 0,
—x1 + 2z9 — 323 = 0,
2x1 — 4xo + 623 = 0.
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Losung. Wir fiihren das GauB-Verfahren durch und erhalten

1 -2 3 |o 1 -2 3o
1 2 =3 |o|l"™E2 00 0 0o
29 —4 6 |0 2 4 6|0
1 -2 3]0 1 -2 3]0
0 0 0|0 0 010
2 —4 6|0 0 0 0

Wir haben zwei Nullzeilen, also zwei freie Variablen. Somit setzen wir beispielsweise r3 = s € R
und xo =t € R. Damit erhalten wir mit der ersten Gleichung
r1 — 229 + 323 =0,
T — 2t 4+ 3s =0,
r1 = 2t — 3s,

und somit die Lésungsmenge

2t — 3s
{ t ,s,teR}.
S

5.7 GauB-Jordan-Verfahren fiir Inversen

Wir haben nun einige Anwendungen des GauB-Verfahrens gesehen. Eine weitere wichtige An-
wendung der elementaren Zeilenoperationen ist das sogenannte GauB-Jordan-Verfahren. Mit
diesem Verfahren kénnen wir Inversen von beliebig groBen Matrizen ausrechnen (sofern sie
det(A) # 0 erfiillen). Wir fihren das Verfahren am Beispiel

A:

N N =
—e N
o = O

durch.

Rezept. (Berechnung der Inversen Matrix mit dem GauB-Jordan-Verfahren)

1. Wir schreiben zunichst das System (A|E) auf, wobei E die Einheitsmatrix ist. Also

1 2 0 1 0 0
2 4 1 0 1 0
2 1 0 0 0 1
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2. Fiihre nun das GauB-Verfahren durch. Denk daran, die gesamte Zeile zu andern, also
insbesondere die rechte Seite wird ,, mit-verdndert.” Wir erhalten

1 2 0 1 0 O Lo — 2Ly — Lo 1 2 0 1 0 O
L3 — 2Ly — L3

2 4 1 0 1 0 — 0 1 -2 1 0

2 1 0 0 0 1 0 -3 0 —2 0 1

1 2 0 1 0 0

Pabel g 3 0| -2 0 1

0O 0 1 -2 1 0

3. Fiihre das GauB-Verfahren weiter, sodass du auf der linken Seite die Einheitsmatrix
stehen hast. Du musst also auf der linken Seite wie folgt vorgehen:

* % * %k * x 0
N el. Zeﬁ)nop. 0 % 0 el. Ze£>nop. 0 % 0
0 0 = 0 0 = 0 0 =
0 0 1 0 0
. Zei L Teile jede Zeile durch *
el Zei)nop « 0 (Teile je e_e/)e urch *) 0 1 0
0 x* 0 0 1
In unserem Beispiel also
L+ 200 Ly 1 0 O —% 0 %
Tsyh 10 2 o -1
0 3 —3
0 0 1 -2 1 0

4. Die iibrig gebliebene Matrix auf der rechten Seite ist nun die Inverse A~'. Also

(o2
A—1=g 2 0 -1
-6 3 0

Wir wenden das Verfahren an einem weiteren Beispiel an:

Beispiel. Sei die Matrix

A

I
S N =
N NN
_ O O

gegeben. Finde A~' mit dem GauB-Jordan-Verfahren und iiberpriife das Resultat.
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Losung. Wir verwenden das Rezept:

1. Wir schreiben zunachst:

S N =
N NN
_ o O
o O =
o = O
_= o O

2. Wir verwenden das GauB-Verfahren und erhalten zunachst:

1 2 0 1 0 0
0 2 0 2 -1 0
0 0 1 -2 1 1

3. Wir fiihren weitere elementare Zeilenoperationen durch, um die Einheitsmatrix auf der
linken Seite stehen zu haben. Wir erhalten

1 0 0 1 0 0
010 1 -1 0
0 0 1 -2 1 1
4. Die Inverse ist somit
-1 1 0
-1 _ 1
A7=11 -5 0
-2 1 1

1 2 0\ (-1 1 0 1 00
AAT' =12 2 of|1 -L o|=|0o 1 0|=FE
02 1/\-2 1 1 00 1

Somit ist A=Y wirklich unsere Inverse.

5.8 Lineare Unabhangigkeit

Die Begriffe der linearen Abhéngigkeit und Unabhangigkeit wirken haufig verwirrender, als sie
eigentlich sind. Wir geben zunachst eine Definition und dann Beispiele dazu.

1. n Vektoren sind linear abhangig, wenn sich einer der n Vektoren als Linearkombination
der anderen (n — 1) Vektoren schreiben lasst. Also

Up = a1V1 + Uy + ... + Q(n—1)V(n—1)-
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2. n Vektoren sind linear unabhingig, wenn sie nicht linear abhingig sind. Aquivalent dazu
ist folgende Aussage: falls
oqv1 + aovg + ...+ apv, =0
gilt, so sollte automatisch
ap=ar=..=a,=0

gelten (ansonsten konnten wir die Gleichung nach einem v; auflésen, und erhalten eine
Linearkombination der restlichen (n — 1) Vektoren).

Wir betrachten zunachst ein Beispiel mit zwei Vektoren:

() -0)

Wir wollen nun die Definition anwenden. Wenn sie linear abhangig sind, so muss nach dem
ersten Punkt fir ein «

a=ab

gelten. Wir sehen, dass der erste Eintrag des Vektors a genau das (—2)-fache vom ersten
Eintrag des Vektors b ist. Der zweite Eintrag ist ebenfalls das (—2)-fache des zweiten Eintrags
von b. Es gilt somit

oder einfach

gegeben. Damit sie linear abhangig sind, miissen a1 und a9 so existieren, dass
a = aib+ asc

gilt. Mit etwas herumtiifteln, finden wir tatsachlich

beziehungsweise
a=—b+2c.
Man beachte noch zusatzlich folgenden Satz:

Satz. Der Nullvektor ist linear abhingig zu jedem Vektor.
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5.8.1 Lineare Unabhadngigkeit mit Determinante

Es gibt eine deutlich einfachere Methode zur Uberpriifung, ob Vektoren zueinander linear
abhangig oder unabhéngig sind. Man schreibt dabei die Vektoren als Spaltenvektoren in eine
Matrix, also

A=1vy vy w3

Die Determinante von A bestimmt nun, ob die Vektoren linear abhangig oder linear unabhangig
sind, denn es gilt:

1. det(A) = 0: die Vektoren sind linear abhéngig voneinander.

2. det(A) # 0: die Vektoren sind linear unabhangig voneinander.

Wir wollen ein Beispiel geben.

Beispiel. Sind folgende drei Vektoren linear unabhangig?

Losung. Wir schreiben die Vektoren als Spaltenvektoren einer Matrix:

1 1 5
A=10 2 4
0 0 4

und erhalten fiir die Determinante (bemerke, dass A in Zeilenstufenform steht)
det(A) =8 # 0.

Somit haben wir drei linear unabhiangige Vektoren.

5.9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenvektoren sind Vektoren, welche keine Nullvektoren sind und folgende Eigenschaft erfiillen:
Av = Av.

Man beachte, dass wir hier nicht einfach die beiden v wegkiirzen kénnen, da auf der einen
Seite eine Matrix-Vektor-Multiplikation steht, und rechts eine Skalar-Vektor-Multiplikation.
Wir nennen das A den Eigenwert vom Eigenvektor v. Wir werden spater Beispiele sehen,
welche ohne Eigenwerte und Eigenvektoren unldsbar waren.
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5.9.1 Berechnung von Eigenwerten

Um Eigenwerte zu berechnen, gehen wir nach dem Rezept vor, welches wir an folgendem
Beispiel veranschaulichen:

1 2 -1
A=10 3 0
-1 2 1

Rezept. (Eigenwerte berechnen)

1. Schreibe die Matrix A — \E,, auf. Das heist: subtrahiere von der Diagonalen der Matrix
jeweils \. Wir erhalten mit unserem Beispiel

2. Bestimme nun die Determinante der Matrix A — AE,,. Wir nennen ps = det(A — AE,,)
das charakteristische Polynom. In unserem Beispiel erhalten wir mit Sarrus oder Laplace

pa=det(A—AE,) = (3—-A) - A(A—2).

3. Setze das charakteristische Polynom gleich 0 und l6se nach )\ auf. Fiir unser Beispiel
erhalten wir demnach

A =3 A =0 A3 = 2.
Wir machen noch ein weiteres Beispiel:
Beispiel. Bestimme die Eigenwerte von
2 3
A= .
0 4
Losung. Wir erhalten die Matrix

A— \E, = 243 .
0 4-)\

det(A — AE,) = (2= \)(4—\) —3-0
— (2= N )

Die Determinante ist
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und somit sind die Eigenwerte der Matrix A genau

AL =2 Ay =4.

weitere Eigenschaften

Es gibt viele Eigenschaften von Eigenwerten. Zwei davon méchten wir hier erwahnen, weil sie
haufig Rechnungen vereinfachen kénnen.

1. Besteht eine Matrix nur aus reellen Zahlen und ist ein Eigenwert eine komplexe Zahl, so
folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra, dass auch das komplex konjugierte dieser
komplexen Zahl ein Eigenwert ist (das charakteristische Polynom hat reelle Koeffizi-
enten und somit ist auch das komplex Konjugierte der Zahl eine Nullstelle). Ist also
Beispielsweise A\ = 1 + 7 ein Eigenwert einer reellen Matrix, so muss auch Ao =1 —1
ein Eigenwert sein.

2. Das Produkt aller Eigenwerte entspricht genau der Determinante. Es gilt demnach
det(A) = A1 - Ao« Ay

Wenn uns nur ein Eigenwert fehlt und wir die Determinante leicht berechnen kénnen,
dann kénnen wir mit dieser Eigenschaft den letzten fehlenden Eigenwert erhalten.

3. Die sogenannte Spur der Matrix ist die Summe aller Eigenwerte:
Spur(A) = A1+ Ao+ A3+ ...

Spur(A) ist dabei die Summe aller Elemente auf der Hauptdiagonalen.

5.9.2 Eine Formel fiir Eigenwerte von 2 x 2-Matrizen

Die Eigenwerte einer 2 x 2-Matrix lassen sich mit den Eigenschaften der Determinante und
der Spur leicht berechnen. Wir haben folgende zwei Gleichungen:

det(A) = )\1 . )\2
Spur(A) =X\ + X2
Das sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Also kdnnen wir dieses Gleichungssystem

l6sen. Wir kénnen die Gleichungen umstellen (dies ist ziemlich mithsam, deswegen verzichten
wir hier auf die ganze Herleitung) und erhalten die Formel fiir Eigenwerte von 2 x 2-Matrizen:

A2 = Spur(4) + \/(Squr(A))Q —det(A).

SpuTr(A) kann auch als Mittelwert der beiden Elemente auf der Hauptdiagonalen interpretiert

werden, respektive a—JQFd. Wir definieren den Mittelwert

a+d  Spur(A)
2 2

m =
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und erhalten die etwas schonere Form:

A2 = m £ \/m? — det(A).

Beispiel. Bestimme die Eigenwerte der Matrix

Losung. Der Mittelwert der beiden Hauptdiagonalelemente ist m = 3. Die Determinante der
Matrix ist det(A) = 10. Somit sind die Eigenwerte

M2=3xVv32-10=3=%1.

5.9.3 Berechnung von Eigenvektoren

Wir haben nun eine Methode gefunden, wie wir Eigenwerte einer Matrix berechnen kdnnen.
Nun wollen wir die Eigenvektoren (# 0) zu den Eigenwerten finden. Dazu folgende Uberlegung:
Aus der Gleichung Av = Av folgt die Gleichung

(A—AE,)v=0.

Wir kénnen unsere berechneten Eigenwerte einsetzen und erhalten mit A* = A—\E,, das neue
homogene Gleichungssystem A*v = 0. Dieses kdnnen wir mit dem GauB-Verfahren lésen und
erhalten unseren Eigenvektor. Wir fassen dies nochmals in einem Rezept zusammen, indem
wir wieder das Beispiel

1 2 -1
A=10 3 0
-1 2 1

wahlen.

Rezept. (Eigenvektoren v; zum Eigenwert \; berechnen)

1. Schreibe die Matrix A— \;E,, auf. Das heiBt: subtrahiere von der Diagonalen der Matrix
Jjeweils \;. Wir erhalten mit unserem Beispiel und dem Eigenwert A\ = 3:

1-3 2 ! =2 2 =1
A*=A-3E, = 0 3—3 0 =0 0 O
—1 2 1-3 =1 2 =2
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2. Du erhéltst ein Gleichungssystem A*v = 0. Lése nun mit dem GauB-Verfahren das
Gleichungssystem, um die mdglichen Eigenvektoren zu erhalten. In unserem Beispiel
finden wir mit GauB3

22 -1 o0 1 2 -2
o0 o0 |ol%lo —2 3 |o
1 2 -2 |0 0 0

Wir haben eine freie Variable. Es folgt aus 3 = s € R = a9 = 3—2‘9 und damit x1 = s.
Somit sind die Eigenvektoren

Fir Eigenvektoren gilt das folgende Theorem:

Satz. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhiangig.

Wir werden diesen Satz im nachsten Kapitel verwenden, wenn wir uns Differentialglei-
chungssysteme (DGL-Systeme) anschauen.

Beispiel. Berechne die beiden Eigenvektoren der Matrix
2 3
A= .
0 4
Losung. Wir haben die Eigenwerte im letzten Abschnitt berechnet. Diese sind:

Wir kénnen den Eigenvektor vi zum Eigenwert \1 = 2 mit dem Rezept bestimmen:

1. Es st

A*:A_QEF(O 3).
0 2

2. Das Gleichungssystem ist bereits in Zeilenstufenform:

0 3]0
0 210/
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Die letzte Zeile ergibt xo = 0 und x1 ist mit der ersten Zeile frei wihlbar x1 = s. Die

Eigenvektoren sind
s
{(;)=<m)

Um zu (berpriifen, ob dies wirklich ein Eigenvektor ist, kénnen wir Avy berechnen:

o Y0+

Somit ist vy ein Eigenvektor mit Eigenwert Ay = 2 (wie erwartet).
Fiir Ao = 4 kénnen wir dhnlich vorgehen:

1. Esgilt

A* = A — 4By = -2 3 .
0 0

2. Das Gleichungssystem ist, wie beim ersten Eigenwert, schon in Zeilenstufenform:

-2 310
0 o010/

Wir kénnen xo =t frei wihlen. Aus der ersten Zeile folgt dann x1 = %t. Die Eigenvek-

toren sind also
3¢
2
(%) rem)

Um zu (berpriifen, ob dies wirklich ein Eigenvektor ist, kénnen wir Avy berechnen:

2 3¢ t
AU2 = 3 2 = 0 = 4U2.
0 4 t 4t

Somit ist vy der zweite Eigenvektor mit Eigenwert \o = 4.
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Differentialgleichungen

., Mathematics is a game played according to certain simple rules with meaningless
marks on paper.”

— David Hilbert

6.1 Einfiihrung

Allgemein betrachtet, ist eine Differentialgleichung eine mathematische Gleichung fiir eine
Funktion y(x), in welcher Ableitungen der Funktion enthalten sind. Die Gleichung stellt also
einen Zusammenhang zwischen der Funktion, der Variablen der Funktion und den Ableitungen
der Funktion auf. Beispielsweise ist

dy(z)
dx

eine Differentialgleichung. Wie wir sehen, kdnnen wir diese Gleichung nicht einfach integrieren,
da auf der rechten Seite ebenfalls ein y(z) steht. Wir brauchen also andere Mittel, diese
Gleichung zu lésen. Diese Methoden werden wir in diesem Kapitel lernen. Wofiir brauchen
wir aber Differentialgleichungen? Schauen wir uns ein Beispiel aus der Physik an. Wir lassen
einen Gegenstand mit der Masse m fallen (beispielsweise eine Tafel Schokolade). Nun gibt
es einige Krafte, die auf diese Tafel Schokolade wirken. Einmal wirkt die Gewichtskraft F, =
mg, mit der Gravitationsbeschleunigung g = 9.81m/s?. Weiter wirkt die entgegengesetzte
Luftwiderstands-Kraft. Diese ist (sehr vereinfacht) gegeben durch F;, = —N - v(t) (dabei
ist NV eine Konstante). Sie ist also abhangig von der Geschwindigkeit des Gegenstandes (in
Realitat ist die Kraft abhangig vom Quadrat der Geschwindigkeit). Wir méchten nun zu
jeder Zeit wissen, wo sich die Tafel Schokolade wahrend dem Fallen befindet. Dazu miissen
wir das zweite Gesetz von Newton anwenden. Dieses besagt, dass die Beschleunigung eines
Gegenstandes multipliziert mit seiner Masse genau die Summe aller Krafte ist, welche auf ihn
wirken. In unserem Beispiel wiirde das bedeuten

= zy(z)

m - a(t) = mg — No(t).

139
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m

| mo

Abbildung 6.1: Eine Person lasst eine Schokoloadentafel herunterfallen. Auf die Tafel wirkt die
Gewichtskraft (F; = mg) und der, in die entgegengesetzte Richtung wirkende, Luftwiderstand
(vereinfacht F;, = —N - v(t)). Die Bewegung der Tafel lasst sich durch eine Differentialglei-
chung beschreiben.

Nu(t)

Da aber a(t) = 2”(t) und v(t) = 2/(t) ist, kénnen wir diese Gleichung zu einer Differen-
tialgleichung, welche nur noch z(t) als unbekannte Funktion hat, umschreiben zu

m-z"(t) = mg — Na'(t).

Wie wir spater sehen werden, ist die Losung dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung (die
Ordnung ist die hochste Ableitung in der Gleichung) gegeben durch die Funktion
2(t) = = (Cem' +gt) + K.
N

Wie wir sehen, erhalten wir eine Losung, welche von zwei verschiedenen Konstanten abhangt:
C und K. Das ergibt nicht viel Sinn, denn wir méchten ein physikalisches Problem |6sen,
welches nur eine Losung besitzt. Hier kommen sogenannte Anfangsbedingungen ins Spiel. In
unserem Beispiel haben wir noch gar nie erwdhnt, aus welcher Hohe der Gegenstand fallt.
Deswegen existiert auch noch keine eindeutige Lésung. Erst mit der Bedingung x(0) = 10 m
erhalten wir zumindest eine der beiden Konstanten. Eine zweite Anfangsbedingung liber die
Anfangsgeschwindigkeit wiirde uns die zweite Konstante liefern. Die Ordnung gibt also auch
an, wie viele Anfangsbedingungen wir benétigen, um eine eindeutige Losung erhalten zu kon-
nen. Ein physikalisches Problem besteht dann immer durch eine Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit n Anfangsbedingungen. Eine solche Differentialgleichung nennen wir in der Phy-
sik auch , Bewegungsgleichung®. Sehr viele Probleme der Dynamik lassen sich durch solche
Bewegungsgleichungen beschreiben. Es ist also sehr wichtig, dass wir nun so schnell wie mog-
lich lernen, wie wir diese Gleichung lésen, damit wir die Bewegung in einem solchen Prozess
ohne Probleme beschreiben kénnen. Zuriick zu Differentialgleichungen: Wir unterscheiden
mehrere Arten von Differentialgleichungen.

6.2 Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Bevor wir zum Losen der Differentialgleichungen kommen, méchten wir eine andere Notation

einfiihren. Wir schreiben statt y(z) einfach y (da meist klar ist, was die Variable, und was

die Funktion ist) und wir schreiben statt dzé—(;) kurz y'. Damit erhalten wir beispielsweise die
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Differentialgleichung 3/ = xy, die wir vorhin angeschaut haben.

Die Ordnung einer Differentialgleichung ist gegeben durch die hochste Ableitung in der Glei-
chung. Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit der linearen Differentialgleichung erster
Ordnung. Eine solche Gleichung ist immer vom Typ

y'(z) = p(2)y(x) + q(z).

Dabei sind p(x) und ¢(z) Funktionen, welche nur von = abhdngen. Falls g(x) = 0 ist, sprechen
wir von einer homogenen Differentialgleichung. Ansonsten nennen wir sie inhomogen. Wie
|6sen wir nun diese Differentialgleichung? Dazu schauen wir uns zunichst den homogenen
Fall an.

6.2.1 homogener Fall

Eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist von der Form

y'(z) = p(x)y(z).

Wie wir spater allgemeiner sehen werden, ist die allgemeine Lésung dieser Differentialglei-
chung y(z) = CeP’@), wobei P(z) = [ p(z)dz die Stammfunktion von p(z) ist. C ist eine
Konstante, welche wir durch weitere Bedingungen (sogenannte Anfangsbedingungen) bestim-
men konnen (wir sind diesen Anfangsbedingungen schon in der Einfiihrung begegnet). Wir
veranschaulichen diese Art von Differentialgleichungen anhand eines Beispiels:

Beispiel. Bestimme alle Lésungen y(x) der Differentialgleichung v/ (x) = xy(x) mit Anfangs-
bedingung y(0) = 1.

Losung. Die Differentialgleichung ist von der Form y'(x) = p(z)y(x) mit p(x) = xz. Die
Stammfunktion von p(z) ist P(z) = 41® (ohne Konstante, da diese in C' spiter enthalten
ist). Somit ist die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung

y(w) = Cez®”

mit einer Konstante C' € R. Diese Konstante lisst sich nun durch die Anfangsbedingung
bestimmen. Es gilt

y(0) = Cez” = Ced = C.

Da y(0) = 1 die Anfangsbedingung ist, muss C = 1 gelten. Die eindeutige Lésung der
Differentialgleichung ist somit

y(x) = e

6.2.2 inhomogener Fall

Im inhomogenen Fall kdnnen wir die Differentialgleichung mit der ,Variation der Konstanten"
|6sen:
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Rezept. (Lésen von Differentialgleichungen der Form y'(x) = p(x)y(x) + q(z))

1. Wir denken uns im ersten Schritt das q(x) am Schluss weg und lésen die homogene
Gleichung y/(x) = p(x)y(z). Somit erhalten wir yj,(z) = CeP'®).

2. Wir ersetzen jetzt das C' durch eine Funktion C(z) und erhalten y(x) = C(z)e"®),

3. Nun setzen wir diese Lésung in unsere Gleichung oben ein und erhalten
y' (@) = p(a)y(@) + ¢(z) < C'(2)e"® + P'(2)C(2)e"® = p(a)C(2)e" ™ + q(x).

4. Da aber P'(x) = p(x) gilt, kiirzt sich dieser Term auf beiden Seiten weg und wir erhalten

5. Wir lésen diese Differentialgleichung nach C(x) und setzen sie in unsere Lésung ein,
also

') = e PPg(a) — Ca) = / e P@q(z) dz,

wobei wir das +C' nicht vergessen diirfen!

Unsere Lésung ist dann gegeben durch y(z) = C(z)ef’®). Das Resultat lisst sich einfach
tiberpriifen, indem man die Lésung wieder in die Differentialgleichung einsetzt und schaut, ob
beide Seiten (libereinstimmen.

Wir wenden nun dieses Verfahren an Beispielen an. Theoretisch kann man direkt die Formel
aus dem Rezept nutzen. Wir werden in den Beispielen aber immer die gesamte Herleitung
geben.

Beispiel. Bestimme alle Lésungen y(x) der Differentialgleichung y'(x) = y(z) + 1.

Losung. Die Differentialgleichung ist von der Form y'(x) = p(z)y(x) 4+ q(x) mit p(x) = 1
und q(z) = 1.

1. Wir denken uns q(x) = 1 weg und erhalten die Differentialgleichung y'(x) = y(x). Diese
hat die Lésung yp(x) = Ce”.

2. Wir ersetzen das C' durch C(x) und erhalten y(x) = C(x)e”.

3. Im nichsten Schritt setzen wir y(x) wieder in unsere Differentialgleichung ein und er-
halten

y(z)=ylx)+1 <= C'(z)e" + C(x)e” = C(z)e” + 1.
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4. Wir lésen nun nach C'(x) auf und erhalten

@) = e e Oz) = / e da.

5. Damit ergibt sich

6. Wir setzen nun wieder C(z) in unsere Lésung ein und erhalten

y(z) = (—e "+ C)e* =Ce” — 1.

143

Beispiel. Bestimme die Lésung y(x) der Differentialgleichung ' (x) = y(x)+x? mit Anfangs-

bedingung y(0) = —2.

Losung. Die Differentialgleichung ist von der Form y'(z) = p(z)y(x) + q(z) mit p(z) = 1

und q(z) = 2.

1. Wir denken uns den Term q(x) = x> weg und erhalten die Differentialgleichung y'(x) =

y(x). Diese hat die Lésung yp(z) = Ce®.

2. Wir ersetzen das C' durch C(x) und erhalten y(z) = C(z)e".

3. Im nachsten Schritt setzen wir y(x) wieder in unsere Differentialgleichung ein und er-

halten

Y (x) = y(z) +2° <= C'(x)e” + C(x)e” = C(z)e” + 22

4. Wir Iésen nun nach C'(x) auf und erhalten

C'(z) = e 2% <= C(z) = /emx2 dz.

5. Mit partieller Integration (DI-Methode 1. Fall) erhalten wir

C(z) = —e %242z +2%) +C.

6. Wir setzen nun C(x) wieder in unsere Lésung ein und erhalten

y(x) = (—e (24 2z 4 2%) + O)e” = Ce® — 2 — 2z — z°.

7. Um C zu bestimmen, setzen wir die Anfangsbedingung ein:

y(0)=Ce®-2-2.0-0*=C-2=-2 = C=0.

Die Lésung ist somit y(x) = —2 — 2x — 2.

© Hrvoje Krizic



144 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

6.2.3 konstante Koeffizienten

Ist unsere Differentialgleichung von der Form

y'(z) = ay(x) +b

mit Konstanten a und b, so ist die Lésung der Differentialgleichung (wie man leicht selbst
iberpriifen kann) gegeben durch

y(x) = Ce™ — e

6.2.4 partikulare Losung

Haben wir eine inhomogene Differentialgleichung, dessen Losung (fiir ein beliebiges C') schon
bekannt ist, so gilt

y(r) = yn(z) + yp(2),

wobei yp, () die Losung der homogenen Gleichung ist und y,(z) die gefundene partikulare
Losung.

Beispiel. Bestimme die Lésung y(x) der Differentialgleichung y'(z) = —y(x) + z + 1.

Losung. Die Differentialgleichung ist von der Form y'(x) = p(x)y(z) 4+ q(x) mit p(z) = —1
und q(z) = x + 1. Wir kénnen diese Gleichung nun mithilfe unseres Rezeptes fiir inhomogene
Differentialgleichungen erster Ordnung I6sen. Ein einfacherer Weg ist es aber, eine Lésung
zu erraten. Beispielsweise ist in diesem Fall y,(x) = x eine Lésung, da y,(r) = 1 und
—yp(x)+x+1 = —x+x+1 = 1 ist. Die homogene Lésung ist die Lésung der Gleichung y' (z) =
—y(x), also y(x) = Ce™*. Somit ist die Lésung der inhomogenen Differentialgleichung

y(x) = yp(x) + yp(x) = Ce™ ¥ + .

6.3 Nicht-lineare Differentialgleichung erster Ordnung

In diesem Abschnitt kiimmern wir uns um nicht-lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.
Diese sind von der Form

Wie wir sehen, haben wir jetzt eine Funktion von y(x) auf der rechten Seite. Beispielsweise ist
y'(x) = zy?(z) eine nicht-lineare Differentialgleichung. Wir kénnen diese Art von Gleichungen
mithilfe der , Trennung der Variablen" |6sen.
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6.3.1 Trennung der Variablen

Bei der Trennung der Variablen wollen wir die Gleichung so umformen, dass auf der linken Seite
nur Terme stehen, die y(x) enthalten, und rechts nur Terme, die = enthalten. AnschlieBend
integrieren wir einzeln auf beiden Seiten. Hierzu folgendes Rezept:

Rezept. (Lésen von Differentialgleichungen der Form y' = p(x)g(y))

1. Ersetze die Ableitung durch den Differentialquotienten i—z:

& = p(@)g(y)

2. Stelle nun die Gleichung so um, dass alle y-Terme auf einer Seite, und alle z- Terme
(inklusive dz) auf der anderen sind:

3. Integriere beide Seiten. Du erhiltst auf beiden Seiten eine Konstante. Diese kannst du
zu einer Konstanten zusammenfassen.

4. Stelle die Gleichung nach y um.

Das Resultat lasst sich einfach diberpriifen, indem man die Lésung wieder in die Differential-
gleichung einsetzt und schaut, ob beide Seiten tibereinstimmen.

Um das Rezept zu veranschaulichen, wenden wir es in den nachsten zwei Beispielen an.
Beispiel. Bestimme die Lésung y der Differentialgleichung y' = p(xz)y mit p(z) beliebig.

Losung. Dies ist genau die Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung. Wir wollen
jedoch nun das Resultat mithilfe der Trennung der Variablen herleiten.

1. Wir ersetzen die Ableitung durch den Differentialquotienten % und erhalten

dy
I p(z)y.
2. Nun trennen wir die Variablen x und y und erhalten

dy _

1
1 — Py = ; dy = p(z)dz.
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3. Wir integrieren beide Seiten und erhalten

/;dy:/p(x)da:

= log|y| + C1 = P(x) + Cs.

4. Schlussendlich stellen wir die Gleichung nach y um, wobei wir die Konstanten zu Cy =
Cy — Cy zusammenfassen:

log |y| = P(z) + Co
y = eP(:E)+Co
y = 6P(:L')€CQ

und da e€0 eine Konstante ist, kénnen wir mit C' = ¢©° die Lésung auch als y = CeP'®)

schreibent]

Beispiel. Bestimme die Lésung y der Differentialgleichung y' = \/y (mit der Annahme, dass
y stets positiv ist).

Losung. Wir I6sen die Differentialgleichung mit der Trennung der Variablen.

1. Wir ersetzen die Ableitung durch den Differentialquotienten j—g und erhalten
dy
aw -V
2. Nun trennen wir die Variablen x und y und erhalten
dy

1
= = —dy =dx.
o~ VU= =

3. Wir integrieren beide Seiten und erhalten

/\}ydy:/daz
2yy=x+C.

4. Schlussendlich stellen wir die Gleichung nach y um:

2yy=x2+C
x+ C\2

'Wir haben hier bei der zweiten Gleichheit die Betragsstriche weggelassen. Mit den Betragsstrichen wiirden
wir y = e7®¢eC erhalten. Wir kénnen dann £e€° (also mit dem Vorzeichen) zur Konstanten C' = £e©°
zusammenfassen und erhalten das gleiche Ergebnis. Da dies haufiger der Fall ist, lassen wir diese hier einfach-
heitshalber einfach weg.
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6.3.2 Substitution

Wie schon bei den Integralen, kann es auch bei Differentialgleichungen niitzlich sein, Sub-
stitution anzuwenden. Die zwei wichtigsten Arten von Differentialgleichungen, welche mit
Substitution gelést werden, sind

y = h(g) und ¥’ = h(az + by + ¢).
x

Wir fiihren dann die Substitution z(x) = @ fur das erste Beispiel, und z(z) = ax +

by + ¢ fir das zweite Beispiel ein. AnschlieBend leiten wir z(x) ab und erhalten eine neue
Differentialgleichung fiir z(x), welche wir lésen. Schlussendlich riicksubstituieren wir wieder
und erhalten y(z). Folgendes Beispiel sollte dies veranschaulichen:

Beispiel. Bestimme die Lésung y der Differentialgleichung y' = 2z — y.

Losung. Wir haben hier den Fall ' = h(axz + by + ¢) und substituieren z(x) = 2x — y(x).
Wir erhalten dann die Differentialgleichung

Mit unseren bekannten Methoden erhalten wir dann die Lésung z = 2—Ce™*. Durch Einsetzen
in die Substitution erhalten wir y = 2x — z = Ce™ 4 2z — 2.

6.4 Zusammenfassung 1. Ordnung

Im folgenden Schema wird nochmals das Losen der Differentialgleichungen erster Ordnung
zusammengefasst:
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Differentialgleichung 1. Ordnung

/\

linear: nicht-linear:
y' =p(x)y +q(x) ¥ =p(x)9(y)
konst. Koeffizienten homogen inhomogen Trennung der Variablen

y =ay+b q(z) =0 a(z) #0 o a

Y = &

‘ ‘ [oody = [..dz
y(a) = Cerr = b | | Ple) = [p(x) d P(x) = [ p(x) dz
= y(z) = CeP’® C(z) = [e P@g(z) da

= y(2) = Ca)e"™

6.5 Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Bis jetzt haben wir immer nur Differentialgleichungen mit der ersten Ableitung von y betrach-
tet. Wir wollen nun aber die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung verstehen. Allgemeine
Differentialgleichungen 2. Ordnung sind — wenn iiberhaupt analytisch — meist nur mit groBem
Aufwand lésbar. Deswegen konzentrieren wir uns hier auf lineare Differentialgleichungen 2.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Diese hat die Form

ay” +by' +cy = g(z),
wobei a, b und ¢ (wie es der Name schon sagt) konstante Koeffizienten sind und g(x) eine

Funktion in Abhangigkeit von x. Wir betrachten wieder zunachst den homogenen Fall g(z) = 0
und anschlieBend den inhomogenen Fall.

6.5.1 homogener Fall

Im homogenen Fall ist die Differentialgleichung gegeben durch
ay” + by’ +cy = 0.

Wir kénnen diese Gleichung mit dem folgenden Rezept I6sen:

Rezept. (Lésen von Differentialgleichungen der Form ay” + by’ + cy =0)
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Az

1. Beginne mit dem Ansatz y = e** und setze diesen direkt in die Gleichung ein:

aX2e* + bAe™ + ce™ = 0.

2. Anschliessend miissen wir alles durch e** teilen und erhalten die charakteristische Glei-
chung

ad2 +bA+c=0

Die ersten beiden Schritte kénnen somit vereinfacht werden, indem man direkt y" durch
X2, o/ durch \ und y durch 1 ersetzt.

3. Wir kénnen nun A bestimmen und miissen drei Fille unterscheiden:
i. b2 —4ac > 0: Es gilt dann \; # )y (beide reell) und die Lésung ist gegeben durch
ChLeM® + Che?®.
ii. ¥ —4ac =0: Es gilt \{ = Ao = o € R und die Lésung ist gegeben durch
C1e** + Coxe®®,

wobei das x im zweiten Term hinzugekommen ist.

iii. b — 4ac < 0: Es gilt \] = Ay = a+ i3 (beide also komplex) und die Lésung ist
gegeben durch

e (Cy cos(Bz) + Cysin(fx)).

Das Resultat lasst sich einfach iiberpriifen, indem man die Lésung wieder in die Differential-
gleichung einsetzt und schaut, ob beide Seiten (libereinstimmen.

Welches § wahlen wir aber im dritten Schritt? Da sich der Imaginarteil bei den zwei
Eigenwerten nur im Vorzeichen unterscheidet, ist es aufgrund von cos(—fz) = cos(fz) und
sin(—pfz) = —sin(fx) egal, welchen Imaginarteil wir fir 5 auswahlen (beim Sinus flieBt das
Vorzeichen in die Konstante). Um Vorzeichenfehler zu vermeiden, setzen wir den positiven
Imaginérteil gleich 5. Wir mochten das Rezept nun an zwei Beispielen anwenden.

Beispiel. Bestimme die Lésung y der Differentialgleichung y" + 3y’ — 4y = 0.

LGsung. 1. Die charakteristische Gleichung ist gegeben durch

M 4+31—4=0.

2. Die Lésungen dieser Gleichung sind Ay = 1 und Ay = —4. Somit haben wir den ersten
Fall.
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3. Die allgemeine Lésung ist gegeben durch y = Cie® + Coe 2.

Beispiel. Bestimme die Lésung y der Differentialgleichung v" + 4y’ + 20y = 0.

Losung. 1. Die charakteristische Gleichung ist gegeben durch
A? 44X+ 20 = 0.
2. Die Losungen dieser Gleichung sind \1 2 = —2 & 41, was dem dritten Fall entspricht.

3. Die allgemeine Lésung ist gegeben durch (wir wahlen = 4):
y = e **(C} cos(4x) + Oy sin(4x)).

6.5.2 inhomogener Fall

Beim inhomogenen Fall der Differentialgleichungen zweiter Ordnung funktioniert die Variation
der Konstanten nicht so simpel wie im Falle der Differentialgleichung erster Ordnung. Man
benutzt daher meist die Methode der partikuldren Losung. Bei linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung empfiehlt es sich, die Variation der Konstanten zu benutzen. Fiir inhomogenen
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung benutzen wir folgendes Rezept:

Rezept. (Lésen inhomogener Differentialgleichungen der Form y" + ay’' + by = g(x))

1. Lése zunichst die homogene Differentialgleichung (setze dafiir g(x) = 0) mit dem
Rezept aus dem letzten Abschnitt und erhalte somit yy,.

2. Finde eine partikuldre Lésung vy, mithilfe der Lésungsansitze in der Tabelle weiter un-
ten, wobei du die unbekannten Koeffizienten mithilfe vom Koeffizientenvergleich finden
kannst.

3. Die Lésung ist

Y =1Yp + Yn.

Im Folgenden findest du die Tabelle fiir die Losungsansatze, dabei ist

y"(2) + ay'(z) + by(z) = g(2)
die Differentialgleichung, g(z) die Stoérfunktion und das charakteristische Polynom ist p(\) =

A2 4+ aX + b. Falls also ,,... ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms" steht, so ist dieser
Term, eingesetzt fiir A, eine Losung der Gleichung
A +al+b=0.

A, B, C... sind Koeffizienten, die dann mithilfe vom Koeffizientenvergleich bestimmt werden
mussen.
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Storfunktion g(x)

DGL: y' + ay’ + by = g(x)

Losungansatz y,(z)

char. Polynom: p(A\) = A2 +aX+b

Polynom vom Grad n

» b#£0:y,=Az"+Ba" '+ .. +Cz+ D
» a#0,b=0:y,=Ax"" + Ba" + ...+ C2? + Dz

» a=0,b=0:y,=Ax""2 + Ba""! + ..+ Ca3 + Dx?

Dabei sind a,b von ¥ + ay’ + by = g(z) zu entnehmen. A, B, C, ... sind die,
durch Koeffizientenvergleich zu bestimmenden, Koeffizienten.

= cist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp=A-e”
= ¢ ist eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms:
yp = Ax - e

= cist eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp = Az? - e

Dabei ist ¢ von der Storfunktion g(z) zu entnehmen. A ist der zu bestimmende
Koeffizient. Tipp: die Nullstellen des charakteristischen Polynoms hast du schon
bestimmt: A1, \o. Falls beide gleich sind und c entsprechen, ist es beispielsweise

eine doppelte Nullstelle.

g(x) = sin(Bx)
oder

g9(z) = cos(Bz)
oder

g(x) = n-sin(Bx)+m-cos(Bz)
wobei n € R und m € R.

= i ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp = A -sin(Bz) + B - cos(fx)

= i ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp = Az - sin(fz) + Bz - cos(fz)

Dabei ist 8 von der Storfunktion g(z) zu entnehmen. A und B sind die zu
bestimmenden Koeffizienten. Alternativ kann auch y, = C - sin(Sz + ¢), re-
spektive y, = Cx - sin(fz + ¢) als Ansatz gebraucht werden, wobei C' und ¢
die zu bestimmenden Koeffizienten sind.

g(x) = P, - € - sin(fx)
oder
g(x) = Py, - € - cos(fr)

Dabei ist P,
n—ten Grades.

ein  Polynom

= ¢+ if ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

Yp = e“(Qy - sin(Bx) + Ry, - cos(Bx))

= c+if ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

yp = @ ¢ (Qn - sin(Ba) + Ry, - cos(Bx))

Dabei sind ¢ und 8 von der Stérfunktion g(x) zu entnehmen. Die Polynome
n-ten Grades @), und R,, enthalten die zu bestimmenden Koeffizienten. Man
setze also beispielsweise @, = Az™ + Bz"!... + Cx + D und bestimme die
Koeffizienten A, B, C... mithilfe dem Koeffizientenvergleich.
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Wir wenden das Rezept an einem Beispiel an:

Bestimme die Losung der inhomogenen DGL 2. Ordnung:

y" + 9y = sin(5x).

Losung. Die homogene Differentialgleichung lautet
Y+ 9y = 0.
Das charakteristische Polynom ist
A +9=0
und somit A\ = +3i. Wir erhalten also die homogene Lésung (mit « =0, 5 =1)
yp, = Cj cos(3z) + Cysin(3z).

Nun zur partikuliren Lésung. Die Stérfunktion ist in der Form sin(Sx) mit B = 5. Da 5i keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms bildet, miissen wir den Ansatz

yp = Asin(bz) + B cos(5x)
wéhlen. Einsetzen in die Differentialgleichung 2. Ordnung ergibt

—25Asin(5x) — 25B cos(bz) + 9(Asin(bz) + B cos(bzx)) = sin(5x)
— —16Asin(5z) — 16 B cos(bz) = sin(5x)

und somit B =0 und A = —%. Wir erhalten die partikulire Lésung
=~ sin(5e)
Up = —1g Sin(5z
und damit die Gesamtlésung

1
y = yp + yp = C1 cos(3z) + Cysin(3z) — T sin(5z).

6.6 Richtungsfeld

Ein Richtungsfeld ist eine grafische Darstellung einer Differentialgleichung. Wir betrachten
hierbei Differentialgleichungen erster Ordnung der allgemeinen Form

y/ = f(:r,y)

Um das Richtungsfeld dieser Differentialgleichung zu erstellen, wird an jedem Punkt (z0,yo)
eine kurze Strecke mit der Steigung v’ = f(x0,y0) eingezeichnet. Jede Lésung der Diffe-
rentialgleichung wird sich dann an dieses Richtungsfeld richten. Wir fassen das Zeichnen des
Richtungsfelds in einem Rezept zusammen:
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Rezept. (Richtungsfeld einer Differentialgleichung erster Ordnung zeichnen)

1. Fiihre die Differentialgleichung auf die Form y' = f(x,y) zuriick.

2. Wiéhle nun Punkte in einem Koordinatensystem, welche mdéglichst gleichmaBig im ge-
wahlten Bereich des Koordinatensystems verteilt sind.

3. Werte an diesen gleichmaBig verteilten Punkten f(x,y) aus und zeichne an diesem
Punkt einen Pfeil ein, der genau die Steigung f(x,y) besitzt.

Das Richtungsfeld von 3/ = 22 + 32 ist beispielsweise

- 5 = 5> - -
- > > > > —
S
- - 5 > > —
B e e
N
NS> -
e e e e e
- 5 - > - -
N e e
- > > > > —
S i i S S S

.
—5

S > oM )y S >
j

- = = 5 -
- > - >
- =5 5 5 —
- =5 = 5 -
> = - -

T)-—)»Is\;
> 5> 5> S
- > = -

- 5 5 5> -
- 5 5 5 —
- = > -

- = = 5 -

Es lasst sich nun erahnen, wie die Funktion y(z) etwa aussehen konnte. Die Funktion durch
(0,0) (also mit Anfangsbedingung y(0) = 0) wiirde etwa so aussehen:
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Mehrdimensionale Funktionen

“In mathematics the art of proposing a question must be held of higher value than
solving it.”

— Georg Cantor

7.1 Einfiihrung

Wir beginnen dieses Kapitel mit einem kurzen Beispiel aus der Physik. Wir betrachten einen
Speerwerfer. Dieser wirft seinen Speer genau am Ort & = 0 ab. Folgende Skizze veranschau-
licht diese Situation

Vo

Die Wurfweite hangt nun von genau zwei Parametern ab (wir vernachlassigen hier den
Luftwiderstand):

1. Geschwindigkeit: Je schneller der Speer fliegt, desto weiter fliegt er.

155
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2. Winkel: Je nachdem in welchem Winkel der Speerwerfer den Speer abwirft, fliegt der
Speer unterschiedlich weit.

Die Formel fiir die Wurfweite ist also abhangig von zwei Variablen. Sie ist gegeben durclﬁ

W (vo, 0) = v3 sin(2a),
g
wobei g = 9.81 die Gravitationskonstante ist, vy die Anfangsgeschwindigkeit und o der Ab-
wurfwinkel. Wir kénnen nun diese Funktion in ein 3D-Koordinatensystem zeichnen und erhal-

ten folgendes Bild:

(SN
o

Wurfweite

Beachte hierbei, dass physikalisch nur o zwischen 0 und 5 Sinn ergibt. Wie wir an der Grafik
sehen, haben wir genau dann den weitesten Wurf, wenn wir den Speer mit der Hoéchstge-

schwindigkeit und einem Abwurfwinkel von 7 (bzw. 45°) abwerfen.

7.2 Funktionen f: R" - R

Bis jetzt haben wir jeweils Funktionen der Art f : D — R betrachtet, welche jedem Wert aus
D C R einen Wert in R zuweist. Die Werte aus R, welche dann wirklich getroffen wurden,
waren Werte aus der Teilmenge W C R. Diese Menge nannten wir Wertebereich.

In der Einfiihrung dieses Kapitels haben wir aber bemerkt, dass es Funktionen gibt, welche
von mehr als nur einer Variable abhingen. Kénnen wir nun den Fall von einer Variable auf
mehrere verallgemeinern? Um es etwas zu vereinfachen, untersuchen wir eine Funktion, die
nur von zwei Variablen z; und z9 abhangt. Diese ordnet dann den zwei Zahlen einen Wert
f(z1,22) zu. Wir nennen (x1, x2) ein Tupel. Wir haben also einen Definitionsbereich, der nicht

!Diese Formel kann mittels der grundlegenden Kinematik eines schiefen Wurfs hergeleitet werden. Wir
verzichten in diesem Buch auf die Herleitung.
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einzelne reelle Zahlen beinhaltet, sondern ganz viele solcher Tupel. Der Definitionsbereich ist
demnach zweidimensional und somit D C R?. Die Funktion ist dann gegeben durch

f:Dg]RQ—HR, (z1,22) — f(z1,22).

Wir kdénnen das Ganze nun auf n Variablen verallgemeinern. Wir erhalten einen Definitions-
bereich mit lauter n-Tupel (z1,x2,...,z,). Die Funktion ist gegeben durch

f:DCR" =R, (r1,22,...,2n) > f(x1,22,...,2p).

7.2.1 Graphen und Niveaulinien

Um einen Graph x — f(x) zu zeichnen, setzt man jeden Punkt x in die Funktion f(z)
ein und erhalt die Koordinaten der Punkte im Koordinatensystem (z, f(x)). Fir Funktionen
mit drei Variablen kann man analog vorgehen. Man setzt jedes Tupel (z,y) in f(z,y) ein
und erhalt die Koordinaten der Punkte im Koordinatensystem (z,y, f(x,y)). Der Unterschied
zwischen dem Graphen einer Funktion f(z) und der Funktion mit zwei Variablen ist die
Dimension des Koordinatensystems, in dem sich der Graph befindet. Fir f(x,y) befindet sich
der Graph in einem dreidimensionalen Raum. Wir kénnen sagen, dass (x,y) jeweils einen
Punkt in der Flache bildet und f(x,y) die Hohe an diesem Punkt entspricht. Als Beispiel
kann man sich eine Bodenheizung vorstellen. Der Boden bildet eine Flache. Fiir jeden Punkt
(z,y) auf dieser Flache konnen wir eine Temperatur T'(x,y) zuordnen, die wir dann entlang
der z-Achse darstellen, um die Funktion in einem 3D-Koordinatensystem zu visualisieren. In
der Einfithrung haben wir schon den Graphen fir f(z,y) = % gesehen. Ein weiteres
Beispiel ist der Graph der Funktion f(z,y) = 2 + y2. Dieser sieht wie folgt aus:

Man bemerke hier aber, dass es nicht moglich ist, eine Funktion f(z,y,2) zu zeichnen, da
man dafiir ein 4—dimensionales Koordinatensystem bendtigen wiirde.

Spannend an einem dreidimensionalen Graphen sind sogenannte Niveaulinien. Niveaulinien
sind Linien, auf welchen Punkte liegen, die denselben Funktionswert f(z,y) = c¢ haben.
Beispielsweise haben im zweiten Graphen f(z,y) = 2% +y? die Tupel (—4,1), (4,1), (1,4) und
noch unendlich viele andere Tupel das exakt gleiche f(z,y). In diesem Fall ist es f(x,y) = 17.
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Diese Punkte liegen alle auf einer Niveaulinie. Wie kommen wir nun aber auf die Niveaulinien
einer allgemeinen Funktion f(x,y)? Dazu setzen wir f(z,y) = c. In unserem Beispiel also 2> +

2 = ¢. Daraus ergibt sich dann y = ++v/c — 22. Alle Tupel, welche diese Gleichung erfiillen,
liegen auf derselben c-Niveaulinie (in diesem Fall auf einem Kreis). Wir kénnen verschiedene
Niveaulinien aufzeichnen (beispielsweise fir ¢ = 0,1,2,3,...), um das ,,Héhenprofil* des
Graphen besser zu erkennen. Das Ergebnis ist in unserem Fall

Die Niveaulinien aus unserem Beispiel in der Einfliihrung sehen wie folgt aus:

Da man f(z,y) auch als Héhe am Punkt (x,y) sehen kann, werden Niveaulinien auch Ho-
henlinien genannt. Die Hohe ist dort konstant. Wir wollen das in einem kurzen Rezept zusam-
menfassen.

Rezept. (Niveaulinien von f(x,y) zeichnen)

1. Setze f(z,y) = ¢ (wobei wir ¢ zunidchst als eine Variable auffassen, fiir die wir spater
dann mehrere Zahlen einsetzen kénnen).
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2. Lése nach y auf und erhalte y = g(x, ¢).

3. Setzec = —3,-2,—1,0,1,2,3 und zeichne den Graphen (x, g(x)). Beachte dabei, dass
du bei deinen Umformungen im zweiten Schritt keine Division durch 0 gemacht hast,
ansonsten musst du ¢ = 0 separat betrachten.

Beispiel. Skizziere die Niveaulinien von

(a) f(z,y) =y —a* und
(b) f(z,y) =z +y.

Losung. Es gilt

(a) f(z,y) =y — 2% =c = y = x>+ c. Das sind Parabeln, welche die y—Achse in c
schneiden. Also sind die Niveaulinien graphisch:

(b) f(x,y) =z+y =c = y = c—x und somit alle Geraden mit Steigung —1 und
Ordinatenabschnitt c. Wir erhalten
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Wir erinnern uns wieder an unser Beispiel mit dem Speerwerfer. Der optimale Wurf des
Speerwerfers geschieht dann, wenn der Winkel 45° und die Abwurfgeschwindigkeit méglichst
hoch ist. Dies konnten wir anhand des Graphen ablesen (die Mitte ist genau 45°). Haufig wissen
wir aber nicht direkt, wie der Graph aussehen wird. Ebenfalls konnten wir in der Einfiihrung
nur vermuten, dass es so ist. Die Berechnung folgt in den nachsten Abschnitten.

7.3 Partielle Ableitungen

Wenn wir eine Funktion haben, welche nur von einer Variable abhangt, dann konnen wir
Maxima und Minima bestimmen. Solche Punkte nennen wir Extrema. Dabei miissen wir jeweils
die Ableitung der Funktion bilden, und diese gleich 0 setzen. Wir miissen nun einen Weg finden,
wie wir dies auf Funktionen mit mehreren Variablen (ibertragen kénnen. Dazu kdnnte man sich
die Frage stellen, wie wir beim Graphen in der Einleitung erkennen konnten, wo das Maximum
dieses Graphen ist. Das Maximum war genau dort, wo es in beiden Variablen maximal war.
Das ist der ausschlaggebende Punkt fiir die Ableitungen von Funktionen mehrerer Variablen.
Wir miissen also zuerst nach einer Variable ableiten (und die andere als konstant betrachten)
und danach nach der anderen Variable ableiten. Wenn beide Ableitungen 0 sind, so haben wir
einen moglichen Kandidaten fiir ein Extrema gefunden.

Wenn wir eine Funktion mit mehreren Variablen nur nach einer Variable ableiten, dann
nennen wir dies eine partielle Ableitung. Die partielle Ableitung nach x ist also gleich de-
finiert, wie die ,,normale” Ableitung einer Funktion, die von einer Variable x abhangt. Die
restlichen Variablen nehmen wir als konstant an. Partielle Ableitung nach z an der Stelle
(20, yo) definieren wir also als

9f (x0,40) _ 00 f (20, 30) = lim f(x,90) — f(z0,90)

ox T—0 T — To

und die partielle Ableitung nach y an der Stelle (xg,yo) als

Of (o, y0) _ 0, f (20, y0) = lim f(zo,y) — f(%'o’yo)'
oy Y—Yo Y=Y

Wir nennen die Funktion nach = (oder y) partiell differenzierbar, wenn der Grenzwert existiert.
Wir konnen alle bekannte Rechenregeln anwenden, welche wir bereits kennengelernt haben.
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Beispiel. Sei f(z,y) = x? + y>. Berechne 0, f(z0,y0) und 9, f(z0,v0).

Losung. Wir berechnen zunichst 0, f(xo,yo0). Dazu denken wir uns, dass y eine Konstante
ist, und leiten nach x ab.

Ouf(z0,y0) = ﬁxZ + gy2 = 2.
Oz 07 (4 4)=(w0.0)

Der Strich mit dem (z,y) = (xo,yo) bedeutet, dass wir den Ausdruck anschlieBend an der
Stelle (xq,vo) auswerten. Wir bemerken ebenfalls, dass der letzte Term wegfillt, da y* eine
Konstante ist und somit die Ableitung 0 ergibt. Fiir die partielle Ableitung nach y denken wir
uns x als Konstante und erhalten analog

o 0
0yf(z0,y0) = 5-2* + -y =2
oy Jy (x,y)=(z0,y0)

Beispiel. Sei f(z,y) = sin(x?) cos(y). Berechne 0, f(xo, yo) und 8y f(xo,yo).

Losung. Wir berechnen zunichst O, f (xo, yo):

O0x f(z0,y0) = gx sin(acQ) cos(y)

= 2z cos (x%) cos(yo)-
(z,y)=(z0,y0)
Bei solchen Aufgaben, kann man auch Terme wie cos(y) durch C ersetzen, da sie konstant
sind, und am Schluss den eigentlichen Term wieder fiir C einfiigen. Fiir die partielle Ableitung
nach y denken wir uns x als Konstante und erhalten

0
Oy f(xo,90) = oy Sin($2) cos(y)

(:c,y):(xo sY0)

= 663/0 cos(y)

(x,y)=(x0,y0)

= —C'sin(yp) = — sin(z:g) sin(yo).

7.3.1 n-te partielle Ableitungen

Wenn wir zweimal ableiten wollen, kébnnen wir das auf zwei Arten tun. Wir kdnnen wieder nach
der gleichen Variable ableiten oder nach einer anderen. Ab jetzt betrachten wir immer eine
Funktion f(z,y) die von den zwei Variablen = und y abhangt. Es sei aber zu bemerken, dass
das ganze Kapitel auch auf n Variablen verallgemeinert werden kann. Wenn wir nun f(z,y)
zweimal partiell ableiten wollen, so haben wir vier Moglichkeiten, dies zu tun. Wir kénnen
0:(0zf),0y(0xf), 0(0y f) oder 0y(0y f) berechnen. Ab jetzt schreiben wir jeweils die zweiten
partielle Ableitungen ohne Klammern und verwenden die Schreibweise 0,y f = 0,(0y f). Wir
bemerken hierbei, dass im allgemeinen Fall nicht unbedingt 0,,f = Oy, f gilt. Wenn wir

© Hrvoje Krizic



162 7. MEHRDIMENSIONALE FUNKTIONEN

also zuerst nach z ableiten und dann nach y, dann erhalten wir in einigen Einzelfallen nicht
immer das gleiche, wie wenn wir zuerst nach y und dann nach z ableiten. Gliicklicherweise
gilt Opy f # Oya f nur selten, wie es der folgende Satz zeigt:

Satz. Falls die n-ten partiellen Ableitungen alle existieren und stetig sind, dann diirfen wir die
Reihenfolge der einzelnen Differentiationsschritte beliebig vertauschen.

In der Praxis erflillen Funktionen fast immer diese Eigenschaften. Deswegen konnen wir
Opyf = Oya f in vielen Fallen trotzdem verwenden.

Beispiel. Sei f(z,y) = sin(2?y?). Berechne O,y f und 9y, f.

Losung. Wir berechnen zunichst 0., f. Die partielle Ableitung nach x ergibt
Ouf = 2xy° cos (x2y2).

AnschlieBend rechnen wir (0, f), aus, genauer gesagt die Ableitung von O, f nach y:
0
amyf = @2$y2 cos (x2y2) = 4xy cos (x2y2> — 4x3y3 sin <x2y2).

Wir bemerken nun, dass die partiellen Ableitungen stetig sind (Kompositionen von stetigen
Funktionen) und somit gilt

Oya f = Oy f = 4y cos (x2y2) — 423y3 sin (1:2y2>.

7.3.2 Implizite Differentiation

Sei eine Funktion F(z,y) = 0 gegeben. Ein Beispiel einer solchen Funktion ist F(x,y) =
x+y—1 = 0. Wir kdnnen diese Funktion als Graph zeichnen, indem wir zunichst nach y
aufldsen. Es gilt y = 1 — x und somit ist der Graph der Funktion eine Gerade. Die Steigung
dieser Gerade ist —1, wie sich aus der Ableitung ermitteln lasst. Sei nun die Funktion F'(z,y) =
xye*TY — 2 = 0 gegeben. Diese Funktion l3sst sich nicht nach z oder y auflésen. Es gibt aber
einen einfachen Weg, wie wir die Ableitung ¢'(x) finden kénnen, ohne F(z,y) explizit nach
y(z) aufzulésen. Ohne einen Beweis zu geben, gilt folgende Formel:

~ 0uF(2,y)

Oy F(z,y)
Es sei zu bemerken, dass F'(z,y) unbedingt = O sein muss. Ansonsten funktioniert dieser
Trick nicht. Ebenfalls muss darauf geachtet werden, dass 9, F'(z,y) # 0.

Y (z) =

7.3.3 Totales Differential

Das sogenannte totale Differential ist in der Mathematik definiert als

df = Z Oz dz;
i=1 """
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wobei f = f(x1,x2,...,2,) von n Variablen abhangig ist. Haben wir es also mit einer Funktion
f(x,y) zu tun, so ist das totale Differential

_of of
df = gy do+ 7 dy.

Das totale Differential beinhaltet somit jede Information (iber die Steigung an einem Punkt von
f(x,y). Es fasst beide partielle Ableitungen zusammen und ist geometrisch das infinitesimale
Element auf f(z,y) (&hnlich wie dz ein infinitesimales Element auf der x-Achse beschreibt).

Verallgemeinerte Kettenregel

Das Gute an totalen Differentialen ist die einfache Kettenregel, welche daraus folgt. Sei bei-
spielsweise f(x,y, z) von den Raumkoordinaten abhangig. Ein Beispiel ware die Temperatur in
jedem Punkt in einem Raum. Nun befinden wir uns aber mit unserem Temperaturmessgerat
auf einem Zug, der sich bewegt. Also sind z(t), y(t) und z(t) alle von ¢ (der Zeit) abhingig
(dabei beschreiben z,y, z die Raumkoordinaten der Erde, nicht des Zuges). Méchte ich nun
wissen, wie sich die Temperatur in dieser Zeit dndert, so kann ich beide Seiten ,,durch” dt
teilen und erhalte mit dem totalen Differential
of of of

die totale Ableitung

df _0fdr  0fdy  Of d
dt Oz dt Oydt Ozdt

Die Temperaturanderung kann also als Summe einzelner Terme aufgefasst werden, welche nur
Ableitungen nach einer der drei Raumkoordinaten enthalten.

7.4 Extrema

Wir wollen nun zuriick zur Frage kommen, wie wir Maxima und Minima einer Funktion be-
stimmen konnen. Dazu missen wir die kritischen Punkte (Sattelpunkte oder Extrema) der
mehrdimensionalen Funktion bestimmen und klassifizieren.

7.4.1 Bestimmung der kritischen Punkte

Extrema und Sattelpunkte haben eine Sache gemeinsam: die ersten partiellen Ableitungen
nach jeder Variable sind gleich 0. Genauer gesagt gilt 0, f (20, %0) = 0y f(z0,%0) = 0. Extrema
und Sattelpunkte nennen wir kritische Punkte. Diese lassen sich dhnlich bestimmen wie im
eindimensionalen Fall. Das Vorgehen bei mehrdimensionalen Funktionen wird im folgenden
Rezept zusammengefasst. Wir nehmen im gesamten Rezept an, dass alle Ableitungen existieren
und stetig sind.
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Rezept. (Bestimmung kritischer Punkte)

1. Wir berechnen die partiellen Ableitungen und setzen beide 0. Daraus ergeben sich zwei
Gleichungen. Mithilfe dieser zwei Gleichungen kénnen wir xoy und yo bestimmen und
erhalten die kritischen Punkte.

2. Bestimme Oyy f, Oyy f und Oyy f .

3. Sei D = Oyyf - Oyyf — (Ouyf)?. Berechne D(zo,vyo) (kritische Punkte einsetzen) und
unterscheide folgende Fille:

i. D(zg,y0) > 0: der Punkt ist eine lokale Extremstelle. Falls O,.f < 0 gilt, so
handelt es sich um ein lokales Maximum, und falls O, f > 0 gilt, handelt es sich
um ein lokales Minimum.

ii. D(zg,yo0) < 0: der Punkt ist ein Sattelpunkt und keine Extremstelle.

Im Spezialfall von D = 0 miissen wir anders vorgehen. Dies sprengt aber den Rahmen
dieses Buches. Wir fokussieren uns auf das Anwenden des Rezeptes an einigen Beispielen
stattdessen.

Beispiel. Untersuche kritische Punkte von f(z,y) = x* — y>.

Losung. Wir gehen wie im Rezept vor:

1. Wir setzen die partiellen Ableitungen gleich 0:
O.f =2x < 0,
Oyf = —2y = 0.

Aus 2z = 0 folgt x = 0 und aus —2y = 0 folgt auch y = 0. Somit ist (0,0) unser
Kandidat.

2. Die zweiten partiellen Ableitungen sind
Opnf =2, Oyyf=-2, Opyf=0.
Sie sind alle konstant und daher stetig.

3. Wir bestimmen nun D(0,0). Es gilt
D(0,0) = (2) - (=2) — 0* = —4 < 0.

Somit haben wir einen Sattelpunkt in (0, 0).
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Beispiel. Untersuche kritische Punkte von f(z,y) = xy — 2 — y* — 2.

Losung. Wir gehen nach dem Rezept vor:

1. Wir setzen die partiellen Ableitungen gleich 0:

8zf:y—2:r—léo,
8yf:x—2y;0.

Aus der zweiten Gleichung folgt x = 2y. Eingesetzt in die erste Gleichung ergibt dies

T = —%, Somit ist ( — %, —%) unser Kandidat.

2. Die zweiten partiellen Ableitungen sind

8xxf = _27 8yyf = _27 a:cyf =1
Sie sind alle konstant und somit auch stetig.

3. Wir bestimmen nun D( —2 —%) Es gilt

Es ist noch zu bemerken, dass wir im Rezept beim ersten Fall nur 0., f betrachten. Tat-
sachlich kénnen wir aber auch 9y, f untersuchen und haben genau die gleichen Bedingungen.
Wieso? Wenn 0, f und 9y, f umgekehrte Vorzeichen haben, dann ist das Produkt der beiden
negativ. Da (axyf)Z immer positiv ist, ist somit D = negativ — positiv = negativ. Wenn
die Vorzeichen unterschiedlich sind, haben wir also einen Sattelpunkt. Wenn die Vorzeichen
hingegen gleich sind, so gilt der erste Fall. Da uns beim Unterschieden zwischen Minima
und Maxima nur das Vorzeichen von 0., f interessiert, ist es egal, ob wir 0., f oder 0y, f
betrachten, da im ersten Fall beide das gleiche Vorzeichen haben. Dazu also folgender Trick:

Trick. Falls die Vorzeichen von Oy, f(xo,y0) und Oyyf(xo,yo) unterschiedlich sind, so ist
(z0,y0) ein Sattelpunkt.

7.4.2 Extrema mit Nebenbedingungen

In der Praxis sind Extremwertprobleme meist verbunden mit sogenannten Nebenbedingun-
gen. Wir hatten beispielsweise in unserem einfiihrenden Beispiel die Variable vy, welche die
Anfangsgeschwindigkeit des abgeworfenen Speers beschreibt. Es ist klar, dass bei einer groBe-
ren Anfangsgeschwindigkeit der Gegenstand weiter fliegt, als bei einer geringeren Anfangsge-
schwindigkeit. Leider ist aber die Anfangsgeschwindigkeit beschrankt, denn kein Mensch kann
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ein Objekt mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 100km /s abwerfen. Wir fithren also Neben-
bedingungen ein. Diese Nebenbedingungen kénnen immer in die Form ¢(z,y) = 0 gebracht
werden. Wollen wir als Beispiel das Maximum der Funktion f(x,y) = 22 —y? finden, aber nur
Werte betrachten, welche auf dem Ring 22 +y% = 1 liegen, so ist ¢(x,y) = x2+y>—1. Wie be-
rechnen wir nun die Extremwerte? Dazu verwenden wir sogenannte Lagrange-Multiplikatoren:

Rezept. (Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen)

1. Schreibe eine neue Funktion A(x,y, \) hin (Lagrange-Funktion). Diese ist gegeben durch

A(l‘,y,)\) = f(xvy) +A- ¢(x,y)

Setze die Nebenbedingung und die Funktion ein. Achte darauf, dass du die Nebenbe-
dingung zuerst in die Form ¢(x,y) = 0 bringst.

2. Berechne die partiellen Ableitungen O, A(x,y, X), OyA(z,y, X), O\A(z, y, X) und setze sie
alle gleich 0. Finde dann alle Lésungen (xq,%0, \o)” des Gleichungssystems. Dies sind
die Kandidaten.

3. Die Hesse-Matrix ist gegeben durch

Opa\ OzyA  OpaA
H(z,y,\) = | OyaA  OyyA Oy
OraA OnyA  OA
Setze fiir (x,y, \) die Kandidaten (xq,yo, Ao) ein. Unterscheide folgende Fille:

i. det(H (zo, Y0, o)) > 0: lokales Maximum in (zq, yo).

(H
ii. det(H (xo, Yo, Xo)) < 0: lokales Minimum in (x,yo).
(H

iii. det(H (zg,y0, o)) = 0: keine Aussage méglich mit diesem Ansatz (wir werden
nicht weiter darauf eingehen).

Beispiel. Finde die Kandidaten fiir die Extremwerte der Funktion f(z,y) = 2% + 2y? unter
der Nebenbedingung y = x> — 1. Klassifiziere dann den ,einfachsten” der Kandidaten.

LGsung. 1. Die Nebenbedingung lautet ¢(x,y) = y — 2> +1 = 0. Unsere Lagrange-
Funktion ist

Az, y, ) =22+ 202 + X (y— 22 +1).
2. Die partiellen Ableitungen sind
Oz A(x,y,\) =22 — 2z =2z(1 — \) < 0,
Oy A(z,y, \) = 4y + X = 0,
WAz, y\) =y —22+1 2 0.
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Aus der ersten Gleichung haben wir entweder A\ = 1 oder x = 0. Wir unterscheiden also
zwei Félle:

(i) © = 0: die dritte Gleichung ergibt y = —1 und aus der zweiten Gleichung erhalten
wir A = 4. Somit haben wir

(0,-1), A=4

als unseren ersten Kandidaten.
. Einsetzen in die dritte

=

(i) X = 1: aus der zweiten Gleichung haben wir y = —
Gleichung ergibt

Somit sind unsere Kandidaten

3. Wir klassifizieren nun (0,—1). Die Hesse-Matrix ist gegeben durch

21-2) 0 -2
H(z,y,\) = 0 4 1
—2x 1 0
Mit (0,—1) (und X\ = 4) eingesetzt also

—6
H(z,y,A\)=| 0
0

N
o = O

Die Determinante davon ist det(H) = 6 > 0 und somit haben wir ein lokales Maximum
in (0,—1).

7.5 Tangentialebene

Wir haben bei eindimensionalen Funktionen gelernt, dass wir an jeder differenzierbaren Stel-
le eine Tangente anlegen kénnen. Die Tangente am Punkt zy war dann gegeben durch
g(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x(). Bei mehrdimensionalen Funktionen sind diese Tangenten
Tangentialebenen. Also Ebenen, welche den Graphen nur beriihren, aber nicht schneiden. Die
Tangentialebene am Punkt (xq,y0) ist gegeben durdﬂ

E(z,y) = f(%0,y0) + 9zf(z0,%0) - (x — x0) + Iy f (w0, y0) - (¥ — ¥o)-

2Es ist wichtig zu beachten, dass allein die Existenz von partiellen Ableitungen nicht ausreicht, um sicher-
zustellen, dass eine Tangentialebene existiert. Insbesondere kann es vorkommen, dass die Funktion f(z,y) an
einem Punkt (zo,yo) in beiden Variablen partiell differenzierbar ist, jedoch an dieser Stelle unstetig ist.
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Fir einen kritischen Punkt gilt aus 0, f(x0, yo) = 0y f(z0,y0) = 0 dann E(z,y) = f(z0,%0)
(also E(x,y) konstant und somit horizontal). Eine Tangentialebene fiir f(x,y) = —2% — 42
im Punkt (1, 1) ist beispielsweise gegeben durch

E(z,y) = -2x+y—1).

E(x,y) und f(z,y) sind in der folgenden Grafik abgebildet:

L4 4 /‘%\
) PR P
)/ IIII[,' z';'v




Mehrdimensionale Integrale

. Nature is written in mathematical language.”

— Galileo Galilei

8.1 Gebietsintegrale

Die Integrale, welche wir bis jetzt kennengelernt haben, kdnnen wir gebrauchen, um Flachen
unter Kurven zu berechnen. Beispielsweise ist die Fliche unter der Kurve von f(z) = 2
zwischen 0 und 1 gegeben durch fol r?dr = % Konnen wir dies irgendwie verallgemeinern
und auch auf Volumen anwenden? Dafiir schauen wir uns unser Beispiel mit dem Speerwerfer
aus der Einfiihrung des letzten Kapitels an. Wie kann ich das Volumen unter diesem Graphen
berechnen? Wahrend wir im eindimensionalen Fall jeweils die Flache in schmale Rechtecke
mit Hohe f(x) zerlegt haben, kénnen wir hier das Volumen in viele Quader mit Hohe f(x,y)
zerlegen. Das Integral ist dann gegeben durch

//B F(,y)d4,

wobei dA = dx - dy ein infinitesimales Flachenstiick ist. Das Volumen unter der Funktion aus
der Einfiihrung des letzten Kapitels ist dann gegeben durch

1[5 s
V= 9.81/0 /0 2% sin(2y) dz dy .

In diesem Fall beschranken wir uns auf den Bereich B = {(z,y) € R%|0 < 2 < 25,0 <
y < 5}. Wir haben hier die Anfangsgeschwindigkeit x also auf 25 und den Winkel y auf
5 beschrankt. Nun stellt sich die Frage, wie wir ein solches Integral I6sen. Dazu folgendes
Rezept, welches fiir Integrale auf rechteckig begrenzten Gebieten funktioniert:
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Rezept. (Bestimmen des Gebietsintegrals [[ f(x,y) dA dber ein Rechteck B = {(x,y) €
R%a <z <bc<y<d})

1. Ersetze dA durch dzdy und schreibe die Grenzen fiir B hin (zuerst fiir y, dann fiir x,
wenn die Reihenfolge dA = dx dy gewdhlt wird):

//Bf@:,y)dA:/cd/:ﬂx,y)dxdy.

2. Wir kénnen das Integral als ein verschachteltes Integral betrachten:

/Cd(/abf(x,y)dx)dy.

Ob wir zuerst das Integral mit dy oder dx berechnen, ist in diesem Fall egal.

3. Lése das innere Integral:

b
/ f(z,y)dz = I(y).

Dabei kannst du y als eine Konstante betrachten.

/Cdf(y)dy-

Die Lésung entspricht dem Volumen unter dem Graphen.

4. Lése nun das duBere Integral:

Wenn a, b, ¢ und d Konstanten sind (also B ein Rechteck ist), macht es keinen Unterschied,
ob man zuerst das ,x-Integral” oder das ,y-Integral” betrachtet. Man kommt schlussendlich
auf die gleiche Lésung. Was geschieht nun, wenn B kein Rechteck ist, sondern ein Gebiet der
Form

B ={(z,y) €R?la <2 <b,g(z) <y < h(x)}.

Ein solches Gebiet nennen wir ein einfaches Gebiet. Hierbei ist y von Funktionen von z
beschrankt. Wie miissen wir dann vorgehen? Hierfiir gibt es ein fast identisches Rezept zu
vorhin.

Rezept. Bestimmen des Gebietsintegrals [[ f(x,y)dA fiir

B={(z,y) eR’la <z <bg(x) <y<h(z)}
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1. Schreibe das Integral wie folgt auf:

J[ remaa= | b /g ::)f(:v,y) dyds .

2. Wir kénnen das Integral als ein verschachteltes Integral betrachten:

/:(/g::)f(x,y)dy>dx.

3. Lése das innere Integral

h(z)
/ f(z,y) dy = I(z).
g(x)

Dabei kannst du x als eine Konstante betrachten.

/:I(x) d .

Die Lésung entspricht dem Volumen unter dem Graphen.

4. Lése nun das duBere Integral

Bemerke hier aber, dass im Unterschied zu vorhin, die Integrale nicht andersherum berech-
net werden kénnen. Zuerst wird also das Integral mit den Funktionen als Grenzen berechnet,
und erst danach das duBere Integral mit konstanten Grenzen. Ist = durch Grenzen beschrankt,
welche von y abhéngig sind, so missen wir dA = dx dy wahlen und die Grenzen dementspre-
chend anpassen. Wir erhalten dann fiir den Bereich

B = {(z,y) € R’|g(y) <= < h(y),a <y <b}

das Integral

|| remaa= | b /g ;()y) f(@,y) dzdy.

Wie wir spater noch sehen werden, ist das Integral nicht nur nitzlich, um Volumina zu be-
rechnen. Das Integral auch ein Zeichen fiir eine unendliche Summe winziger Fragmente. Im
Kapitel zu Volumenintegralen werden wir dazu ein schones Beispiel aus der Physik sehen.

Beispiel. Sei B das folgende Gebiet:
B={(z,y) eER?0<z<y<2z<1}

Bestimme das Integral [ xy dA.
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Losung. Damit wir das Integral mit dem Rezept lésen kénnen, miissen wir zundchst das
Gebiet in unsere bekannte Form bringen. Dazu schauen wir uns an, wie x begrenzt ist (wir
vergessen das y) und erhalten aus 0 < x < 22 < 1 das Gebiet 0 < x < % Die Grenzen von y
kénnen dann einfach abgelesen werden: © < y < 2x. Unser Gebiet ist also

B={(z,y) eR*)0<z< -,z <y< 2z}

N =

Wir kénnen nun das Integral gemaB Rezept berechnen:

1 2x
//a:ydA:/z/ xydydz.
B 0 T

Wir erhalten fiir das innere Integral (x setzen wir konstant)

) T 2 2 33
dy=2z-|= ==.(4 = )

T

Nun kénnen wir das duBere Integral I6sen und erhalten
: 473
23 4 3 |z 3/1 3
/0 9" Ty [4]0 8(16) 128

Beispiel. Sei B das folgende Gebiet:

0.5 1 B

—0.5 |

Bestimme das Integral ([ z*y dA.

Losung. Damit wir das Integral mit dem Rezept lésen kénnen, miissen wir zundchst das
Gebiet in unsere bekannte Form bringen. Die Variable x muss dabei durch zwei Konstanten
beschrankt sein. In unserem Fall ist x von O und 1 beschrankt. y sollte nun von Funktionen
von x oder Konstanten beschrankt sein. Wir sehen, dass die y Koordinate genau von O bis
zur Schrige liuft. Die Funktion der Schrigen ist gegeben durch f(x) = x. Somit ist y durch
0 <y < x beschrinkt und wir erhalten das Gebiet

B={(z,y) eR?)0<2<1,0<y,<x}.
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Wir kénnen das Integral berechnen, indem wir dem Rezept folgen:

1 T
//a:deA—/ / 22y dyde.
B 0o Jo

Wir erhalten fiir das innere Integral (x setzen wir konstant)

T

T 2 2
1
/x2ydy:x2.[y] :xf'($2—02):§m4.
0

2 2

0

Das duBere Integral ergibt

DO | =
L — |
| %,
| S —
—

Il
sl

1
1
/ —gtdr =
0 2

8.1.1 Flachenberechnung

173

Ein interessanter Fall des Gebietsintegrals ist f(x,y) = 1. Wie groB ist nun das Volumen unter
diesem Graph? Wir haben im Abschnitt Gber Graphen von f(z,y) kurz erwdhnt, dass man
f(x,y) auch als eine Art Hohe betrachten kann. Haben wir also f(z,y) = 1 als konstante
Funktion (bzw. eine waagrechte Ebene mit Hohe 1), so ist das Volumen gegeben durch Ap-1 =

Ap, wobei Ap die Flache des Gebiets B ist. Es gilt also

AB:// 1dA.
B

Wir kénnen mit diesem Trick Flicheninhalte von einfachen Gebieten berechnen [l

Beispiel. Bestimme den Flacheninhalt des folgenden Gebiets:

0.5 |

—-0.5 1

Losung. Wir wollen zunichst das Gebiet in unsere bekannte Form bringen. In unserem Fall
ist x von 0 und 1 beschrinkt. Wir sehen, dass die y Koordinate genau von der Schrige bis

!Beachte, dass Gebietsintegrale die Flichenberechnung des Gebiets deutlich vereinfachen. Der Nachteil
von eindimensionalen Integralen (mit denen wir ja bis jetzt Flichen berechnet haben) ist die Beschrankung der
x-Achse fiir die Flache (wir haben unten, links und rechts immer vertikale, bzw. horizontale Geraden). Hier

kénnen wir aber selbst angeben, wie die Flache oben, unten, links und rechts beschrankt ist.
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1 lduft. Die Funktion der Schrige ist gegeben durch f(x) = x. Also ist y beschrankt durch
x <y <1 und wir erhalten unser Gebiet

B={(z,y) eR}|0<z<1,z<y <1}

Wir kénnen nun das Integral berechnen, wie wir es im Rezept getan haben:

1 pl
//1dA:/ / ldydz.
B 0 Jzx

Wir erhalten fiir das innere Integral

1
/ ldy= [yl =1-u=.

Nun kénnen wir das duBere Integral I6sen und erhalten

1 271
1
/1—xdx: e- | =2
0 2], 2

Das Resultat lasst sich leicht tiberpriifen, da die Fliche auch mit der Flichenformel des Drei-
ecks berechnet werden kann.

8.1.2 Polarkoordinaten

Haufig ist es einfacher ein Gebiet in Polarkoordinaten anzugeben. Ein einfaches Gebiet in
Polarkoordinaten ist von der Form

B ={(r,¢) € R%p1 < ¢ < pa,m1(p) <7 < 1)}

Um die Variablen besser zu verstehen, hilft folgende Skizze:

ra()

()

2 P1 T

Polarkoordinaten haben wir schon im Kapitel zu komplexen Zahlen gesehen. Das Gebietsinte-
gral kann in Polarkoordinaten wie folgt geldst werden:

Jrenaa= 7 /<(>) f(reos(),sin() - rdrdg.



8.1. GEBIETSINTEGRALE 175

Wir ersetzen also alle x durch 7 cos(y) und alle y durch rsin(y). Bei Polarkoordinaten miissen
wir unbedingt auf das r vor dA (bzw. vor dr dy) achten! Haben wir die Transformation in
Polarkoordinaten erledigt, kénnen wir wie im Rezept fiir kartesische Koordinaten fortfahren.

Beispiel. Beweise, dass die Fliche eines Kreises gegeben ist durch A = mR?, wobei R dem
Radius des Kreises entspricht.

Losung. Da wir einen Kreis haben, ist es einfacher in Polarkoordinaten zu rechnen. Der
Radius des Kreises ist beschrankt durch 0 < r < R. Der Winkel ¢ geht genau von 0 bis 2,
da 2w = 360°, was genau einer Kreisumdrehung entspricht. Das Integral ist gegeben durch

//Bf(x,y)dA:/Ozﬂ/Oerrdgo.

Wir berechnen nun wieder das innere Integral

/Oer'r: % [TQL)R: %RQ.

Das dubBere Integral ergibt

i Loy (7 Lot son 2
-R*dp=-R dp = =R [p]g" = 7R".
, 2 27" J, 2

Beispiel. Sei das folgende Gebiet gegeben:
B ={(z,y) eR*a® +¢* <4,2 >0,y > 0}.

Berechne das Integral

[ ==

Losung. Das Gebiet ist der Viertelkreis um (0,0) mit Radius r = 2 im ersten Quadranten:

3ty
2 i
1 B
L
—1 1 2 3
11
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Wir kénnen Polarkoordinaten verwenden und erhalten

w/2 2
//\/4—x2—y2 dA:/ / V4 —r2rdrde.
B 0 0

Fiir das innere Integral verwenden wir die Substitution u = 4 — r? (das r kiirzt sich mit der
Ableitung nach u weg). Wir erhalten

2 I 8
/ \/4—r2rdr:—2/ Vudu = —.
0 4

3

Wir berechnen nun noch das duBere Integral und erhalten

8.2 Volumenintegral

Da Volumenintegrale etwas weniger intuitiv sind, méchten wir hier ein Beispiel aus der Phy-
sik anschauen. Sei B ein Koérper, dessen Masse wir herausfinden méchten. Die Dichte dieses
Korpers ist nicht schén homogen und wir definieren die Dichte daher nur fiir kleine Volumen-
stlicke. Die Dichte am Punkt (x;,y;, 2;) ist gegeben durch die Funktion p(z;, y;, z;). Um nun
die Masse des gesamten Korpers zu bestimmen, schauen wir uns die Definition der Dichte an:

Masse von AV;
AV )

Das AV; in der Formel ist das kleine Volumenstiick um den Punkt (z;,y;, z;) herum. Umge-
formt erhalten wir nun die Masse des kleinen Volumenstiicks durch die Formel

p(xi, yis zi) =

Masse von AV; = p(x;, yi, 2;) - AV;.

Mochten wir nun die Masse des gesamten Korpers bestimmen, miissen wir also alle kleinen
Masse-Stiickchen zusammenzahlen. Wir erhalten eine unendliche Summe von infinitesimalen
Masse-Stiickchen. Die Masse von B ist dann

— 1 isYis 25 A ] = s Y, d .
mp mzrgo(al%:ip(x Yi, Zi) V) = mp ///Bp(:nyz) Vv

Hier haben wir nun ein infinitesimales Volumenstiick dV anstelle eines infinitesimalen Flachen-
stiicks. Das Losen des Integrals erfolgt gleich wie beim Gebietsintegral. Ein einfacher Koérper
ist von der Form

B ={(x,y,2) € R’|la <@ <b,g(x) <y < h(x),s(x,y) <z < t(x,y)}.

Dann ist das dazugehérige Volumenintegral

b rh(z) ri(zy)
// f(fﬂayvz)dV:// / f(z,y,2)dzdydz.
B a Jg(z) Js(zy)

Wir |6sen das Integral wieder von innen nach auBen. Wollen wir das Volumen von B berechnen,
l6sen wir das Integral mit f(x,y,z) = 1:

VB:///BldV.
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Beispiel. Bestimme fiir den Kérper

B={(z,y,2) R}z >0,y>0,2>0,z+y+2 <1}

///Bl_i_ydv.

Losung. Wir bringen den Kérper in die einfache Form. Die unteren Grenzen von x, y und
z sind uns bekannt. Da alle Variablen positiv sind, gilt auch x,y,z < 1 aus der letzten
Voraussetzung. Wir wollen x durch zwei Konstanten begrenzen. Seien diese also 0 und 1.
Die Variable y muss durch Funktionen von x beschrinkt werden. In unserem Fall wird also y
durch 1 —x beschrinkt, da ansonsten x+1y > 1 gelten wiirde, was im Widerspruch zur letzten
Voraussetzung steht. Schlussendlich gilt es noch z zu beschrinken. Die obere Schranke ist
z=1—a —y, indem wir x + y + z < 1 umformen. Unser Korper ist also gegeben durch

das Integral

B={(z,9,2) eR}|0<2<1,0<y<l-20<z<l-z—y}

und somit berechnen wir das Integral

1 1 11—z l—xz—y 1
///dV:// / b gaydr.
pl—z—y o Jo 0 l-—z—y

Das innere Integral ergibt

l-z—y 1 1
/ dz = [Z}(l)ixiy =1
0 l—z—y l-z—y

Es bleibt noch folgendes Gebietsintegral auszurechnen:

1 11—z
/ / 1dydx.
o Jo

Wir bemerken aber, dass dies genau der Flacheninhalt von
B={(z,y) eR)0<2x<1,0<y<1—x}

ist. Dieses Gebiet entspricht jedoch genau dem folgenden Dreieck

0.5 1

—-0.5 1
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Das Integral ist also genau der Flicheninhalt dieses Dreiecks:

1 1—x 1
ldydx = =

I 2
1 1
——dV = —.
///Bl—x—y v 2

Alternativ hitte man das Gebietsintegral auch mit den bekannten Methoden Iésen kénnen.

und somit auch



Vektoranalysis

“But in the new math approach, the important thing is to understand what you're
doing, rather than to get the right answer.”

— Tom Lehrer

Die Vektoranalysis ist ein Teilgebiet der Mathematik, welches die lineare Algebra mit der
Analysis verbindet. Vor allem in der Physik (spezifischer in der Elektrodynamik) braucht man
schwierige Integrale, die ohne die Vektoranalysis nur schwer analytisch losbar waren. In diesem
letzten Kapitel werden wir Begriffe wie Vektorfelder (in der Physik beispielsweise Kraftfelder)
und Gradiente lernen. Zunéachst erinnern wir uns aber wieder an Kurven und fiihren das
sogenannte Kurvenintegral ein.

9.1 Parametrisierung

Wir benétigen Kurven in der Mathematik, um etwa ein bewegtes Teilchen zu beschreiben.
Kurven werden in der Mathematik durch Vektoren beschrieben. Diese geben den Ortsvektor

t
des Teilchens zu jeder Zeit ¢ an. Eine Kurve ist also ein Vektor y(t) = (xEtD Die Geschwin-
Y
digkeit eines Teilchens ist dann die Ableitung des Ortvektors, also 7/(¢). Ein Beispiel sieht wie
folgt aus:

179
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Das Teilchen bewegt sich von P;(—2,2) bis P(—3, —3). Wir wollen nun lernen, wie wir eine
Kurve parametrisieren, also einen Vektor ~(¢) finden, der genau die gegebene Kurve beschreibt.
Das Ganze wollen wir an folgendem Beispiel demonstrieren:

Wir moéchten diesen Weg parametrisieren. Das bedeutet, wir wollen eine Funktion ~ : I =

[a,b] — R? t+ ~(t) finden, sodass v(a) = (:c(a)) der Anfangspunkt, und v(b) = (x(b)>

y(a) y(b)
der Endpunkt ist. In unserem Beispiel sehen wir, dass der Weg in drei (stetige) , Teilwege"
aufgeteilt ist. Alle drei Teilwege sind Geraden. I ist dabei das , Zeitintervall” in welcher das
Teilchen den Weg zuriicklegt.

9.1.1 Geraden parametrisieren

Sei nun (x1,y1) der Anfangspunkt einer Gerade und (z2,y2) der Endpunkt. Dann ist die
Parametrisierung dieser Gerade wie folgt gegeben:

vi[0,1] 5 Rt (t) = (ml + iz _"”1)> .

v+ t(y2 —y1)
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Wir haben dabei I = [0,1] gewahlt. Wollen wir aber stattdessen beispielsweise I = [1, 3]
wahlen, so kénnen wir die folgende allgemeinere Formel verwenden:
I
v la,b] — R? tl—>'y(t):< ! l;:g( 2 1)>
Y1+ H(W - 1)
Man beachte, dass immer a < b gelten sollte. Ansonsten hatten wir eine Zeit t, welche

rickwarts lauft. Dies ist physikalisch natirlich nicht wirklich sinnvoll. Wir wollen nun unser
Dreieck aus dem Beispiel so parametrisieren:

1Y
4 72
2 1
, V3
’\,/l
‘ e
—4 —2 2 4
_2 1
4

Zuerst parametrisieren wir v; mit der Formel von vorhin. Wir erhalten

’)/1:[0,1]—>R2 t'—>')/1(t): <O—|—t(03—0)> = <;t>,

0 0
wobei wir den Anfangspunkt v(0) = <0> und Endpunkt (1) = (3) eingesetzt haben. Wir

erhalten fiir die restlichen Wege mit der vorhin angegebenen Formel jeweils:

121 [0.1] > B2 mw(t):(gjﬁ:g;):@’f),
A ) B )

und zusammengefasst:

(??t) t €[0,1]
() = (if) te[0,1]

33t

(3 3t> 0.1
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9.1.2 Funktionen parametrisieren

Wir haben gelernt, wie wir Geraden parametrisieren. Nun wollen wir folgende Kurve parame-
trisieren:

wobei die Funktion im Intervall [0,2] genau f(z) = 2% — z entspricht. Falls die Kurve in
positive x—Richtung verlauft, ist die Parametrisierung allgemein durch

v [z, z2] — R? t— y(t) = (f;ﬂ)

gegeben. Dabei sind 1 und x5 jeweils die  Werte von wo bis wo die Funktion geht. In
unserem Beispiel von vorhin wiirden wir also

t
v:10,2] — R? t>—>’y(t)—<t2_t>

erhalten. Falls ¢ allgemeiner zwischen a und b ist, so ist die Formel:

v : [a,b] = R? t—y(t) = <ff;)>

mit

b—a

t* =21+ (xg—xl),
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also wie die erste Komponente bei den Geraden. Dies ist besonders dann hilfreich, wenn
man die Parametrisierung in die andere Richtung wahlen méchte (also von 1 nach zo mit
x1 > x2). In diesem Fall funktioniert die Formel auch (a < b muss aber weiterhin gelten).

9.1.3 Kireise und Ellipsen

Kreise werden durch folgende Parametrisierung beschrieben (vergleiche mit dem Einheitskreis
der Trigonometrie):

7y :]0,27] — R? t—(t) = (Rcos(t)) .

Rsin(t)

Dabei ist R der Radius des Kreises. Will man nur ein Stiick des Kreises parametrisieren, so
kann man als Intervall I = [«, 5] den gewlinschten ,Winkelsektor” wahlen. Man beachte auch,
dass wir theoretisch f(x) = £+ R? — 2?2 als Funktion des Kreises wahlen und die Methode
im letzten Abschnitt anwenden konnten. Dies ist jedoch ziemlich umstandlich.

Eine Ellipse wird durch die Gleichung "5—; + z—j = 1 beschrieben. Die Parametrisierung ist

gegeben durch

v [0,27] — R t%}y@)-(acmxw>

bsin(t)

Wenn wir a = b =: R wahlen, so vereinfacht sich die Parametrisierung zur Parametrisierung
des Kreises von vorhin.

Richtungsanderung

Sei eine Kurve

¥ fa,b] — R? tH%O:Cg>

gegeben. Diese hat den Anfangspunkt v(a) und Endpunkt 7(b). Wie kehren wir die Kurve um,
sodass deren Anfangspunkt v(b) und Endpunkt ~y(a) ist? Dazu missen wir ¢ in ~y(t) durch
den folgenden Term ersetzen:

" Richturgéndern a+b—t

Beit =a gilt danna+b—a = b und bei t = b gilt a + b — b = a. Dies ist also genau die
Richtungsanderung der Kurve:

v* : [a,b] — R? t»—Wy*(t):(x(a—i_b_t)).

yla+b—1)
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9.2 Kurvenintegrale von Skalarfelder

Kurvenintegrale sind Integrale entlang einer parametrisierten Kurve. Wir stellen uns eine Kur-
ve auf einer Flache vor. Nun sei eine Funktion f(x,y) gegeben. Fiir jeden Punkt auf der
Kurve zeichnen wir die Hohe f(x,y) ein. Es entsteht eine Kurve im 3D-Koordinatensystem.
Das Kurvenintegral ist dann die Flache unter dieser Kurve (wir kénnen uns dies als Gardine
vorstellen, welche von dieser Kurve herunterhangt).

Sei also  eine Kurve, die wie folgt definiert ist:
v [a,b] = B2t (2(t), y(1)):

Dann ist das Kurvenintegral einer Funktion f : B C R? entlang 7:

/f:cyds—/f DIy (6)]dt = /f P02 +y/(1)2dt.

Wir koénnen das auch auf den dreidimensionalen Raum anwenden. Das Kurvenintegral der
Funktion f : B C R? entlang einer Kurve

v [a,b] = R3,t — (2(t),y(t), 2(t))

/ F (a5, 7)ds = / ) ()] dt = / F(@(8), y(b), =)\ 2 (0 + y ()2 + /()2 dt.

Wir nennen dabei ds das Linienelement. Haben wir eine Kurve , fiir die y(a) = ~(b) gilt
(geschlossene Kurve), so schreiben wir
%fds.
5

Wir fassen das Losen eines Kurvenintegrals im folgenden Rezept zusammen:
Rezept. (Kurvenintegral [ f(z,y)ds Iosen)

1. Parametrisiere die Kurve v : [a,b] — R? bzw. R3.

2. Berechne den Betrag der Ableitung der Kurve, also
Y ()] = /' ()2 + o/ ()2

3. Wir ersetzen nun jedes x in f(x,y) durch xz(t) (aus der Parametrisierung der Kurve)
und jedes y ersetzen wir durch y(t). Wir erhalten dann f(x(t),y(t)).

/f V(1) dt.

Wir kénnen das Rezept fiir R® verallgemeinern, indem wir noch die dritte Variable z(t) hin-
zunehmen. Das Voorgehen bleibt gleich.

4. Berechne
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Beispiel. Berechne das Kurvenintegral von f(x,y) = y entlang des Halbkreises um (0,0) mit
Radius 1.

Losung. Wir finden zundchst die Parametrisierung fiir den Halbkreis. Diese kann (iber die
Parametrisierung des Kreises hergeleitet werden und es gilt

v : [0, 7] — R? t—y(t) = (Z:Eg) )

Nun berechnen wir den Betrag der Ableitung. Es gilt
—sin(t

7,(t):< <v
cos(t)

()] = 1/ (— sin(t))? + cos(t)? = 1.

Wir setzen nun y = sin(t) in die Funktion ein und erhalten

und somit

b s
[t v ©lde= [ s L
a 0
—cos(m) — (—cos(0)) = 2.

9.2.1 Lange der Kurve

Wir konnen (dhnlich zur Flachenberechnung mit Gebietsintegralen) die Funktion f(x,y) =1
setzen. So haben wir eine ,Gardine", die genau die Hohe 1 hat. Die Breite ist die Lange der
Kurve. Wir erhalten

b
Lange der Kurve v = /1ds = / 1- |9/ (t)|dt

v

und das entspricht genau der Formel, die wir bereits bei der Parametrisierung der Funktionen
gesehen haben.

9.2.2 Zusammengesetzte Kurven

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dass wir manchmal nicht differenzierbare Stellen in
unserer Kurve haben (Ecken). Wir mussten also die Kurve auf mehrere einzelne Kurven auf-
teilen. Dies ist aber kein Problem, denn es gilt fiir ¥ = Aneinanderreihung von Teilkurven

71,727 "'7’777,:

/Wfds:/%fds%— 72fds+...+/%fds.
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Beispiel. Berechne das Kurvenintegral von f(x,y) = x + y entlang des folgenden Wegs:

1Y
4 72
—
2 1
4!
‘ x
—4 —2 2 4
_2 1
—4 |

Losung. Wir bestimmen zunichst die Parametrisierungen. Es gilt:

y:[0,1] = R*  ten(t) = (??t) ,

v [0,1] 5 R2 £ y(t) = @’j .

Nun berechnen wir die Betrige der Ableitungen der Kurven:

SO (g) =3,
4] = | @ =3

Wir berechnen nun das Kurvenintegral, indem wir zuerst das Kurvenintegral der ersten Kurve
berechnen und dann das Kurvenintegral der zweiten Kurve dazuaddieren. Es gilt

1
F(t), y(t)) - ()] dt = /0 (3t+0)-3dt =

At

27
9="20
=5

O N ©

1
Fa®), y(t)) - I (0)| dt = / (3+31)-3dt =

Y2

und somit

9 27
ds=-+4+—=18.
T+ yds 2+ 5

—
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0.3 Vektorfelder

Bevor wir sogenannte Vektorfelder einfiihren, mochten wir zunachst den Gradienten kennen-
lernen.

9.3.1 Gradient

Der Nabla-Operator in R? ist definiert als

v;;(r)_

Analog kann dieser fiir R™ definiert werden als

Flodle

O0xn,

Der Gradient einer Funktion f(x,y) ist die Anwendung des Nabla-Operators an diese Funktion
f. Wir erhalten also alle partiellen Ableitungen von f(z,y) in einem Vektor:

8mf(:v,y)>
8yf(l‘a y) .

Der Gradient einer Funktion hat auch eine geometrische Bedeutung. Am Punkt (zg, yo) zeigt
der Gradient (Vektor) in die Richtung des groBten Funktionswertes in der Umgebung des
Punktes. Wenn wir die Funktion f(x,y) als Hohe auffassen wiirden, so sagt uns also der
Gradient, in welche Richtung der Anstieg am groBten ist.

grad(f) := Vf(z,y) = (

Beispiel. Berechne den Gradienten der Funktion (genauer gesagt des Skalarfeldes)
f(x,y,2) =22 +y? + 22 — R?

im Punkt Py = (1,0,1).

Losung. Wir berechnen die partiellen Ableitungen und erhalten

8mf($7y) = 2$7
oy f(z,y) =2y,
0.f(z,y) = 2z.

Somit ist der Gradient der Funktion an der Stelle (1,0, 1)

Vf(1,0,1) =

N O N
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Beispiel. Berechne den Gradienten der Funktion (genauer gesagt des Skalarfeldes)

f(z,y) = 32% — sin(zy).

Losung. Wir berechnen die partiellen Ableitungen und erhalten
O f(z,y) = 6z — y cos(zy),
Oy f(z,y) = —x cos(zy).

Somit ist der Gradient der Funktion

Vi(ry) = <6x — ycos(xy)) '

—1z cos(zy)

9.3.2 Definition

In der Vektoranalysis unterscheiden wir zwischen zwei Arten von Feldern. Einmal das Vektor-
feld, und einmal das Skalarfeld.

Skalarfeld

Ein Skalarfeld ist eine Funktion f : R™ — R, welche jedem Punkt z eine Zahl (Skalar)
zuordnet. Ein Skalarfeld ist somit nichts anderes als eine Funktion, wie wir sie bis jetzt kennen.
Im letzten Abschnitt haben wir uns mit Gradienten beschéaftigt, welche nur mit Skalarfeldern
definiert sind. Beispielsweise ist die Temperaturverteilung in einem Kérper ein Skalarfeld:

T:(z,y,2) = T(2,y,2).

Vektorfeld

Ein ebenes Vektorfeld ist eine Funktion
F: RS R?% (z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)),

welche jedem Punkt in R? einen Vektor zuweist. Wir kdnnen ebenfalls das raumliche Vektorfeld
definieren, wobei wir statt R?, Punkte aus R? wahlen. Es gilt also

ﬁ: R3_>R27 ('T,y,Z)'_>(Fl(l',y),Fg(x,y),Fg(fL’,y))'

Dabei sind F; die Komponenten vom Vektor F. In der Physik spricht man haufig von Kraft-
feldern, da die Kraft sowohl durch ihre Richtung, als auch durch ihren Betrag festgelegt ist.
Mit einem Kraftfeld beschreiben wir also den Kraft-Vektor, der auf einen beliebigen Punkt
(z,y, z) im Raum wirkt. Man kann sich als Beispiel ein Gravitationsfeld als Kraftfeld vorstel-
len. Platzieren wir einen Korper in diesem Gravitationsfeld, so féllt es in eine Richtung, welche
das Kraftfeld vorschreibt. Wir fiihren zwei weitere Begriffe ein:
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1. Wir nennen F ein konservatives Vektorfeld, falls eine Funktion f existiert, welche F=
V f erfillt.

2. Die Funktion f mit F= V f nennen wir das Potential von F.

9.3.3 Arbeitsintegral - das Kurvenintegral von Vektorfeldern

Wir moéchten nun wieder ein Beispiel aus der Physik anschauen, um Kurvenintegrale von
Vektorfeldern besser zu verstehen. Sei ein Gravitationsfeld F (Vektorfeld) gegeben, das die
Kraft fir jeden einzelnen Punkt im Raum auf einen Satelliten beschreibt (sowohl Richtung
als auch GroBe). Der Satellit soll nun mit Treibstoff von A nach B (iiber einen bestimmten
Weg 7) gebracht werden. Man méchte die benétigte Energie (Arbeit) herausfinden, welche
man aufwenden muss, um den Satelliten von A nach B zu bringen. Die Arbeit ist gegeben
durch W = F - r, wobei F' die Kraft und r der Weg ist. Wollen wir nun die Arbeit fiir einen
Weg in einem Kraftfeld F berechnen, teilen wir diesen in kleine Teilwege auf und erhalten das

Integral
W:/ﬁﬁ
i

Dieses Integral ist definiert als das Arbeitsintegral und es gilt

—

ﬁﬁﬁ:ﬁ%@@yy@a.

Da F und 7/(t) Vektoren sind, haben wir ein Skalarprodukt im Integral.

Rezept. (Berechnung eines Arbeitsintegrals fv F dF)

1. Parametrisiere die Kurve ~y. Bestimme also
v :la,b] = R™, t— ~(t).

2. Berechne #(t) = %'y(t) (jede Komponente einzeln nach dem Parameter t ableiten).

3. Benutze die Formel
= b =
/Fﬁ:/pw@yﬂwm.
¥ a

Ersetze dazu jedes x in den Komponenten von F durch x(t) aus der Parametrisierung
und mache das Gleiche mit den anderen Variablen.

Beispiel. Berechne das Arbeitsintegral fiir das Kraftfeld F = (y2, —1%)T entlang der Gerade
von (0,0) nach (1,0).
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Losung. Wir machen dasselbe wie im Rezept gegeben.

1. Wir parametrisieren die Gerade und erhalten
2 t
v:[0,1] = R t—(t) = NE

2. Wir berechnen nun den Geschwindigkeitsvektor (die Ableitung) der Geraden:

Y (t) = (é) :

3. Nun setzen wir alles in die Formel ein und erhalten
b . . 1 0 1
F(~v(t)) - t) dt = . dt = 0.
[ Fawyvwa= [ (),

Beispiel. Berechne das Arbeitsintegral fiir das Kraftfeld F = (x — y,x +y,2)" entlang der
Spirale

cos(t)
7 : [0,27] — R3 t— y(t) = | sin(t)
t

Losung. Wir wenden wiederum das Rezept an.

1. Die Parametrisierung ist schon gegeben. Wir fahren also direkt mit dem zweiten Schritt
fort.

2. Wir berechnen den Geschwindigkeitsvektor der Spirale:

— sin(t)
v (t) =] cos(t)
1

3. Nun setzen wir alles in die Formel ein und erhalten

b, on [ €OS(t) — sin(t) — sin(t)
/ F(y(t))-+'(t) dt :/0 cos(t) +sin(t) | - | cos(t) | dt
a ; X

= /QW(— sin(t) cos(t) + sin(t)? 4 cos(t)? + sin(t) cos(t) +t) dt
0

2
:/ 1+tdt=2n(1+mn).
0
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9.4 Satz von GauB-Green

Wir lernen nun einen wichtige Satz aus der Vektoranalysis kennen. Dieser ist der Satz von
GauB-Green. Sei dabei B ein Gebiet (wie wir es schon kennen). Wir wahlen eine Parametri-
sierung vom Rand dieses Gebietes . Die Kurve «y ist also geschlossen (da sie ja das Gebiet
umrandet).

Y
2,,
177 ~
Y
i L L L L L xw
-1 -0.5 05 1 15 2 25
-1+

Nun besagt der Satz von GauB-Green, dass folgende Gleichung fiir ein (stetig differenzierbares)

. (F
Vektorfeld FF = ( 1) gilt:
Fy

%ﬁdf: // 0pFy — 0, Fy dA.
¥ B

Wir kénnen also anstelle des Arbeitsintegrals auch das Gebietsintegral [ 0, F> — 9,F dA
berechnen. Manchmal ist Letzteres deutlich einfacher, wie wir es in den folgenden Beispielen
sehen werden.

Beispiel. Berechne das Arbeitsintegral von

(Y
und v dem Einheitskreis in positiv mathematischer Richtung. Berechne das Arbeitsintegral
einmal direkt, und einmal mit dem Satz von GauB-Green.

Losung. Arbeitsintegral: Wir kennen die Parametrisierung des Kreises:

7 : [0, 2n] — R? t—y(t) = (i:g;) .

Wir berechnen den Geschwindigkeitsvektor

o [ —sin(t)
= < cos(t) )
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und benutzen die Formel fiir Wegintegrale. Wir erhalten

/ﬁdf': /27r <cos(t). + sin(t)) _ (— sin(t)) &
¥ 0 sin(t) cos(t)
= — /27r sin2(t) dt = —m,
0

wobei das letzte Integral als Ubung iiberlassen wird.
Satz von GauB-Green: Wir berechnen zunichst

OpFy — 0y F; =0—1=—1.

[lﬁdF://B(—l)dA:—//BldA.

Da B genau die Fliche ist, welche von der Kurve umschlossen wird, erhalten wir mit dem
letzten Integral die Fliche des Kreises. Diese ist bekanntlich 7 - 2 mit r = 1:

Somit ist das Integral

Notation

- F
Eine weitverbreitete Notation des Arbeitsintegrals fir F' = <F1> ist
2

/F~df—/F1dx+F2dy.
;

Wie kommt diese Notation zustande? Der infinitesimale Linienvektor d7 ist definiert als

d
dr= ("),
dy
Einsetzen in das Arbeitsintegral ergibt

. R\ (d
/F-dF:/( 1><x> :/Fldengdy.
ol v \F2 dy
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9.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Sei vy der Geradenabschnitt von (0,0) nach (1,2). Berechne das Kurvenintegral

/ \/ 822 + 3y2dr.
”

Aufgabe 2. Bestimme den Gradienten von f(x,y) = 42% + 2y.

Aufgabe 3. Bestimme das Arbeitsintegral
fiir

entlang des Einheitskreises.

Aufgabe 4. Sei das Kraftfeld F = (—y,x) gegeben und sei vy der Weg von x = —3 bisxz =3
entlang der Funktion x> — 3. Bestimme das Arbeitsintegral.

© Hrvoje Krizic



194 9. VEKTORANALYSIS

9.6 Losungen

Losung 1. Die Parametrisierung der Kurve ist

'y(t):<t>, te0,1]

2t

Das Kurvenintegral ist dann
1 1 1
/ \/822 + 3y2 dFf = / 812 4+ 3 (2t)2 - V12 + 224t = / V20t2V/5dt = 10 - / tdt =5
v 0 0 0
Losung 2. Der Gradient von f ist gegeben durch
8z
Vf=

Losung 3. Vorgehen nach dem Rezept ergibt das Resultat:

yﬁﬁd?:o.
Y

Losung 4. Wir parametrisieren die Kurve und erhalten

Y(t) = <t2 ' 3) . te[-3,3

Das Arbeitsintegral ist dann

3 3
_ A — 2 —
Ade_[3K<7(t)) o8 dt /_3t +3dt =36



Anhang A

Vorkenntnisse

A.1 Potenzen

Wichtige Potenzgesetze sind:

1. a"-a™ ="t
2. 4 — g™

am
4. a"-b" = (a-b)"

(&)
o
2%

Il

—~
SIS
S—
3

Wir méchten zeigen, dass diese Potenzgesetze der Definition der Potenz nicht widersprechen.
Das erste Gesetz folgt direkt aus der Definition der Potenz, denn

av-d"=a-a-...ca-a-a-...-a=a"™.

n—Mal m—Mal

Auch das zweite Gesetz folgt direkt, denn wir kdnnen in diesem Fall kiirzen:

m—Mal (n—m)—Mal
—_———
n
a a-0——T"0-G ... Q-G _
— = =a-...-a-a=a""
a™ a-%...-a —
(n—m)—Mal
m—Mal

Wir iiberlassen hier die Beweise der 3.-5. Gesetze als Ubung. Diese lassen sich alle ebenfalls
mit der Definition beweisen. Das 6. Gesetz folgt aus dem 2. Gesetz. Wir wahlen dazu n = 0
und erhalten:

o

2. a 1
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Wir haben hier die folgende Eigenschaft fiir a # 0 verwendet:
a®=1.
Wir bemerken, dass 0° nicht definiert ist. Fiir n # 0 gilt

0" =0.

A.2 Wurzeln

Was haben Wurzeln mit Potenzen zu tun? Tatsachlich sind Wurzeln nichts anderes als Po-
tenzen. Denn es gilt

1

Va =an.

Wourzeln sind rationale Exponenten! Genau so sollten wir auch mit Wurzeln umgehen. Bei
Ableitungen, Integralen und Folgen miissen wir Wurzeln immer als Potenzen mit rationalen
Exponenten betrachten.

A.3 Logarithmus

Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion von e*. Es gilt also
b=e" < log(b) =a.

Wir bemerken hier, dass wir die Notation log(x) = In(z) benutzen. In diesem Buch verwenden
wir keinen Logarithmus zu einer anderen Basis als e. Es gelten die folgenden Eigenschaften:

1. log(a - b) = log(a) + log(b),
2. log (§) = log(a) — log(b),
3. log(ab) =b-log(a).

Wir kénnen die zweite Eigenschaft mit der ersten und dritten beweisen. Es gilt ¢ = a - b1
und somit

a L. 3.
log <b> = log<a . b_1> = log(a) + log(b_1> = log(a) — log(b).

Wie zuvor erwdhnt, werden wir neben der natiirlichen e-Basis keine andere Basis verwenden.
Mochten wir jedoch trotzdem eine andere Basis nutzen, so gilt

logy(a) = o),

wobei b die gewiinschte Basis ist.
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A.4 Trigonometrie

A.4.1 Definition und Einheitskreis

Die Funktionen sin(x) und cos(x) sind aus der Uni-Mathematik nicht wegzudenken. Es ist
daher essenziell, die Grundlagen der Trigonometrie gut zu verstehen. Wir erinnern uns, dass
in einem rechtwinkligen Dreieck folgende Definitionen fiir den Sinus und Kosinus gelten:

. Gegenkathete Ankathete
sin(z) = —————, cos(x) = ———.
Hypotenuse Hypotenuse

Die Begriffe Ankathete, Gegenkathete und Hypotenuse sind in der folgenden Grafik dargestellt:

Hypotenuse
Gegenkathete

Ankathete

Es ist deutlich einfacher (und besser), sich den Sinus und Kosinus anhand des Einheitskreises
vorzustellen. Der Einheitskreis ist ein Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius » = 1. Wir
beschriften die Achsen in unserem Koordinatensystem mit sin(z) und cos(z):

sin(x)

-1 cos(x)

Wir beginnen bei der 1 auf der Kosinus-Achse. Mdchten wir beispielsweise sin(90°) bestimmen,

© Hrvoje Krizic



198 ANHANG A. VORKENNTNISSE

so drehen wir uns im Gegenuhrzeigersinn um 90° und lesen die sin(x)-Achse ab. Wir erhalten
in unserem Bild:

sin(x)

90°
\ 1

cos(z)

Also ist sin(90°) = 1. Ein weiteres Beispiel: wir méchten cos(—270°) bestimmen. Da wir nun
ein Minus davor haben, beginnen wir zwar wieder bei der 1 auf der Kosinus-Achse, drehen
aber im Uhrzeigersinn um 270°. Wir erhalten wieder genau den gleichen Punkt wie im Bild
vorhin. Jetzt wollen wir aber den Kosinus ablesen. Auf der Kosinus-Achse sind wir genau bei
cos(—270°) = 0.

A.4.2 Bogenmal

Bevor wir zu den Eigenschaften von sin(z) und cos(z) kommen, lernen wir eine bessere Einheit
fur Winkel kennen. Bis jetzt haben wir Winkel in Grad angegeben. Fiir komplexe Zahlen und
viele weitere mathematische Berechnungen ist es aber deutlich einfacher das BogenmaB zu
verwenden. Es gilt folgende Beziehung:

lozlrad.

Wir lassen aber das ,rad" (kurz fiir Radian) in den meisten Fallen weg und schreiben einfach
beispielsweise 180° = . Einige wichtige Winkel in BogenmaB sind in der folgenden Tabelle
gegeben:

Grad ‘OO 30°  45°  60° 90° 180° 360°

Bogenmass ‘ 0

T
5 T 2

ol
INE
el
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A.4.3 Eigenschaften

Es gelten folgende wichtige Eigenschaften von Sinus und Kosinus. Als Ubung sollte man
versuchen, alle mit dem Einheitskreis zu verstehen:

sin <72r - a:) = cos(x),
cos (;T - x) = sin(x),

sin?(z) + cos?(x) = 1.

Die letzte Eigenschaft ist der trigonometrische Pythagoras. Weiter gilt, sowohl fiir Sinus als
auch Kosinus, dass sie 2m-periodisch sind, also sin(z + 27) = sin(x) und cos(z + 27) =
cos(z). Betrachten wir den Einheitskreis, so haben wir mit 27 eine 360°-Drehung, also andert
sich der Wert der beiden Funktionen nicht.

A.4.4 Additionstheoreme

Die Additionstheoreme sind ebenfalls eine wichtige Eigenschaft von sin(z) und cos(z). Es gilt
ohne Herleitung:

sin(z + y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y),
cos(x £+ y) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y).

Mit y = x folgen direkt die Doppelwinkel-Satze:
sin(2z) = 2sin(z) cos(z),

cos(2x) = cos?(z) — sin®(z).

A.4.5 Symmetrien

Die Funktionen sin(z) und cos(x) weisen wichtige Symmetrien auf. Es gilt

sin(—z) = —sin(z),
cos(—x) = cos(x).
Wir sehen, dass cos(x) also symmetrisch an der y—Achse ist und wir nennen die Funktion

deswegen gerade. Die Funktion sin(z) hingegen ist punktsymmetrisch am Nullpunkt. Wir
nennen sin(x) ungerade.

A.4.6 Wertetabelle

Mit dem Einheitskreis lassen sich von Auge schon einige wichtige Werte von sin(x) und
cos(x) herleiten. Einige weitere besondere Werte sind im folgenden Einheitskreis aufgelistet.
Die Punkte beschreiben jeweils (cos(z),sin(z)):
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sin(x)

A.5 Weitere Vorkenntnisse

A.5.1 Doppelbriiche

Bei Doppelbriichen kénnen wir folgenden Trick anwenden: Das Produkt der duBeren Zahlen
ergibt den Zahler, das Produkt der inneren Zahlen ergibt den Nenner:

Sl
WIES
Qlg
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A.5.2 Quadratische Erganzung

Ein Thema, welches im Gymnasium haufig ausgelassen wird, ist das quadratische Ergénzen
eines quadratischen Polynoms. Sei ein Polynom zweiten Grades

az’ +br+c
gegeben. Dann kénnen wir das Polynom zu
b2 b2
a(”za) *C‘(za)
umschreiben. Wir wollen dies tiberpriifen und klammern aus:
(g vem () =l reeg v () ) ve (2)
alxr+ — c—(— ) =al(x r— — c— | —
2a 2a 2a 2a 2a
b2 b2
2
— b il N
axr” + x+(2a> +c (2@)
= ar’+bx +e.

Die quadratische Erganzung ist wichtig fiir Integrale mit einem quadratischen Polynom im
Nenner.
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Anhang B

Mathematische Symbole

B.1 Mengen
Name Zeichen  Beispiel
Natirliche Zahlen N = {1,2,...} (manchmal auch inklusive 0)

Ganze Zahlen
Rationale Zahlen
Reelle Zahlen
Komplexe Zahlen
Element von
leere Menge
Differenz Mengen
Schnittmenge
Vereinigung

Teilmenge

N CDOQ—=mnmauw=mooN2=Z

Z={.,-2-1,012,..}

Q={flacZ bez\ {0}

Beispiele sind 7, e,% eR

Beispiele sind 4,3i,1,m, 2 € C

x € R (,z ist eine reelle Zahl")

0 = {} (alternative Schreibweise)

Z \ N (alle Zahlen z < 0)

{2,3,41 N {1,3,4,5} = {3,4}
{2,3,4YU{1,3,4,5} = {1,2,3,4,5}

R C C (alle reellen Zahlen sind auch komplex)
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B.2 Aussagenlogik

ANHANG B. MATHEMATISCHE SYMBOLE

Name Zeichen  Beispiel
fur alle A VeeR:22>0

(alle Quadrate reeller Zahlen sind positiv)
es existiert 3 JrxeR:22=2

(es existiert mindestens eine reelle Zahl, deren Quadrat 2 ist)
es existiert genau ein 3! JrecR:2%=2

(es existiert genau eine kubische Wurzel aus 2)
Verneinung - sei A = ,es regnet"”; dann ist A = ,es regnet nicht"
und A reERAYyER

(z und y sind reell)
oder \% zreRVyeR

(x ist reell oder y ist reell oder beide sind reell*)
impliziert = re€R = z€C

(wenn z reell ist, so ist = auch komplex)
wird impliziert von — reC < zeR

(Umkehrung der vorherigen Aussage)
Aquivalenz <— zeN < (r€ZAx>0)

*Das ,,oder" in der Logik entspricht also nicht dem , entweder, oder" in der deutschen Sprache
(was ausschlieBen wiirde, dass beide richtig sind). A V B ist also auch wahr, wenn A und B

beide wahr sind.



Anhang C

Wichtige Graphen

f(@) f(x)

c /c x
flz)=c fl)=mz+c
f(z) f(x)

L m

f(z) =ar? + bz +c f(z) = ax3
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f(x) = loga

f() = cos(x)



Anhang D

Beweis DI-Methode

Wir mochten nun verstehen, wieso die DI-Methode funktioniert, und im Prinzip das gleiche
ist, wie die bekannte Formel

/ f() - ga) dx = F(z) - g(x) - / F(z) ¢ (z) dr,

wobei F'(z) die Stammfunktion von f(z) ist. Wir integrieren f(x) und leiten g(x) ab. In der
DI-Methode wiirde das wie folgt aussehen:

D I
+ g(z) | flz
- J(z) | F(z)
+
+

Wenn wir jetzt die DI-Methode wie im zweiten oder dritten Fall verwenden, so miissen wir
zuerst die erste Diagonale hinschreiben und die zweite Zeile als Integral auffassen:

D I

T @ 1@
— @) BF@)

-  F(z)-g(x)= [F(z)- ¢ (z)de.

+

Das ist genau unsere Formel fiir die partielle Integration. Bei der herkdmmlichen Formel
(rechts) missen wir das zweite Integral jetzt ausrechnen. Das kénnen wir nochmals mit der
DI-Methode machen, miissen aber jetzt die Vorzeichen dndern, da ein Minus vor dem Integral
steht (nun ist die Stammfunktion von F'(x) gekennzeichnet durch F):
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—[F@)-g@)de — + ¢'(x) | Flo)

+

Die DI-Methode ist aber genau deswegen so einfach, weil wir unsere erste Tabelle auch einfach
weiterfithren kénnen. Denn wenn wir bei der zweiten Zeile beginnen, erhalten wir genau die
Tabelle fiir das zweite Integral. Wir kénnen den Prozess so oft wiederholen, wie wir méchten.
Sobald wir eine 0 in einer Zeile stehen haben, ist das Integral, welches wir berechnen missen,
einfach 0 (bzw. eine Konstante +C'). Somit missen wir das Integral nicht mehr aufschreiben
und horen einfach auf, indem wir die Diagonalen hinschreiben.
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