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Tag 3

Aufgabe 1 :
Beantworte folgende Kurzaufgaben zur DGL ¢/(x) = (1 — y(x))(5 — y(x))

(a) Bestimme die stationdren Losungen.

(b) Fiir welche Anfangsbedingungen yo = y(0) ist die Losung streng monoton fallend?

(¢) Bestimme lim, ., y(z) fir yo = 3.

(d) Fir welche Anfangsbedingungen yo = y(0) hat die Losung genau einen Wendepunkt.

Solution:

(a) Die stationdren Losungen sind gegeben mit y/(x) = 0, also y(x) = 1 oder y(z) = 5.

(b) Fiir 1 < y(z) < 5 gilt /() < 0 und somit wihlen wir die Anfangsbedingung 1 < y(0) <
5.

(c) Mit einer Skizze der Monotonieeigenschaften in jedem Streifen erhalten wir einen Grenz-
wert bei y(z) = 1 (die stationdre Losung y(x) = 5 ist abstossend).

(d) Esisty'(z) = y*(v) —6y(x) +5 und somit y"(x) = 2y(z)y'(z) - 6y'(z) = y'(z)(2y(x) —6).
Also ist der Wendepunkt bei y(z) = § = 3. Dieser liegt im Streifen zwischen 1 und 5.
Da dort die Losung monoton fallend ist, miissen wir die Anfangsbedingung zwischen 3
und 5 wéhlen, um genau einen Wendepunkt zu haben.

Aufgabe 2 :
Untersuche die Losbarkeit des folgenden Gleichungssystems in Abhéngigkeit von 1 € R:

T1+ 2o +a3=1
—I1+2ZE3:2
3$1+2$2:M

Solution: Mit dem Gaussverfahren finden wir das System in Zeilenstufenform:

10 =2 | =2
(Ale)=10 1 3 3
00 0 | u
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(es kann sehr gut sein, dass man hier was anderes bekommt mit anderen Zeilenumformun-
gen... die Argumente unten sollte man trotzdem haben (also auch die (fast) Nullzeile) Es gilt
det(A) = 0. Aber Rang(A|c) = 3 # 2 = Rang(A) falls p # 0. Somit gibt es keine Losungen,
falls p # 0 ist. Sei nun g = 0. Dann kénnen wir x3 =t € R frei wihlen und erhalten unendlich

viele Losungen, explizit gegeben durch

—2+2t
3—-3t |,teR
t

Aufgabe 3 :
Bestimme die restlichen Eigenwerte in C von
-1 4 -6
A=13 -3 5
4 —6 9

wenn \; = 2 + ¢ ein Eigenwert ist.

Solution: Aus dem Fundamentalsatz der Algebra muss auch:
Ay =2 —i
ein Eigenwert sein. Die Spur der Matrix ist Spur(4) = —1 — 3+ 9 = 5 und damit
S=AM++A=024+0)+2—-i)+3=4+X3 = N3=1

der letzte Eigenwert.

Aufgabe 4 :
Lose folgende Differentialgleichung mit Anfangsbedingung y(3) = 0

vy +y=a2"+1

Solution: Die DGL umgeschrieben in unsere bekannte Form ergibt

, 1 2 +1

Y =——y+ :
xz T
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Wir beniitzen die Variation der Konstanten:
1
P(z) = /——d$ = —In(z)
x

und

241
Cla)= [ e CmenT 114,
T

2
1
:/x:v+ d
x

1
—/xz—i—ld:c—gmg—i—x—l—[(

Einsetzen in die Losungsformel ergibt:

1 1 K
y(x) = (gx?’ +r+K)g " = §x2 14—

Einsetzen der Anfangsbedingung ergibt
K
y(3):3+1+§:() — K=-12
Somit ist die Losung

1 12
y(r) = 2> +1—- =

Aufgabe 5 :
Bestimme die allgemeine Lésung der homogenen DGL 2. Ordnung;:

"

y =9y

Solution: Die DGL lautet in unserer Form
Y +9y =0
Das charakteristische Polynom ist

N4+9=0
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und somit A = £3i. Wir erhalten also (a« = 0, = 1) die Losung

yp, = C cos(3z) + Cysin(3x).

Aufgabe 6 :
Es sei das DGL-System Ay =y’ gegeben mit

Fir welches X ist

t—y(t) = eM (;()

eine Losung des Systems mit A € R konstant.

(A) X

(B) X =
(€) X
(D) X

D

Solution: Mit Einsetzen der vier moglichen Werte von X findet man, dass

g

ein Eigenvektor von A ist und somit eine Losung des Systems mit A = —5.
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