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Tag 2

Aufgabe 1 :
Sei

fl@)=A, xel0,m)
wobei A eine Konstante (A € R) ist.

(a) Setze die Funktion so fort, dass sie 2m-periodisch und ungerade wird.

(b) Berechne die reelle Fourierreihe der 2m-periodisch fortgesetzen Funktion.

(c) Berechne die komplexen Fourierkoeffizienten.

Solution:

(a) Die ungerade 2m-periodische Fortsetzung ist

_JA oz e0m)
fl2) = {—A z € [-m,0)

(b) Esist ax = 0 da die Funktion ungerade ist. Wir berechnen nun by:

/ f(z)sin(kx) d

_2 / Asin(k) da

B 2(AO— Acos(k))
k

_ 2401 (=1)Y)

B mk

2A(1 — (=1)F) _ {O k gerade

k 44k ungerade

7k

Die Fourierreihe ist dann

% _(_1)k
Z 2401 7Tk( D >sin(k‘x)

oder

NE

D) sin((2k + 1))

el
Il

0

Wir kénnen das Resultat so stehen lassen oder noch eine Fallunterscheidung durchfiihren:
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(c) Die komplexen Fourierkoeffizienten sind gegeben durch

Cr = 20 ]{;:

also
—iA(—(=1)")
- k>0
c, =<0 k=20
—zA(l—k(—l)k) E<0
beziehungsweise
i —(—1)*
oo A=) gLy
k
Aufgabe 2 :

Berechne die Laplace Transformierten der folgenden Funktionen:
(a) f(t) =3sin(t —2)O(t —2) +e
(b) g(t) = e™3(2t) + 5 cos(t — 4)O(t — 4)
(c) h(t) = t3%.
Hinweis: Es gilt 3% = ¢2?()¢,
(d) k(t) = sin*(¢).

Hinweis: Benutze < sin®*(t) = 2sin(t) cos(t) = sin(2¢).

Solution:

(a) Wir verwende zuerst die Linearitét:
L(f(t))(s) = 3L(sin(t —2)O(t — 2))(s) + L(e™)(s).
Dann benutzen wir fiir den ersten Term die Verschiebung nach rechts:
L(f())(s) = 3e*L(sin(t))(s) + L(e™)(s).

Der Rest sind nur noch bekannte Transformationen aus der Tabelle:

1 . 1
241 s+7

L(f(t))(s) =3e™™
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(b) Wir verwenden wieder zuerst die Linearitiit, wobei wir im ersten Term (2t)* = 8t3

bemerken:
L(g(t))(s) = 8L (e %) (s) + 5L(cos(t — 4)O(t — 4))(s).

Im ersten Term benutzen wir den Dampfungssatz, im zweiten den Verschiebungssatz
nach rechts:

L(g())(s) = 8L(#*)(s + 3) + be **L(cos(t))(s).

Im ersten Term benutzen wir die bekannte Transformation £(t*)(s) = & und ersetzen
s durch s + 3, im zweiten Term steht nur noch eine bekannte Transformation aus der
Tabelle:

6 _4s S 48 Sse~1s

) = .
(8+3)4+ 2t (S+3)4+82+1

L(g(1))(s) =8

Wir folgen dem Hint und schreiben h(¢) um zu
und wenden die Laplace Transformation an:
L(h(t))(s) = Lt (s).

Da wir einen Term mit der Exponentialfunktion haben, wenden wir den Dampfungssatz
an:

L(h(t))(s) = L(t)(s — 21In(3)).
Wir kénnen nun die bekannte Transformation £(t)(s) = =

L(h(1))(s) = (sTlln(?)))?

benutzen und erhalten:

S

Wir berechnen die Laplace Transformierte von < sin®(¢) mit dem Hinweis:
£ (o)) (5) = Lein@0)(s) = -
7 Sin s) = L(sin )= a1

wobei wir die bekannte Transformation von sin(at) benutzt haben. Wir kénnen ausser-
dem den Ableitungssatz im Originalbereich auf die Transformation von < sin®(¢) anwen-

dt
den:
L (% sinz(t)> (5) = sL(sin?(t))(s) — sin?(0) = sL(sin?(t))(s),

wobei wir sin?(0) = 0 verwendet haben. Indem wir die beiden Rechnung zusammenfiigen,
bekommen wir:
2
s24+4
2
s(s24+4)

sL(sin?(t))(s)

= L(sin*(t))(s) =
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Aufgabe 3 :
Berechne die Laplace Riicktransformationen der folgenden Funktionen.
Hint: Eine Teilaufgabe kann mit dem Faltungssatz, eine mit der PBZ und eine mit den blossen
Rechenregeln ricktransformiert werden.

82
(a) ¥5in

(b) iy
Hinweis: Benutze cos(z) sin(y) = 3 (sin(z + y) — sin(z — y)).

(¢) S

Solution:

(a) Hier haben wir eine relativ komplexe gebrochenrationale Funktion, d.h. wir wenden PBZ
an. Der Nenner ist schon faktorisiert. Als Summe der Partialbriiche erhalten wir:
s24+1 A B C

s% (s +1) sTE st

Indem wir die Gleichung mit s*(s + 1) multiplizieren, erhalten wir:

2+ 1=As(s+1)+ B(s+ 1)+ Cs?
=s*(A+C)+s(A+ B) + B.

Mit Koeffizientenvergleich finden wir also:
(A+C) =1, (A+ B) =0, B=1,

und somit A =—1,B=1,C =2, also:

S+l 11
s2(s+1) sta™ s+1
= —L(1)(s) + L(t)(s) +2L(e")(s) = L(—1+1t+2e")(s),

wobel wir in der zweiten Zeile nur aus der Tabelle bekannte Trafos verwendet haben.
Daraus folgt also —1 + ¢ + 2e~! fiir die Riicktransformation.

(b) Wir verwenden hier den Faltungssatz, da die Funktion ein Produkt zweier aus der Tabelle
bekannter Transformationen ist:

S S 1

(32—1—1)2_32+1.32+1:

L(cos(t))(s) - L(sin(t))(s).

Mit dem Faltungssatz folgt also fiir f(t) = cos(t), g(t) = sin(t)

S

EraE =Lf(s) Lg(s)=L(f*g)(s)
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und somit ist (f % ¢g)(¢) die Riicktransformation. Nun miissen wir noch das Faltungsin-
tegral ausrechnen:

(f*g)(t) = /0 cos(u) sin(t — u) du

1 t
=— / sin(t) — sin(2u — t) du
2 Jo

1

t 1 t
= —/ sin(t) du — —/ sin(2u — t) du
2.Jo 2.Jo

t

1

1
2 cos(2u — t)] 0

1
= §t sin(t)

wobei wir in der zweiten Zeile cos(z) sin(y) = 3 (sin(z+y) —sin(z —y)) verwendet haben.

(c) Hier haben wir weder ein offensichtliches Produkt bekannter Transformationen, noch
eine gebrochenrationale Funktion. Stattdessen haben wir ein Term e~%%, der im Verschie-
bungssatz nach rechts auftaucht. Den wenden wir nun riickwértsin. Um den anwenden

zu konnen, bemerken wir zuerst die bekannte Transformation L£(t)(s) = %:

—4s

T e OI0)

52 52

Jetzt konnen wir den Verschiebungssatz anwenden:

e L(t)(s) = L((t —4)O(t — 4))(s).

Das heisst, wir haben als Riicktransformation (¢ — 4)O(t — 4) gefunden.
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