Mathematik Ill PVK
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2.A1 [4 Punkte] Sei f die Funktion mit f(z) = z? und 0 < z < 1.

(i) Skizzieren Sie den Graphen der ungeraden Fortsetzung f, fiir —4 < x < 4 in das Koordina-
tensystem in Ihrem Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1 und geben Sie dort auch
die Periode von f, an.

(ii) Berechnen Sie den komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y dieser Funktion f,,.

Notieren Sie Ihre Losungen in Ihrem Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1l.
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Fiir reelle Eigenwerte A1, A2 der Matrix A unterscheiden wir die drei Falle:
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Fiir komplexe EW A, A\ mit A, = A; haben wir auch drei Fille.
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3.MC2 [1 Punkt| Sei ¢y = F(y) ein nichtlineares System mit stationdrer Losung y., und Jacobi-

Matrix DF(ys) = (_01 ;

folgendermassen aus?

) . Fir welches 3 sieht die Losungkurve in der Nahe von y,, qualitativ

>

o
e N N N
|
-

Q
|
|
(-

-

D @ ™ ™
|—
|
= DN

AN TN TN N



Sommer 2023, Aufgabe 3

3.A1 [2 Punkte] Gegeben sei das System y' = F'(y) mit

Y1 1y + Ui
= und F'(y) = : :
= (1n) 4 P = (o )
Im Quadrat {(z,y)| —7m <z <7, —7 <y < 7} hat das System drei Fixpunkte.

Zeichnen Sie zwei von diesen in das Koordinatensystem in IThrem Antwortheft unter Auf-
gabennummer 3.Al.
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(i) Bestimmen Sie den Fixpunkt (S, Is) mit I, > 0.

(ii) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix DF'(S.,, I,), und beschreiben Sie das Verhalten einer Lésung,
welche nahe beim Fixpunkt (S, I,) startet?
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3. Wir betrachten fiir ein Vektorfeld F' : R* — R? und z(t) = (
z'(t) = F(x(t)) mit

) ein nichtlineares System

7y (t) = Fi(z1(t), 72(t)) = 2 Way(t) — 22(¢),
2(t)) = z1(t) — 22()”.

X
Do
N

]
%
Ay
~~
N

X

(a) [3 Punkte]
Bestimmen Sie die Fixpunkte (stationdre Losungen) des Systems.

(b) [2 Punkte]

OF1(z1,z2) OFi(z1,72)
Berechnen Sie die Jacobi-Matrix DF(z) = | 55,0 1) omie2ay) | -
3m1 3x2

Hinweis: Es ist 2% = elr(2)z,

(c) [3 Punkte]

Sei T, = (io"’l) der Fixpunkt mit ;1 > 0 und z,,2 > 0. Untersuchen Sie das Verhalten
00,2

einer Losung in der Nahe des Fixpunktes z .



Sommer 2021, Aufgabe 4

4. Wir modellieren die zeitliche Entwicklung einer Entziindung in einem Organ durch die partielle

Differentialgleichung
Up = Uy + AU (PDE)

Dabei ist u(z,t) der Grad der Entziindung zur Zeit ¢ an der Stelle z € [0, 7] und A > 0 ein Mass
fiir die Reproduktionsrate der Erreger. Am Rand des Organs sei die Entziindung fiir ¢ > 0 durch
den Einfluss eines Antiphlogistikums unter Kontrolle, das heisst es gilt

u(0,t) = u(m,t) =0 fiir alle ¢t > 0. (RB)
Zur Zeit t = 0 hat die Entziindung das Organ gleichmiissig erfasst:
u(z,0) =1 fir0<z<m. (AB)

(a) [3 Punkte]
Fiihren Sie einen Separationsansatz u(z,t) = T'(¢) X (z) in (PDE) durch, um je eine gewthn-
liche Differentialgleichung fiir X (x) und fiir 7'(¢) zu erhalten. Achten Sie darauf, dass fiir X
periodische Losungen entstehen.

(b) [3 Punkte]

Bestimmen Sie die Losungen X, (z), welche den Randbedingungen (RB) gehorchen.

(¢) [2 Punkte]
Finden Sie fiir jede Losung X, (z) eine Losung T}, (t) um die Basislosungen u,(z,t) = T, (t) X, ()
zu erhalten.

(d) [7 Punkte]
Superponieren Sie die Basislosungen, also

u(z,t) = Z B, T,(t) X, (z),

und bestimmen Sie die Koeffizienten B, so, dass die Anfangsbedingung (AB) erfiillt ist. Fiir
welche Werte von A geht die Entziindung im Laufe der Zeit zuriick?



