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1 Eigenwertprobleme

1.1 Fragestellung

Betrachtet man eine Abbildung bei der x auf einen Vektor y abgebildet wird, also 7 +— AZ.
Nun sucht man zu einer beliebigen Matrix A einen speziellen Vektor der bei der Abbildung
nicht gedreht sondern nur gestreckt oder gestaucht wird. Dieser Vektor soll dann Eigenvek-

tor heissen. Es gilt folglich:
AT = \F (1.1)

Abgebildeter beliebiger Vektor Abgebildeter Eigenvektor

1.2 Definiton

Sei A eine Matrix A € C™", dann heisst A € C ein Eigenwert (EW) von A, falls ein
7 € C", ¥ # 0 existiert, sodass A7 = A7 gilt. & heisst dann Eigenvektor (EV) von A zum
Eigenwert \.

1.3 Eigenwerte

1.3.1 Berechnung von Eigenwerten
AZ = \o = NIZ
A — ANz =0 (1.2)
(A=AD)Z=0

Wie man sieht ist ein Eigenvektor also eine nichttriviale Losung des Gleichungssystems (A —
AZ = 0. Somit muss die Determinante des Gleichungssystems Null sein.

det(A — \I) = 0 (1.3)




huwylerf@ethz.ch 1 EIGENWERTPROBLEME

Die obige Determinante bildet ein Polynom, das auch Charakteristisches Polynom ge-
nannt wird.

1.3.1.1 Beispiel

N

I
SN
SIS
NN

4—- ) 2 2
det(A — M) = det 2 4-Xx 2
2 2 4=

det(A — M) = —(A —2)*(A—8) =0

—>>\1:)\222,)\3:8

1.3.2 Algebraische Vielfachheit

Die Algebraische Vielfachheit ist die Anzahl mit der eine Nullstelle bzw. ein Eigenwert im
Charakteristischen Polynom vorkommt. Im Beispiel oben sind zwei Eigenwerte gleich zwei.
Deswegen ist die algebraische Vielfachheit von A = 2 zwei und analog die alg. Vth. von 8
eins.

1.3.3 Polynomdivision

Die Polynomdivision funktioniert analog zur bereits bekannten schriftlichen Division. Divi-
diert man ein Polynom durch eine Nullstelle geht die Division immer restlos auf. Im Beispeil
unten ist jetzt 1 die erste Nullstelle. Also dividiert man das Polynom durch (A —1). Fiir den
ersten Term dividiert man 2)\3 durch A und bekommt 2\%, die man hinter dem Gleichzeichen
notiert. Nun rechnet man 2\ mal (A — 1) und notiert das Resultat unter die Gleichung. Jetzt
subtrahiert man den Unteren Term von dem oberen und erhélt einen Rest. Diesen dividiert
man dann wieder weiter. Das ganze Prinzip klingt etwas kompliziert, ist allerdings relativ
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einfach. Am besten sieht man die Vorgehensweise wenn man mal ein Beispiel durchrechnet.

AN+ XN +20=5) (A —=1) =2\ +3X+5

203 — 2)\?
3\2
302 — 3\
5\
50—5

0

1.3.4 Bemerkungen zu Eigenwerten

e Es gibt fiir eine Matrix A € C™*" mindestens einen Eigenwert.
e Es gibt fiir eine Matrix A € C™*™ maximal n Eigenwerte.
e Es gibt genau n Eigenwerte, wenn man jeden EW mit seiner Vielfachheit zéhlt.

e Die Spur einer Matrix A ist die Summe der Diagonalelemente.

n

Spur(A4) = Za“ (1.4)

i=1
e Das Spektrum von A ist die Menge aller Eigenwerte.

e Ahnliche Matrizen sind zwei gleiche Matrizen, die in einer anderen Basis ausge-
driickt sind. So ist beispielsweise B die gleiche Matrix wie A nur dass sie mit den
Transformationsmatrizen in eine andere Basis transformiert wurde.

B =T7'AT (1.5)

— Ahnliche Matrizen haben das selbe charakteristische Polynom, also die selben
Eigenwerte, damit das gleiche Spektrum. Ausserdem besitzen sie die gleiche De-
terminante und die gleiche Spur.

— Ist B=T7'AT und X ein Eigenwert von A zum Eigenvektor #, so ist ¥ = T7'%

ein Eigenvektor von B zum Eigenwert .

e Orthogonale Matrizen: (Eine n x n Matrix Q ist orthogonal wenn fiir ihre Inverse
folgendes gilt: Q71 = QT)
— Alle Eigenwerte A € C haben den Betrag |A\| =1

— FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von Q stehen orthogonal aufeinan-

der.
— Die Operatornorm von Q ist: ||Q| =1
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1.4 Eigenvektoren

1.4.1 Berechnung von Eigenvektoren

Wie wir vorher gesehen haben gilt untenstehende Gleichung fiir einen Eigenvektor . Somit
miissen wir nur das homogene Gleichungssystem fiir verschiedene \; l6sen. Wir bekommen
also ein Gleichungssystem in dem wir \; einsetzen, eines in dem wir A\ einsetzen etc.

(A— D) =0 (1.6)

1.4.1.1 Beispiel

S

I
SRR
[CRNGIN
NN

)\1:/\2:2,>\3:8

Nun setzen wir den ersten Eigenwert in die Matrix (A — AI) und l6sen das entstandene
homogene Gleichungssystem. Gesucht ist also der Kern von (A — AI).

2 2 2
2 2 212=0
2 2 2
Setze: x3 =t,x9 = 8,01 = —s—t
—s—1 —1 —1
Kern ={ s steR={[ 1 |s+ | 0 |t steR}
t 0 1

Der Eigenvektor zum Wert 2 hat folglich zwei wahlbare Parameter. Man sagt nun dazu
geometrische Vielfachheit welche jetzt also fiir den ersten Eigenektor 2 ist. Die geome-
trische Vielfachheit ist also die anzahl freie Parameter des homogenen Gleichungssystems
(A — A)Z = 0 Setzt man jetzt noch 8 als zweiten Eigenwert in das Gleichungssystem so
bekommt man den zweiten Eigenvektor.

1
Kern(A —8I) = 1]tjteR
1

Die geometrische Vielfachheit zum Eigenwert 8 ist also eins.
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1.4.2 Sitze und Definitionen zu Eigenvektoren

e Sei A ein Eigenwert von A, dann gilt:

1 < geometrische Viel fachheit von A < algebraische Viel fachheit von A (1.7)

e Seien \q,...)\, paarweise verschiedene Eigenwerte von A und x1, o, ...z} die dazugeho-
rigen Eigenvektoren, dann sind 1, zo, ...x) linear unabhéngig.

e Definition: Eine Matrix A € C"*™ heisst einfach, falls jeder Eigenwert die algebraische
Vielfachheit eins hat.

e Definition: Eine Matrix A € C™*™ heisst halbeinfach, falls bei jedem Eigenwert die
geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist.

e Jede einfache Matrix ist auch halbeinfach.

2 Normierte Vektorraume

2.1 Definition einer Norm

e N)VoeV |¢|>0, [U]=0=0=0
e N2)VieV, VaeR |at| = o

e N3)vo,WeV, v+ <o)+ [l

2.2 Bekannte Normen

o Fuklidische Norm

1 = \fo? +0F + - + 02 (2.1)

o Maximumsnorm
[7]]oo = max{|vs], |va], ... [vna]} (2.2)

e P-Norm fiir 1 < p < o0

3=
—~
no
w
~—

[0]lp = (lor[” + [va]” 4 - - + |on]”)

e P-Norm im komplexen Raum ist exakt analog definiert. Bsp:

1+ 2i
j =142+ i+ 1 —i=vV5+1+2 (2.4)

1—1 L
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{7 e R ||o], < 1) {7 e R, || < 1} {7 e R ||o]: < 1}

2.3 Satz uber zwei verschiedene Normen

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und sind || ||, sowie || ||y zwei Normen auf V, so
existieren Konstanten A, B € R, sodass fiir alle ¥ gilt:

[7]le < Allvfls  und 7]y < B|U]|a (2.5)

2.4 Funktionennormen

e Maximumsnorm (grosste Amplitude)

[flloe = max{[f(z)] | 2 € [a,b]} (2.6)

i1, = (| |f<a:>|pdx)’1’ 2.7)

e LP-Norm fiir 1 <p < o0

2.5 Matrix Normen

e Hilbert-Schmidt Norm 1/2
IAll, = ( ZZ@) 28)
i

e Spalten Maximumsnorm

[Allsar = mjaxz |aij] (2.9)
i=1
o Zecilen Maximumsnorm .
[All 70 = m?XZ |aij] (2.10)
j=1
e Operatornorm
4l = s 1 o] .11)
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2.6 Konvergenz

Sei V ein Vektorraum mit der norm ||.||, dann ist mit dieser Norm automatisch ein Konver-
genzbegriff verbunden. Wir betrachten dazu eine beliebige Funktion oder einen beliebigen
Vektor v und einen zweiten Vektor v, als Art approximierter Vektor v der mit steigendem n
sich dem Vektor v annahert. Er konvergiert also zum Vektor v.

lim v, = v <= lim |jvp, —v|| =0 (2.12)
n—oo

n—oo

3 Skalarprodukte

3.1 Definition

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung <.,.> : V xV — R heisst Skalarprodukt,
wenn:
e (S1)
(ryy+z)=<z,y>+<wz,2>
<z,oy >=a<z,Y>
e (S2)
<zy>=<y,r> (3.1)
e (S3)
<z,z>>0und <z,2>=0= =0 (3.2)

3.2 Induzierte Norm

Durch jedes Skalarprodukt ist automatisch eine induzierte Norm definiert.

[o]] = V<o, 0> (3:3)

Es gilt: [|.|| ist genau dann von einem Skalarprodukt induziert, wenn Vz,y die Parallelo-
grammgleichung erfiillt ist.

2 2 2 2
[+ ylI” + [l = yII” = 2([l=[]" + [ly[I") (3-4)
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3.3 Beispiele von Skalarprodukten
e Standartskalarpordukt

V=R" <x,y>= inyi (3.5)
i=1

e Standartskalarpordukt fiir Funktionenrdume mit induzierter Lo-Norm

V = Cla, b < f,g>= / f(x)g(z)dx (3.6)

I, = (< 2.7 =1 = ([ b )k " (37)

3.4 Definition Orthogonalitat

Falls V und unser Skalarprodukt <.,.> einen Innenproduktraum bilden, sagt man, dass zwei
Vektoren a,b € V auf einander senkrecht stehen bzw. orthogonal sind, falls < a,b >= 0
gilt. Man schreibt auch a L b.

3.4.1 Beispiel mit Vektoren in R?

Zwei Vektoren mit dem Standartskalarprodukt sind gegeben:

(Z) , (_ba> <x,y>=ab—ba=0 (3.8)
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3.4.2 Beispiel mit Funktionen in C([0, 27])

Man betrachte die Funktionen f,(z) = cos(nz) n € N*. Ausserdem ist das Skalarprodukt
hier folgend definiert: < f,g >= fo% f(x)g(x)dx

< foy frn >= /0 7rcos(nx) cos(mz)dx = %/0 ' cos((n +m)z) + cos((m —n)x)dx  (3.9)

(3.10)

T falls m =n

B {0 falls m # n

D.h. cos(mx) steht senkrecht auf cos(nx) fiir m#n. Auf dieser simplen Tatsache basiert die
ganze Theorie der Fourrier Reihe. Das hier verwendete Skalarprodukt erfiillt natiirlich die
Bedingungen (S1)-(S3). Durch die bereits bekannten Eigenschaften eines Integrals ist dies
relativ einfach ersichtlich, wenn man die Bedingungen noch einmal ansieht.

3.5 Orthogonalprojektion
Gegeben sind x,y ungleich Null. Wir suchen jetzt z = Ay sodass x —y L y ist.

—> —

O=<z—2z,y>=<2— Y,y >=< 2,y > —-A<y,y>

 <azy>

= A=
<Y,y=>

(3.11)

y
pe=<ay> — 2 3.12
Vs (3.12)

Der z Vektor ist folglich Ay =< z,y > <yyy> =< z,y > €, Das Skalarprodukt von <x,y>

gibt also nur die Projektionsldnge in einer Richtung an, wenn der Richtungsvektor normiert
ist, also die Lénge eins hat bzw. ein Einheitsvektor €; ist!
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3.6

Weitere Satze zu Skalarprodukten

e Die Orthogonalprojektion von x € V auf y € V ist

3.7

< >
z = iy (3.13)
<Y,y>
Ve,y e V gilt:
2 112
<,y >*< lz” |ly] (3.14)
Satz des Pytagoras
lz +ylI* = ll=* + [ly)” fire Lye<z,y>=0 (3.15)
Orthonormalbasis
Definition: z € V heisst Einheitsvektor wenn ||z| = 1 gilt.
Seien ey, ey, €3,...¢, paarweise orthogonale Vektoren und sind e; # 0 Vi, so sind

€1, €9, €3,...¢ linear unabhéngig.

n paarweise orthogonale Einheitsvektoren bilden in einem n-dimensionalen Vektorraum
eine Basis.

Eine Basis aus orthogonalen Einheitsvektoren heisst Orthonormalbasis.

Die Orthogonalprojektion von x auf einen Unterraum span(eq, e, .. .e) vom gesam-
ten Vektorraum span(ey, es, ... e, ...e,) realisiert den minimalen Abstand von x zum
Unterraum und ist durch folgende Formel gegeben.

k
Z:Z<LU,6Z' > e (3.16)
i=1

3.7.1 Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren

10
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Seinen {by, by, bs, . . . b, Hinearunabhéngige und erzeugende Vektoren eines Vektorraums.
Sie bilden folglich eine Basis. Nun existier eine Orthonormalbasis {e1, e, €3, . . . €, } sodass
der gleiche Raum aufgespannt wird und alle Vektoren senkrecht aufeinander stehen.
1. ;
1
€1 = (317)
11
2.
€
6,2 = bg— < bg,el > e €2 = 7, (318)
lea
A
b, ;
e’
e, -
3.
€3
6:/3 =b3— < bg, er > e1— < bg, €2 > €9 €3 = W (319)
€3
4. Nach diesem Schema kann man beliebig viele Orthonormale Vektoren berechnen.
Den n-ten Einheitsvektor berechnet man folgendermassen.
n—1 6,
e =b, — Z < b, e; > e en = l :‘” (3.20)
e
i=1 n

Das ganze geht natiirlich auch mit Funktionen indem man dann die speziefischen Funktions-
skalarprodukte und deren induzierte Normen benutzt.

3.7.2 Beispiel

1 0 0
b= 1], 0=1{1].,05=10 (3.21)
1 1 1

11
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1
b1 1
o=t = |1 (3.22)
ol =~ 3 |
0 0 1 1 1 1 1 —2
/
=bym <bper>e— |1 =([1], = [1]h=[1]==]1 (3.23)
1 1) v3\) v3\1) 3\
—2
e 1
=2 — [ (3.24)
el = V5 | ]
1 0
Gg:b3—<b3,€1>€1—<b3,€2>€2:"‘:§ —1 (325)
1
0
A 1
ep=-3 = [ (3.26)
el = V3 \

3.8 Skalarprodukte auf komplexen Vektorraumen

Eine Abbildung V' x V' — C ist ein Skalarprodukt falls (S1) und (S3) gelten. Anstatt von
(S2) haben wir eine modifizierte Version (S2)’

(S52)’
Ve,y eV : <z,y>=<uy,r > (3.27)
Beispiel
I hn
Fiir ein komplexes Skalarprodukt in C": Sei x = |22 | und y = | y2 | wobei z;,y; € C
T3 Ys

Dann ist ein komplexes Skalarprodukt wie folgt definiert:

3

<z, Yy >= kayk (3.28)
k=1

Dabei benutzen wir die Konjugierte einer komplexen Zahl. Es gilt: a +b = a — b und
2Z = |2|?

12
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4 Lineare Abbildungen

Jede lineare Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen F : V' — W mit
dim(V) = n und dim(W) = m lésst sich durch eine Matrix A beschreiben. Wir haben
B ={by,...b,} als Basis von V und C={c¢y, ... ¢, } als Basis von W. Der Koordinatenvektor
von z € V wird nun als [z|g geschrieben. Analaog ist der Koordinatenvektor von y = Az
€ W [y]c. Die Abbildungsmatrix A wird auch Darstellungsmatrix genannt. Thre Spalten sind

[F'(b))]c

X1 U1

[lp = :ijbj Wle=1| => O ayz))e (4.1)

i=1 j=1
Tn Ym

F
VII > Wm

X » y=AXx
], > [yl

4.1 Beispiel zum finden der Abbildungsmatrix

Wir haben V als den Vektorraum der Polynome vom Grad <2 in der Basis B={1, z,z*}. W
ist der Vektorraum der Polynome vom Grad <1 mit der Basis C={1, x}. Gesucht ist jetzt
eine Abbildung F:V — W, p(x) — p/(z) (Ableitung) Jetzt wissen wir, dass die Spalten von

A die Abbildungen der Basisvektoren von x sind. Also miissen wir nur die Basisvektoren
abbilden um die Matrix A zu finden.

F(br) = F(1) = 0, also [F(b)]e = (8>
Fib) = P =1, o 01 (1)

F(bs) = F(a?) = 2z, also [F(by)|o = @

049

13
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4.2

Definition Bild und Kern

Das Bild einer Abbildung ist die Menge aller Vektoren y, die durch eine Abbildung
mit einem beliebigen Vektor x entstehen kénnen.

Im(F)={F(x)|lzeV}CW (4.3)

Der Kern von einer Abbildung F ist die Menge aller Vektoren, die auf Null abgebildet
werden.

Kern(F)={zx e V| F(x)=0} CV (4.4)

4.2.1 Satze zum Kern und Bild

Sei b € im(A) <= Ax=b ist 1sbar. im(A) = span{a® ... a™}

Sei x € ker(A) <= x ist auch Losung von Ax=0.

Der Kern von A ker(A) ist ein Unterraum von R”

Das Bild von A im(A) ist ein Unterraum von R™

dim(ker(A)) + dim(im(A)) = n

dim(im(A)) = dim(im(AT)) = Rang(A)

im(A) und ker(AT) spannen bei einer Abbildung von R + R™ den Raum R™ auf.

Vz € R" y € R™gilt: <Az,y> = <z, ATy> wobei <.,.> links ein Standartskalarprodukt
in R™ und rechts ein Standartskalarprodukt in R™ ist.

im(A) L ker(AT)
dim(im(A)) + dim(ker(AT)) = m

4.2.2 Fredholm Alternative

Ax=Db ist genau dann losbar, wenn b senkrecht auf allen Losungen des adjunktierten li-
nearen Gleichungssystems ATy = 0 steht.

4.3

Az = b ist 16sbar < b € im(A) < b L ker(A”) (4.5)

Zusammengesetzte Abbildungen

Vel wn G 7 (4.6)
Basis B — Basis C — Basis D (4.7)
[z]p — Alz|p — B(Alx]p) = BA[z]5 (4.8)

14



huwylerf@ethz.ch 4 LINEARE ABBILDUNGEN

In der oben gezeigten Verkniipfung ist A die Darstellungsmatrix der Abbildung F und B
die Darstellungsmatrix der Abbildung . Die Darstellungsmatrix von G o F' ist das Matrix-
produkt BA. WICHTIG: Auf die Reihenfolge achten!

4.3.1 Satze zu Zusammensetzungen

e Die Zusammensetzung von linearen Abbildungen ist selber linear.
e Sei F:R" - R™, v+ Arx und G : R™ — RP y — By dann ist

H=GoF: R'—R’ 12— BAx (4.9)

4.4 Lineare Selbstabbildung (Inverse)

o [ : V" — V" x — F(x) ist linear und heisst invertierbar falls es Vy € V genau
ein z € V gibt, sodass F(x) = y gilt. Die Abbildung muss folglich bijektiv sein. Das
heisst, es gibt nur ein x das durch die Abbildung zu einem speziellen y wird. Umgekehrt
gibt es zu jedem y ein passendes x.

e Ist I invertierbar, so heisst F~! die Umkehrabbildung von F.
e [':x+— Ax ist genau dann invertierbar, wenn A regulér ist.
e F~!ist linear und es gilt R” — R" bzw. 2 — A~ lx

e Falls F invertierbar ist, gilt F~'(F(x)) = x bzw.

FloF=FoF'=I (4.10)

4.5 Koordinatentransformation/Basiswechsel

Oft wird ein uniibersichtliches Problem einfacher, wenn man eine geeignete Basis wahlt.
Seien nun A={ay,...,a,} und B={by,...,b,} zwei Basen im Vektorraum V. So ist eigent-
lich ein Koordinatenvektor in der Basis A nichts anderes als die genaue Beschreibung der
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Koordinaten von x mit den Basisvektoren von A.

a1 12 A1n
- - - 21 22 A2n

[x]4 = 2101 + 220 + . .. ,d, = 21 + 29 + ...z, (4.11)
an1 an?2 Ann

Analog ist y gegeben durch die Koordinaten in der Basis B. Falls die Funktion von Koordi-
naten noch nicht genau klar ist, ist das noch genauer in meinem Skript zu Lineare Algebra
I nach zu lesen.

b1 b12 bin
- - o bas bao bay

[WlB = y1b1 + y2ba + ...yl = y1 + Yo + . Yn (4.12)
bnl bn2 b’rm

Wenn man sich nun den hinteren Teil der Gleichung ansieht ist schnell klar dass man das
ganze auch kompackter schreiben kann.

ai; @1 ... Gip T

W= |92 02 o 0| 22 (4.13)
Ap1l Ap2  -.. QGpp Tn
bii by ... by n

s = bar baa ... Dby Yo (4.14)
bat buz s ) \m

Méchte man nun x mit einer anderen Basis schreiben so setzt man die beiden Punkte [x]4 =
[y|s gleich, da sie ja den gleichen Punkt beschreiben. Das ergibt dann Ax—=By wobei A die
Matrix aus den Basisvektoren der Basis A ist und B die Matrix aus den Basisvektoren der
Basis B.

— AZ = By (4.15)

Der Koordinatenvektor y in der Basis B ist folglich:
B 'Az =B 'By=y (4.16)

Diese Formel sollte man nicht nur wissen sondern auch verstehen, da die herleitung davon
sehr simpel ist. Wenn man das einmal verstanden hat ist der Basiswechsel eine einfache
Angelegenheit.

4.5.1 Beispiel
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Basis A ist die Standartbasis B = {ej, e2} und die Basis B ist gegeben durch A = {e; +

€2, —e1 + € N {((1)) | ((1))} o {G) | (_11)} (4.17)

[wla = ([ba]a [b2]4)[v]B (4.18)

o= (3 ) s (419

Als Beispiel soll man nun den Vektor v, der in der Basis B gegeben ist in der Basis A
ausdriicken.
2 1 =1\ (2 1
[v]g = (1) also [v]a = <1 1 ) (1) = <3) (4.20)

4.5.2 Transformationsmatrix einer linearen Abbildung

Wir wissen von voher, dass folgendes gilt:

Ax = By
B 'Ax =y A— B
A'By ==z B— A

Wir kénnen jetzt B~ A als Transformationsmatrix 7' zusammenfassen. Sie transformiert
einen Vektor von der Basis A in die Basis B. Analog kénnen wir A™'B als T~! bezeichnen,
da sie Vektoren von der Basis B in die Basis A transformiert.

F

Basis A x > vy
T I T
G
Basis B a » b

Obenstehendes Bild zeigt Schematisch die Pfade, die man bei einer Berechung einschlagen
kann. Befindet man sich beispielsweise in der Basis B und mochte die Abbildung F benutzen,
die in der Basis A viel einfacher ist, so kann man einen Umweg iiber die Basis A machen.
Die Abbildung G ist dann gegeben durch TFT 1.

17
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ACHTUNG!: Reihenfolge beachten! Der Pfad, den wir gehen ist zwar so, dass wir zu-
erst mit 7! in die Basis A wechseln, dann die Abbildung F anwenden und schlussendlich
in die Basis B zuriickwechseln, aber die Abbildung G ist nicht 7-'FT. Warum? was wir
machen ist nichts anderes als dass wir auf einen Vektor schritt fiir Schritt eine Abbildung
nach der anderen anwenden. Also:

T (x)

F(T(x))

T(F(T™(x)))

also

4.5.3 Beispiel

Wir betrachten wieder die Basen aus dem vorherigen Beispiel. Dabei ist A wieder die Stan-
dartbasis und B die abgeénderte Basis. Wir haben nun die Abbildung F in der Standartbasis.

S (ORI OR Y] 2

Fy= Gg L},ﬁ) T=B"'A= (_11//22 1?;) T-'=A"'B= G _11) (4.22)

sorr - (2 I )-CY)  em

5 Anwendungen von Eigenwertproblemen

e Satz: Seien g1, g, ... gx die geometrische Vielfachheit der paarweise verschiedenen Ei-
genwerte Aj, A2, ..., A\;. Dann gibt es in jedem Eigenraum Ej; g; linear unabhangige
Vektoren.

e Es gibt zu einer Matrix A™*" genau dann eine Eigenbasis, wenn die Summe der geo-
metrischen Vielfachheiten = n ist. In anderen Worten, wenn A halbeinfach ist, gibt es
eine Eigenbasis zu A.

5.1 Beispiel Eigenraum
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Sei A eine gegebene Matrix und die dazugehorigen Eigenwerte bekannt, so kann man folgende
Eigenrdume definieren:

4 2 2
A=12 4 2 AM2=2,A3=38
2 2 4
-1 -1 1
FEs> = span 01,11 FEs = span 1
1 0 } 1

Die geometrische Vielfachheit von A5 ist g1 2 = 2 und von A3 g3 = 1 Im Eigenraum FE, gibt
es also laut obigem Satz zwei linear unabhéngige Vektoren. Die Summe der Vielfachheiten ist
also die Menge der linearunabhéngigen Vektoren und ist in diesem Fall drei. Folglich bilden
die Eigenvektoren eine Eigenbasis und spannen den ganzen dreidimensionalen Raum auf.

5.2 Diagonalisieren

Eine Matrix A € C™*" heisst diagonalisierbar, wenn eine weitere invertierbare Matrix
existiert, sodass folgendes gilt:

T 'AT = D = diag(dy,ds, . . ., d,) (5.1)

A=TDT™* (5.2)

Warum ist jetzt D = T7'AT und nicht wie vorher B = TAT~!'? Wenn man sich alles
genau ansieht merkt man, dass man eigentlich doch gleich vorgeht. Der Unterschied liegt
nur darin, dass wir T genau umgekehrt definieren. Wir definieren T' = (ev%l) 61}52) ... ) Damit
gilt Ta = Iz bzw. a = T~ 'z. T ist hier also die Ubergangsmatrix von der Eigenbasis in
die Standardbasis. Vorher hatten wir aber T als B~'A definiert, also als Ubergang von der

speziellen Basis in die Standardbasis. (B~'Ax = y)

A

Standardbasis x

S
o
V———>YV
H

Eigenbasis a

Satz: Falls zu A eine Eigenbasis existiert, ist A auch diagonalisierbar und umgekehrt. Das
schone an einer Eigenbasis ist, dass die Darstellungsmatrix beziiglich seiner Eigenbasis dia-
gonale Gestalt hat. Mittels Diagonalisieren transformiert man die Matrix a in seinen Eigen-
raum.
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5.2.1 Konkretes Beispiel

Um eine Matrix A zu diagonalisieren, benotigen wir zuerst die Eigenwerte und die dazuge-
horigen Eigenvektoren. Die Eintrdge der Diagonalmatrix sind dann die Eigenwerte und die
Spalten der Transformationsmatrix T sind die Eigenvektoren.

A0 0 0
0 X 0 O
D= 0 02 N 0 T — €U§1) 61}52) evég) 61)4(14) (5.3)
0 0 0 XN\
Zahlen Beispiel:

4 2 2 -1 -1 1
A=12 4 2| mit den Eigenvektoren | 0 |, 1 |, |1
2 2 4 1 0 1
-1 -1 1 2 00
T=(0 1 1 T 'AT = diag(2,2,8) = {0 2 0
1 0 1 0 0 8

5.2.2 Symmetrische Matrizen

Sei A € C™*" eine Symmetrische Matrix mit den Eigenwerten A;, Ay zu den Eigenvektoren
x,y. Ausserdem verwenden wir das Skalarprodukt <x,y> = 71y

° (X1—>\2) <z,y>=0
e Falls die symmetrische matrix A reell ist, sind auch alle ihre Eigenwerte reell.

e Ist x ein Eigenvektor von A, so ist auch der Realteil R(z) und der Imaginérteil S(z)
von X je ein Eigenvektor.

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

5.3 Anwendungen

5.3.1 Matrixpotenz

Mochte man eine Abbildung mehrmals auf einen Vektor anwenden muss man die Matrix
mit sich multiplizieren. z.B. A3z = AAAx Besonders bei grosseren Potenzen ist das sehr
aufwendig. Die gute Eigenschaft von diagonal Matrizen ist, dass sie wenn man sie mit sich
selbst multipliziert einfach ihre Eintrige potenzieren.

at, 0 0 0
0 af, 0 0
k __ 22
e I (5.4)

0 0 0 af
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Diese Eigenschaft kann man nun in der Eigenbasis ausnutzen indem man eine Matrix wie
folgt potenziert:

A¥ = TDFT (5.5)

5.3.2 Matrix Exponential

Die Exponentialfunktion f(z) = e” ist eine der wichtigsten Funktionen. Man méchte nun eine
ahnliche Funktion definieren die allerdings nicht von x sondern von der Matrix A abhéngt.
Also e

e = T(diag(eM, ..., e*)T? (5.6)

Achtung. Die Rechenregeln der Matrixexponentialfunktion sind nicht immer genau gleich.
So gilt folgendes Produkt nur fiir kommutierende Matrizen:

eMP =t 1P o AB = BA (5.7)

5.3.3 Matrix-Operatornorm

e Satz: Sei A € R™*" dann gilt fiir die Operatornorm:
| Al = y/maximaler Eigenwert vonAT A

e Satz: Sei A € R™" symmetrisch, dann gilt fiir die Operatornorm von A:
|A|| = maximaler Betrag der Eigenwerte von A

5.3.4 Quadratische Formen

Definition: Sei A € R™*™ symmetrisch, dann heisst g4(z) =< z, Az >= 27 Az = Y a;;z:2;
die von A erzeugte Quadratische Form.

5.4 Beispiele von Anwendungen

5.4.1 Quadratische Form von A

Bsp:
_(1/9 0 _ oz} a2
A= ( 0 1/4) - qa(z1,22) = g—i'z (5.8)
Dies ist eine rein quadratische Form. (keine Mischterme)
Bsp:
3 -1\ [z B )
(‘T y) -1 3 y - qa(r,y) = 32° — 22y + 3y (5.9)
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Dies ist keine rein quadratische Form.

5.4.2 Hauptachsentransformation quadratischer Formen

Hat man eine allgemeine Matrix quadratischer Form, so kann man die quadratische Form
auch in der Eigenbasis berechnen. Dazu transformiert man mittels einer Orthogonalen Ab-
bildung z +— y und A — D in die Eigenbasis. In dieser ist die quadratische Form eine rein
quadratische Form, da die Matrix D diagonal ist. Es gilt:

qa(z) =::£:chy§ (5.10)

Wenn wir nun einen materiellen Korper haben, besitzt dieser auch einen Tragheitstensor, was
man als mehrdimensionale Version des Trigheitsmoments fiir Rotationsbewegungen verste-
hen kann. Die quadratische Form eines Tragheitstensors, gibt die Lange der verschiedenen
Rotationsachsen an, wobei die langste und die kiirzeste stabil sind, und die mittlere bei einem
dreidimensionalen Korper instabil ist.

5.4.3 Kegelschnitte

Sei qa(z) eine quadratische Form zur symmetrischen Matrix A € R**2. Die Niveaumenge
{x € R? : g4(z) = 1} ist dann ein Kegelschnitt.

Bsp:
a= (490 ( )—ﬁ+ﬁ—ﬁthPh iner Ell; (5.11)
—\0 1/4 4a\%1,T2) = 9 1 st die Gleichung einer Rllipse .
B2s§ e
East mEZe
Bsp:

1 2 1 =1l
A= <2 1> )\1 = 3, )\2 =—-1 eV = <1> , €Uy = ( 1 > (512)

T I N
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ga(z1,%2) = qn(y1, 42) = 3yi — ¥ (5.14)
Das ist eine Hyperbel mit Asymptoten y» = v/3u:

5.4.4 Quadriken

Ist A € R¥3 symmetrisch, so sind die Niveauflichen {z € R™" : g4(x) = 1} Quadriken.
(z.B. Sphéren, Zylinder, Ellipsoide, Hyperboloide) Durch Hauptachsentransformation bringt
man Quadriken in ihre Normalform (wie in R?) Manchmal sind Kegelschnitte oder Quadriken
in der Form g4(x) = 27 Az +a”z + b = 0. Die Hauptachsentransformation bringt sie dann in
folgende Form: ga(y) = diyi +- -+ dny2 + 7Yy + - - - YaYn = 0 Durch quadratisches ergénzen
kann man alles wieder rein quadratisch schreiben. Bsp: qa(z) = 2% + (x5 — 3)?

5.4.5 Lokale Maxima und Minima

Fiir eine symmetrische Matrix A € R™*™ ist p die Anzahl positive Eigenwerte von A und

n die Anzahl negative Eigenwerte von A. Die drei Zahlen (p,n,z=m-p-n) werden Signatur
von A genannt.

e Satz von Sylvester: Ist A eine Matrix € R™*™ und W € R"™*"™ reguldr, dann haben A
und WT AW die selbe Signatur. Insbesondere existiert W so, dass W7 AW =diag(1,...1,—1...,—1,0.

e Die quadratische Form ¢(z) = 27 Az heisst:

Positiv definit falls ¢(z) > 0V # 0

Negativ definit falls ¢(z) < 0 Vx # 0

Indefinit falls ¢(x) positive und negative Werte annimmt.
— Positiv semidefinit falls ¢(x) > 0 Vz

— Negativ semidefinit falls ¢(z) < 0 Vx
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SRR
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e Satz: D =diag(dy,...,d,) ist positiv definit < alle d; > 0
o Satz: A = AT ist positiv definit < alle Eigenwerte von A > 0
e Satz: A = AT ist positiv definit & WT AW ist positiv definit fiir reguléires W.

e Satz von Hurrlitz: Sei A = AT € R™". A ist nun genau dann positiv definit, wenn
alle Hauptuntermatrizen H; von A positive Determinanten haben.

H3 = g1 Q92 @23 | ... (515)

Q21 Q22
31 Aaz2 as3

a a a11 Aaiz2 i3
11 12
H, = (an) Hy = ( )

¢ Anwendung in der Analysis:
Satz: Sei f : U — R eine Funktion von der offenen Menge U auf eine reelle Zahl.
An der Stelle eines Extremas ist bekanntlich der Gradient Null. Es gilt also an der
Stelle des Extremums a: V f(a) = 0 Nun ist die Hurrlitz Matrix von f an der Stelle a
folgendermassen definiert:

Hy(o) = (5245 (5.16)

— Hy(a) positiv definit — a ist lokales Minimum
— Hy(a) negativ definit — a ist lokales Maximum
— Hy(a) indefinit — a ist Sattelpunkt

6 Methode der kleinsten Quadrate

Die Methode der kleinsten Quadrate ist eine Moglichkeit iberbestimmte Gleichungssysteme
moglichst genau zu 16sen. Dabei hat man meist mehr Gleichungen als Unbekannte. Das
Gleichungssystem hat wieder die Form Az = y wobei x der Vektor mit den Unbekannten ist,
und y ein Vektor mit gemessenen Daten. Da diese Daten oft gemessen sind, sind sie mit einem
kleinen Fehler behaftet. Es gibt also folglich keine exakte Losung fiir das Gleichungssystem.

Ar—y=r (6.1)

AT Az = ATy (6.2)

Obige Gleichung ist zu l6sen, um den optimalen x-Vektor zu finden.
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6.1 Beispiel

Wir haben ein rechtwinkliges Dreieck und messen die anderen zwei Innenwinkel. Dabei er-
halten wir die Winkel 31°,62°.

Ty —31 =1r
Lo — 62 = T9
T +x9 — 90 = T3
10 31
A=1]0 1 y= |62 (6.3)
11 90

Losen von AT Ax = ATy liefert die beiden Winkel 30°, 61°

6.2 Geometrische Bedeutung

Um die Matrix A zu erhalten, stellt man die sogenannten Fehlergleichungen auf. Dabei 16st
man die Gleichungen so auf, dass alles auf der linken Seite steht. Auf der rechten Seite miisste
bei einer genauen Losung dann Null stehen. In der Realitat steht dort dann ein kleiner Fehler.
Dieser Fehlervektor wird auch Residuenvektor genannt. Um nun die optimale Losung
zu finden wollten wir den Betrag dieses Residuenvektors, also ||| minimieren. Wenn der
Residuenvektor minimal ist, steht er senkrecht auf den Spalten der Matrix A.

6.3 QR-Zerlegung

Die Normalengleichungen der kleinsten Quadrate sind leider schlecht konditioniert, was be-
deutet, dass bei numerischem Losen der Gleichungen schnell grosse Fehler entstehen. Kleine
Rundungen der letzten Ziffern beeinflussen dann das Endresultat. Dies ist vorallem bei Com-
puterlosungen sehr gut ersichtlich. Alternativ kann man mit einer QR-Zerlegung die Matrix
A so verdndern, dass eine gute Losbarkeit erreicht wird. Man fiihrt dazu eine orthogonale
Matrix Q ein. (QTQ = 1) Q wird nun so gewéihlt, dass QT A eine obere Dreiecksmatrix ist.
A kann dann analog zur LR-Zerlegung in zwei Matrizen zerlegt werden.

A=OR (6.4)
R=Q'A=Q"4 (6.5)

6.3.1 Methode der kleinsten Quadrate mit QR-Zerlegung
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1. R=QTA (QR-Zerlegung von A)

2. d=QTy
3. Rx = d (Durch Riickwértseinsetzen l6sen)

4. Wert des Minimums ist [|d||,

Der dabei aufwéndigste Schritt ist die Zerlegung von A.

6.3.2 QR-Zerlegung einer Matrix

Die QR-Zerlegung ist an sich eine simple Prozedur, die allerdings etwas Ubung benétigt. Die
Vorgehensweise ist immer die selbe. Man mochte die Matrix A auf eine Form bringen, in
der unterhalb der Diagonale nur noch Nullen Stehen. Dazu verwendet man aber nicht den
Gauss-Algorithmus, sondern orthogonale Matrizen, wie die sogenannten Givens-Rotationen.
Erwiinschte Endform eines Systems mit zwei Unbekannten und drei Gleichungen:

ai; aig
0 929 (66)
0 0

Pro Element der Matrix A, dass man nun zu Null setzen will, ben6tigt man eine Drehmatrix
Ui; wobei die Indices das jeweilige Element bezeichnen, dass man loswerden mdchte. Die
Drehmatrizen sind immer gleich aufgebaut. Sie besitzen zwei Cosinus und zwei Sinuseintrége,
die immer in der gleichen Reihenfolge auftauchen. Zusétzlich wird auf der Diagonale jeweils
eine eins notiert, sofern dort nicht schon ein Sinus oder Cosinus steht. Hier einige Beispiele:

cos(¢p) 0 sin(¢) 1 0 0
Ui, = 0 1 0 UL =10 cos(¢) sin(¢) (6.7)
—sin(¢) 0 cos(o) 0 —sin(¢p) cos(9)

Wenn wir nun z.B. ag; Null setzen wollen, sehen wir, dass zwei nicht als Index vorkommt.
Also setzen wir an die Stelle U, o2 =1 und ergénzen in den anderen Zeilen und Spalten nach
der bekannten Reihenfolge, die Sinus- und Cosinusfunktionen. Die weitere Vorgehensweise
ist am besten an einem Beispiel sichtbar.

Bsp:

Zuerst erstellen wir die passende Rotationsmatrix U;; und multiplizieren sie mit A. Danach
bestimmen wir an der Stelle i,j den Winkel ¢ so, dass die Linearkombination Null ergibt. Im
Beispiel unten gilt — sin(¢) + cos(¢) = 0. Der Winkel muss also ¢ = 45° sein.

cos(¢p) 0 sin(¢) 10 * * V2 1/V2
0 1 0 01| = 0 sl=(0o 1 (6.8)
—sin(¢) 0 cos(9) 1 —sin(@) + cos(¢) 0 1/Vv2

—_ =
|
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In einem zweiten Schritt mochten wir jetzt ags zu Null setzen.

1 0 0 V2 1/3/2 *
0 cos(¢) sin(9) 0 1 =10 e (6.9)
0 —sin(¢) cos(¢)/ \ 0 1/v2 0 —sin(¢) + <=2

Das fiihrt zu einem Winkel ¢ = 35.2643° . ... Somit ergibt sich dann die Matrix Uss.

V2 1/V2
R=|0 +3/2 (6.10)
0 0

Jetzt haben wir die erwiinschte Dreiecksform. Man kann jetzt die Matrix Q aus den Dreh-
matrizen U zusammensetzen:

QTA=UL(¢p=3520643°.. \UL(p=45°)A=R (6.11)

7 Lineare Differentialgleichungen

7.1 Homogene lineare Systeme 1.0rdnung

Yy = anyr + ays + -+ + anyn
Yy = any1 + Yz + -+ + a2y

Y = Qn1Y1 + an2Yo + -+ + GunYn

Ein allgemeines System linearer Differentialgleichungen wie das oben abgebildete, kann man
in eine Matrixform umschreiben. Y/ = AY Man beachte dass hier die y; natiirlich keine
Variablen sondern Funktionen einer Variable (generell der Zeit t) sind.

U1 yll a1 a2 ... Qip
/ asy Ay ... Qoan

Y y = | %2 A= " ? (7.1)
Yn ?J;L ap1 Ap2 ... App

7.1.1 Lo6sung eines linearen homogenen Systems 1.0rdnung

Die Losung des Systems Y’ = AY ist durch folgende Formel gegeben:

y(t) = ey, (7.2)
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y(t) = Tdiag(eM?, et ... M) T 1y, (7.3)

Ist y(t) eine komplexe Losung des homogenen Systems, so ist auch R(y(¢)) und S(y(t)) eine
Lésung.

Yy =y + 3o y1(0) =0
Yy = 2y1 + 2y» y2(0) =5

Man findet die Eigenwerte \; = 4 und \y = —1 mit dazugehorigen Eigenvektoren.

e () () (@) o

Das liefert und dann die Losung, wenn man alles in die allgemeine Losung einsetzt und
ausmultipliziert.

BN=0 25 26 ) Q)-EE) e

7.1.2 Nicht-autonome Differentialgleichungen

Manchmal beinhaltet eine Gleichung Terme die nur von der Zeit abhéngen. z.B. ¢/ = 2y + 3t
Man muss dann das Gleichungssystem modifizieren indem man ein weiteres vy, = ¢ mit der
Ableitung y,,+1 = 1 hinzufiigt. Die Gleichung bleibt allerdings inhomogen. Oberes Beispiel

sieht dann so aus: /
i\ _ 2 3 U1 0
()=o) () () "o

7.2 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Hat man eine lineare homogene Differentialgleichung hoherer Ordnung, also mit héheren
Ableitungen, so kann man diese Gleichung in ein System erster Ordnung umschreiben. Dazu
definiert man y; =y, 92 = v, ys =", ..., yn = ¥y Y und stellt dann damit die Gleichungen
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auf.
Yy Y2
yé . Y3 (7 7)
Yy a1y1 + ays + ... Ap_1Yn—1
Bsp:
y' =2y +4y=0 (7.8)
=y =1y

Yo =y" =ys =2y — 4y =2y, — 4y
yi _ 0 1 Y1
(yé) B <—4 2) \y (7.9)

7.3 Inhomogene Lineare Differentialgleichungen

Neben den homogenen Gleichungssystemen (Y’ = AY') kommen héufig auch inhomogene
Gleichungssysteme der Form Y’ = AY + B vor. Man nennt das Gleichungssystem Y’ = AY
das dazugehorige homogene System. Wie aus der Analysis bekannt sein sollte, gilt fiir die
allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung das Superpositionsprinzip y(t) =
yn(t) + yp(t) wobei y, die Losung des dazugehorigen homogenen Systems ist und y, eine
Partikuldre Losung des inhomogenen Systems ist, die mit einem Ansatz gefunden werden
kann.

7.3.1 Variation der Konstanten

Anstatt einen gezielten Ansatz zu suchen, kann man auch mit einem allgemeinen Ansatz
weiterarbeiten. Dieser Funktioniert eigentlich immer, ist aber nicht immer der einfachste
oder schnellste Weg zum Ziel.

y" —agy —ary’ =+ —a,1y™ Y = f(x)  (Inhomogen)

Y™ —agy —ary — - — a1y =0 (Homogen)

Man macht nun den Ansatz, dass die Konstanten C; Funktionen von t sind. (C;(t)) Wenn
man dies Ableitet und in die Gleichung einsetzt findet man die gesuchten Funktionen.

y(t) = CL(t)ys(t) + Co(t)y2(t) + - - - + Cn(t)yn(t) (Losung des homogenen Systems)
(7.10)
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Wronski Matrix:

Y1 Yo Yn
/ / /
ST =
Wronskimatrix mit i-ter Spalte gleich Null
U1 Y B | T
U/ 0 Yn
w,=| ¥ v 0 Yn (7.12)
T f() Y
Die partikulére Losung findet man nun folgendermassen:
b det(W;(t)) b det(W,(t))
Ypart (1) Zyl(w)/ —dt+-~+yn/ —— Lt (7.13)
pert o det(W(t)) i det(W(1))
Bsp:
y' +wly =" 7.14)
yn = C1*" + Coe™™! (7.15)
d W d ei’wt efiwt o5 |
et( )_ et iwei’wt _iwefiwt = T2 (7 6)
0 e—iwt e eiwt 0 : "
det(W;) = det (eit _5w€—iwt> = —¢t=) det(Ws) = (iweiwt ot Hl+w)
(7.17)
- t _eit(l—w) - t eit(l-i—w)
ar t =" —odt T > dt 718
Ypars(£) = € /to — 21w e /to — 21w ( )
L a
ypart(t) = 02 — 16 (719)
: - 1 :
y(t) = Cre™" + Coe ™" + * (7.20)

e
w?—1

Bemerkung:
S (Ypart) = i}lﬁ(ﬁ 16st die Gleichung 3(y” + w?y = €'t) = y” + w?y = sin(t).
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8 Nicht diagonalisierbare Matrizen

(Jordan-Normalform)

Satz: Sei A € C™" dann existiert eine regulire Matrix Q € C™ " sodass A = QJQ !
fiir eine Blockdiagonalmatrix J gilt.

A1 0 0 0
Ji 0 0 0O XN 1 0 0
0 Jo 0 0 0 XN\ 1 0
- : : Ji = 0 0 0 N 0 (8.1)
0 O I R :
0O 0 0 0 ... N

Die ); sind die Eigenwerte von A. Die verschiedenen Jordanblocke kénnen verschieden gross
sein. Die geometrische Vielfachheit von \; gibt die Anzahl der Jordanblocke mit A; an. Die
algebraische Vielfachheit von \; gibt die gesamte Dimension der Blécke an.

8.1 Beispiel

1 -3 =2 -1 1 -1 2 10
A=[-1 1 —-1|Q@=|-10 o]J=1]020 (8.2)
2 4 5 2 0 1 00 3
2 1
T =2) = (0 2) B =3) = (3) (8.3)
8.2 Anwendung der Jordanform
8.2.1 Matrixexponential
et 0 ... 0
0 e ... 0
M =QeMQT =Q | . : e (8.4)
0 0 ... el
1t & %
01t &
elit=cMt |0 0 1 ¢ (8.5)
00 0 1

Die Dimension bei den einzelnen Exponentialblocken ist die gleiche wie bei den Jordanblécken
zu den einzelnen Eigenewerten.
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8.2.2 Beispiel: Losung einer Differentialgleichung

Wir méchten das System Y’ = AY 16sen. Die Losung ist wieder y(t) = e4'y,. Wir wihlen
die Gleiche Matrix A, wie im letzten Beispiel.

1 -3 -2
A=[-1 1 -1 (8.6)
2 4 5)
et te* 0 1—-t 2—t—et 1—-t—¢
yt)=Q [ 0 e 0 |Q'yo=e*| —t 1—t —t Yo (8.7)
0 0 ¢ 2t 2(t—1+¢€") e 42t

8.3 Unitare Matrizen

Definition: Sei U € C**". Dann heisst U* = U die adjungtierte Matrix von U. Falls
U*U =1 gilt, heisst U unitar. Falls A eine reelle Matrix ist gilt:

.A*:AT

e A ist unitdr < A ist orthogonal.
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