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Satz 1.4.0.4. Existenz und Eindeutigkeit der Inverse

Die Matrix A hat eine Inverse genau dann, wenn Rang(A) = n, die Matrix also reguldr ist.
Ausserdem ist die Inverse eindeutig.

Satz 1.4.0.7. Eigenschaften der Inverse

Seien A, B invertierbare Matrizen, dann haben sie folgende Eigenschaften:

rrenie
Wenn gilt, dass AA~! =1, dann gilt auch, dass A'A=1; Ker oG
A~Vist invertierbar und (A=)~ = A; Mecri—e. )
1 ist invertierbar und 1! = 1;
AB ist invertierbar und (AB)~! = B~'A~!;
AT ist invertierbar und (AT)™! = (A7

SR W N~

Satz 1.4.0.8. Kriteria fiir Existenz der Inverse

Fiir eine n X n Matrix A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. A invertierbar.
2. Rang(A) =n.
3. Ax = b ist losbar fiir alle b.

4. Ax = 0 hat nur die triviale Losung x = 0.
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2.7 LR-Zerlegung

Motivation: LR-Zerlegung ist eine Alternative zur Berechnung der Losungen eines LGS und
ist sehr niitzlich wenn man Az = b fiir verschiedene b 16sen will.

Idee: Man schreibt fiir eine n x n Matrix A die Relation PA = LR, wo L und R Links-bzw.
Rechtsdreiecksmatrizen sind, und P die Permutationsmatrix ist.

2.7.1 Kochrezept

Es sei Ar = b gegeben

(I) Man schreibt I,, und A nebeneinander

o)|(L)](4) (%) (2.31)

(II) Man wendet auf A Gauss an bis man die Zeilenstufenform erreicht hat, indem:

e Man wiihlt die Koeffizienten mit den die Pivotzeilen multipliziert werden miissen

(immer beziiglich der Operation Subtraktion; und nicht Summe!

Bemerkung. Also z.B. Il + 2 - I geht nicht, man muss I/ — (—2) - I schreiben und
rechnen!

e Falls man Zeilen- oder Spaltenvertauschungen durchfithren muss, macht man sie mit
I,, mit.
(III) e Die in ZSF gebrachte Matrix ist schon R
e Die Matrix L ist wie folgt definiert:

(i) L hat Diagonalelemente 1
(ii) Links der Diagonalelementen stehen die Koeffizienten aus (II)
(iii) Die vertauschte I, ist P

(IV) Man lost:

e Zuerst Le = Pb mit Vorwartseinsetzen und man findet ¢

e Dann Rz = c mit Riickwiértseinsetzen und man findet x, die unsere Lésungsmenge
ist.
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Beispiel 26. (Ohne Permutationen)

Gesucht ist die Losung von Az = b mit
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Beispiel 27. (Mit Permutationen)

Finde L, R, P so dass LR = PB fiir

0O 1 =3
B=|-3 7 6
=3 =2 —Z
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Definition 1.7.0.1. Orthogonale Vektoren

Zwei Vektoren x, y € IR” (keiner davon darf Null sein), heissen orthogonal, notiert als x Ly, falls

(x,y) =0.
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Definition 1.7.0.2. Orthogonale Matrix

Eine reelle n X n Matrix A heisst orthogonal, wenn
ATA=1.

Eine komplexe n X n Matrix A heisst unitér, wenn

A"A =1.
5 A T
A s VN IE(TTAR w-o ff - A&
—_— 4 1 IST oijeco4L
— Sko 4,5 Goot ocioeoat , So ¢ AS oTRecom4t

SrhtAfRoDIE = O
— 7
R Yoco-4L > Aut SREMUCISGRE  SEMWEECRT 22 AUE  ANOEREMA

Lro  Auc SRmmuEaes-  theo— [ = 4

Satz 1.7.0.6. Erhaltungssatz

Orthogonale Matrizen verdndern Lingen und Winkel nicht.
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