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Definition 2.1.0.1. Vektorraum

Ein reeller Vektorraum / linearer Raum V ist eine Menge mit zwei Operationen:

Addition von Elementen aus V (+):

Multiplikation mit Skalaren (-):

Zusitzlich miissen folgende Eigenschaften gelten:
1

Nk W

. Neutralelement fiir die Multiplikation mit Skalaren: 1 - @ = a fiiralle a € V.

a,beV:a+beV,

aeRaeV:a-aeV.

Kommutativititsgesetz: a +b = b +a firalle a, b € V.

Assoziativititsgesetz: (a+b)+c=a+ (b+c) firallea,b,c € V.

Es gibt 0 € V, sodass a +0 = a fiir alle a € V (dieses 0 € V heisst Nullvektor).

Fiir jedes a € V gibt es ein —a € V, so dass a + (—a) = 0.

Kompatibilitidt mit der Multiplikation mit Skalaren:

a(Ba) = (aB)a firalle @, € R,a V.

Die Addition der Skalare ist distributiv gegen die Multiplikation mit Elementen aus V:
(a+B)a=aa+pbfirallea,fecR,aecV.
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Definition 2.1.0.9. Unterraum

Sei V ein linearer Raum mit U € V und U # (. Dann heisst U Unterraum von V falls gilt, dass:

1.

Wenn x, y € U dann auchx+y € U.

2. Wenn a € R, x € U dann auch ax € U.

L RegemL focad...

Bemerkung 2.1.0.10.
Wenn wir @ = Ound x € U Unterraum von V wihlen, so muss laut der obigen Definition und der Eigenschaft
(3) gelten, dass

0-x=0eU.

Ein Unterraum eines linearen Raumes V muss also immer das Element O enthalten.
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Definition 2.2.0.1. Lineare Kombination

South.  REREMS | XAR SEi.., 1)
(e suems Loode o A~ SR

mit x1,x2, ...,x, Skalare.
Falls es fiir einen Element b € V gilt

mit geeignet gewihlten Skalare xi, x2, ..
VOon vi,vy, ..., v, darstellen.

Eine lineare Kombination der Elemente v, v, . .

X|Vi+Xova+...+x,v, €V,

b=x1vi+xavo+...+x,v, €V,

., Xn, dann sagt man: b ldsst sich als lineare Kombination

., v, eines lineares Raumes V ist
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Definition 2.2.0.2. Span

MELA  SEa~ ..

U = Span{vy, v3,...

Wir bezeichnen die Menge aller linear Kombinationen von Elementen {vy, v», ...
, V= {xivi+xova+...+x,v, €V, mit xq, ..

Wir sagen, dass U aufgespannt oder auch erzeugt wird von vy, vo, ..

+ B b & ¥ mit
., X, Skalare} .

., v, eV.
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Definition 2.3.0.2. Lineare Unabhingigkeit

Die Elemente vy, v,,.

Sonst heissen vy, va, .

XVi+Xovo+...+x,v, =0

.., vy linear abhdngig. y

.., vy, eines linearen Raumes V sind linear unabhdngig falls

= x1=x2=...=x,=0.
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Satz 2.3.0.10. Grosse erzeugenden Systemen in einem endlichdimensionalen Raum

Sei V ein linearer Raum mit Dimension n, dann:
1) sind mehr als n Elemente von V linear abhdngig.
2) sind weniger als n Elemente von V nicht erzeugend.

3) sind n Elemente von 'V linear unabhdngig genau dann wenn sie auch erzeugend sind.
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Definition [ Bearbeiten | Quelltext bearbeiten ] /
Seien V und W Vektorraume tiber einem gemeinsamen C}fﬁh/dM Eine Abbildung f: V' — W heiBt lineare

Abbildung, wenn fur alle z,y € V und a € Kdie folgenden Bedingungen gelten:
e fist homogen: I
f(az) = af (z)
o fist additiv:
fl@+y)=f(=)+ 1)
Die zwei obigen Bedingungen kann man auch zusammenfassen:

flaz +y) =af(z)+ f(y)
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Definition 2.2.0.4. Bild

Die Menge aller Bildelemente einer Abbildung heisst Bild der Abbildung.
Da die eben definierte Abbildung &/ von der Matrix A eindeutig definiert ist, nennen wir das Bild
von & auch das Bild der Matrix A.
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Definition 2.2.0.10. Kern einer Matrix

Sei A eine m X n Matrix. Wir nennen Kern der Matrix A die Menge der Vektoren x € R”, die von A
zu Null abgebildet werden:

Kern A = {x € R" so dass Ax = 0} .

Das entspricht der Menge der Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0.
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