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Definition 3.1.0.1. Lineare Abbildung

Seien X, Y lineare Rdume und sei eine Funktion| % : X — Y|gegeben.
Diese Funktion heisst linear falls:

. F(x1+x2) = F(x1) + F(xp) fiir alle xq, xo € X.
2. F(ax) = aF (x) fir alle x € X und « ein Skalar.

Alternative Namen sind: lineare Abbildung, lineare Funktion oder linearer Operator.
Falls Y = IR/C, dann nennt man & funktional.
Wenn eine Abbildung linear ist, dann werden die Klammern bei der Notation oft weggelassen
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Definition 3.2.0.4. Isomorphismen und Automorphismen

Eine(bijektive lineare Abbildung F : X — Y heiss Isomorphismus.

In diesem Fall sagt man, dass die linearen Rdume X, Y isomorph zueinander sind. Falls X =Y, dann
heisst # Automorphismus.
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Kernel und Bild

Definition 3.2.0.7. Kernel und Bild

Sei # eine Abbildung, dann konnen folgende zwei Mengen definiert werden:

Kernel von #:
Kern(#) = {x € X, Fx =0}
Wenn # eine lineare Abbildung ist, dann ist Kern(.%) ein linearer Unterraum von X.

Bild von F:
Bild(#) = {y € Y,sodassx € X mit Fx = y}.
Wenn # eine lineare Abbildung ist, dann ist Bild(#) ein linearer Unterraum von Y.

Satz 3.2.0.8. Kern einer linearen Injektion

Wenn F : X — Y eine lineare Abbildung ist, dann gilt:
F ist injektiv genau dann, wenn Kern(#) = {0}.

Satz 3.2.0.9. Dimensionssatz

Wenn F : X — Y eine lineare Abbildung zwischen den beiden endlichdimensionalen Rdaumen X und
Y ist, dann gilt:

dim(Kern(%)) +dim(Bild(%)) = dim(X) .

Definition 3.2.0.10. Rang einer linearen Abbildung

Der Rang einer linearen Abbildung & zwischen zwei endlichdimensionalen Raumen ist

Rang(#) = Rang(F) = dim(Bild(F)).
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