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Definition 3.2.0.4. Isomorphismen und Automorphismen

Eine(bijektive lineare Abbildung F : X — Y heiss Isomorphismus.

In diesem Fall sagt man, dass die linearen Rdume X, Y isomorph zueinander sind. Falls X =Y, dann
heisst # Automorphismus.
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weder injektiv surjektiv, injektiv, bijektiv
noch surjektiv aber nicht injektiv —aber nicht surjektiv



DER. VoULSTANMDICLES™

Kernel und Bild

Definition 3.2.0.7. Kernel und Bild

Sei # eine Abbildung, dann konnen folgende zwei Mengen definiert werden:

Kernel von #:
Kern(#) = {x € X, Fx =0}
Wenn # eine lineare Abbildung ist, dann ist Kern(.%) ein linearer Unterraum von X.

Bild von F:
Bild(#) = {y € Y,sodassx € X mit Fx = y}.
Wenn # eine lineare Abbildung ist, dann ist Bild(#) ein linearer Unterraum von Y.

Satz 3.2.0.8. Kern einer linearen Injektion

Wenn F : X — Y eine lineare Abbildung ist, dann gilt:
F ist injektiv genau dann, wenn Kern(#) = {0}.

Satz 3.2.0.9. Dimensionssatz

Wenn F : X — Y eine lineare Abbildung zwischen den beiden endlichdimensionalen Rdaumen X und
Y ist, dann gilt:

dim(Kern(%)) +dim(Bild(%)) = dim(X) .

Definition 3.2.0.10. Rang einer linearen Abbildung

Der Rang einer linearen Abbildung & zwischen zwei endlichdimensionalen Raumen ist

Rang(#) = Rang(F) = dim(Bild(F)).
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Definition 4.1.0.1. Norm

Sei V ein linearer Raum.
Die Funktion ||-|| : V — [0, oo heisst Norm in V, falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:

(N1) Aus ||v|| =0 folgtv =0.
(N2) Sei « ein Skalar und v € V beliebig. Dann gilt: ||av]|| = |a]]|v]|.
(N3) Fiir beliebige v, w € V gilt: ||[v +w]|| < ||v|| + ||w]|| (Dreiecksungleichung).

Definition 4.1.0.2. Normierter linearer Raum

Ein linearer Raum V, welcher eine Norm ||-|| besitzt, heisst normierter linearer Raum.
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Fiir eine Matrix A wiirden wir dies folgendermassen berechnen:

1 -2 -3
A:L 2 _J = [IAll, = max {|1]+[-2|+ -3, [2] +]3] +|-1]} =6.

Die Spektral-Norm ||-||,:

Al = e IAX]l; = VAmax (A¥A) ,

wobei A,y der grosste Eigenwert von AMA ist. Was ein Eigenwert ist und wie wir diesen berechnen konnen,

werden wir im Kapitel 7.2 sehen. a

(OERDIEA— (IR FATER. h—
e ESTR. (WwOER, GREFFE— 1)



St~ AR e
Definition 4.2.0.1. Skalarprodukt

Sei V ein linearer Raum.
Ein Skalarprodukt (-, -) ist eine Funktion von zwei Variablen in diesem Raum V

¢(,y: VxV->1R
welche die folgenden drei Eigenschaften erfiillt:
(S1) Die Funktion @St linear im zweiten Argument:
(x,ay+bz) = a{x,y) +b{x,2)
fiir alle x, y, z € V und a, b Skalare;

(S2) Die Funktion istSynmerisehs
(x,y) = (y,x) iiber R
(x,y) = (y,x) iber C;

(S3) Die Funktion isf{positiv definity
(x,x) > 0 fiicalle x e V

Gyx) =0 = x=0;

falls nur der erste dieser beiden letzten Punkte erfiillt ist,
so sprechen wir von positiv semi-definit.

Definition 4.2.0.4. Norm aus einem Skalarprodukt

Man sagt, dass eine Norm ||-|| aus einem Skalarprodukt (-, -) kommt, falls

llxll = vx, x)

fiir alle Elemente x eines linearen Raumes X.
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Definition 4.2.0.9. Orthogonale Projektion auf einem Vektor

Sei V ein linearer Raum mit einem Skalarprodukt (-, -). So ist die orthogonale Projektion P,x von
x € Vauf y € V, fiir y # 0, definiert als

_{yx)
VX = .
o,y
A "
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({7 <9, X > A4+ O 10 (\:?= 1/1]
N oo - —
b <y, 5> ‘.') 4t +a? 0" 0 2 o

Definition 4.2.0.12. Winkel in einem linearen Raum

Der Winkel ;- zwischen zwei Elementen x und y eines linearen Raumes V mit Skalarprodukt (-, -)
ist definiert als

— [{x, y)|
(x1y) = X,y = arccos ———-.
Fea) - 5 IR
a “
2R DOR.  LI—WEL  AnseHE™ x= [;] N 9" [:’( s
|#a + 2410 | 1 .
= 1 1 | = ce. s
esceey ﬁz*zﬂ;‘[""“‘fﬁz
l [T\ /I Y VELS BRE— — SregeRoous = O |

Satz 4.2.0.11. Schwarz’sche Ungleichung

Sei V ein linearer Raum mit -,-) einem Skalarprodukt, dann gilt folgende Ungleichung fiir alle
Elemente x, y € V:

1€, ) < VX))V (s y) -

Dies kann alternativ auch mit der aus dem Skalarprodukt kommende Norm ||-|| geschrieben werden:

(< )1 < Nyl
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Satz 4.2.0.13. Pythagoras

[ | Vel

Sei V ein linearer Raum mit Skalarprodukt (-, -) und einer aus diesem Skalarprodukt kommende Norm
[I[I-

Fiir zwei Elemente x und y, welche orthogonal aufeinander stehen (x Ly, d.h. (x,y)), gilt

2
lle+ 117 = lle =y = [kl + 1y 11>



Satz 4.2.0.15. Orthogonale Vektoren sind linear unabhéingig

Seien ey, ey, .. .,e, Einheitsvektoren in einem linearen Raum V mit einer Norm ||-||, die aus dem
Skalarprodukt (-, -) kommt.

Falls die Einheitsvektoren ey, ey, . .., e, paarweise orthogonal sind, so sind sie auch linear unab-
héingig.

ORTNOC.OMNALITAT =D UM. LMHAGHAMCAICKET

1 g 7
26 ) L d SiMD Ui, Lma@dANGC.,
ARER. MNICNT oRTHOCCMAL .

> LML LalROE MAM DAS

2eier~ 7 .'>

Atse (AT SAT®  4.2.0.4C  Aren L. LMARHAMAUC

Satz 4.2.0.16. Orthonor

n paarweise orthogonale Einheitsvektoren in einem linearen Raum der Dimension n bilden eine
orthonormale Basis in diesem Raum.
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Satz 4.2.0.20. Parseval

(SZHUTQEH WWIR L —SCRC.  [ERHAULTEMCE o~Q -.)

Das Skalarprodukt in 'V ldsst sich iiber das euklidischen Skalarprodukt in R" berechnen:

(x,y) =x"y =(x,y).
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