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Definition 6.1.0.3. Determinante

Die Determinante ist eine Funktion

det :

mit folgender Eigenschaften: \ axen raren ]
(D1) detI, =1,

(D2) det wechselt das Vorzeichen wenn zwei Zeilen oder Spalten vertauscht werden (Antisymmetrie).

(D3) det ist linear in jeder Zeile und Spalte:

ta tb a b

det & i =t-det o
a+d b+b a b a b
det o d = det 5 o + det &

Lyegme. e e fRoFume . ..

Eigenschaften (Zusammenfassung, s. unten) |Bearbeiten | Quelltext bearbeiten |

1. det E = 1 fiir Einheitsmatrix E
2. det (AT) = det(A), wobei AT die transponierte Matrix von A ist.
1

3. det(471) =

) det(A)
4. Fir quadratische Matrizen A und B gleicher GroBe gilt der Determinantenmultiplikationssatz:

det(AB) = det(A) det(B).

. det(cA) = " det(A), fur eine n x n Matrix A und eine Zahl c.
. Fur eine Dreiecksmatrix A gilt det(A) = a11a22 -+ anp -

. Besteht eine Reihe oder Spalte aus Nullen ist die Determinante 0.
. Sind zwei Spalten (Zeilen) gleich ist die Determinante 0.

© o N o O»

. Vertauscht man zwei Spalten (Zeilen) so &ndert eine Determinante ihr Vorzeichen.
10. Sind vy, ..., v, die Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) einer Matrix und c eine Zahl, so gilt:
al) det(vy +w,vs,...v,) = det(vy,va,...,v,) + det(w,va,...,v,)
a2) det(cvy,ve,...v,) = cdet(vy,v,...v,) ,
entsprechend fiir die anderen Spaltenvektoren (Zeilenvektoren).

b) det(vl, s o vn) ist das (orientierte) Volumen (Fldcheninhalt im Fall n=2) des von den Vektoren vy, ... v, aufgespannten Polytopes (Parallelogramm).

11. Addition eines Vielfachen einer Spalte (Zeile) zu einer anderen Spalte (Zeile) &ndert eine Determinante nicht. Man kann also eine Determinante mit einem abgeschwéchten Gauss-

Algorithmus zu einer Dreiecks-Determinante umformen und Eigenschaft 6. zur Berechnung der Determinante verwenden. Man beachte Eigenschaft 9. und 10.a2).
12. Nur fir 3 x 3-Determinanten gilt die Regel von Sarrus:
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Definition 7.2.0.2. Eigenwertproblem

A € C heisst Eigenwert der Matrix A, falls es ein x # 0 gibt, sodass Ax = Ax.
x heisst dann Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

L . DO s QuER CW Quomr O FETRO— - w&ﬂ- N A ;

— MieE , ARER. LIT Fmom LR Oese CLY be EV 7

Definition 7.2.0.7. Charakteristische Gleichung

Um die Eigenwerte einer Matrix A auszurechnen, bedienen wir uns der Gleichung

/\_/

det(A — AT) = 0.

Diese Gleichung heisst die charakteristische Gleichung der Matrix A.
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Satz 7.2.0.9. Existenz und Anzahl der Eigenwerte einer Matrix

Jede n X n-Matrix hat mindestens ein Eigenwert und kann bis maximal n verschiedene Eigenwerte
haben.

®
(. gmue. oA@ase woein  worer Cefasart RAREM (Reeasss N )\> (S e s59)

T —> ReisFer  Fowus )

Satz 3.24 Eigenschaften des charakteristischen Polynoms
Seien n € N* und A € M(n,n,R). Dann ist p4 ein Polynom vom Grad n der Form

PaAN) =@p A"+ g A L - A @D (3.196)
wobei in jedem Fall gilt

(@) a,=1 (b) an—1 = —tr(4) (c) ap=u(=l) mdet(A)
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Definition 7.2.0.16. Algebraische Multiplizitit (AM)

Die algebraische Multiplizitdit (auch algebraische Vielfachheit genannt) zeigt uns, wie oft A unter den
Nullstellen der charakteristischen Gleichung vorkommt.
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Definition 7.2.0.13. Eigenraum

Der Eigenraum zum Eigenwert A ist der lineare Raum, der aus Eigenvektoren zu dem Eigenwert A

besteht:
E, = span{x, mit Ax = Ax} .

Definition 7.2.0.17. Geometrische Multiplizitit (GM)

Die geometrische Multiplizitit (auch geometrische Vielfachheit genannt) eines Eigenwertes ist die
Dimension vom Eigenraum.

CACEMSCHAFTE~

Satz 7.2.0.19. Multiplizititsregel

Fiir die verschiedenen Multiplizitdiiten eines Eigenwerts gilt:

1 <GM < AM. (7:2.0.20)

Satz 7.2.0.18. Ahnliche Matrizen haben gleiche Eigenwerte

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom; sie haben also die gleichen Eigen-
werte mit den gleichen algebraischen Multiplizitcdten.

Satz 7.2.0.11. Losungen fiir Ax = (0

Es gibt fiir Ax = 0 nicht-triviale Losungen (X # 0) dann und nur dann, wenn O ein Eigenwert der
Matrix A ist.

= ur@w?:)

Satz 7.2.0.23. Verschiedene Eigenwerte haben linear unabhingige Eigenvektoren

Sei A mit A1, A,,...,A; Eigenwerte, die sich alle unterscheiden. Dann sind die entsprechenden
Eigenvektoren s1,$,, . . ., Sk linear unabhdngig.
Ao N, vERRHESE > Se.. Se Lk WARRANGE.
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Definition 7.1.0.4. Diagonalisierung

Nehmen wir an, es gibt eine Matrix S, so dass
A=SDS™',

wobei D eine Diagonalmatrix ist. Ist diese Diagonalisierung moglich, so nennen wir die Matrix A
diagonalisierbar.

—= LrAr , ARER. (AWE DWBCOALISIEREM~ LWIR DERT  LIIRKLICK 7

Satz 7.2.0.22. n linear unabhiingige Eigenvektoren diagonalisieren eine n x n-Matrix

Sei A eine n X n-Matrix mit n linear unabhdngigen Eigenvektoren, und seien diese Eigenvektoren die
Spalten einer Matrix S

Dann ist
T ST 0
. A2 :
STAS = : - | =D,
-0
0 0 A4,
mit Ay, A2, ..., A, Eigenwerte von A.
e S
,«\ IQILDE. I ATRIK D i Ao AL OB~ £
o HDNS
2) L DE AR S T (‘_—_V '\1_'\/2 ['-:V,‘z ALy DEM EV

A

37 (SeREcr-c S
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Satz 7.2.0.26. Verhiltnis zwischen GM und AM entscheidet ob diagonalisierbar oder nicht

Wenn die Matrix A ein Eigenwert besitzt dessen geometrische Multiplizitdt strikt kleiner als die
algebraische Multiplizitdit ist, dann ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

Wenn fiir alle Eigenwerte die geometrische Multiplizitdt gleich der algebraischer Multiplizitit ist,
dann ist die Matrix diagonalisierbar.
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— Satz 3.27 Rechenregeln des Matriz- Exponentials
Seien n,p € N*, A € M(n,n,R) und a,b € R, dann gilt folgendes.

(a) et A . obA _ olath)-A (c) (eA)*l — oA

(b) ()" =erd (d) (e?)" ="

2

Sh—ted NV TR o g (e, AReR. Aertinel .,

I Satz 3.26 Determinante eines Matriz-Exponentials
Seien n € N* und A € M(n,n,R), dann gilt

det(e?) = e > 0. (3.225)

KA iv) Das Matriz-Exponential einer spurlosen Matriz ist offensichtlich unimodular, denn

tr(A) =0 & det(e?) =e"™ =¢"=1 (3.226)

Aegmere
oSN i—  BQUlETa-e | et
TR ALl ATRIZEN— )

Satz 3.28 Spezielle Rechenregel des Matrix-Exponentials
Seien n € N* und A, B € M(n,n, R) kommutierend, d.h.

[A,B] =0, (3.227)

dann gilt

etB=et. 6B =68 . e (3.228)

Die Matrixz-Exponentiale von dhnlichen Matrizen sind ebenfalls dhnlich.



