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Definition 7.2.0.2. Eigenwertproblem

A € C heisst Eigenwert der Matrix A, falls es ein x # 0 gibt, sodass Ax = Ax.
x heisst dann Eigenvektor von A zum Eigenwert A.
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Definition 7.2.0.7. Charakteristische Gleichung

Um die Eigenwerte einer Matrix A auszurechnen, bedienen wir uns der Gleichung

/\_/

det(A — AT) = 0.

Diese Gleichung heisst die charakteristische Gleichung der Matrix A.
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Satz 7.2.0.9. Existenz und Anzahl der Eigenwerte einer Matrix

Jede n X n-Matrix hat mindestens ein Eigenwert und kann bis maximal n verschiedene Eigenwerte
haben.
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Satz 3.24 Eigenschaften des charakteristischen Polynoms
Seien n € N* und A € M(n,n,R). Dann ist p4 ein Polynom vom Grad n der Form

PaAN) =@p A"+ g A L - A @D (3.196)
wobei in jedem Fall gilt

(@) a,=1 (b) an—1 = —tr(4) (c) ap=u(=l) mdet(A)
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Definition 7.2.0.16. Algebraische Multiplizitit (AM)

Die algebraische Multiplizitdit (auch algebraische Vielfachheit genannt) zeigt uns, wie oft A unter den
Nullstellen der charakteristischen Gleichung vorkommt.




‘SD@&L a.2

RARSPRIFLC. — LAITER _20

CICEMLERTE. |, (LILEMVEVTORE.
- A A O
LY
Rere et e Deomvoore  (IV)  per zeecttricem . vo A e R A - |2 a o
2 -2 o
el A L\ eEMNIRIT
RERTLHMEN
/és«-:uc@\u:z{ cn) /
CieowELToR 2 N, Fim0EM </4—,\L-'f)x =a (aSE~
M VAR TR G JA YA Na =0
A -4 o o T +T A -4 0 4
\
(/4'/\/1)&—40 == 4 4 o o L o 4 o P
o -2
2 -2 9 o o © o o OEST SPAM  MEMNT MAM Bk
,f S Cleerean 2 A A =8
X, , ks FROL VARARLE ! stefR ;
e E_o = SfAr— 1 , o
S e of 14
L B A [
—_— 2& s N T \Srm‘ 4
Z o 1
/LC T DE OIS0 o~ EICEMRALIA
ZVa
— ST aLfiey R JLOMETIRISCHEM
MULT 1 2IPLITAT (CM) )
— R/ Tl = BV, (}\A-o=>\n) HAREM SE AR DE— ooz €1 aEWEKTOR, !
i — JQLSO L Vo /\,1 IST 2
> N, 2 B Ny = 2
~\, ! “A ~a4 O | o _al -
(/4-/\3‘—:)&.:0 > A 1 T-T a A @ 4
A A a o N\ ) a ° ° 3
2T
2z -z -2 |o o o -4 -~z |o
4 4
— -A =A o o 23 I
-4 — S| ("2
o -4 -z |o _— )_( = z S B
© o o |c 3 CleEr@Au—~ 2w A =2
)
{ L 7
xy- 5 el frec N, [’/_L = SPa— -4
VARWRSLL =1 R 2

— [t vem Ny ST CECK A
_—




T GER. oedh®S OE FoRMAEM~ OEF ImuTICHEM . -

Definition 7.2.0.13. Eigenraum

Der Eigenraum zum Eigenwert A ist der lineare Raum, der aus Eigenvektoren zu dem Eigenwert A

besteht:
E, = span{x, mit Ax = Ax} .

Definition 7.2.0.17. Geometrische Multiplizitit (GM)

Die geometrische Multiplizitit (auch geometrische Vielfachheit genannt) eines Eigenwertes ist die
Dimension vom Eigenraum.

CACEMSCHAFTE~

Satz 7.2.0.19. Multiplizititsregel

Fiir die verschiedenen Multiplizitdiiten eines Eigenwerts gilt:

1 <GM < AM. (7:2.0.20)

Satz 7.2.0.18. Ahnliche Matrizen haben gleiche Eigenwerte

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom; sie haben also die gleichen Eigen-
werte mit den gleichen algebraischen Multiplizitcdten.

Satz 7.2.0.11. Losungen fiir Ax = (0

Es gibt fiir Ax = 0 nicht-triviale Losungen (X # 0) dann und nur dann, wenn O ein Eigenwert der
Matrix A ist.

= ur@w?:)

Satz 7.2.0.23. Verschiedene Eigenwerte haben linear unabhingige Eigenvektoren

Sei A mit A1, A,,...,A; Eigenwerte, die sich alle unterscheiden. Dann sind die entsprechenden
Eigenvektoren s1,$,, . . ., Sk linear unabhdngig.
Ao N, vERRHESE > Se.. Se Lk WARRANGE.
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Definition 7.1.0.4. Diagonalisierung

Nehmen wir an, es gibt eine Matrix S, so dass
A=SDS™',

wobei D eine Diagonalmatrix ist. Ist diese Diagonalisierung moglich, so nennen wir die Matrix A
diagonalisierbar.

—= LrAr , ARER. (AWE DWBCOALISIEREM~ LWIR DERT  LIIRKLICK 7

Satz 7.2.0.22. n linear unabhiingige Eigenvektoren diagonalisieren eine n x n-Matrix

Sei A eine n X n-Matrix mit n linear unabhdngigen Eigenvektoren, und seien diese Eigenvektoren die
Spalten einer Matrix S

Dann ist
T ST 0
. A2 :
STAS = : - | =D,
-0
0 0 A4,
mit Ay, A2, ..., A, Eigenwerte von A.
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Satz 7.2.0.26. Verhiltnis zwischen GM und AM entscheidet ob diagonalisierbar oder nicht

Wenn die Matrix A ein Eigenwert besitzt dessen geometrische Multiplizitdt strikt kleiner als die
algebraische Multiplizitdit ist, dann ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

Wenn fiir alle Eigenwerte die geometrische Multiplizitdt gleich der algebraischer Multiplizitit ist,
dann ist die Matrix diagonalisierbar.
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Definition 7.3.0.3. Normale Matrix
Die Matrix A € R™" (bzw. C"™") heisst normal, wenn ATA = AAT (bzw. A"A = AA") erfiillt ist.

ARCR @ AUL  SYMMTARSHEM  MATRIZEA  SMOD MoRMALL MATIRIZE— I (%:ncf- DAL AL CRL—C :)

Satz 7.3.0.1. Symmetrische Matrizen haben reele Eigenwerte und orthgonale Eigenvektoren

Sei A € R™" (bzw. A € C™") eine symmetrische (bzw. Hermite-symmetrische) Matrix. Dann sind
alle Eigenwerte von A reell und alle Eigenvektoren von A sind orthogonal.

L—> QEUES I~ R2eT

SYCTRISI == MMoRMA

Satz 7.3.0.5.
Normale Matrizen sind die durch orthogonale Transformationen diagonalisierbaren Matrizen

A hat n orthogonale Eigenvektoren dann und nur dann wenn A normal ist.

N|

Satz 7.3.0.6. Spektralsatz

Jede symmetrische Matrix ldsst sich durch orthogonale Transformationen diagonalisieren.

" A-oIRST CCSAK

Tas 477 syenoTrise) / HERMAT -SymLTirisen 16T EXSTERT | 4 = 1 D b
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

M EmER  ORTHOCOMAER /LMTAREM  WATRIX

[ak.lal |
> R Diﬁqor«wl\u.\x}?rzml I(‘) f- ﬁzl (AlES  @Eus. c\mnm.)

G Fr SERC. A0 :)

Satz 7.4.0.5. Eigenwerte einer s.p.d. Matrix

Die symmetrische Matrix A ist positiv-definit dann und nur dann, wenn alle ihre Eigenwerte strikt

positiv sind.
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— Satz 3.27 Rechenregeln des Matriz- Exponentials
Seien n,p € N*, A € M(n,n,R) und a,b € R, dann gilt folgendes.

(a) et A . obA _ olath)-A (c) (eA)*l — oA

(b) ()" =erd (d) (e?)" ="

2
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I Satz 3.26 Determinante eines Matriz-Exponentials
Seien n € N* und A € M(n,n,R), dann gilt

det(e?) = e > 0. (3.225)

KA iv) Das Matriz-Exponential einer spurlosen Matriz ist offensichtlich unimodular, denn

tr(A) =0 & det(e?) =e"™ =¢"=1 (3.226)
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Satz 3.28 Spezielle Rechenregel des Matrix-Exponentials
Seien n € N* und A, B € M(n,n, R) kommutierend, d.h.

[A,B] =0, (3.227)

dann gilt

etB=et. 6B =68 . e (3.228)

Die Matrixz-Exponentiale von dhnlichen Matrizen sind ebenfalls dhnlich.



