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Satz 8.1.0.1. Singulérwertzerlegung (Singular Value Decomposition/SVD)

Sei eine Matrix A € R™ beliebig. Es gibt zweij@ttliogonale Matrizen U € R™™ und V € R**"
sodass: T

A=TUxV', (8.1:0:2)

wobei die Matrix X = diag(o,02,...,0)) € R™ (p = min(m, n)) die Singulirwerte der Matrix A
auffasst. Die Singuldrwerte stehen auf der Hauptdiagonale von X und sind der Grosse nach absteigend
geordnet: oy ist der grosste und o, ist der kleinste Singuldrwert:
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Satz 8.1.0.4. Fundamentalsatz der linearen Algebra - Teil II.

Mit den Notationen aus der Singuldrwertzerlegung gilt:

@V,—.H , ...,V ist eine Orthonormalbasis vom Kern von A;
2. Vi,...,v, spannen das Bild von AT und heissen rechte Singuldirvektoren von A;
@ uy,...,u, spannen das Bild von A und heissen linke Singuldrvektoren von A;
4.
uAv; =01, WAV =07,..., WAV, =0} ;
5.
1
u = —AV1 = AVl =01
gl
1
u, = —Av, = Av, =ou,
o,
AVr+l =0
Av,=0.
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Definition 8.2.2.1. Pseudoinverse nach Moore (1920) und Penrose (1955)

Sei A € R™*" gegeben und sei ULV" ihre Singuldrwertzerlegung.
Die Pseudoinverse (Moore-Penrose) ist dann definiert als: _
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Definition 8.2.3.2. Wichtige Matrizennormen

Sei A eine m X n Matrix.
Die euklidische Norm oder (wie gerade bewiesen) auch Spektralnorm ist
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Die Frobenius Norm ist

Die Nuklearnorm ist
Ally=01+0m+...+0,.

1Al = > 141 = Spur(ATA) = \Jo2 402 +... 402
i,j

=0.
x#0  [|x]|, : — __— Casg@feFu—c —

RE ISPzl }

(m Reriemi-C i~ QRIeT . AR \

K o> o —S24xt ¢

Definition 6.4 Konditionszahl

Seien m,n,r € Nt mit » = min(m,n) und A € M(m,n, R) mit Singulirwerten sing(A) =

{o1,...,0.}, dann ist die Konditionszahl von A die strikt positive reelle Zahl
o1
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3. [6 Punkte] Sei die Matrix A gegeben durch ihre Singularwertzerlegung A = USV7 mit

1 1 1 1 200
101 =1 =1 1 010 '
U=-= , Y= , Vi=Z11 2 2
201 -1 1 -1 000 3
2 1 -2
1 1 -1 -1 000

a) Was sind die Dimensionen, der Rang und die 2-Norm der Matrix A?
b) Schreiben Sie A als Summe von Rang-1-Matrizen.
c) Geben Sie orthonormale Basen von Kern(A) und Bild(A) an.

d) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem Az = b mit
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3. [6 Punkte] Sei die Matrix A gegeben durch ihre Singularwertzerlegung A = ULV mit
b o~ J.
1 1.1 1 2 00 o
1|1 -1{-1 1 0 8
U= , T= , vi4-11 2 2
211 -1}/ 1 -1 000 3
2 1 =2
1 1}§-1 -1 0 0O - -
a) Was sind die Dimensionen, der Rang und die 2-Norm der Matrix A?
b) Schreiben Sie A als Summe von Rang-1-Matrizen.
c) Geben Sie orthonormale Basen von Kern(A) und Bild(A) an.
6sen Sie das lineare Ausgleichsproblem Ax = b mit
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