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Basispriifung Lineare Algebra
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Sommer 2019

Datum Samstag, 24. August 2019 Note
1 2 3 4 5 6 Total Bonus
6P| 6P| 6P |6P|6P | 6P| 36P | Ubungen | Anz. Blitter

Auf die Aufgaben diirfen Sie erst auf Anweisung des Assistenten umbldittern! Sie
kéonnen die Hinweise jedoch jetzt durchlesen.

Allgemeine Hinweise:

e Kleben Sie das Etikett mit IThrem Namen oben auf dem grossen leeren Feld

auf.

e Priifungsdauer: 120 Minuten.

e Erlaubte Hilfsmittel: Keine.

e Alle Aufgaben werden gleich gewichtet (jeweils 6 Punkte).

e Begriinden Sie Thre Aussagen. Nicht motivierte Losungen werden nicht ak-
zeptiert! Davon ausgenommen ist nur Aufgabe 6 (Multiple-Choice-Aufgabe).

e Tragen Sie die Losung von Aufgabe 6 (Multiple-Choice-Aufgabe) auf dem Ex-
trablatt (letzte Seite dieser Priifung) ein.



e Beginnen Sie jede der sechs Aufgaben auf einer neuen Seite und schreiben Sie
Ihren Namen auf alle Blétter.

e Bitte nicht mit Bleistift / Rot / Griin schreiben!

e Versuchen Sie, [hren Losungsweg moglichst klar darzustellen, und arbeiten Sie
sorgfaltig.

Vor dem Start der Priifung:

e Ein Etikett mit Threm Namen sollte auf dem Couvert sein und das zweite
Etikett auf der vordersten Seite der Priifungsaufgaben.

e Schalten Sie Ihr Handy aus und verstauen Sie es in Threr Tasche.
e Legen Sie Thre Legi auf den Tisch.

e Legen Sie genug leere Blatter auf dem Tisch bereit, sodass Sie nicht mehr zur
Tasche greifen miissen.

Am Ende der Priifung:

e Geben Sie die Priifungsaufgaben und auch Ihre Antworten gemeinsam in das
Couvert.

e Kleben Sie das leere Etikett auf die Lasche des Couverts, sodass das Couvert
versiegelt ist, und unterschreiben Sie auf das Etikett. (Benutzen Sie nicht die
Kleblasche des Couverts.)

e Warten Sie bis alle Priifungen gezahlt sind.

Bei Fragen und Unklarheiten fragen Sie die anwesenden Assistenten.

Viel Erfolg!

Notenskala: Die maximal erreichbare Punktzahl ist 36. Fiir die Note 6.00 benotigen Sie mindestens
34 und fiir die Note 4.00 mindestens 17 Punkte.
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Lineare Algebra

Extrablatt: Aufgabe 6

Name:

Tragen Sie auf dieses Extrablatt die Losungen zu den “Richtig oder Falsch”-Fragen aus Aufgabe
6 ein, indem Sie das Késtchen ankreuzen, welches der korrekten Antwort entspricht. Tragen Sie
oben Thren Namen ein.

Bewertungsschema: Jede korrekte Antwort gibt einen Punkt, jedes nicht korrekt gesetzte Kreuz
gibt einen Punkt Abzug. Fiir jede Teilaufgabe, fiir die kein Kreuz gemacht wurde, gibt es 0 Punkte.
Die Summe der Punktzahlen fiir die ganze Aufgabe 6 wird, falls negativ, auf 0 aufgerundet.

Teilaufgabe | Richtig | Falsch
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Bitte wenden!



Siehe nichstes Blatt!



1. [6 Punkte] Gegeben sei die Matrix

1 8 4
A= |4 -4 7
8§ 1 —4

a) Zeigen Sie, dass die Spaltenvektoren von A orthogonal sind.
b) Zeigen Sie, dass die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind.

c) Geben Sie eine QR-Zerlegung von A an.

2. [6 Punkte] Gegeben sei das Differentialgleichungssystem erster Ordnung §y = Ay, wobei

1 -2 1
A=>1-2 0 -2
1 -2 1

a) Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix 7" und eine Diagonalmatrix D, so dass A =
TDT.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems § = Ay, indem
Sie die neuen Variablen z(t) = T~ 'y(t) einfiihren.

c) Bestimmen Sie die spezielle Losung des Differentialgleichungssystems § = Ay zu den
Anfangsbedingungen

3. [6 Punkte] Gegeben sei die Matrix A und der Vektor b wie folgt:

3 5
A= (4], b= 110
0 1

Wir wollen die Singulérwertzerlegung von A finden, also A = UXV .
a) Bestimmen Sie X.
b) Bestimmen Sie V und U.

c) Berechnen Sie min,ep: [[Av — b|[2 und geben Sie ein 2 an, sodass
|Az — b||s = min,cg: ||Av — b||2.

Bitte wenden!



4. [6 Punkte] Seien G3 = span{l,t,t*} und Us = span{l,t,t*} zwei Vektorrdume von Poly-
nomen. Betrachten Sie die folgende Abbildung A von G nach Us:

A: gg — Z/[3
z(t) — z(0)+¢-2/(0) + 5t2 - 2”(0),

das heisst, fiir z € G ist Az € Us gegeben durch (Az)(t) = z(0) + ¢ - 2/(0) + 5% - 2”(0).
a) Zeigen Sie, dass A eine lineare Abbildung ist.

b) Durch welche Matrix A wird A beschrieben beziiglich der Monomialbasis in den beiden
Raumen G und U3?

c) Zeigen Sie, dass {p1,p2, ps} und {qi, ¢2, g3} Basen von G3 beziehungsweise U3 sind, wobei
pt) =1+t pt)=1-t,  pt)=1+t+1,

und
q(t) =t @) =1+1% (t)=1—12.

d) Welches ist die neue Matrix B, durch die A nach dem Basiswechsel in die neuen Basen
{p1,p2,p3} und {q1, g2, g3} aus Teilaufgabe c) beschrieben wird?

é [6 Punkte] Seien A, B,C € C"*". Zeigen Sie die folgende Aussage:

Es gilt AB = AC, genau dann wenn gilt AP AB = AT AC.

Siehe nichstes Blatt!



6. [6 Punkte] Multiple-Choice: Auf dem Extrablatt “Richtig” oder “Falsch” ankreuzen.

Der folgende Code beschreibt einen Algorithmus in Matlab mit Input A:

>>[m, n] = size(d);
>>B = zeros([m, nl);
>>C = zeros([n, nl);
>>for j =1 :m

>> vj = AC, j);

>> fori=1:j

>> C(i, j) =B(:, 1).7 * AC:, J);
>> vj =vj - C(i, j) *x B(:, 1);
>> end

>> C(j, j) = norm(vj);

>> B(:, j) =vj/ C(, j);

>>end

Dieser Algorithmus beschreibt ein Verfahren zur Diagonalisierung der Matrix A.

b) Sei A eine reelle n x n Matrix, dessen Kern die Dimension 0 hat.
Somit ist det(A) # 0.

c) Seien A € R™*" b € R™ gegeben. Falls m < n, dann hat das lineare Gleichungssystem
Az = b mindestens eine Losung x € R™.

d) Seien A, B € R™*" symmetrische Matrizen, und sei A zusétzlich invertierbar.

Dann ist A~!B symmetrisch.

e) Sei A eine reelle, invertierbare n x n Matrix, und sei I + A invertierbar.
Dann ist (I + A)~'=17-— A"

f) Die reelle n x n Matrix A hat n reelle Eigenwerte Aq, ..., \,.
Somit gilt det(A™) =1/(A1-...- \y).
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4. [6 Punkte] Seien G3 = span{l,t,t?} und U3 = span{l,¢,t*} zwei Vektorrdume von Poly-
nomen. Betrachten Sie die folgende Abbildung A von G3 nach Us:

A g g3 —_ Z/{3
z(t) — z(0) +t-2'(0) + 3t - 2”(0),
das heisst, fiir = € G5 ist Az € Us gegeben durch (Az)(t) = z(0) + ¢ - 2/(0) + 3t* - 2”(0).
a) Zeigen Sie, dass A eine lineare Abbildung ist.

b) Durch welche Matrix A wird A beschrieben beziiglich der Monomialbasis in den beiden
Réaumen Gz und Us?

c) Zeigen Sie, dass {p1, p2, p3} und {q1, ¢2, g3} Basen von G bezichungsweise Uy sind, wobei
pt) =1+t  pa(t)=1—-t,  ps(t) =1+t +1,

und
a(t) =t, 0(t) =1+t g3(t) =1 t*.

d) Welches ist die neue Matrix B, durch die A nach dem Basiswechsel in die neuen Basen
{p1,p2,p3} und {q1, ¢2, g3} aus Teilaufgabe c) beschrieben wird?
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