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1 Frequenzbedingungen des geschlossenen
Regelkreises
Frequenzeigenschaften von Störungen und Rauschen

Die Übertragungsfunktionen des geschlossenen Regelkreises
S(s) und T (s) sind intrinsisch gekoppelt:

T (s) + S(s) = L(s)
1 + L(s) + 1

1 + L(s) = 1, ’s œ C (1)

Gl. (1) setzt voraus, dass bei gegebener Frequenz ú
Ê nur

entweder |T (j ú
Ê)| oder |S(j ú

Ê)| viel kleiner als 1 sein kann.

Die Einflüsse des Rauschens (N für Noise) und der Störung
(D für Disturbance) auf den Ausgang sind wie folgt:

Y (s) = YD(s) + YN (s) = S(s) · D(s) + T (s) · N(s) (2)

Störungen werden also mit S(s) auf den Ausgang übertragen
und Rauschen mit T (s).
Die generelle Aufgabe eines Reglers ist die gleichzeitige Un-
terdrückung von Rauschen und Störungen. Dies ist laut
Gl. (1) nur möglich, wenn die Signale in unterschiedlichen Fre-
quenbändern auftreten. Glücklicherweise tritt Rauschen nor-
malerweise bei hohen Frequenzen (Ê > Ên) auf und Störungen
normalerweise bei tiefen Frequenzen (Ê < Êd). Daraus ergibt
sich, dass S(jÊ) für tiefe Frequenzen klein, und T (jÊ) für ho-
he Frequenzen klein sein muss.
Niedrige Frequenzen Ê < Êd

|S(jÊ)| =
----

1
1 + L(jÊ)

----
!

<< 1 ∆ |L(jÊ)| >> 1 (3)

Hohe Frequenzen Ê > Ên

|T (jÊ)| =
----

L(jÊ)
1 + L(jÊ)

----
!

<< 1 ∆ |L(jÊ)| << 1 (4)
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such that in steady state the magnitude of the output in the worst case11 is
bounded by

|Y (j !)|  |S(j !)| · |D(j !)|+ |T (j !)| · |N(j !)| (9.21)
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Figure 9.5. Illustration of the frequency separation requirement of a well-posed
problem.

Since |T (j !)| and |S(j !)| cannot be zero (very small) at the same fre-
quency !, the control system cannot reject both noise and disturbances at that
frequency. Therefore, an important constraint on the problem setup is that
the frequency bands, i.e., the spectra (see Section B.2.1) of the disturbance
and noise signals must be clearly separated.

Figure 9.5 shows such a well-posed problem in which only low-frequency
disturbances are present (! < !d) and in which the noise is a high-frequency
signal (! > !n). The spectra |D(j !)| and |N(j !)| of the two signals are sep-
arated by a su�ciently large frequency band such that it is possible to achieve
simultaneously disturbance rejection and noise reduction for all frequencies.

If the disturbance and noise signals present in a specific problem setup do
not satisfy this frequency-separation constraint, then no control system C(s)
exists that can achieve both disturbance rejection and noise attenuation.

11 In general, the disturbances and the noise are uncorrelated signals. Therefore, the
worst-case assumption is reasonable.

Abb. 1: Störung und Rauschen in unterschiedlichen Fre-
quenbändern. S(s) und T (s), die Gl. (3) und Gl. (4) erfüllen.
Beschränkungen der Sensitivität

Der Frequenzgang der Sensitivität S(jÊ) kann durch Einstel-
len des Reglers C(jÊ) lokal beeinflusst werden.

Global betrachtet, über alle Ê, muss die Sensitivität für alle
stabilen geschlossenen Regelkreise (d.h. Stabilität durch das
Nyquist Theorem bestimmt) folgende Gleichung erfüllen:

⁄ Œ

0
ln

--S(jÊ)
-- dÊ = fi ·

n+ÿ

i=1
fi+

i , (5)

wobei n+ die Anzahl der instabilen Pole fi+ der Kreis-
verstärkung L(s) ist. Falls die Kreisverstärkung L(s) keine
instabile Pole hat (n+ = 0) vereinfacht sich Gl. (5) zu:

⁄ Œ

0
ln

--S(jÊ)
-- dÊ = 0 (6)

Gleichungen Gl. (5) und Gl. (6) implizieren, dass eine Ver-
ringerung von |S(jÊ)| in einem Frequenzband durch eine
Erhöhung in einem anderen Frequenzband kompensiert wird.
2 Beschränkungen der Durchtrittsfrequenz
Definitionen Durchtrittsfrequenz und Bandbreite

Bei der Durchtrittsfrequenz Êc, schneidet das Bode Dia-
gramm von L(jÊ) die 0 dB-Linie: |L(jÊc)| = 0 dB = 1.
Zusätzlich definiert man die Bandbreite des geschlosse-

nen Regelkreises Êb: |T (jÊb)| = ≠3 dB ¥ 0.7. Die Band-
breite ist ein Mass für die höchste Frequenz des Eingangssi-
gnals, die der geschlossene Regelkreis verfolgen kann.
Die Bandbreite entspricht ungefähr der Durchtrittsfrequenz.

Êb ¥ Êc

Beschränkungen der Durchtrittsfrequenz

Im Folgenden werden verschiedene Grössen eingeführt, welche
die Durchtrittsfrequenz und somit die Bandbreite (oder um-
gekehrt) des geschlossenen Regelkreises limitieren. Die quan-
titativen Werte der Beschränkungen basieren auf Erfahrungs-
werten und sind sinnvolle Faustregeln.
Beschränkungen durch Modellunsicherheiten W2

Aus dem robusten Stabilitätskriterium folgt:
--L(jÊ) · W2(jÊ)

-- <
--1 + L(jÊ)

-- , ’Ê œ [0, Œ)

∆
----

L(jÊ)
1 + L(jÊ)

---- <

----
1

W2(jÊ)

----

∆
--T (jÊ)

-- <
---W ≠1

2 (jÊ)
--- (7)

Da die Unsicherheit |W2(jÊ)| tendenziell mit der Frequenz
zunimmt (und W ≠1

2 (jÊ) somit mit der Frequenz abnimmt),
ist Gl. (7) eine obere Beschränkung der Bandbreite, und somit
eine Beschränkung der Durchtrittsfrequenz von |L(jÊ)|.
Man will die Unsicherheit auf jeden Fall vermeiden. Deswegen
setzt man als obere Schranke für die Durchtrittsfrequenz eine
Dekade kleiner als die Unsicherheitsdurchtrittsfrequenz.

Êc
!
<

1
10 · Ê2 |W2(jÊ2)| = 1

1

 



Beschränkung durch eine Totzeit ·
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Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten ·C und ·P

Totzeit im Regler:
Durch die Verarbeitung des Signals im Regler vergeht Zeit.
Die vergangene Zeit wird als Totzeit ·C modelliert:

C· (s) = C(s) · e≠·C ·s

Totzeit in der Regelstrecke

Die Totzeit ·P der Regelstrecke ist identisch definiert wie die
Totzeit des Reglers:

P· (s) = P (s) · e≠·P ·s

Ein Beispiel einer Totzeit in der Regelstrecke ist die Kom-
munikation zu einem Satellit. Es vergeht Zeit ·P zwischen
senden der Eingangsgrösse u(tú) zur Zeit tú und der Reaktion
des Satelliten y(tú ≠ ·P ).

Die Übertragunsfunktion der Kreisverstärkung mit Verzöge-
rung im Regler und der Regelstrecke ist gegeben durch:

L· (s) = C(s) · P (s) · e≠(·C +·P )·s = C(s) · P (s) · e≠· ·s

Die Totzeit induziert eine obere Grenze für die Durchtritts-
frequenz. Um die Totzeitsfrequenz gut zu vermeiden wird als
Grenze die halbe Totzeitsfrequenz gewählt.

æ Êc
!
<

1
2 · Ê· = 1

2 · 1
·

Der Faktor von 1
2 ist ein Erfahrungswert. Falls möglich sollte

man einen konservativen Vorfaktor von 1
5 wählen.

Beschränkungen durch nicht-minimalphasige (NMP)

Nullstellen w’+

Gegeben sei eine Regelstrecke P (s) = n(s)
d(s) mit mindestens

einer nicht-minimalphasigen Nullstelle. Um die Wirkung der
Nullstellen zu veranschaulichen, wählt man einen konstanten
Regler C(s) = kp, kp œ R.

S(s) = d(s)
d(s) + kp · n(s) , T (s) = kp · n(s)

d(s) + kp · n(s)

Wenn kp æ Œ strebt, nähern sich die Pole von S(s) und
T (s), gegeben durch d(s) + kp · n(s) = 0, an die Lösung von
n(s) = 0. Da n(s) mindestend eine nicht-minimalphasige
Nullstelle hat, wird das System bei kp = kp,crit instabil. Dies
impliziert, dass die Bandbreite durch einen Regler kp nicht
beliebig hoch gewählt werden kann. Daraus folgt:

Êc
!
<

1
2 · Ê’+ (konservativer mit 1

5 als Faktor) (8)

wobei Ê’+ der langsamsten nicht-minimalphasigen Nullstelle
entspricht (kleinster positiver Realteil).

Beschränkungen durch instabile Pole fi+

I: Instabile Pole fi+
ohne Modellierungsunsicherheit

Die Wirkung von instabilen Polen wird anhand eines
einfachen Beispiels gezeigt. Gegeben sei eine Regelstrecke
P (s) = 1

a≠s , a œ R+ welche mit einem konstanten Reg-
ler C(s) = kp, kp œ R stabilisiert werden soll. Es gilt fi+ = a.

Aus nc = n0
2 + n+ mit n0 = 0 und n+ = 1 folgt das eine

Umkreisung von (≠1+j0) in  notwendig ist um das System
zu stabilisieren. Dies kann nur durch einen Regler kp < ≠a
erreicht werden.
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Figure 9.9. Plant P (j !) and loop gain L(j !) of the unstable first-order system
example for various gains kp.

!c =
p
120 · a (9.36)

which shows that the “faster” the unstable pole (the larger a is), the higher
the bandwidth of the stabilizing controller must be.18

kp = �1.16 · a

kp = �1.5 · a

kp = �2 · a

kp = �4 · a

!

�10

0 dB

10
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Figure 9.10. Sensitivities S(s) of the closed-loop system for various gains kp.

18 Not very precisely, but quite descriptively, one could say that the controller must
be “faster” than the unstable pole to be able to stabilize the plant by feedback
action.

Abb. 3: Nyquistdiagramm der Regelstrecke P (jÊ) und Kreis-
verstärkung L(jÊ)

Daraus folgt eine untere Schranke für die Durchtrittsfrequenz:

Êc > 2 · Êfi+ (konservativer mit 5 als Faktor) (9)

wobei Êfi+ der schnellste instabile Pol von L(s) ist (Pol mit
dem grössten positiven Realteil).
II: Instabile Pole fi+

mit Modellierungsunsicherheit

Zusätzlich zu Gl. (9) müssen wir folgende Bedingung für alle
instabilen Pole fi+

i prüfen:
---W2(fi+

i )
--- < 1 ’i (10)

3 Zusammenfassung der Beschränkungen
Alle oben beschriebenen Einschränkungen können als eine
Reihe von Bedingungen an die Durchtrittsfrequenz zusam-
mengefasst werden. Da es mehrere untere Schranken und
obere Schranken für die Durchtrittsfrequenz gibt, muss
man das engstmögliche Frequenzband nehmen, sodass alle
Bedingungen gleichzeitig erfüllt sind:
max

)
10 · Êd, 2 · Êfi+

*
< Êc < min

) 1
10 · Ên, 1

10 · Ê2, 1
2 · Ê· , 1

2 · Ê’+
*

konservativer mit 5 konservativer mit 1
5

Wichtig:

1. Es handelt sich bei den besprochenen Beschränkungen
nicht um Design-Spezifikationen an den Regler, sondern um
eine Überprüfung, ob das Regelproblem überhaupt sinnvoll
gelöst werden kann. Wenn es kein gültiges Frequenzband für
Êc gibt, existiert kein Regler, der das Problem sinnvoll löst.
2. Falls D(jÊ) oder N(jÊ) mit 20 dB/dek abfallen oder anstei-
gen, garantiert der Sicherheitsfaktor 10 eine Verstärkung der
Signale nicht grösser als 10% (¡ Unterdrückung um 90%).
3. Bei instabilen Polen oder NMP Nullstellen geht es nicht um
die Unterdrückung von Signalen, sondern um die Garantie
von Stabilität. Diese wird nominell auch mit einem kleineren
Sicherheitsabstand von Faktor von 2 oder 5 erreicht.
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