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1 Frequenzbedingungen des geschlossenen
Regelkreises

Frequenzeigenschaften von Stérungen und Rauschen
Die Ubertragungsfunktionen des geschlossenen Regelkreises

S(s) und T'(s) sind intrinsisch gekoppelt:
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Gl. (1) setzt voraus, dass bei gegebener Frequenz @ nur
entweder |T'(jw)| oder |S(jw)| viel kleiner als 1 sein kann.

Die Einfliisse des Rauschens (N fiur Noise) und der Stérung
(D fiir Disturbance) auf den Ausgang sind wie folgt:
Y(s)=Yp(s)+Yn(s)=S(s)-D(s)+T(s)-N(s) (2)
Storungen werden also mit S(s) auf den Ausgang tibertragen
und Rauschen mit T'(s).
Die generelle Aufgabe eines Reglers ist die gleichzeitige Un-
terdriickung von Rauschen und Stérungen. Dies ist laut
Gl. (1) nur moglich, wenn die Signale in unterschiedlichen Fre-
quenbédndern auftreten. Gliicklicherweise tritt Rauschen nor-
malerweise bei hohen Frequenzen (w > w,,) auf und Stérungen
normalerweise bei tiefen Frequenzen (w < wy). Daraus ergibt
sich, dass S(jw) fiir tiefe Frequenzen klein, und T'(jw) fiir ho-
he Frequenzen klein sein muss.

Niedrige Frequenzen w < wy
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Abb. 1: Stérung und Rauschen in unterschiedlichen Fre-
quenbéndern. S(s) und T'(s), die Gl. (3) und GL (4) erfiillen.

Beschrinkungen der Sensitivitit

Der Frequenzgang der Sensitivitdt S(jw) kann durch Einstel-
len des Reglers C'(jw) lokal beeinflusst werden.

Bei Fragen: morettog@ethz.ch, davidm®@ethz.ch

Global betrachtet, tiber alle w, muss die Sensitivitdt fiir alle
stabilen geschlossenen Regelkreise (d.h. Stabilitdt durch das
Nyquist Theorem bestimmt) folgende Gleichung erfiillen:
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wobei ny die Anzahl der instabilen Pole 7 der Kreis-
verstarkung L(s) ist. Falls die Kreisverstarkung L(s) keine
instabile Pole hat (n4 = 0) vereinfacht sich Gl. (5) zu:

/OOO In | S(jw)| dew = 0 (6)

Gleichungen Gl. (5) und Gl. (6) implizieren, dass eine Ver-
ringerung von |S(jw)| in einem Frequenzband durch eine
Erh6hung in einem anderen Frequenzband kompensiert wird.

2 Beschriankungen der Durchtrittsfrequenz
Definitionen Durchtrittsfrequenz und Bandbreite
Bei der Durchtrittsfrequenz w,, schneidet das Bode Dia-
gramm von L(jw) die 0dB-Linie: |L(jw.)| =0dB = 1.

Zuséatzlich definiert man die Bandbreite des geschlosse-
nen Regelkreises wy: |T'(jwy)| = —3 dB ~ 0.7. Die Band-
breite ist ein Mass fiir die hochste Frequenz des Eingangssi-
gnals, die der geschlossene Regelkreis verfolgen kann.

Die Bandbreite entspricht ungefihr der Durchtrittsfrequenz.

Beschriankungen der Durchtrittsfrequenz

Im Folgenden werden verschiedene Grossen eingefiihrt, welche
die Durchtrittsfrequenz und somit die Bandbreite (oder um-
gekehrt) des geschlossenen Regelkreises limitieren. Die quan-
titativen Werte der Beschriankungen basieren auf Erfahrungs-
werten und sind sinnvolle Faustregeln.

Beschrinkungen durch Modellunsicherheiten W,
Aus dem robusten Stabilitatskriterium folgt:
|L(jw) - Wa(jw)| < |1+ L(jw)|, Yw € [0,00)
’ L(jw) ‘ 1
1+ L(jw) Wa(jw)
= |TGw)| < |z ()|

(7)

Da die Unsicherheit |[W5(jw)| tendenziell mit der Frequenz
zunimmt (und W, *(jw) somit mit der Frequenz abnimmt),
ist GL. (7) eine obere Beschrankung der Bandbreite, und somit
eine Beschrankung der Durchtrittsfrequenz von |L(jw)|.

Man will die Unsicherheit auf jeden Fall vermeiden. Deswegen
setzt man als obere Schranke fiir die Durchtrittsfrequenz eine
Dekade kleiner als die Unsicherheitsdurchtrittsfrequenz.

[Wa(jws)| =1




Beschriankung durch eine Totzeit T

E(s),

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten 7¢ und 7p
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Totzeit im Regler:

Durch die Verarbeitung des Signals im Regler vergeht Zeit.
Die vergangene Zeit wird als Totzeit 7 modelliert:

C.(s)=C(s)-e7 7

Totzeit in der Regelstrecke

Die Totzeit 7p der Regelstrecke ist identisch definiert wie die
Totzeit des Reglers:

Ein Beispiel einer Totzeit in der Regelstrecke ist die Kom-
munikation zu einem Satellit. Es vergeht Zeit 7p zwischen
senden der Eingangsgrosse u(t*) zur Zeit t* und der Reaktion
des Satelliten y(t* — 7p).

Die Ubertragunsfunktion der Kreisverstirkung mit Verzoge-
rung im Regler und der Regelstrecke ist gegeben durch:
L.(s)=C(s)- P(s) - e~ 7c+78)s — C(s5) . P(s) - e

Die Totzeit induziert eine obere Grenze fiir die Durchtritts-
frequenz. Um die Totzeitsfrequenz gut zu vermeiden wird als
Grenze die halbe Totzeitsfrequenz gewahlt.

—lwe < = -

Der Faktor von % ist ein Erfahrungswert. Falls moglich sollte
man einen konservativen Vorfaktor von % wéhlen.
Beschrinkungen durch nicht-minimalphasige (NMP)
Nullstellen We+

Gegeben sei eine Regelstrecke P(s) = Zé:;

mit mindestens

einer nicht-minimalphasigen Nullstelle. Um die Wirkung der
Nullstellen zu veranschaulichen, wahlt man einen konstanten
Regler C(s) = kp, k, € R.

kp - n(s)

_ d(s)
Ss) =3 d(s) + ky - n(s)

&+ hy mls) )=

Wenn k, — oo strebt, néhern sich die Pole von S(s) und
T(s), gegeben durch d(s) + kp, - n(s) = 0, an die Losung von
n(s) =0. Da n(s) mindestend eine nicht-minimalphasige
Nullstelle hat, wird das System bei k, = kp crit instabil. Dies
impliziert, dass die Bandbreite durch einen Regler £, nicht
beliebig hoch gewéhlt werden kann. Daraus folgt:

11
c<7'
Wes g

1
we+ | (konservativer mit 5 als Faktor) (8)

wobei w¢+ der langsamsten nicht-minimalphasigen Nullstelle
entspricht (kleinster positiver Realteil).

Beschriinkungen durch instabile Pole =+
I: Instabile Pole 7+ ohne Modellierungsunsicherheit

Die Wirkung von instabilen Polen wird anhand eines
einfachen Beispiels gezeigt. Gegeben sei eine Regelstrecke
P(s) = ais, a € Ry welche mit einem konstanten Reg-
ler C(s) = ky, kj € R stabilisiert werden soll. Es gilt 7+ = a.

Aus n, = P +ny mit ng = 0 und ny = 1 folgt das eine
Umkreisung von (—1430) in O notwendig ist um das System
zu stabilisieren. Dies kann nur durch einen Regler k, < —a
erreicht werden. Im

Abb. 3: Nyquistdiagramm der Regelstrecke P(jw) und Kreis-
verstarkung L(jw)

Daraus folgt eine untere Schranke fiir die Durchtrittsfrequenz:

(konservativer mit 5 als Faktor)  (9)

wobel w,+ der schnellste instabile Pol von L(s) ist (Pol mit
dem grossten positiven Realteil).

II: Instabile Pole 7+ mit Modellierungsunsicherheit

Zusétzlich zu Gl. (9) miissen wir folgende Bedingung fiir alle
instabilen Pole 7 priifen:

‘Wg(wj)‘ <1Vi (10)

3 Zusammenfassung der Beschrinkungen

Alle oben beschriebenen Einschriankungen koénnen als eine
Reihe von Bedingungen an die Durchtrittsfrequenz zusam-
mengefasst werden. Da es mehrere untere Schranken und
obere Schranken fiir die Durchtrittsfrequenz gibt, muss
man das engstmogliche Frequenzband nehmen, sodass alle
Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind:

. 1 1 1 1
max{lO-wd,Q-w,r+} <wc<m1n{1—0-wn,1—0-w2,§-w,—,§-w<+}
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konservativer mit 5 konservativer mit %

Wichtig:

1. Es handelt sich bei den besprochenen Beschriankungen
nicht um Design-Spezifikationen an den Regler, sondern um
eine Uberpriifung, ob das Regelproblem iiberhaupt sinnvoll
gelost werden kann. Wenn es kein giiltiges Frequenzband fiir
w, gibt, existiert kein Regler, der das Problem sinnvoll 16st.
2. Falls D(jw) oder N (jw) mit 20 dB/dek abfallen oder anstei-
gen, garantiert der Sicherheitsfaktor 10 eine Verstarkung der
Signale nicht grosser als 10% («+» Unterdriickung um 90%).
3. Bei instabilen Polen oder NMP Nullstellen geht es nicht um
die Unterdriickung von Signalen, sondern um die Garantie
von Stabilitdt. Diese wird nominell auch mit einem kleineren
Sicherheitsabstand von Faktor von 2 oder 5 erreicht.
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Abb. 2: Robustes Stabilitatskriterium nach Nyquist.
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Die Wirkung von instabilen Polen wird anhand eines

- einfachen Beispiels gezeigt. Gegeben sei eine Regelstrecke
Mﬂm SC)(\Y.O\n\}C’ ?u‘ CX)Q, P(s) = ia, a € Ry welche mit einem konstanten Reg-

ler C(s) = ky, kp, € R stabilisiert werden soll. Es gilt 7 = a.
c. > 20w , , . .
Aus n. = % +ny mit ng = 0 und ny = 1 folgt das eine

Umbkreisung von (—1+50) in O notwendig ist um das System
zu stabilisieren. Dies kann nur durch einen Regler &, < —a

L(jw) \

erreicht werden.

Abb. 3: Nyquistdiagﬁnnn der Regelstrecke P(jw) und Kreis-
verstarkung L(jw)
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Tipps ¢ar Aulgalce 2

Aufgabe 2 (Einschrinkungen des Regelsystems)
Gegeben sei folgende Regelstrecke:

i’l(t) = mg(t)
.’i)Q(t) = xl(t) —1.5- :L‘Q(t) + u(t - 0.01)
y(t) = —4 - z1(t) + z2(t).

Storungen treten vor allem im Frequenzband 0 rad/s bis 0.1 rad/s auf. Das auftretende Rauschen ist
sehr hochfrequent: w,, = 6000 rad/s. Die Ubertragungsfunktion der Unsicherheitsschranke Wy(s) ist
gegeben durch:
(s+1)

22
Ein Regler soll so ausgelegt werden (nicht Teil dieser Aufgabe), dass ein stabiler geschlossener Re-
gelkreis resultiert und dass Storungen d(t) und Rauschen n(t) geniigend stark unterdriickt werden.
Modellunsicherheiten kénnen die Durchtrittsfrequenz weiter einschrdnken und miissen entsprechend
mitbertiicksichtigt werden.
Existiert ein Regler C(s) der diese Regelaufgabe erfiillen kann? Ist eine konservative Einschrinkung
der Durchtrittsfrequenz moglich? Begriinden Sie Thre Anwort anhand der fiir diese Aufgabenstellung
relevanten Frequenzen.
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