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1 Definitionen
Signale im Regelkreis:

r(t) : Referenz (Sollzustand des Systems)
w(t) : Störung der Eingangsgrösse u
d(t) : Störung der Ausgangsgrösse y
n(t) : Sensorrauschen

C P
ue yr

w d

n
≠≠

Standardregelstruktur mit Störgrössen w und d.
Das Konzept einer Übertragungsfunktion kann erweitert wer-
den, um die Beziehung zwischen zwei beliebigen Signalen zu
beschreiben. Dafür wird der Regelkreis zunächst in den Fre-
quenzbereich transformiert:

C(s) P (s)
U(s)E(s) Y (s)R(s)

W (s) D(s)

N(s)≠≠

Ziel ist, die Ausgangsgrösse Y (s) als Funktion des Reglers
C(s), der Regelstrecke P (s) und der Eingänge R(s), N(s),
D(s), und W (s) zu schreiben. Durch die Linearität der Reg-
lerstruktur und unter Annahme von unkorrelierten Eingängen
können die Eingangsbeiträge einzeln betrachten werden:

C(s) P (s)
YR(s)R(s)

≠
C(s) P (s)

YN (s)

N(s)
≠≠

C(s) P (s)
YW (s)

W (s)

≠
C(s) P (s)

YD(s)
D(s)

≠

Daraus folgt:
YR(s) = P (s)C(s)

1 + P (s)C(s) · R(s), YN (s) = P (s)C(s)
1 + P (s)C(s) · N(s)

YW (s) = P (s)
1 + P (s)C(s) · W (s), YD(s) = 1

1 + P (s)C(s) · D(s)

Die gesamte Ausgangsgrösse Y (s) lautet somit:

Y (s) = YR(s) + YN (s) + YW (s) + YD(s) (1)

Es werden Komponenten von Gl. (1) neu definiert:
Kreisverstärkung : L(s) = P (s) · C(s) (e æ y)
Sensitivität : S(s) = 1

1+L(s) (d æ y)
Komplementäre
Sensitivität

: T (s) = L(s)
1+L(s) (r æ y)

Mit diesen Definitionen können wir die Beziehung zwischen
allen Eingangssignalen und dem Ausgang kompakt schreiben:

Y (s) = S(s) · [D(s) + P (s) · W (s)] + T (s) · [R(s) + N(s)]

2 Stabilität des geschlossenen Regelkreises
Für geschlossene Regelkreise muss das Konzept der Stabilität
erweitert werden. Ein System ist intern stabil, wenn alle
Übertragungsfunktionen, welche die Eingänge w, d, r in den
Regelkreis auf die Ausgänge u, y, e abbilden, asymptotisch
stabil sind (Re(⁄i) < 0, i = 1, . . . , n)1. Die Beziehungen
zwischen diesen Signalen sind gegeben durch:

S

U
U(s)
Y (s)
E(s)

T

V =

S

U
S(s) ≠S(s) · C(s) S(s) · C(s)

S(s) · P (s) S(s) T (s)
≠S(s) · P (s) ≠S(s) S(s)

T

V ·

S

U
W (s)
D(s)
R(s)

T

V

D.h. die Übertragungsfunktionen S(s), T (s), S(s) · C(s), und
S(s) · P (s) dürfen nur Pole fii mit Re(fii) < 0 haben.
Falls P (s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben,
genügt es also, die asymptotische Stabilität von S(s) und
T (s) zu überprüfen um die interne Stabilität zu garantieren.

3 Nyquist Theorem
Durch das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Sta-
bilität eines geschlossenen Regelkreissystems T (s) = L(s)

1+L(s)
durch Analyse seiner Kreisverstärkung L(s) (o�ener Regel-
kreis) bestimmt werden. Dabei wird angenommen, dass keine
Modellunsicherheit W2(s) vorhanden ist.
Nominelles Stabilitätskriterium von Nyquist:
Der geschlossene Regelkreis, mit Übertragungsfunktion T (s),
ist asymptotisch stabil, falls für L(s) gilt:

nc = n0
2 + n+ (2)

nc: Anzahl Umrundungen von L(jÊ) um den
Punkt (≠1 + j0), wenn Ê zwischen (≠Œ, Œ)
variiert wird.

n0: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0
n+: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0

Wichtig: Stabilität nach Nyquistkriterium gilt nur,
falls keine Kürzungen von instabilen Polen mit nicht-
minimalphasigen Nullstellen auftreten in L(s) = C(s) · P (s).
Andernfalls kann nicht von L(s) auf die interne Stabilität
des geschlossenen Regelkreises geschlossen werden.
Vorgehen zur Auswertung des Stabilitätskriteriums
1. Betrachte das Nyquistdiagramm von L(jÊ) in der komple-
xen Ebene mit Ê œ [0, Œ).
2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegelte
Kurve enspricht dem Bereich Ê œ (≠Œ, 0]. Die kombinierte
Kurven entpricht also L(jÊ), Ê œ (≠Œ, Œ)
3. Zähle nc, die Anzahl Umrundungen von L(jÊ) um den
Punkt (≠1 + j0), wenn Ê von ≠Œ bis Œ variiert wird. Ein
Umlauf in  wird positiv gezählt, und in � negativ.
1
Im Folgenden wird asymptotisch stabil (nach Lyapunov) gleich BIBO-

stabil gesetzt. Dies ist zulässig für minimal-realisierte LZI-Systeme.
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Detailierte Anleitung zum Zählen der Umrundungen
Betrachten einen Zeiger dessen Basis auf dem Punkt
(≠1 + j0) liegt und dessen Kopf auf L(jÊ), Ê æ ≠Œ zeigt.
Folge mit dem Kopf des Zeigers der Kurve L(jÊ) von
Ê æ ≠Œ bis Ê æ +Œ und zähle die Anzahl Umdrehungen
um den Punkt (≠1 + j0), die der Zeiger dabei vollzieht.

4 Verstärkungsreserve und Phasenreserve
Falls L(s) eines Systems Gl. (2) nicht erfüllt, hat das resul-
tierende T (s) = L(s)

1+L(s) instabile Pole. Falls ein L(s) Gl. (2)
erfüllt, ist ein Mass für die Robustheit der Stabilität also:
”Wie nahe sind wir an einer weiteren Umdrehung?”.148 9 Analysis of Feedback Systems
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Figure 9.3. Definition of critical distance µmin, gain margin �, and phase margin '.

The values � and ' can be used to quantify the robustness of the control
system described by L(s) to pure-gain or pure-phase modeling errors. The
underlying assumption is that the “true” loop gain may be written as

Lt(s) = e�↵ · s/!c · k · L(s) (9.16)

with L(s) being the nominal loop gain that yields an asymptotically stable
nominal closed loop T (s) = L(s)/(1 + L(s)). If only a phase error is present
(k = 1), the “true” closed loop Tt(s) = Lt(s)/(1 + Lt(s)) remains stable as
long as ↵ < '. For the case of a pure-gain error (↵ = 0), stability is preserved
as long as k < �. Of course, if both error sources are present simultaneously
or if more general model uncertainties must be expected, the limits {�,'} are
no longer meaningful.

The gain and the phase margin are admittedly rather crude robustness
measures. However, they characterize quite well the robustness margins of
“simple” loops8 L(s). Moreover, in Chapter 10 it will be shown that for such
simple systems, the phase and gain margins of L(s) are linked to the system’s
closed-loop time-domain properties. For these reasons � and ' are useful first

8 Having low order and neither unstable poles nor nonminimumphase zeros.

Es werden drei Robustheitsmasse eingeführt: die
Verstärkungsreserve “, die Phasenreserve Ï, und der
kritische Abstand µ

“: Verstärkungsreserve zu (≠1 + 0j) bei \L(jÊ) = ≠180¶

Ï: Phasenabstand zu ≠180¶ bei der Durchtrittsfrequenz
Êc

µ: kleinste Distanz zwischen (≠1 + 0j) und L(jÊ)
µ = minÊ

--1 + L(jÊ)
-- = 1

maxÊ|S(jÊ)|
Beispiel Das nominelle System L(s) hat Phasenfehler – oder
Verstärkungsfehler k gegenüber dem wahren System:

Lt,–(s) = e≠–·s/Êc · L(s), Lt,k(s) = k · L(s)

Lt,– ist stabil für – < Ï und Lt,k für k < “. Falls beide
Fehler gleichzeitig vorhanden sind, sind “ und Ï keine guten
Robustheitsmasse, sie messen beide nur eindimensional.
Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen

|�(jÊ)|dB 0.1 1 10

0

-40

-80

• “

bei Êc

Ê

\�(jÊ)Grad 0.1 10 100

-90

-180

-270

Ï
•

bei Ê“

5 Robustes Nyquist Theorem
Annahme: ein wahres Modell der linearen und zeitinvarianten
Regelstrecke Pt(s) existiert, ist aber wegen Modellierungsun-
sicherheit nicht bekannt. Stattdessen wurde ein Nominalm-
odell der Regelstrecke P (s) und eine zugehörige multiplika-
tive Unsicherheitübertragungsfunktion W2(s) gefunden. Der
Regler C(s) ist exakt bekannt. Die wahre Kreisverstärkung
des Systems Lt(s) = Pt(s) · C(s) ist teil der Menge SL:

SL =
)

P (s) · C(s) · (1 + � · W2(s)) | (3)
|�| Æ 1, \� œ [≠fi, fi]

*
.

Es wird angenommen, dass L(s) und Lt(s) dieselbe Anzahl
instabile (n+) und stabile (n0) Pole haben.

Robustes Stabilitätskriterium von Nyquist:

Das robuste Stabilitätskriterium von Nyquist wird aus
dem nominalen Nyquist-Stabilitätskriterium abgeleitet: Falls
nämlich das nominale Nyquist-Stabilitätskriterium Gl. (2) für
jedes Lt(jÊ) œ SL in Gl. (3) erfüllt ist, dann ist der Regelkreis
garantiert asymptotisch stabil.
Umsetzung des robusten Stabilitätskriteriums: Durch be-
trachten der Grössen Modellunsicherheit, d.h. mit |�| =
1 und für alle möglichen Richtungen (Phasen) von � be-
schränken wir unsere Überlegung auf den schlimmstmöglichen
Fall, d.h.

Lt(s) = L(s) + L(s) · W2(s) (4)

Betrachte Abb. 2 und vergleiche mit Gl. (4). Um zusätzliche
Umkreisungen des Punktes (≠1 + 0)j garantiert zu verhin-
dern, darf der Unsicherheitsadius |L(jÊ) · W2(jÊ)| (in rot)
nie grösser als |1 + L(jÊ)| (in blau) werden. Daraus folgt das
robuste Stabilitätskriterium nach Nyquist:

--L(jÊ) · W2(jÊ))
-- <

--1 + L(jÊ)
-- , ’Ê œ [0, Œ)

150 9 Analysis of Feedback Systems
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Figure 9.4. Illustration of the robust Nyquist stability theorem.

9.5 Constraints on Closed-Loop Systems

9.5.1 Spectral Properties of Noise and Disturbance

One of the most important constraints imposed on any feedback control sys-
tem is a consequence of the intrinsic connection between the sensitivity S(s)
and the complementary sensitivity T (s), which directly follows from the defi-
nition of these two transfer functions

T (s) + S(s) =
L(s)

1 + L(s)
+

1

1 + L(s)
= 1, 8 s 2 (9.19)

Accordingly, only one of these two transfer functions can be much smaller
than 1 at any frequency s.

This observation has important consequences for the ability of the control
system to reject disturbances and measurement noise. In fact, the system
output is influenced by these two inputs in the following way (see Figure 9.1)

Y (s) = S(s) ·D(s) + T (s) ·N(s) (9.20)

Abb. 2: Robustes Stabilitätskriterium nach Nyquist.
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