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Beispiel: Betrachte Abb.1. Die Masse m ist an einer Fe-
der mit Federkonstante kp aufgehingt. Man kann ein Gas-
fluss mit Geschwindigkeit v(¢) von unten einstellen. Die Kraft
der Anstrémung auf die Masse m sei proportional zum Qua-
drat der relativen Geschwindigkeit. Die Gleichgewichtsposi-
tion des Objekt bei gegebenem v, sei bei p. Die Position des
Systems ist die Ausgangsgrosse und wird mit einem Sensor
gemessen.
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mzZ = Fq — Freder — FWind
=mg — kpz — k(2 + v(t))?

Dieses Beispiel wird in den
folgenden Abschnitten nor-
T T T T Tv(t) miert und linearisiert.
Abb. 1: Angestromte, auf-
gehingte Masse

1 Zustandsgleichung erster Ordnung

In diesem Abschnitt wird erklirt, wie man eine nichtlineare
Differentialgleichung (Gl (1)) in eine Zustandsgleichung er-
ster Ordnung (Gl. (2)) umwandelt. Aus dem Modellierungs-
schritt erhdlt man generell nichtlineare Differentialgleichun-
gen der Ordnung n:

gz (1)

z= f(za U)a (2)
wobei z(t) der Zustandsvektor, v(t) die Eingangsgrosse, und

w(t) die Ausgangrosse ist. f(.) und g(.) sind generell nichtli-
neare Funktionen.

L0y = )

w = g(z,v),

1
Beispiel —(mg — kpz — k(2 +v(t)?) = %
m

Durch die Wahl
T
- [Zw) L) ,(n—2) Z@H)} 5
T
=z 2 Zn-1  Zn]
lasst sich Gl. (1) in eine Zustandsgleichung erster Ordnung
umwandeln. Aus Gl (3) und Gl. (1) folgt

T
5= [Zu) 4(2) H(n—1) z(”)}
T
= [fl f2 fn—l Q(Zn7~~-a22721711)]
= f(zv 1))
Beispiel

=[] -[

z z9

[2] N lﬁi(mg —kp21 . k(22 + v(t))z)l
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2 Normierung

Die Grossen im Zustandsvektor z weisen verschiedene KEin-
heiten auf. Die Normierung dient einerseits einer vereinfach-
ten Interpretation und andererseits zur Vorbeugung von nu-
merischen Problemen. Falls der Betrachter die physikalischen
Grossen bevorzugt und die Numerik kein Problem darstellt,
kann man den Normierungsschritt iiberspringen.

Zl(t) =2Zi0" l‘i(t), 2,0 eR \ {O}
In Vektornotation
z=T-x, T =diag(z1,0,---,%n,0)

Die Ein- und Ausgangsgrosse werden analog normiert:

v(t) = vo - u(t)
w(t) =wo - y(t)

v € R\ {0}
wo € R\ {0}

Generell gilt

T-&=2%= f(z,v)

wo Yy =w = g(z,v)
Nun normiert man das System:

g=T"" f(T x,v0 u)= folz,u)
y=wy" - g(T - x,v0 u) = go(z,u)

Die Einheit der normierten Gleichung (4) ist [1].

Beispiel:

5= {zj = L;(mg — kpzy z k(z2 + v(t))?)

Es liege im Interesse des Betrachters, dass die normierte Posi-
tion x; der Masse m im Gleichgewichtszustand p. (bei Wind
Ve), 1, = 1 entspreche. Ausserdem weiss der Betrachter,
dass gilt: 0 < v(t) < Vmax. Dies ist hilfreich, um die Ein-
gangsgrosse in die Region 0 < w(t) < 1 zu normieren. Die
maximale Geschwindigkeit 2., sei h :

T = {% 2} O] = g - )

h
= | - pe 2 ,
W(mg_kF.pe'xl_k(h'x2+vmax'u(t)) )



3 Linearisierung von nichtlinearen Systemen

Das normierte nichtlineare System wird nun um den Gleich-
gewichtspunkt linearisiert. Die Linearisierung vereinfacht die
Analyse um den Gleichgewichtspunkt.

y(t)
Ue i = fo(z,u) = Az + bu
: u(t) ~
M | :go(a;'7u) y =cx +du
o |-
Abb. 2: Graphische Interpretation der FEingangs-
Ausgangslinearisierung.  Nichtlineares System in blau.

Linearisiertes System in rot.

Berechung der Gleichgewichtslage
Um das System zu linearisieren wird zuerst die Gleichge-
wichtslage berechnet. Im Gleichgewichtszustand gilt per De-
finition:
. . . 1T T
@ = [iy in] =1[0 ... 0] = f(ze,ue).
Dies ist ein lineares Gleichungssystem in x1,xs,...,z, und
u. Fir einen gewiinschten Zustand x. lésst sich ein u. be-
rechnen. Dabei ist zu beachten, dass nicht alle gewiinschten
x. moglich sind. Umgekehrt léasst sich fiir ein konstantes wu,

der resultierende Gleichgewichtszustand x. berechnen.

Beispiel:

3 L *T2e
Te = 1 Pe ’ >
(Mg — kp - pe - T1e — k(h - T2,c + Umax - Ue)”)

1 1
\/k(mg - kae . CL‘I,E)?

'Umaa:

0
= [0:| = T2 = 0, ue=

mit 1, = 1.

Linearisierung
Um das System um den Gleichgewichtspunkt zu linearisieren,
werden die Matrizen A, b, ¢, d berechnet:

[0fo1  8fou dfo1 ]
oz Oxo amn,
9fo,1
0fo,2 9fo,2 9fo,2 ou
A d:ef Oz Oxo 0T b d;f
9fo,n
du Te,Ue
Ofo,n  Ofo,n 9fo,n
L oz Oxo 0Ty 1z
Cd_Cf 990 990 990 ddﬁf dg0
— | 0z Ox2 Oz, - ou
Te,Ue Te,Ue

Die Matrizen sind eine direkte Konsequenz der Taylorentwick-
lung? erster Ordnung von & = fo(6z + xe, Su + ue) um ., U,

ok ~ fO(xe,Ue) + afO(ge,ue) or + afO(;e’ue) ou
—— T w
=0 " B

I Analog fiir y = go(6z + xe, du + ue)

Wichtig: Bei linearisierten Systemen betrachtet man nur die
Dynamik der Differenzen mit Ursprung ., u. und lasst das ¢

weg (0x def x,0u def u, 0y def Y)
0y =Y — Ye 5i = Adz + bdu
0y = cdx + ddu
u=—u, N
wmumu &= Ax + bu
Yy =cxr+du

Abb. 3: Graphische Interpretation der Delta-Formulierung.

Beispiel: Das System wird nun um u,, z. linearisiert

A= 0 h/pe
_ﬁkae _%'Zk'(h'x2,e+vmax'ue) ’
0
B= _ﬁ -2k - Umax * (h “ T2 + Umax - ue)]

Die Ausgangsgrosse ist die Position z; = z der Masse. Wahlt
man die normierte Ausgangsgrosse p. -y = z, folgt

~zonp [ amo
DPe T2
(&
L Das normierte System hat
Bie = 1l kg die Gleichgewichtslage bei

%1, = 1. Das linearisierte Sy-
stem beschreibt das originale
nichtlineare Systemverhalten
sehr genau fiir kleine Abwei-
chungen dz1 (t) um den linea-
risierten Punkt.




Sysleme n gcwdn&chfe Form br[/@cfn (LTI)

Von: (0= 4GHH,vH) - nchl awngend linear
wld)=gl),2(0,u) - bam Abledurgen hoherer
l Ordnung enthalien

Zu‘ >'<’l ('H = Oy X4 ({')+a4z Xz ('HJ' b4 (AU’)
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A\ - Approxmadion nur At nake Q4P
-~ Underschiedlche Approxmation {fur anterschiedliche  GGlP.



Wie fir\dei man i, APPfOX.:

1) Duff 'dl hoherer Ocdnung in Diff 3l 1 Ordnuflj umwandleln:
2(H)= 7 i(H+Snle)+ log(200)s vih) = (2, &d) 20,y (D)
2,(0= 2(4) 2a= 2(1)=2,0) = 4,(z; ,vih)
ad)=z2() = 2= zl)=a¢ = 4,(z. vd))
23(t)= 2(1) 2= 50)- 7 2+ sinlz )+ gl @) v ) = 4 (2 v)
w(4)=5(a,ez,zs,v)

2) Normalisierang uon Variablen unlecschiedlicher Grossenordnungen
@20 xm- 29, v e e RN (D)
X, (H~ XZG]“ ~1 - ’Lane Einheden & gleche  Grissenordmngen
= dam in DGL-Syslem enselzen:

N, - 4’4 (x4, ,,...,(A) Z,= 2 X,
. X / Achtung
K= ‘()L(X,',(A) . .
Auch ab\ﬁda{e{e Varablen durch
X:L: £3()\| /M) u .. ] .
- ale ) Normalisierungstaldoren” teilen
! & ; Zag° Xa= &0 Xo = Xa® %XZH):{'(X;'/U)
-0 sedzen

3) GaWP- fuden: (wurde beeils gemacit) Zuslamlsvanabbsn
a“& (%‘ g]-" %}3 O 6 b'l wefC X'C /u:e &YC

O: :P1 (xi/e,ue) - :
| N

h+ 1 lanablen

Y= 9 (Xi,e , Ue) = gydlem unterbeshmmt
= Qis ekt nach mehd linear




4) Lineansieren um GLWP:
= Wir bewachten nur nodr Umgeburg von GGWP
Xi ()= X; 0t EX;(4)
Ul e+ Sult)
Somit 164; 0
Xi ()= )t Sx;=4ilxi,u) = 4; (04 Ex;(H),Ue16U)  Taylorvehe 4 Oralnung
Sk dubeels 357 s B
O Dek. von Gawe

)
s 3295 B

|X c,Ue

Mabix A Veblor B
: 04
Sg(;[g—f] - Ex+ [a—u]'é_“
Das selbe auch fur y=8(x;,u) anvenden

)‘6/ d-\/ G(X *d_xlluc {“e M)"O—N

= Ye
Veldor (-, ] AxA-Mabrix

5\/=[%] Ex + [g%l]' Su

|Xi,c ] UC

Su = das eggiebl en eltor

|Xi,c 1Ue

Ex;+ %3— ou

X;1£,Ug

Xyer Ue

Alo:  &x-A- Sx+B-6u
Sy=C-8x+D-du



Erslelen emes Flussbildes: (Simalink)

XF SX'\" 4’(1

Xg= 3+ u

y = ZX1

4 X Y
4




