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1 Allgemeine Lösung eines LZI Systems

Ein lineares, zeitinvariantes (LZI oder LTI ) SISO System hat

die allgemeine Form:

ẋ(t) = A · x(t) + b · u(t)

y(t) = c · x(t) + d · u(t)

x(0) = x0

A œ Rn◊n, b œ Rn◊1

c œ R1◊n, d œ R

Die allgemeine Lösung der Zustandsgrösse x(t) ist:

x(t) = eA·t · x0 +

⁄ t

0
eA·(t≠fl) · b · u(fl)dfl (1)

Setzt man die allgemeine Lösung in die Gleichung der Aus-

gangsgrösse y(t) ein, erhält man die Superposition dreier

Grössen:

y(t) = c · eA·t · x0¸ ˚˙ ˝
I

+ c ·
⁄ t

0
eA·(t≠fl) · b · u(fl)dfl

¸ ˚˙ ˝
II

+ d · u(t)¸ ˚˙ ˝
III

Die natürliche Antwort des Systems (I) ist unabhängig von

der Eingangsgrösse u. Der Eingang u trägt einerseits zum

Beitrag der Systemdynamik (II) bei, und andererseits zum

Feedthrough Term (III).

2 Stabilitätseigenschaften

Für die Stabilitätseigenschaften betrachtet man die natürliche

Antwort des Systems. Aus der allgemeinen Lösung Gl. (1)

folgt:

x(t) = eA·t · x0, y(t) = c · eA·t · x0

eA·t œ Rn◊n, x(0) =
#
x0,1 x0,2 . . . x0,n

$T

Im Allgemeinen sind die einzelnen Zustände gekoppelt

xi(t) = f(x0,1, . . . , x0,n, t),

da eAt
im Allgemeinen nicht diagonal ist. Man wählt die

Transformation

x̃ = V ≠1 · eA·t · V · x̃(0) = eÃt · x̃(0),

sodass Ã diagonal ist. Daraus folgt, dass eÃ·t
diagonal ist,

und die transformierten Zustände entkoppelt sind:

x̃(t) =

S

WWWWU

e⁄1·t
0 . . . 0

0 e⁄2·t . . . 0

.

.

.
. . .

. . .
.
.
.

0 . . . 0 e⁄n·t

T

XXXXV
x̃0 =

S

WWWWU

e⁄1·t · x̃0,1
e⁄2·t · x̃0,2

.

.

.

e⁄n·t · x̃0,n

T

XXXXV
,

wobei ⁄i die Eigenwerte von A und Ã sind
1
. Die Eigenwerte

sind generell komplexwertig ⁄i = ‡i + jÊi, wobei Re(⁄i) = ‡i,

Im(⁄i) = Êi, und j2
= ≠1.

1Es gilt: eig(A) = eig(Ã)

Setzt man die allgemeinen Eigenwerte in die obere Gleichung

ein, folgt:

x̃(t) =

S

WWWWU

e⁄1·t · x̃0,1
e⁄2·t · x̃0,2

.

.

.

e⁄n·t · x̃0,n

T

XXXXV
=

S

WWWWU

e‡1t · (cos(Ê1t) + j · sin(Ê1t)) · x̃0,1
e‡2t · (cos(Ê2t) + j · sin(Ê2t)) · x̃0,2

.

.

.

e‡nt · (cos(Ênt) + j · sin(Ênt)) · x̃0,n

T

XXXXV

In dieser Form sieht man, dass die Geschwindigkeit mit der ein

Zustand divergiert/konvergiert von den Realteilen ‡i abhängt

(e‡i·t
-Term). Ausserdem sieht man, dass der Imaginärteil Êi

bestimmt, ob und wie schnell ein Zustand oszilliert.

Re(⁄) = ‡

Im(⁄) = Ê

Abb. 1: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot: Ein-

fluss Imaginärteil, Blau: Einfluss Realteil

In physikalischen Systemen haben komplexe Eigenwerte ⁄i

immer ein komplex-konjugiertes Gegenstück ⁄ú
i .

Für lineare Systeme kann das Verhalten der natürlichen

Antwort anhand der Eigenwerte der Systemmatrix A charak-

terisiert werden. Dies erlaubt die Analyse der Stabilität von

Gleichgewichtspunkten nach Lyapunov:

Lyanpunov Stabilität
Stabilität nach Lyapunov erlaubt die Stabilitätsanalyse von

Gleichgewichstpunkten (GGWP) von linearen und linearisier-

ten Systemen. Falls die Stabilität des GGWP eines linearisier-

tes Systems den Fällen (i) oder (iii) entspricht, gilt dies auch

für die Stabilität desselben GGWP im nichtlinearen System.

i. Asymptotisch stabil: ( lim
tæŒ

..x(t)
.. = 0), falls alle Eigen-

werte ⁄i (i = 1, ..., n) einen negativen Realteil haben ‡i < 0.

ii. Stabil: (
..x(t)

.. < Œ ’t œ [0, Œ]), falls mindestens ein

Eigenwert ⁄k k œ {1, ..., n} keinen Realteil hat ‡k = 0 und

kein anderer Realteil positiv ist ‡i ”> 0

iii. Instabil: ( lim
tæŒ

..x(t)
.. = Œ), falls mindestens ein Eigen-

wert ⁄k einen positiven Realteil hat ‡k > 0.

Wichtig! Falls ein GGPW eines linearisiertes Systems Eigen-

werte mit ‡i = 0 vorweist, lässt sich mit dieser Analyse keine

Aussage über die Stabilität desselben GGPW des nichtlinea-

ren Systems machen.
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Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Masse m ist mit ei-

ner Feder mit Federkonstante kF und einem Dämpfer mit

Dämpferkonstante cD verbunden. Das System kann mit ei-

ner Kraft u(t) aktuiert werden.

m
y(t)

u(t)

Abb. 2: Aktuiertes Feder-

Dämpfer System.

Impulserhaltung:

mÿ = u(t) ≠ FFeder ≠ FDämpf
= u(t) ≠ kFy ≠ cDẏ

Durch die Wahl x1 = y, und

x2 = ẏ, folgt

ẋ =

5
0 1

≠kF/m ≠cD/m

6

¸ ˚˙ ˝
A

5
x1
x2

6
+

5
0

1

6
u(t)

Die Entwicklung des Systems kann nun mittels der Eigenwer-

te ⁄i von A analysiert werden:

eig(A) = ⁄i = ≠ cD
2m

±
Ú

c2
D

4m2 ≠ kF
m

Fall (1):
c2

D
4m2 ≠ kF

m Ø 0 ∆ c2
D Ø 4kFm ∆ ‡i < 0, Êi = 0

Falls der Dämpfer relativ zur Feder und zur Masse genug

stark ist, sind alle Eigenwerte reellwertig negativ. Das heisst,

das System konvergiert ohne Oszillationen zum GGWP.

Asymptotisch stabil nach Lyapunov.

Fall (2): c2
D < 4kFm ∆ ‡i < 0, Êi ”= 0

Falls der Dämpfer schwach ist, werden die Eigenwerte kom-

plex, mit negativem Realteil. Das heisst, das System oszilliert

um den GGWP mit abnehmender Amplitude.

Asymptotisch stabil nach Lyapunov.

Fall (3): cD = 0 ∆ ‡i = 0, Êi ”= 0

Falls kein Dämpfer im System ist, werden alle Eigenwerte

komplex mit Realteil ‡i = 0. Das System oszilliert für immer

um den GGWP.

Stabil nach Lyapunov.

Fall (4): kF = 0 ∆ ⁄1 = 0, ‡2 < 0, Ê2 = 0

Falls keine Feder im System ist, wird ein Eigenwert 0 und

der andere wird reell negativ. Falls das System mehrmals

angestossen wird, kommt es jedesmal ohne Osillation zum

Stillstand, jedoch nicht zwingend im GGWP.

Stabil nach Lyapunov.

3 Testsignale auf Systeme erster Ordnung

In diesem Abschnitt werden spezielle Eingänge für Systeme

erster Ordnung mit Zeitkonstante · und Eingangsstärke k
betrachtet

ẋ(t) = ≠ 1

·
· x(t) +

k

·
u(t), y(t) = x(t)

3.1 Impulsantwort

u(t) = ”(t) =

I
+Œ, t = 0

0, t ”= 0
,

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Lösung :

y”(t) = e≠t/· · (x0 + k/·). (2)

Aus Gl. (2) folgt, dass ein Impuls die Anfangsbedingung x0
um k/· ändert. Das heisst, ein Impuls induziert eine An-

fangsbedingung. Das System entwickelt sich von der neuen

Anfangsbedingung, als ob u(t) = 0 wäre.

3.2 Sprungantwort

u(t) = h(t) =

I
1, t Ø 0

0, t < 0
,

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Lösung:

yh(t) = e
≠t
· · x0 + k · (1 ≠ e

≠t
· ) (3)

t/·
0

y(t) · ·/k

x0 = 0.4 · k/·

x0 = 0

1 2

1

1.4

t/·
0

y(t)/k

x0 = 0.6 · k

x0 = 0

1 2

0.6

1

Abb. 3: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts.

Die Tangente an die Impulsantwort zum Zeitpunkt t = 0

schneidet die Zeitachse zum Zeitpunkt t = · . Die Tangen-

te and die Sprungantwort zum Zeitpunkt t = 0 schneidet den

Sprung k · h(t) auch zum Zeitpunkt t = · . Je kleiner · ist,

desto schneller konvergiert das System.

Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Systemgleichung ohne Feder,

mit x = ẏ ist

ẋ(t) =
≠cD
m

x(t) +
1

m
u(t)

Es folgt: · = m/cD und k = ·/m = 1/cD. Ein Impuls auf

das ruhende System induziert eine Anfangsgeschwindigkeit

der Magnitude k/· = 1/m. Ein Sprung h(t) auf das ruhende

System stellt die Geschwindigkeit der Masse auf
1

cD
.

t
0

y(t)

m
cD

1
m

t
0

y(t)

m
cD

1
cD

Abb. 4: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts

2



Theorie II

UnserSystem ist linearzeitinvariantundbetrachtet Abweichungenvonxe.ae

datIsHH ArxHltberuht 0 10t

xooylttc.chHttdOuHt Anfangsbedingung

WirwähleneineallgemeineLösungherleiten

f et 101tote balp dp
yIH Ceatx Cje bulpldptd.UA

NatürlicheAntwortalleaO
Systemdynamik beschreibtwasderInputhineingibt abhängigvonxlttenHH

Feedtrough wennInputdirektenEinflussaufOutputhat
AusdieserallgemeinenLösungkönnenwirnunErkenntnisseüber
das Systemgewinnen

Stabilitäten

LyapunovStabilität WieverhältsicheinSystemfür ultto HOH0

Systemnichtangeregt aus Ganausgelenkt

HteatXo AER schwierig e zuberechnen Zuständesindgekoppelt

in abhängigvon in nichtnur

Lösung Transformation indenEigenraum F V Altdiaglia tn
EeÄtze

Ä Xix aberdasVerhaltenistgleichtzBsteigenIsenkenusw

Ä it



dikönnenkomplexsein Ö Costa sinkt
ti a ja A Ötv Ee eoilcoslwdtjsinlw.tl

gµ µ
laslautttjsinlw.tt xdd

eat coslwztttj.in
wzHtXzl0IeontlcoslwnHtjsinlwntHxn

Für o 0 wächstxi ins

Für a 0 konvergierendie gegen0

Für wieO dasSystemschwingt

Aussagennur Qualitativ

Lypanov
linearisiertesSystemist
asymptotischstabilwennalleEWnegativenRealteiltoi 0 haben
gehtvonselberinhawzurück

stabilwennmin 1EWRealteiltoi01hatalle a EO
SystembleibtinendlicherUmgebung
instabilwenneinEWpositivisttoi 0
System divergiert weitwegvomGau

giltauchfürdasnichtlineareSystemVerhaltenistgleich



Bsp
nur Arelevant

3 1 2 2
o aua

a

y 05 24
y 10.5 2

EWvonA

detIA IN det
a

ts HI 4H.to
der3,12 4

IHKIII asymptotischstabil nichtschwingend

TestsignaleaufSysteme1Ordnung neAEIN Shaker

XHtaxttttbultt.a.beR yHI xHI
zur besseren Interpretationdefinierenwir a b
mit s Zeitkonstante EEingangsstärke

Impulsantwort

HttOH OH O
o t.to

Eingesetzt inOutput Gleichungmit ItHIdtldtf.IO
yHtCeAHlxotBI EtlxotI

Tipps SchnittpunktTangenteA0 xAchse

yWertbei f 0 Kot fYAO



Sprungantwort

uttthttt.to I
g

Simulink

ylttcetx.tt l1 eAttEtxotkl1 e

Tipps SchnittpunkteTangenteltO
XAchse

yWertbei f0 xo

y tendiert zu k


