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1 Definitionen

Signale im Regelkreis:

(%) Referenz (Sollzustand des Systems)

w(t) Storung der Eingangsgrosse u

d(t) Storung der Ausgangsgrosse y

n(t) Sensorrauschen
r—»?—evé—u>$—l—w

(Oe—n

Standardregelstruktur mit Stérgrossen w und d.

Das Konzept einer Ubertragungsfunktion kann erweitert wer-
den, um die Beziehung zwischen zwei beliebigen Signalen zu
beschreiben. Dafiir wird der Regelkreis zunéchst in den Fre-
quenzbereich transformiert:

———O—{C(s) ——>O—+ P(s) —>

O<— N(s)

Ziel ist, die Ausgangsgrosse Y (s) als Funktion des Reglers
C(s), der Regelstrecke P(s) und der Eingénge R(s), N(s),
D(s), und W (s) zu schreiben. Durch die Linearitdt der Reg-
lerstruktur und unter Annahme von unkorrelierten Eingéngen
kénnen die Eingangsbeitrége einzeln betrachten werden:

R(s) Yr(s) C(s) | P(s) Y (s)

»(f);» C(s) b P(s) ?:» T _
0%

W (s) D(s)
?» C(s) +(¢}> (o) Lkl g}» cs) bl Pes) +(¢)}2F;)
Daraus folgt B0 (s) P(s)C(s)

Yr(s) = W'R(S)a YN(S)ZW'N(S)
Yr(s) = — ) e, Yols) = —— D(s)

1+ P(s)C(s) 1+ P(s)C(s)

Die gesamte Ausgangsgrosse Y (s) lautet somit:
Y(s) =

Yr(s) +Yn(s) + Yw(s) + Yp(s) (1)

Es werden Komponenten von Gl. (1) neu definiert:

Kreisverstarkung  :  L(s) = P(s)-C(s) (e =)
Sensitivitit o S(s) = 1+i(s) (d—vy)
Komplementére D T(s) = 1 LS() 5 (r—vy)
Sensitivitét

Mit diesen Definitionen kénnen wir die Beziehung zwischen
allen Eingangssignalen und dem Ausgang kompakt schreiben:
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Y(s) =5(s) - [D(s) + P(s) - W(s)] +T(s) - [R(s) + N(s)]
2 Stabilitéit des geschlossenen Regelkreises

Fiir geschlossene Regelkreise muss das Konzept der Stabilitét
erweitert werden. Ein System ist intern stabil, wenn alle
Ubertragungsfunktionen, welche die Eingéinge w,d,r in den
Regelkreis auf die Ausgénge u,y,e abbilden, asymptotisch

stabil sind (Re()\;) <0,i=1,...,n)!. Die Beziehungen
zwischen diesen Signalen sind gegeben durch:
U(s) S(s) —S(s)-C(s) S(s)-C(s) W (s)
Y(s)| =| S(s)-P(s) 5(s) T(s) D(s)
E(s) —S(s)- P(s) —S(s) S(s) R(s)
D.h. die Ubertragungsfunktionen S(s), T'(s), S(s) - C(s), und
S(s) - P(s) diirfen nur Pole 7; mit Re(m;) < 0 haben.

Falls P(s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben,
geniigt es also, die asymptotische Stabilitit von S(s) und
T'(s) zu tiberpriifen um die interne Stabilitit zu garantieren.

3 Nyquist Theorem

Durch das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Sta-
L(s)
1+L(s)
durch Analyse seiner Kreisverstarkung L(s) (offener Regel-
kreis) bestimmt werden. Dabei wird angenommen, dass keine

Modellunsicherheit Wa(s) vorhanden ist.

bilitdt eines geschlossenen Regelkreissystems T'(s) =

Nominelles Stabilitdtskriterium von Nyquist:

Der geschlossene Regelkreis, mit Ubertragungsfunktion T(s),
ist asymptotisch stabil, falls fiir L(s) gilt:

Ne = g +ng (2)
ne:  Anzahl Umrundungen von L(jw) um den
Punkt (-1 4+ j0), wenn w zwischen (—o0, c0)
variiert wird.
no:  Anzahl Pole von L(s) mit Realteil =0
ny: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0
Wichtig: Stabilitdit nach Nyquistkriterium gilt nur,

falls keine Kiirzungen von instabilen Polen mit nicht-
minimalphasigen Nullstellen auftreten in L(s) = C(s) - P(s).
Andernfalls kann nicht von L(s) auf die interne Stabilitét
des geschlossenen Regelkreises geschlossen werden.

Vorgehen zur Auswertung des Stabilitidtskriteriums

1. Betrachte das Nyquistdiagramm von L(jw) in der komple-
xen Ebene mit w € [0, c0).

2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegelte
Kurve enspricht dem Bereich w € (—o0,0]. Die kombinierte
Kurven entpricht also L(jw), w € (—o0, 00)

3. Zahle n., die Anzahl Umrundungen von L(jw) um den
Punkt (—1+ j0), wenn w von —oo bis oo variiert wird. Ein
Umlauf in ) wird positiv gezéhlt, und in O negativ.

'm Folgenden wird asymptotisch stabil (nach Lyapunov) gleich BIBO-
stabil gesetzt. Dies ist zuldssig fiir minimal-realisierte LZI-Systeme.



Detailierte Anleitung zum Zihlen der Umrundungen

Betrachten einen Zeiger dessen Basis auf dem Punkt
(=14 40) liegt und dessen Kopf auf L(jw), w — —co zeigt.
Folge mit dem Kopf des Zeigers der Kurve L(jw) von
w — —o0 bis w — 400 und zéhle die Anzahl Umdrehungen
um den Punkt (—1 + 50), die der Zeiger dabei vollzieht.

4 Verstirkungsreserve und Phasenreserve

Falls L(s) eines Systems Gl. (2) nicht erfiillt, hat das resul-
tierende T'(s) = % instabile Pole. Falls ein L(s) Gl. (2)
erfiillt, ist ein Mass fiir die Robustheit der Stabilitit also:

"Wie nahe sind wir an einer weiteren Umdrehung?”.

/vy Am
-1/ \ 0 .
Mmin Wy Re
"
2
We
T
L(jw)
Es werden drei Robustheitsmasse eingefiihrt: die
Verstarkungsreserve v, die Phasenreserve ¢, und der

kritische Abstand p
~v:  Verstarkungsreserve zu (—1 + 0j) bei ZL(jw) = —180°
@: Phasenabstand zu —180° bei der Durchtrittsfrequenz
wC
p:  kleinste Distanz zwischen (—1 + 0j) und L(jw)
— i CN ] — 1
e ming |14 1G] = A
Beispiel Das nominelle System L(s) hat Phasenfehler o oder
Verstarkungsfehler k£ gegeniiber dem wahren System:

Lio(s) = em@s/we . Lik(s)=Fk-L(s)

L; o ist stabil fir @« < ¢ und L. fir kK < ~. Falls beide
Fehler gleichzeitig vorhanden sind, sind v und ¢ keine guten
Robustheitsmasse, sie messen beide nur eindimensional.

Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen
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5 Robustes Nyquist Theorem

Annahme: ein wahres Modell der linearen und zeitinvarianten
Regelstrecke P;(s) existiert, ist aber wegen Modellierungsun-
sicherheit nicht bekannt. Stattdessen wurde ein Nominalm-
odell der Regelstrecke P(s) und eine zugehorige multiplika-
tive Unsicherheitiibertragungsfunktion Ws(s) gefunden. Der
Regler C(s) ist exakt bekannt. Die wahre Kreisverstarkung
des Systems L;(s) = P,(s) - C(s) ist teil der Menge Sg:

S ={P(s)- C(s) - (L+ A Wa(s))]
Al <1, ZA € [-m, 7] }.

3)

Es wird angenommen, dass L(s) und L;(s) dieselbe Anzahl
instabile (n4) und stabile (ng) Pole haben.

Robustes Stabilitédtskriterium von Nyquist:

Das robuste Stabilitdtskriterium von Nyquist wird aus
dem nominalen Nyquist-Stabilitétskriterium abgeleitet: Falls
némlich das nominale Nyquist-Stabilitétskriterium Gl. (2) fiir
jedes Ly (jw) € Sg in GL. (3) erfillt ist, dann ist der Regelkreis
garantiert asymptotisch stabil.

Umsetzung des robusten Stabilitdtskriteriums: Durch be-
trachten der Grossen Modellunsicherheit, d.h. mit |A| =
1 und fiir alle moglichen Richtungen (Phasen) von A be-
schréinken wir unsere Uberlegung auf den schlimmstmoglichen
Fall, d.h.

Li(s) = L(s) + L(s) - Wa(s) (4)
Betrachte Abb. 2 und vergleiche mit Gl. (4). Um zusétzliche
Umkreisungen des Punktes (—1 + 0)j garantiert zu verhin-
dern, darf der Unsicherheitsadius |L(jw) - Wa(jw)| (in rot)
nie grosser als |1+ L(jw)| (in blau) werden. Daraus folgt das
robuste Stabilitdtskriterium nach Nyquist:

|L(jw) - Wa(jw))| < |1+ L(jw)|, Yw € [0, 00)

AIm

Abb. 2: Robustes Stabilitéatskriterium nach Nyquist.
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Abb. 2: Robustes Stabilitdtskriterium nach Nyquist.

SeeO\x Cale  toer Vewrer £ laues NeWtreo

YLEWWOod L < W x L) ¥ o elo,e)




