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1 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ermoglicht es, eine Differenti-
algleichung (DG) im Zeitbereich (ZB) in eine algebraische
Gleichung (AG) im Frequenzbereich (FB) umzuwandeln. Die
Algebraische Gleichung im Frequenzbereich lésst sich oft
einfacher 16sen als die Differentialgleichung im Zeitbereich.
Die Losung im Frequenzbereich ldsst sich mit der inversen
Laplace-Transformation in den Zeitbereich zuriickwandeln.
Die inverse Laplace-Transformation ist jedoch oft nicht nétig,
da Aussagen {iiber das System auch im Frequenzbereich
moglich sind. Zudem koénnen Regler direkt im FB ausgelegt
werden.
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Die Laplace-Transformation eines Zeitsignals x(t) ist:

L{x(t)} = X(s) = /000 z(t) - e Stdt,

mit s = o 4+ j - w. Die Laplace-Transformation ist eine
Generalisierung der Fourier-Transformation. Setzt man
s = j - w, erhélt man die Fourier-Transformation.

Wichtige Eigenschaften

Linearitét L{a -z1(t)+b - 22(t)} =a- X1(s) + b Xa(s)
Ahnlichkeit L{ 2(L)} =X(s-a)

Verschiebung L{z(t-T)}=e"T. X(s)

Diampfung L{z(t) - e} = X (s —a)

Ableitung ¢ L{La(t)} =s5-X(s) — 2(0) (1)
n-te Abl. ¢ ¢ £{TEDY = gn. X(s) (% = 0Vk> (2)

Ableitung s L{t-2(t)} = L X(s)
L{fy o(r)dr} = 1. X (s)

[,{% cz()} = fsooX(U)do

Integration ¢

Integration s

Faltung ¢ L{x1(t) * 22(t)} = X1(s) - Xa(s)!

Faltung s L{x1(t) - 22(t)} = X1(8) * Xa(s)

Anfangswert lime 0, x(t) = lim_oo s - X(5) (3)
Endwert limg o0 2(t) = lims—0, s - X(s) (4)

I1Der Operator  reprisentiert die Faltung (convolution) zweier Signale,
definiert als: z1 * z2(t) = f(: z1(t — p) - z2(p)dp.
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Wichtige Signaltransformationen

x(t) X(s)

a(t) 1

h(t) .

h(t) -7 - et | ot

h(t) - sin(w - t) e
h(t) - cos(w - t) e msd
h(t) -sinh(w-t) | %=
h(t)-cosh(w-t) | "=

Als néchstes werden einige wichtige Eigenschaften der
Laplace-Transformation mit Beispielen erklért.

Eigenschaft GIl. (1): Ableitungen im Zeitbereich werden
zu algebraischen Grossen im Frequenzbereich. Insbesondere
lasst sich mit Gl. (1) die Losung einer Zustandsgleichung
erster Ordnung finden, wie folgt.

Beispiel: Zustandsgleichung erster Ordnung

z(t)=A-z(t)+b-u(t), yit)=c-x@t)+d-ul), z(0)=0

Unter Anwendung von Gl. (1) gilt:

s-X(s)=A-X(s)+b-U(s), Y(s)=c-X(s)+d-U(s)

was umgeformt werden kann zu:

Y(8)=(c-(sI—A)71 - b+d) - Us)=%(s)-U(s), (5)

wobei ¥(s) Ubertragungsfunktion heisst. X(s) ist im All-
gemeinen ein Bruch rationaler Funktionen, wobei der Nen-
ner bei physikalischen Systemen mindestens die Ordnung des
Zahlers hat (n > m):

_c-Adj(sI-A)-b

~ det(sI — A)

B by - 8™ + ...+ by - 5+ bo
s"+ap_1-s"L+...+a-s+ag

+d

Der Nenner det(sI — A) entspricht dem charakteristischen
Polynom der Matrix A.

Falls m < n ist, nennen wir das System echt-gebrochen
(strictly proper). Dies kann nur der Fall sein, falls in der
Zustandsraumdarstellung kein Feedthrough vorhanden ist
(d = 0). Falls m = n, nennen wir es gebrochen (proper).



Beispiel: Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kp und einem Dampfer mit
Dampferkonstante cp verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

Impulserhaltung:
y(t) mj = u(t) — Freder — Fampt
ult) =] m | — } Lt
7 Durch die Wahl z; = y, und
’///////./////// xz — y’7 folgt:
Abb. 1: Aktuiertes Feder-

Déampfer System.

il e | R A R

Durch die Wahl kp = 1, cp = 1, m = 1, und Ausgangsgrosse
21, erhélt man folgende Systemmatrizen:

0 1 0
A= {_1 _J, - M e=[1 0], d=[0]
Mit Gl. (5) ldsst sich die Ubertragungsfunktion finden:

kll _k12:|

ko1

k12 b ke
kzz}—) Cdet(K) |~k

es gilt: K =
& [ k11

S K S

1 s+1 1 0
:s(s—i-l)—i-l.[l o -1 s][l]
1
=36 = e 2

Die Ubertragungsfunktion lisst sich auch direkt durch Trans-
formation von Gl. (6) (mit Gl. (2)), berechnen:

m-s2-Y(s)=U(s) —kp-Y(s) —cp-s-Y(s)
Y (s) 1 1

:2 = =
(5) ms2+cps+kp s24s+1

Ubertragungsfunktionen haben die allgemeine Form:

HT:1(5 = &)
H?:l(s — ;)

wobei 7; Pole und &; Nullstellen genannt werden. Jeder Pol
m; entspricht entspricht einem Eigenwert \; von A.
Vorsicht: Nicht alle Eigenwerte von A sind Pole m; von
3(s), da sich Nullstellen und Pole kiirzen koénnen! Wenn
die Ubertragungsfunktion aus einer minimalen System-
realisierung {A,b,c,d} berechnet wird, lassen sich keine
Pole und Nullstellen aufheben. Das Kiirzen von Termen ist
somit ein Hinweis dafiir, dass das System {A,b,c,d} nicht
beobachtbare oder nicht steuerbare Zustédnde enthélt. Diese
Zustiande beinflussen das I/O Verhalten nicht.

E(S)Ibm s gj,’]TiG(C

Eigenschaften Gl. (3) und Gl. (4): Der Anfangs- und
Endwert der Losung im Zeitbereich lésst sich im Fre-
quenzbereich berechnen. Vorsicht: Der Limes in Gl. (4)
kann existieren obwohl das System nie zum GGP konvergiert.

Beispiel: Gegeben sei das System in Gl (7). Welches
Diagramm zeigt die korrekte Sprungantwort?
— e

3t 1
2,
1) (2) (b) (©)
ot/ qJop/ o oy ‘ ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15

t[s] t[s]

Zunachst wird die Losung im FB berechnet:

U(s) = LR} = -
1
s(s2+s+1)

Y(s) =%(s) - U(s),

=Y(s) =

Unter Anwendung von Gl. (3) und Gl. (4):

def . __ g 1 o
v(04) = B0 e Vo) = i e
def . .
y(oo) = lim s-¥(s) = lim Z——""7 =

Diagramme (b) und (c) haben beide einen Anfangswert 0
und einen Endwert 1. Diagramm (a) kann ausgeschlossen
werden, da es gegen 3 konvergiert. Um zwischen (b) und (c)
zu unterscheiden kann man die Pole von Gl. (7) betrachten.
Fiir komplex-konjugierte Pole erwartet man eine oszillierende
Ausgangsgrosse (b). Fiir rein reelle Pole erwartet man keine
Schwingungen in der Ausgangsgrosse (c¢). Die Pole sind:

1 V3

S12 = —5 & - - j = richtige Sprungantwort ist (b)

Beispiel: Endwert der Impulsantwort von sin(t):

~

2:3 = Zs.in(s) =
Aus U(s) = L{d(t)} = 1, folgt Y (s) = Zgin(s) und somit gilt
y(t) = L7H{Zgn(s)} = sin(¢)!. Dieses Signal oszilliert fiir im-
mer um den GGP, was sich auch aus den Polen von Y, (s)
ablesen ldsst: s = £j.

Mit Gl. (4) berechnet sich jedoch filschlicherweise ein diskre-
ter Endwert von y(¢):

ﬁ mit  u(t) = 4(t)

q

def . S

y(oo) = lim

S—>082+1:0

IDieses Resultat gilt allgemein und ist sehr wichtig: Die Impulsantwort
ist die Laplaceinverse des Systems < die Laplacetransformation der
Impulsantwort ist die Ubertragungsfunktion des Systems. Die Impul-
santwort kann oft experimentell gemessen werden.
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Wichtige Eigenschaften Wichtige Signaltransformationen

Linearitat o Lla -z (t)+b-za(t)} =a- Xi(s) +b- Xa(s) x(t) X(s)

Ahnlichkeit : L{Lz(L)}=X(s-a) a(t) 1

Verschiebung : L{z(t-T)}=e 7% -X(s) @ ) %'

Déampfung : L{z(t)-e*} = X(s—a) ¢ ) - t:” e W
h(t) - sin(w - t) T

Ableitung t : E{%J‘(t) =s-X(s)—z(0) (1) h(t) - cos(w - t) .

n-te Abl. t : E{%ﬁ} =s"-X(s) (dk—:l(f,\iul = OVk) (2) h(t) - sinh(w - t) Py

Ableitung s @ L{t-z(t)} = L X(s) h(t) - cosh(w - 1) Pl

Integration ¢ : L'{f(f z(r)dr} =1 X(s)

Integration s : L{}-z(t)} = [ X(0)do

Faltng ¢ L{za(t) +22()} = Xa(s) - Xa(s)"

Faltung s ¢ L{z1(t) - z2(t)} = X1(s) * Xa(s)

Anfangswert  :  lim;_,o, 2(t) = lim,_, s - X(s) (3)

Endwert s im0 2(f) = im0, s+ X () (4)
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