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1 System

Ein System ist ein Operator der ein Signal &ndert.

1.1 Systemklassifikationen:

Lineares System: Ein System heisst linear, falls gilt:
E(la-ur+ B-uz) = a-S(w) + 8- E(uz)

Nichtlinear:
y(t) = a-ult)+ 3
y(t) = [o u(r)dr  y(t) = sin (u(t))

y(t) = - ult) y(t) = Vu(?)

Kausal/Akausal: Ein kausales System héngt nicht von
Eingéngen in der Zukunft ab.

Linear:
y(t) = Fu(t)

— Alle physikalische Systeme sind kausal.

Kausal: Akausal:
yt)=ult—7) V1 >0 y(t) = u(t+5)
y(t) = [y Tulr)dr  y(t) = [T u(r)dr

Dynamisch/Statisch: Der Ausgang bei Statischen Syste-
men zur Zeit t* hingt nur vom Eingang zur Zeit t* ab.

Dynamisch: Statisch:
yt) =ult —71) V1 #0  y(t) = u(t)
y(t) = [oult—7)dr  y(t) =3-u(t)

Zeitvariant /Zeitinvariant: Zeitvariante Systeme geben bei
gleichen Eingéngen zu unterschiedlichen Zeitpunkten und glei-
cher Anfangsbedingungen unterschiedliche Ausgénge.

Zeitvariant:
y(t) =sin (¢) - u(t)
y(t) =u(t) +1¢

Zeitinvariant:
y(t) = 3d' u(t)
y(t) = gu(®)

Transfer Functions ¥(s) sind immer linear und zeitinvariant.

1.2 Steuerung/Regelung/Vorsteuerung:

Feed forward/Open Loop: (Steuerung) Ausgangsgrosse y
wird schnell erreicht aber kann bei kleinen Stérungen schon
nicht mehr exakt reguliert werden, da die Ausgangsgrosse nicht
mit der Fithrungsgrosse r verglichen wird.

Feedback/Closed Loop: (Regelung) Man fingt 'bei Null’
an und schaut was die Ausgangsgrosse y ist. Diese wird auf
Fithrungsgrosse r zuriickgefithrt um Fehler e zu bilden, der
durch den Controller zu einer Regelung der Strecke fiihrt.
Gewlinschte Ausgangsgrosse kann auch bei Stérungen erreicht
werden.

Vorsteuerung: Ziel der Vorsteuerung ist es, das System durch
Vorwissen des Verhalten der Regelstrecke in die Umgebung
des gewiinschten Operationspunktes zu steuern. Der Fehler der
durch die Vorsteuerung versuracht wird, wird durch die Rege-
lung korrigiert

1.2.1 Bsp:
i 5 = B 3y
Figure 1: Feed forward serial.
=]
u = oV E == 21 + 22

Figure 2: Feed forward parallel.
|
Figure 3: Feedback.
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2 Modellierung

Um Differentialgleichungen eines Systems herzuleiten:

2.1 Arten der Modellierung:

2.1.1 Impulserhaltung:

d, .
pn (mx) =%, F;

2.1.2 Drehimpulserhaltung:

d .
e — =T
dt(JBa)

2.1.3 Speichermethode:

d Lo . .
a(Spelcherlnhalt) = Z Zufliisse — Z Abfliisse
2

2.1.4 Vorgehen:

1. Identifiziere die Systemgrenze (Zufliisse, Abfliisse)

2. Identifizieren die relevanten Speicher im System (Masse,
Energie, Ladung)

3. Formuliere die DGL
4 (Speicherinhalt) = 3" Zufliisse — Y Abfliisse

4. Formuliere algebraische Relationen der Zufliisse/Abfliisse
eines Speichers als Funktion der Pegelvariablen.

5. Identifizieren Systemparameter durch Experimente, De-
signspezifikationen oder Systemoptimiereung

6. Validiere das Modell mit Experiment

2.2 Zustandsgleichung:

von nicht-linearer DGL in eine Zustandsgleichung erster Ord-
nung.

z 21 2 1
/ "
z z| P
a — n
7= % = || &y 2= |? = I3
1
2" Zn 2" Q(zns ... 5 22, 21,0)

2.3 Normierung:

Die Grossen im Zustandsvektor Z weisen verschiedene Einhei-
ten auf in verschiedenen Groflenordnungen. Durch Normierung
erhalten wir eine vereinfachte Interpretation und beugen nume-
rische Probleme vor.

zi(t) = zio - @i(t), zio € R\ {0}
in Vektornotation:
z=T- -z, T=diag(z1,0,---,%n0)
=x=T""2

Die Ein- und Ausgangsgrossen werden analog normiert:
v(t) =wvo-u(t) vy €R\ {0}
w(t) =wo-y(t) wo e R\ {0}

Generell gilt
T -=2%2= f(zv)

wo -y =w=g(z,0v)
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Nun normiert man das System:
=T f(T-x,00-u) = folx,u)
y=wy' - g(T-xz,v0 u) = golz,u)

Die normierte Gleichung & = T~! - f(T - x,v0 - u) = fo(x,u)
hat Einheit: [1].

2.4 Linearisierung:

Nach Normierung wird das System um den Gleichgewichts-
punkt linearisiert.

y(t)

Nl

Um das System zu linearisieren wird zuerst die Gleichgewichts-
lage berechnet. Im Gleichgewichtszustand gilt per Definition:

z = fo(r,u) _ #=Az+bu
y=go(z,u) = y=cx+du

u(t)

T 0
= f(xea ue)

i 0

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in z1,zo, ..., x, und wu.
Fiir einen gewiinschten Zustand x. lésst sich ein u, berechnen.
Dabei ist zu beachten, dass nicht alle gewiinschten z. moglich
sind. Umgekehrt lésst sich fiir ein konstantes u. der resultie-
rende Gleichgewichtszustand x. berechnen.

Um das System um den Gleichgewichtspunkt zu linearisieren,
werden die Matrizen A b,c,d berechnet:

[dfo1  9Ofo 9f0,17
ox1 Oxo Oxn
9fo,1
Ofo2  Ofoz2 9fo,2 ou
A def o1 0o OTn b def .
afO,n
ou Te,Ue
6fO,n 8.f0,n afO,n
L Oz1 Oxo 0xyn J Te e
% [0 990 @} 4% [%]
ox1 Oxo Oxn Te e ou Te e

2.5 Entlinearisierung:
Real plant|approximated by: ;—ltéz(t) = A-0x(t) + b du(t)

0y(t) = c- dx(t) + d - du(t)

d
N 20 = f(z(®),v(t)) ,
u_f v _| dt wo Y )
Uy >+ i‘ w(t) = g(=(t). v(t)) M ‘ d
-

Soll-wert
im GGW

mé:FG_FFeder_FWind

=mg — kpz — k(2 +v(t))?

Dieses Beispiel wird in den
folgenden Abschnitten nor-
miert und linearisiert.

Pritto

Abbildung 1: Angestrémte,
aufgehiangte Masse

Zustandsgleichung:

%(mg —kpz—k(z+u(t)? =%
[ [

3= 21| _ 22
IR %(mg — kpzy — k(2o +v(t))?
Normierung:

Es liegt im Interesse des Betrachters, dass die normierte Posi-
tion x; der Masse m im Gleichgewichtszustand p. (bei Wind
Ve), T1,e = 1 entspreche. Ausserdem weiss der Betrachter, dass
gilt: 0 < v(t) < Vpmaz- Dies ist hilfreich, um die Eingangsgrosse
in die Region 0 < wu(t) < 1 zu normieren. Die maximale Ge-
schwindigkeit 2,42 sei h:

T— {% 2} 0(t) = Vyas - ult)

h
. De .$2
x — pe
[ﬁ(mg — kp *PeT1 — k(h * T2 + Umaz * u(t))z)
3

Linearisierung:

) Loy,
Te = |: 1 DPe ’ 9
W(mg - kF *Pe - Tle — k(h cT2e + Umazx * ue) )

1 1
\/% (mg — kppe - «Tl,e)y

Umaz

0
= [O} = 22 =0, U=

mit z1 ., = 1.

Um das System um den Gleichgewichtspunkt zu linearisieren,
werden die Matrizen A,b,c,d berechnet:

0 h

Pe

A:
[_# “kF - pe _% -2k - (h'xZ,e + Umax 'ue):| 7

0
b=
[_# 2k - Upag (h “Z2.e T Umag ue):|

c=1[1 0];

a'cl = T2
J','Q = —21‘1 — 3.’1)2 + 10u
Y=

I Simulink — Modell

d=0

x(
.

ar—

| State-Space Matrizen

0o 1]
=% A
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3 Systemanalyse im Zeitbereich

Fiir ein lineares zeitinvariantes SISO System gilt:

3.1 Allgemeine Lésung:

i(t)=A-x(t)+b-ult) AcR™™ pecR™™!

y(t)=c-z(t)+d-ult) ceR™™ deR

z(0) = g

die allgemeine Losung der Zustandsgrosse x(t) ist gegeben als:

¢
z(t) = etz —|—/ e =P L p L u(p)dp
0

Setzt man die allgemeine Losung in die Gleichung der Aus-
gangsgrosse y(t) ein, erhédlt man die Superposition dreier
Grossen:

t
y(t) =c-ettxg +c~/ eV P L u(p)dp+d - u(t)
——— 0 ~——

II1
II

Die natiirliche Antwort des Systems (I) ist unabhéngig von
der Eingangsgrosse u. Der Eingang u tragt einerseits zum Bei-
trag der Systemdynamik (/1) bei, und andererseits zum
Feedthrough Term (II1)

3.2 Stabilitdtseigenschaften:

Um die Stabilitdt eines Systems zu bestimmen betrachtet man
die natiirliche Antwort des Systems (u(t) = 0). Da die Zu-
standsgleichungen im Allgemeinen gekoppelt sind fithrt man
eine Koordinatentransformation durch.

F=V"1. e V. 5(0) = et 2(0)

“To,1
0 €>\2't 0 €>‘2't +L0,2

Tr = . o —
0 e)\n~t eAn t Ton

wobei )\; die Eigenwerte von A (resp. a~!) sind. Da die EW
generell Komplex sind (A\; = o0; + jw;) kann man die obige

Gleichung auch umschreiben.

eAyt

“Zo et (cos(wit) + j - sin(wit)) - To1
et g, €2 (cos(wat) + j - sin(wat)) - To2
At Eg et (cos(wnt) + j - sin(wnt)) - Ton

Im(\) = w
Vo> RVAvRRVI VAR VAVERE-AY

3.3 Lyapunov Stabilitét:

Stabilitit nach Lyapunov erlaubt die Stabilitéitsanalyse von
Gleichgewichstpunkten (GGWP) von linearen und linearisier-
ten Systemen.

WICHTIG! Falls ein GGWP eines linearisierten Sys-
tems Eigenwerte mit o; = 0 hat, ldsst sich keine Aussa-
ge iiber die Stabilitit dieses GGWP des nichtlinearen
Systems machen.

1. Asymptotisch stabil: tli)m lz(t)]] = 0, falls alle EW
o0
Re()\;) < 0.

2. Stabil: (||z(t)]] < ooVt € [0,00]), falls mehrere EW
Re(A;) = 0 und kein EW Re(A;) # 0.

3. Instabil: tli}rn lz@®)| =
RG(AZ) > 0.

3.3.1 Bsp:

mi = —cpt — krx + u(t)

oo falls mindestens ein EW

==Lt o] 2] #[1]

o | ke

2m

>0 6 > them = [0, <00 =0)

4

m
C% kF

1, =b_ _ M

" Am?2  m

Falls der Dampfer relativ zur Feder und zur Masse ge-
nug stark ist, sind alle EW reellwertig negativ. Dh,
das System konvergiert ohne Oszillation zum GGWP.

Asymptotisch stabil nach Lyapunov. ‘

2 < dhem = [0, <0.0, 70

Falls der Démpfer schwach ist, werden die EW kom-
plex, mit negativem Realteil. Dh, das System oszil-
liert um den GGWP mit abnehmender Amplitude.

Asymptotisch stabil nach Lyapunov. ‘

Falls kein D&mpfer im System vorhanden ist, wer-
den alle Eigenwerte Komplex mit Realteil o, = 0.
Das System oszilliert fiir immer um den GGWP.

‘ Stabil nach Lyapunov. ‘

4 kp=0=|)\ =0,0y <0,wy =0]
Falls keine Feder im System ist, wird ein EW 0 und der
andere wird reell negativ. Falls das System mehrmals

angestossen wird, kommt es jedes mal ohne Oszillation
zum Stillstand, jedoch nicht zwingend um den GGWP.

‘ Stabil nach Lyapunov. ‘

3.4 Testsignale auf Systeme erster Ordnung:

Eingénge fiir Systeme erster Ordnung mit Zeitkonstante 7 und
Eingangsstérke k:

3.4.1 Impulsantwort:

+o0, t=0,
u(t)—é(t)—{o’ t£0
Allgemeine Lésung:
—t k
ys(t) == - (a0 + )

Ein Impuls &ndert die Anfangsbedingung zg um k/7.

— Impuls induziert eine Anfangsbedingung, System entwickelt
sich von der neuen Anfangsbedingung, als ob u(t) = 0 wiire.
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3.4.2 Sprungantwort:

Allgemeine Losung:

Impulsantwort links und Sprungantwort rechts.

Die Tangente an die Impulsantwort zum Zeitpunkt ¢ = 0
schneidet die Zeitachse zum Zeitpunkt ¢ = 7.

Die Tangente an die Sprungantwort schneidet den Sprung
k - h(t) auch zum Zeitpunkt ¢ = 7.

Impulsantwort hat bei t = 0 den Wert é

= Je kleiner 7, desto schneller konvergiert das System.

3.4.3 Rampenantwort:

Allgemeine Lésung:

yp(t) = e 7xo + k(t + (e77 — 1)7)

3.5 Steuerbarkeit / Erreichbarkeit:

Steuerbar falls fiir . € R™ ein Eingangssignal u(t) existiert,
das den Zustandsvektor des Systems von z(0) = x. zum Zu-
stand 2(7) = 0 (zum Ursprung) in endlicher Zeit 7 bringt.

Falls alle Punkte in R™ steuerbar sind, heisst das System
vollstindig steuerbar. Falls alle nicht-steuerbaren Zusténde

asymptotisch stabil sind, ist das System potentiell stabilisier-
bar,

Erreichbar falls fiir z, € R™ ein Eingangssignal u(t) existiert,
das den Zustandsvektor des Systems von Zustand z(t) = 0 zum
Zustand z(7) = z, in endlicher Zeit 7 bringt.

Falls alle Punkte in R™ erreichbar sind, heisst das System
vollsténdig erreichbar.

WICHTIG: Fiir LZI Systeme sind die Teilrdume der
erreichbaren und steuerbaren Zustinde identisch.

ein System ist vollstéindig steuerbar/erreichbar, wenn die Steu-
erbarkeitsmatrix R vollen Rang hat (Det(R) # 0).

R=1[b, A-b, A%-b, ..., A""'.9]

Alle Steuerbaren Zustinde sind Linearkombinationen
der Spalten von R

1 1 1 11
b A el e
Det(R) # 0 — Steuerbar

Rank(R) = 1 < n — System ist nicht vollstéindig erreichbar.
Aus {A, b} folgt, dass der zweite Zustand nicht direkt vom Ein-
gang beeinflusst wird.

3.5.2 Stabilisierbar:

Ein (instabiles) System ist potentiell Stabilisierbar, falls alle
Zustande, die nicht steuerbar sind asymptotisch stabil sind.

3.5.1 Bsp:

A:

Remarks:

Stabilizability is a weaker condition than controllability.

To stabilize an unstable system, the unstable but controllable
variables have to be observable as well.

3.6 Beobachtbarkeit:

Ein System ist vollstdndig beobachtbar, wenn man mit der
Messung des Ausgangssignals y(¢),t € [0,7],7 > 0 eindeutig
auf den Anfangszustand x(0) des Systems schliessen kann.

Ein LZI System ist dann vollstdndig beobachtbar, wenn die
Beobachtbarkeitsmatrix O vollen Rang hat (Det(O) # 0).

3.6.1 Bsp:

a=ls 4] el =]

Es sei moglich entweder z1, oder 3 zu messen.

10 0 1
Falls man x; misst, ist das System vollstéindig beobachtbar:
Rank(O;) = 2 D.h. man kann durch messen von z; auf die An-
fangsbedingungen von z1(0) & 22(0) schliessen. Falls man nur
2o misst, erhiilt man Rank(Os = 1 < n. Das System ist somit

nicht vollstédndig beobachtbar. Das ist auch in der graphischen
Darstellung ersichtlich:

e =1[01]

T2 Y

I T

3.6.2 Detektierbarkeit:

Ein System ist nur detektierbar, falls all seine nicht-
beobachtbaren Zustéinde asymptotisch stabil sind.

Remarks:

Detectability is a weaker condition than observability.

An (unstable) system is stabilizable, if the system is potentially
stabilizable and detectable.

3.7 Koordinatentransformationen:

Ein Zustandsraum mit Koordinaten z kann durch eine Koor-
dinatentransformation in anderen Koordinaten T beschrieben
werden.

a(t) =T 7(t) T € R, det(T) # 0

d _ _ - -1
Ex(t):T VAT 2t)+T7 - bou(t)

yt)=c-T-2(t)+d-u(t)

Fundamentale Systemeigenschaften (Stabilitéit, Steuerbarkeit,
Beobachtbarkeit, I/O-Verhalten) sind Transformationsinvari-
ant.
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3.8 Input/Output (I/0) Darstellung:

Eine Zustandsraumdarstellung {4,b,c,d} beschreibt das ge-
samte System (Zustéinde z(t) und Ausgang y(t) fiir gegebene
x(0)&wu(t)). Oftmals ist man aber nur am I/O Zusammenhang
u(t) — y(t) interessiert.

I/0O-Beschreibung:

Y () + apy -y V) 4+ Far -y V() +ao - y(t) =
by - u™ (8) 4 -+ by - uD () + bo - u(t)

3.9 Zustandsraum Normalformen:

Zustandsraumdarstellungen, welche sich fiir  Analyse-
Methoden besonders eignen, sind Normalformen oder eine
kanonische Form.

Eine wichtige Normalform ist die Reglernormalform.

o 1 0 o o
0o 0 1
Alv]
c|d 0O 0 0 1 o
—ap —ai; —ag —An—1 1
b b, 0 d |

wobei a;, b; aus der I/O-Darstellung oder aus X(s) kommen:

( ) bins b353+b282 + b1s + by d
Y(s) = +
$" 4 Ap_18" L+ -+ azsd + a8 + a1+ ag

3.10 Zustandsraumzerlegung:

Die Sets von erreichbaren (R) und/oder beobachtbaren (O)
Punkten sind invariante Unterrdume im Zustandsraum.
durch eine geeignete Koordinatentransformation x = T - =
kann der gesamte Zustandsraum in die invarianten Unterrdume
{Z1, %9, 3,74} zerlegt werden: Fiir die Beschreibung des I/0-
Verhaltens ist also nur der Zustand Z3 relevant, da er der ein-
zige ist, der gleichzeitig beobachtbar UND steuerbar ist. Die
Anzahl Zustéinde n im Unterraum Z3 entspricht der minima-
len Anzahl Zusténde, die zur Beschreibung des I/O-Verhaltens
notig sind. Deshalb wird die Darstellung des Systems in den
Koordinaten 3 minimale Zustandsraumdarstellung ge-
nannt:

An A Az Au by
i A0 A»n 0 Ay G- |0
‘L] ! Tlo 0 Agydg| b
Sl R
44
L c= [0 C3 71}

minimal realization — {12133, bs, s, d}

Vollsténdig steuerbar und beobachtbar (falls keine Pol-NST-
Kiirzung moglich, ist das System bereits in minimaler Form).

3.10.1 Bsp:

Bestimme ob {A,b} steuerbar ist, ohne R zu berechnen.
-1 -2 0 1

—2 -1 0|,b=|1
—2 1

0 0
| diagonalisieren =D -Z+V ™ '-b-u

A:

a2 -3 0 0] &) [v2
Bp| =0 =2 0| ||+ |1 u
G 0 0 1] lis 0

System hat einen Zustand Zs, der instabil (A3 = 1) & nicht
steuerbar ist.

4 Systemanalyse im Frequenzbereich
4.1 Laplace-Transformation:

Wichtige Eigenschaften:

Linearitét L{ax1(t) + bx2(T)} = aXi(s) + bXa(s)
Ahnlichkeit L{L z(L)} = X(s-a)

Verschiebung | L{x(t —T)} = e 1. X(9)

Déampfung L{(z(t) - e} = X(s—a)

Ableitung t | L{Lz()} = s- X(s) — 2(0)

n—te AbL t dat)y _ gn ( )(L2U=0) — gy

Ableitung s | L{t-z(t)} = — 3 (s)
E{fo T)dr} = 5 - X(s)

E{? }:st )(T

Integration t

Integration s

Faltung t L{z1(t) x z2(t)} = X1(s) - X2(s)
Anfangswert t]_l)r(l)’l+ x(t) = slgglo s-X(s)
Endwert lim «(¢) = lim s - X(s)

t—o0 5—0

6

Wichtige Singaltransformationen:

(t) X(9)
o(t) 1
h(t) (=1) s
p(t) (=1) =
h(t) - " . et e
h(t) - sin(w - t) 2:&12
h(t) - cos(w - t) o
h(t) - sinh(w - t) g
h(t) - cosh(w - t) e
h(t) - (e* —1) So—a)
h(t) ea;:th (s—a)l(s—b)
h(t) - ae—=be CEDC=0)
Ubertragungsfunktion:

Da Ableitungen im Zeitbereich zu algebraischen Grossen im
Frequenzbereich werden. Lasst sich die Losung einer Zustands-
gleichung erster Ordnung folgendermassen finde:

z(t)=A-z(t)+b-ut), yit)=c-z), z(0)=0
b L{}
s X(s) = A-X(s)+b-U(s), Y(s)=c-X(s)
J Umformen
Y(s) = c-(sI— A)™-b-U(s) = £(s) - U(s)

Wobei Y(s) Ubertragungsfunktion heisst, ¥(s) ist im Allge-
meinen ein Bruch rationaler Funktionen, wobei der Nenner bei
physikalischen Systemen mindestens die Ordnung des Zdhlers
hat (n > m)

B _c-Adj(sT—A)-b
B(s) = — det(sl — A) d

by - 8™+ ...+ b1 -5+ by
S+ ap_1 -8 4+ dar st Fag
Der Nenner det(sI — A) entspricht der charakteristischen Glei-
chung der Matrix A. D.h. Stabilitdtseigenschaften der GGWP
lassen sich am Nenner ablesen.

Adjunkte berechnen
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Die Adjunkte fiir eine 2 x 2-Matrix berechnet sich folgender-
massen.

A— |:a b:| adjungieren AdJ(A) _ |:d —b:|
c d —c a

Anfangs- und Endwerte:

ldsst sich mithilfe des Anfangs-/Endwerttheorem im Frequenz-
bereich berechnen.

Y(s) = 5()- U(s), Uls) = LA} =
= Y(5)=3() -
y(04) = lim s-Y(s) = lim (s)
y(oo) = lim 's-¥(s) = lim 3(s)

Ubertragungsfunktionen haben die allgemeine Form:

H;‘n:1 (s = &)
H?:l (S - ﬂ-i) ’
wobei m; Pole und £; Nullstellen genannt werden. Jeder Pol 7,
entspricht einem Eigenwert \; von A.

Vorsicht: Nicht alle Eigenwerte von A sind Pole m; von
3(s), da sich Nullstellen und Pole kiirzen konnen! Wenn die
Ubertragungsfunktion aus einer minimalen Systemrealisierug
{A,b,c,d} berechnet wird, lassen sich keine Pole und Null-
stellen auftheben. Das Kiirzen von Termen ist somit ein
Hinweis dafiir, dass das System {A,b,c,d} nicht beob-
achtbare oder nicht steuerbare Zustinde enthilt. Diese
Zustinde beeinflussen das 1/O-Verhalten nicht.

4.2 Inverse Laplace-Transformation:

y(t) =L HY(s)} = %%Y(s) ceStds t>0

Sehr schwer zum Ausrechnen. Da Lésungen im Frequenzbereich
gebrochene rationale Funktionen sind:

H;n=1(5 &)
H?=1(3 — )

Insbesondere kann man mit der Partialbruchzerlegung den
Bruch in eine Linearkombination von Briichen tieferer Ord-
nung zerteilen:

Y(s)=)

=1 k=1

Y(s) = b - &,m eC

Y(S):bm' N fj,ﬂ'iEC

Pi
Pi,

k
(s —m;)k pik € C

wobei p; pdie Residuen sind und ¢; die Vielfachheit von 7; ist.
Die inverse Laplace-Transformation der einzelnen Briiche kann
allgemein hergeleitet werden:

4.2.1 Bsp:

s24+s+2 _ s2+s+2
S +s2+s+1 (s+7)(s—5)(s+1)

Y(s) =

1 L -+
Y(s) = 24 2
s+1 s—j7 s+

1
Ll=yt)=et+ =
y(t) =e +3;

4.3 Systeme 2. Ordnung:

Die Ubertragungsfunktion eines Systems zweiter Ordnung mit
statischer Verstidrkung von 1 hat folgende Form:

(ej't — e’j't) =e ' +sint

2
“o

2420wy s+ wd

3(s) =

2(0) =1

Dieses System hat zwei Pole:

S12 =T1,2 = (—5:|: vV 52 — 1) * Wo

Pole

Anordnung der auf der real-imaginidren Ebene:

Im A

Dabei ist 6 der Ddmpfungsparameter. Fiir [0] < 1 sind die
Pole komplex. Fiir |§] > 1 sind die Pole rein reell.

wo = 2m/Ty ist die natiirliche Frequenz, wobei T die
natiirliche Periode ist.

7

Abhé#ngig von der Dampfung gibt es drei grundsétzlich unter-
schiedliche Félle des Systemsverhalten:

System enthilt Schwingungen. Die erste Schwin-

gung iiberschiesst das Ziel u(t) = h(t) um den Uberschuss
A~ =81 /\/1-62 : . * _ T
E=ce / , bei der Zeit t* = Y]

Fiir ungedampfte Systeme konvergiert das System,
ahnlich wie bei einem System erster Ordnung zum Endwert.

Die Systemantwort iiberschiesst in diesem Fall nicht.

Dieser Fall heisst kritisch geddmpft und entspricht
der schnellst méglichen Konvergenz ohne Uberschwinger.

---- 1.0+ ébei 6 =0.17

—0<d<1
=1
— 0>1
t* 1 2 t/Ty
4.3.1 Bsp Vereinfachung fiir § > 1:
100 100

X(s) =

s2+101s+ 100  (s+ 100)(s + 1)
Impulsantwort hat die Form: a- e 100 4 3.e~* Da e~ 199 viel
schneller abklingt als e~ kann man das System approximieren:
1

:s—i—l

Yapprox (s)

Man muss den Zidhler anpassen, um die statische Verstéirkung
des approximierten Systems gleich zu halten: 3(0) =
Sapprox(0)-

Impulse Response

‘Time @econds) )

Blau: Genaues System; Orange: Approximiertes System
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4.4 Nullstelleneinfluss:

E(S):a-s+1

Je néher die Nullstelle = —1/a am Ursprung ist, desto stéirker
ist der Einfluss dieser Nullstelle. Dies widerspiegelt sich an ei-
nem stirkeren Uberschuss in der Systemantwort. Fiir ¢ > 0 hat
die Systemantwort einen Undershoot. Das heisst das System
antwortet zuerst in die falsche Richtung. ein System mit ei-
ner Nullstelle der Form ¢ > 0 wird als nicht-minimalphasig
bezeichnet.

Bemerkung: Die initiale Sprungantwort in die ‘falsche’ Rich-
tung tritt bei einer ungeraden Anzahl positiver Nullstellen
(Re(¢ > 0)) auf.

Falls Steigung gleich 0 in ¢ = 0 ist, ist keine NST vorhanden

y(t)
1,~, ,,,,,,, A = —_— s
— (<0 |[+——
-0.5 —¢=zoo| L HD
— (>0

4.5 BIBO Stabilitét:

BIBO Stabilitéit bezieht sich auf das I/O-Verhalten von
3(S), wobei Lyapunov Stabilitit sich auf das GGW der
Zustinde bezieht.

Ein System ist BIBO Stabil, falls fiir die Impulsantwort 6(¢)
folgendes gilt:

/OO 16(6)]dt < o0
0

e Das System ist BIBO stabil falls alle Pole 7; nega-
tiven Realteil haben.

e Das System ist nicht BIBO stabil in allen anderen Fillen.

Dabei ist wichtig, dass nicht beobachtbare Zustdnde und nicht
steuerbare Zustéinde die BIBO Stabilitéit nicht beeinflussen, da
sie sich in 3(s) wegkiirzen. Obwohl BIBO und Lyapunov Sta-
bilitdt sehr dhnlich wirken muss man sie auseinander halten,
denn ein BIBO stabiles System kann Lyapunov instabil sein
und ein Lyapunov stabiles System kann BIBO instabil sein.

Fiir ein komplett steuerbares und beobachtbares (< mi-
nimales) System gilt:

asymptotisch stabil — BIBO stabil
asymptotisch stabil + BIBO stabil
Lyap. stabil oder instabil —  BIBO instabil
Lyap. stabil oder instabil <+ BIBO instabil

Fiir ein System, welches nicht komplett steuerbar und be-
obachtbar ist gilt:

BIBO stabil

asymptotisch stabil
? BIBO stabil
o

Lyap. stabil oder instabil !
Lyap. stabil oder instabil BIBO instabil

4.5.1 Bsp:

—
<
_>
<_

S O 1 PR

A1 = —1; A2 = 1 Das System ist Lyapunov instabil. Nach-
vollziehbar fiir 22(0) # 0, dann divergiert der zustand x2 — oo.
Da der instabile zustand weder steuerbar, noch beobachtbar
ist, ist das System trotzdem BIBO stabil.

Y (s) 1
o T os+1

Der Pol hat einen negativen Realteil, ist also BIBO Stabil
und gleichzeitig Lyapunov instabil.

4.6 Frequenzantworten:

Zusitzlich  zur  Sprung- (h(t)) und der Impuls-
Eingangsgrosse (4(t)) gibt es die harmonische Eingangs-
grosse:

u(t) = a-cos(w-t+ ®)

wobei o die Amplitude, w die Frequenz in %d, und @ die

Phasenverschiebung ist.

der Ausgang eines Systems X(s) mit harmonischen Eingang
hat die Form:

y(t) = Ytransient (t) + Yoo (t)

Angenommen das System ist linear, zeitinvariant und asym-
ptotisch stabil, gilt:

lim Ytransient (t) — 0= y(t) — Yoo
t—o00
8

Die asymptotische Systemantwort ist eine verstérkter und pha-
senverschobener Cosinus bei derselben Frequenz wie der Ein-
gang:

Yoo (t) = m(w) - - cos(w -t + D + p(w))

die Verstérkung m(w) und die Phasenverschiebung ¢(w) sind
systemabhéngig. Es gilt:

Yoo (t) = |2 (Jw)| - v+ cos(w - t + D + LB (jw)

D.h die Verstéirkung entspricht der Systemverstarkung bei der
Eingangsfrequenz und die Phasenverschiebung entspricht der
Systemphase bei der Eingangsfrequenz.

Wichtig! Lineare Systeme generieren keine neue Frequenzen.
Es kommen immer dieselben Frequenzen aus dem System,
wie in das System gehen. D.h die Phasenverschiebung und
Verstiarkung ist nur frequenzabhéngig und somit eine Eigen-
schaft des Systems.

131(5) - Ba ()| = [E1(F)] - [Z2(5)]
Z(31(8) - 2a(8)) = £51(8) + £54(S)
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5 Visualisierung

u(t) = cos(wt) = y(t) = |P(jw)| - cos(wt + LP(jw))

5.1 Bode Diagramme:

Die Magnitude und Phase wird gegeniiber einer logarithmi-
schen Frequenzskala eingezeichnet. Dabei ist die Magnitude
iiblicherweise in Dezibel, und Die Phase in Grad dargestellt.

Umrechnung zwischen dezimal und dezibel:

12(5)|ap = 20 - log;o|2(s)| = 20 - In(|X(s)[)

In(10)
B(s)| =107
Dezimalskala | Dezibelskala [dB]
100 40
10 20
5 13.97..
3.16.. 10
2 6.02..
1 0
\/LE -3.0103
0.316.. -10
0.1 -20
0.01 -40
0 —00

1X(jw)la = 121 (jw)laB + [X2(jw)las
LY =LY+ L3,

5.1.1 Systeme 1. Ordnung:

Viele reale Regelkreise konnen als Systeme erster Ordnung ap-
proximiert werden. Ein solches System reagiert auf tiefe Fre-
quenzen, die kleiner als die Eckfrequenz (Cutoff Frequency)
we = % sind. Bei Anregungsfrequenzen hoher als w. verhin-

dert die Trigheit des Systems eine starke Anderung des Aus-
gangs. Ausserdem reagiert das System fiir w > w, zunehmend

verzogert, wie an der Phase des Bode Diagramms ersichtlich

ist. Eine wichtiges Merkmal: die Magnitude bei w. = % ist
. 1
immer bei 7B~ 3dB.
dB .
10 120182 )l 5(s) = gt
100
3=+ w
-20
L
T1
40 1
0.1 1 1 100
Grad - : >
o |7 =01
a5 ] A - 7=3.6
LE(j - w) N
90 =

5.1.2 Systeme 2. Ordnung:

Viele mechanischen Systeme zeigen resonantes Verhalten
(grossere Verstiarkung bei mittleren Frequenzen als bei tiefen -
eine sogenannte Resonanziiberhshung). Solche Systeme werden
oft als Systeme zweiter Ordnung approximiert.

dB

B 120 log |27 )|

210 1

w/wo

10

-30

0.
Grad 1

-90 +

-180 +

Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstirkung) ist

nicht bei der natiirlichen Frequenz wio = 1, sondern bei:
1
0<é< —

Wmaz =wo - V1 —2-62,
’ V2

jedoch gilt fiir kleine Dampfungsparameter wy,q: ~ wg. Aus-
serdem zeigen Systeme 2. Ordnung fiir § > \/LE kein resonantes

Verhalten.
9

5.1.3 Einfluss von Polen & Nullstellen auf das Bode
Diagramm:

Standardelemente Verstérkung [42] Phase

Stabiler Pol —20 bei w, —90° bei w,
Instabiler Pol —20 bei w, +90° bei w,
Minimalphasige NST +20 bei w, +90° bei w,
Nichtminimalphasige NST 420 bei w, —90° bei w,
Delay um 7(Vw) 0 —180 .. 70

5.1.4 Bsp:

Zeichne Bode-Plot von X(s) = %.

Vorgehen:
1. In Standardelemente Zerlegen:

1

S(s) = (100s)( T

)

10s +1 )

2. NST/Pole der Standardelemente bestimmen:

1
G(=0; m= 1 ™= —-10
3. Betrag der NST/Pole bestimmen.
we = [G1] =05 we, = |m2| = 153 wey|ms| = 10

4. %(0) der einzelnen Elemente bestimmen.
¥1(107%) = 0.1 = —20dB; %(0) = 1 = 0dB;
1
by = — = —-20dB
3(0) = 15 = —20

5. Bode-Plot zeichnen

20
10

0 A
-10
—20{
~30

Magnitude [dB]

10-2 10-! 100 10! 102 10%

I

Phase [deg)

T0 102 10 100 10! 102 10%
Frequency [rad/s]

Lésung in Orange
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5.1.5 Bsp:

s=¢

s—m’

Identifiziere Ubertragungsfunktion in der From ¥(s) = k

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

o0
Frequency (radls)

Links: ¥(s) mit negativer statischer Verstirkung
Rechts: —1 - X(s) =: X(8)pos mit positiver statischer Verstirkung

1. |2(s)] = 20dB VYw — Pol und Nullstelle miissen an
der selben Stelle sein. Da das System eine neg. stat.
Verstiarkung hat rechnen wir das gesamte System mal
—1. Dadurch gewinnt das System 180° Phase. So kénnen
wir das System aus Standardelementen darstellen.

2. System gewinnt an 180° Phase — eine stabile NST und
ein instabiler Pol.

3. Auslesen aus Bode Plot ergibt fiir |7| = || = 0.7 und
122(8) pos| = kYLELT — | — 20dB = 10

Vw?40.72
4. 5(8)pos = _10% & X(s) = 10:J—r8;

Falls Anzahl mini-phasige NST 4 instabile Pole
ungerade, hat das System neg. stat. Verstirkung

5.2 Nyquist Diagramme:

Darstellung des Frequenzganges (Magnitude und Phase iiber
die Anregungsfrequenz w) in der komplexen Ebene.

5.2.1 Systeme 1. Ordnung:

Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jw
hat folgende Magnituden und Phasen, wobei 7 = wi:

[Z(jw)| = /3(jw) = —arctan(T - w)

—— - - Re
02704 06 08
S LB w)

N
X

G W)

k

T Tos+1
mit w € (—00,00) ist die Nyquist-Kurve ein Kreis mit Mittel-
punkt (k/2,0).

5.2.2 Systeme 2. Ordnung:

Ein allgemeines System 2. Ordnung hat bei der Frequenz
s = j - w folgende Magnituden und Phasen:

Bemerkung: Fiir alles Systeme 1. Ordnung X(s)

. wg
1X(jw)| = — —
V(g —w?)2+4-02 wtw
2.8 wn -
—arctan(—; ~o 2w) V0 < w < wp
w§ —w
LY(jw) =
2:0-wo-w
—arctan - Vwy < w
( wa — w? ) 0
Re
! - 5=03
=15 — 0=5
5.2.3 Bsp:
Gegeben sei eine Kreisverstirkung ﬁ man will ZL(jw)

fir w — oo herausfinden. Achtung! nicht einfach einsetzten
und ausmultiplizieren! stattdessen zwei Nullststellen ausfindig
machen und dann einsetzen.

Fiir sehr hohe Frequenzen gilt:

offener Integrator - lim ZL(jw) = —k- T
S w—00 2
#instabiler Pol #+5
#stabiler Pol -z
#minimalphasige Nullstelle #+5
#Nicht-minimalphasige Nullstelle -3

10

5.2.4 Bsp:

3 3 3
L(s)=——-¢* = L(s) =
(s) s+1 € L(s) —s+1 ) s(s+2)
a2 : B P ! ) ] 2 10
% % 3
o z =
g 0 @ g Ot 5] 07
g g g
51 EXE /% s
E —af | & e L = -10
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 -1 —0.5 0
Real Axis Real Axis Real Axis
3 —3s+3 3
= L = L(s) = —
L(s) T (s) e (s) EE
5 2 RN r ) “ @
% 2 %
< 1 - 1 << 1
£ z A £
2 o N - ]
() B -1 A 50
g —1 < s —1
B g - B
2 . -2

210 1 2 3
Real Axis

-1 0 1 2 3

Real Axis Real Axis

Einige Ubertragungsfunktionen und ihre Nyquist-Diagramme

5.3 Asymptotische Eigenschaften von  Fre-
quenzantworten:
Gegeben sei die folgender Struktur einer allgemeinen
Ubertragungsfunktion:
b 8™+ ...+ by b
S(s) = m ST+ ...+ by s+ b

sk (s kta, g g sk 4 a5+ ag)

Aus der Ubertragungsfunktion kann man direkt die Phase bei
w = 0 aus dem Systemtyp k bestimmen. Zusétzlich kann
man das Asymptotische Verhalten der Magnitude |X(jw)| fiir
w — oo direkt aus dem relativen Grad r = n—m bestimmen.

5.3.1 Systemtyp k:

Der Systemtyp k entspricht der Vielfachheit offener Integra-
toren slk des Systems. Die Phase bei w = 0 lésst sich folgen-
dermassen bestimmen.

K-z sgn(%) >0
£%(0) = {_ﬂ. k-, sgn(%) < 0 (neg. stat. Gain)

5.3.2 Relativer Grad r = n — m:

Die Steigung des Magnitudenverlauf im Bode-Diagramm kon-
vergiert asymptotisch zu:
Ox(Gw)las _
Olog(w)

dB
decade
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5.4 Modellunsicherheit:

Ein Modell eines physikalischen Systems kann das wahre Sys-
tem nicht perfekt reproduzieren. Durch die Beriicksichtigung
der maximal zu erwartenden Modellierungsunsicherheit beim
Entwurf eines Regelsystems kann robustes Verhalten garantiert
werden.

5.4.1 Nichtparametrische Unsicherheit:

Im

Re

IS - Waljew)|

Annahme: es existiert eine lineare, zeitinvariante wahre
Ubertragungsfunktion X;(s),die das System exakt beschreibt,
die jedoch wegen Modellunsicherheiten nicht bekannt ist. Die
wahre Ubertragungsfunktion ¥(;(s) liegt in der Menge S:

s={mw-arawey a2 )

3(S): Nominelle Ubertragungsfunktion, durch (imperfekte)
Systemodelierung gefunden.

A: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.
W2 (s): Ubertragungsfunktion der Unsicherheitsheits: quanti-
fiziert die frequenzabhéingige Unsicherheit des Modells

Bei jeder Frequenz w* liegt die wahre Ubertragungsfunktion
Y¢(jw*)innerhalb von einem Kreis mit Radius |Z(jw*) -
W2(jw*| um die nominelle Ubertragungsfunktion (jw™*).

5.4.2 Unsicherheitsiibertragungsfunktion Ws(s):

Es gibt mehrere Methoden, um ein Modell fiir die Unsicher-
heitsiibertragungsfunktion zu bestimmen. (Fiir RT1 ist jedoch
nur eine Relevant)

Diese Methode verwendet Messungen am realen System, um
die Unsicherheitsgrenzen des Modells davon zu bestimmen:

Vorgehen:
e Unsicherheitsschitzung mittels Messdaten:

Diese Methode verwendet Messungen am realen System,
um die Unsicherheitsgrenzen des Modells davon zu be-
stimmen.

Vorgehen:

1. Es werden k£ = 1,..., K Messungen des Frequenzgan-
ges durchgefiihrt. Fiir jede Messung bei Frequenz w;, i =
1,...,I werden die Werte |X(jw; )| und £X(jw; k) iden-
tifiziert.

dBTm(w) degTo(w) | 0

-200

2. Eine nominelle Ubertragungsfunktion (s) wird an die
experimentellen Daten angepasst (analog zur Methode
der Systemidentifikation).

Y(jwi) = my; - el

3. Bei jeder Frequenz w; sind die Werte der K Mes-
sungen von |X(jw; )| verteilt um den Wert der no-
minellen Ubertragungsfunktion |~ (jw;)|. Die Unsicher-
heitsiibertragungsfunktion bildet einen Kreis mit Radi-
us |[Wa(jw;)| um |3(jw;)| so dass alle Messpunkte von
|X(jwi k)| darin enthalten sind:

E(jwik)

S < Walielk € [1KJi € 11

Die Ungleichung definiert eine Bedingung bei jeder Fre-
quenz w;. Wird die Linke Seite der Ungleichung als Funk-
tion der Frequenz dargestellt, ergibt sich:

(Wa(jo)] R

1

0.1

Bemerkungen:

Die Unsicherheit steigt bei hoheren Frequenzen, den Da-
ten kann eine Unsicherheitsiibertragungsfunktion Wa(s)
zugeordnet werden.

Die Unsicherheitsiibertragungsfunktion Wa(s) enthélt
keine Phaseninformation.

11

6 Systemidentifikation

6.1 Modelle:

In der Regelungstechnik arbeitet man mit verschiedenen Mo-
dellen. Generell unterscheidet man zwischen folgenden drei Ar-

=+
)
=}

6.1.1 White Box model:

White box

._
[H
[

Es existiert eine Explizite Dar-
stellung der Physik des Systems
mit bekannten Parameterwer-
ten.Das Verhalten, die Werte und
der Zusammenhang zwischen den
Zustanden ist vollstandig bekannt.

Inputs

Outputs

dlem

6.1.2 Grey Box model:

Grey box

-_
b=? D:

Es existiert eine explizite Darstel-

lung der Physik des Systems mit nputs
unbekannten Parameterwerten. Die ]
Zusammenhénge und Verhalten der
Zustande sind jedoch bekannt. —

Outputs

ol .

6.1.3 Black Box model:

Inputs Outputs

=

Black box Modelle werden verwendet wenn die Physik des Sys-
tems nicht genau bekannt oder zu komplex ist um einfach mo-
delliert zu werden. Durch experimentelle Modellbildung (Sys-
temidentifikation) kann ein Modell des Systems abgeleitet wer-
den, das fiir die Reglerentwicklung erforderlich ist.

Es existiert keine explizite Darstellung
der Physik des Systems. Das Systemver-
halten muss durch empirische Datenana-
lyse ermittelt werden.

6.1.4 Systemidentifikation mittels Frequenzgang:
Ein unbekanntes System kann wie folgt identifiziert werden:

1. Das System wird mit einem bekannten harmonischen
Eingangssignal angeregt: u(t) = cos(wt),w € [0, 00).

2. Die Verstérkung |X(jw)| und die Phase ZX(jw) der Sys-
temantwort Yy, = |S(jw)| - cos(wt + £X(jw)) werden ge-
messen. Somit kann das Bodediagramm des Systems ex-
perimentell bestimmt werden.

3. Eine Ubertragungsfunktion wird an die Daten angepasst.
Hier ist es wichtig, die Auswirkung verschiedener Stan-
dardelementen auf Magnitude und Phase zu verstehen.
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7 Analyse von Regelsystemen
7.1 Signale im Regelkreis:

r(t) | Referenz (Sollzustand des Systems)
w(t) | Storung der Eingangsgrosse u
d(t) | Storung der Ausgangsgrosse y
n(t) | Sensorrauschen
e(t) | Regelfehler
y(t) | Ist-Wert/Ausgangsgrosse
u(t) | Stellgrosse
w d
T ~ € |?| ;L U |T| \Jr\ Y
[ ~ L

b

Um die Beziehung zwischen zwei beliebigen Signalen zu be-
schreiben. wird der Regelkreis zuerst in den Frequenzbereich
transformiert:

W(s) D(s)
R(s) TE(S)W /LU(S)W rL Y(s)
— é«l N(s)

Dabei soll die Ausgangsgriosse Y (s) als Funktion des Reg-
lers C(s), der Regelstrecke P(s) und der Eingénge R(s),
N(s), D(s), und W(s) geschrieben werden. Durch die Li-
nearitit der Regelstruktur und Annahme von unkorrelierten
Eingdngen konnen die Eingangsbeitrige einzeln betrachtet

werden.
Yn(s)
R(s) Yr(s) C(s) | P(s)
— C(s) b P(s) —|—> ?j _
N(s)
W(s) D(s)
Yw (s Yo(s
?j C(s) —é—» P(s) —|§ : ?:» Cls) = P(s) =
Daraus folgt:
Ya(s) = riptoet - B(s) Yi(s) = mppgens - V()
Y (s) = % “W(s), Yn(s) = rrpmewm - D)

Die gesamte Ausgangsgrosse Y (s) lautet somit:

Y(s) = Yr(s) + Yn(s) + Yw(s) + Yp(s)

Es Werde folgende Komponenten definiert:

Kreisverstirkung L(s) = P(s)C(s) (e—=y)
Sensititvitét S(s) = ﬁ(s) (d—=y,r—e)
Komplementire
Sensitivitét T(s) = 1+%8()5) (r=y,n—y)
Grundsétzlich gilt:
iibertragungsfunktion = Vorwiirtspfad

1 + Kreisverstéirkung

7.2 Stabilitit des geschlossenen Regelkreises:

Fiir geschlossene Regelkreise muss das Konzept der Stabilitét
erweitert werden. Ein System ist intern stabil, wenn alle
Ubertragungsfunktionen, welche die Eingéinge w, d r im Re-
gelkreis auf die Ausgénge u, y, e abbilden, asymptotlsch stabil
sind (Re();) < 0,Vi = 1,...n). Die Beziehungen sind durch
diese Matrix gegeben:

U(s) S(s) =S(s)-C(s) S(s)-C(s)] [W(s)

Y(s)| = l S(s) - P(s) S(s) T(s) D(s)

E(s) —S(s)- P(s) —5S(s) S(s) R(s)
= S(s),T(s),S(s) - C(s),S(s) - P(s) diirfen nur asymptotisch

stabile Pole haben.

Falls P(s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben,
geniigt es also, die asymptotische Stabilitéit von S(s) oder T'(s)
zu iiberpriifen um interne Stabilitdt zu garantieren.

Wenn wir nur an r — y interessiert sind darf das charak-
teristische Polynom 1 + L(s) = 0 nur NST mit Re({) <0
haben. (Falls C(s) oder P(s) instabile Pole haben muss interne
Stabilitdt separat noch iiberpriift werden.)

7.3 Nyquist Theorem:

Durch das Nyquist Theorem kann die asymptotische Stabilitét
eines geschlossenen Regelkreissystems T'(s) = 5 +(L()S) durch

Analyse seiner Kreisverstarkung L(s) (offener Regelkreis) be-
stimmt werden. Dabei wird angenommen, dass keine Model-
lunsicherheit W5(s) vorhanden ist.
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7.3.1 Nominelles Stabilitédtskriterium von Nyquist:

Der geschlossene Regelkreis mit Ubertragungsfunktion T(s) ist
asymptotisch stabil, falls fiir L(s) gilt:

c L % + ny
ne: Anzahl Umrundungen um den kritischen Punkt (-1,0)
Positiv falls Umrundung gegen Uhrzeigersinn.
no:  Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0

n4:  Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0
Wichtig: Stabilitdt nach Nyquist gilt nur, falls keine
Kiirzung von instabilen Polen mit nicht mlnimalphasi-
gen NST auftreten in L(s) = C(s) - P(s). Andernfalls kann
nicht von L(s) auf die interne Stabilitdt des geschlossenen
Regelkreises geschlossen werden.

des Stabi-

7.3.2 Vorgehen

Auswertung

litdtskriteriums:

1. Betrachte das Nyquist-Diagramm von L(jw) in der kom-
plexen Ebene mit w € 0, 00).

2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegel-
te Kurve entspricht dem Bereich w in(—oc, 0]. die kom-
binierte Kurven entspricht also L(jw), w € (—o0, 00)

3. Zihle n. die Anzahl Umrundungen von L(jw) um den
Punkt (—1 4+ j0) wenn w von —oo bis oo variiert wird.
Ein Umlauf in O wird positiv gezdhlt, und in O negativ.

7.4 Verstirkung und Phasenreserve:

Falls L(s) eines Systems das no- Y7 Am
minelle Stabilitéitskriterium nicht A ) .
erfiillt, hat das resultierende Va7 Re

T(s) = % instabile Pole.
Falls L(s) eines Systems das we
nominale Stabilitétskriterium 1
erfiillt kann mittels Verstarkungs-
und Phasenreserve eine Aussage
beziiglich der Stabilitdt (Robust-
heit) gemacht werden.

L(jw)
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Es werden drei Robustheitsmasse eingefiihrt:

v | Verstarkungsreserve | Verstdrkungsreserve zu

(—=1+0j) bei ZL(jw) = —m

Phasenabstand zu —x bei der
Durchtrittsfrequenz w,

%) Phasenreserve

Kleinste Distanz zwischen
(=14 0y) und L(jw)
Phasenreserve bei instabilen Systemen nicht well defined

| kritische Abstand

1

w

7.4.1 Vorgehen um Phasenreserve herauszufinden:

Um die Phasenreserve berechnen zu konnen, muss man die
Phasen des offenen Regelkreises bei der Durchtrittsfrequenz
berechnen.

1. Die Durchtrittsfrequenz durch Losen der Gleichung
|C(jwe) - P(jwe)| =1

2. Nun wird die Phase bei der Durchtrittsfrequenz w. aus-
gerechnet. Z(L(jw.)

3. Um die Phasenreserve auszurechnen wird —z mit der so-
eben erhaltenen Phase bei der Durchtrittsfrequenz sub-
trahiert

7.4.2 Bsp:

Das nominelle System L(s) hat Phasenfehler
Verstiarkungsfehler k gegeniiber dem wahren System:

« oder

Lio(s) = e /% . L(s), Lyu(s) =k- L(s)

Ly o ist stabil fiir o < ¢ und Ly, fiir & < . Falls beide Fehler
gleichzeitig vorhanden sind, sind v und ¢ keine guten Robust-
heitsmasse, Sie messen beide nur eindimensional.

7.5 Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen:

ZE(jw)crad 0.1 10 100

-90 +

-180 ¢

-270 +

7.6 Robustes Nyquist Theorem:

Ein wahres Modell der linearen und zeitinvarianten Regelstre-
cke P(s) existiert, ist aber wegen Modellierungsunsicherheit
nicht bekannt. Stattdessen wurde ein Nominalmodell der Re-
gelstrecke P(s) und eine zugehorige multiplikative Unsicher-
heitiibertragungsfunktion Ws(s) gefunden. Der Regler C(s)
ist exakt bekannt. die wahre Kreisverstirkung des Systems
Li(s) = P(s) - C(s) ist Teil der Menge Sg:

Se={P(s)-C(s) - (L + A -Wy(s))}

mit|A| < 1, ZA € [—7, 7]

Es wird angenommen, dass L(s) und L:(s) dieselbe Anzahl
instabile (n+) und stabile (ng) Pole haben.

7.6.1 Robustes Stabilititskriterium von Nyquist:

Das robuste Stabilitatskriterium von Nyquist wird aus dem no-
minalen Nyquist-Stabilitétskriterium abgeleitet: Falls ndmlich
das nominale Nyquist-Stabilitétskriterium fiir jedes L;(jw) €
S in GL.(3) erfiillt ist, dann ist der Regelkreis garantiert asym-
ptotisch stabil.

Umsetzung des robusten Stabilitdtskriteriums: Durch betrach-
ten der grossen Modellunsicherheit, d.h. mit |A] = 1 und fiir
alle moglichen Richtungen (Phasen) von A beschrinken wir

unsere Uberlegung auf den schlimmst maglichen Fall, d.h.
L(s) = L(s) + L(s) - Wa(s)

= Kreise die durch (0,0) gehen.

13

Um zusétzliche Umkreisungen des Punktes (-14-0j) garantiert
zu verhindern, darf der Unsicherheitsradius |L(jw) - Wa(jw)|
nie grosser als |1 + L(jw)| werden. Daraus folgt das robuste
Stabilitédtskriterium nach Nyquist:

[L(jw) - Wa(jw)| < |1 + L(jw)], Vw € [0, 00)

A lm

L) Wl 1

o/
\/

S
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8 Design von Regelungssystemen

8.1 Frequenzbedingung des geschlossenen Regel-
kreises:

8.1.1 Frequenzeigenschaften von Storungen und Rau-
schen:

Die Ubertragungsfunktionen des geschlossenen Regelkreises
S(s) und T'(s) sind intrinsisch gekoppelt:

T(s)+ S(s) = L(s) L

T11L(s) T 1+L(s) =LVseC

. . *
Dies setzt voraus, dass bei gegebener Frequenz w entweder

|T(jeo| oder |S(jw)| viel kleiner als 1 sein kann. Stérungen
werden mit S(s) auf den Ausgang iibertragen und Rauschen
mit T'(s). Die generelle Aufgabe eines Reglers ist die gleich-
zeitige Unterdriickung von Rauschen und Stérungen. Dies ist
jedoch nur moglich wenn die Signale in unterschiedlichen Fre-
quenzbindern auftreten. Dabei tritt Rauschen in der Regel bei
hohen Frequenzen (w > w,) auf und Stérungen in der Regel
bei tiefen Frequenzen (w < wg). Daraus ergibt sich folgende
Erkenntnis:

Niedrige Frequenzen w < wgyg

1

!
— | << 1= |L(jw)| >>1
TG L)

1S(jw)| =

Hohe Frequenzen w > w,

L{jw)

!
— 7 | <<1=|L(j 1
T+ LGw) << |L(jw)| <<

IT(w)| =

critical band
wd 2 decades Wn

|DGw)| S4B L

Y - Y
disturbance attenuation noise attenuation

S| Tl

8.1.2 Beschrinkung der Sensitivitit:

Der Frequenzgang der Sensitivitit S(jw) kann durch Einstellen
des Reglers C(jw) lokal beeinflusst werden.

Global betrachtet, iiber alle w, muss die Sensitivitat fiir alle
stabilen geschlossenen Regelkreise (d.h. Stabilitét durch das
Nyquist Theorem bestimmt) folgende Gleichung erfiillen:

oo n+
/ ln|S(jw)|dw:7r-Z7rf
0

i=1

wobei nt die Anzahl der instabilen Pole 7t der Kreis-
verstirkung L(s) ist. Diese Gleichung impliziert dass eine
Verringerung von |S(jw)| in einem Frequenzband durch eine
Erhéhung in einem anderen Frequenzband kompensiert wird.
Falls die Kreisverstirkung L(s) keine instabilen Pole (ny = 0)
vereinfacht sich die Gleichung zu:

/ In]S(jeo)|dw = 0
0

8.2 Beschriankung der Durchtrittsfrequenz:

we ist die Durchtrittsfrequenz, und entspricht der Frequenz
bei der das Bode-Diagramm von L(jw) die 0dB-Linie schneidet
wp ist die Bandbreite des geschlossenen Regelkreises. Die
Bandbreite ist ein Mass fiir die hochste Frequenz des Eingangs-
signals, die der geschlossene Regelkreis verfolgen kann.

Beim geschlossenen Regelkreis: w;, := |T(jwy)| = —3dB =~
0.7
Die Bandbreite entspricht ungefihr der Durchtrittsfrequenz.

Zusammenfassend kann man folgende Formel fiir die Be-
schrinkung Anwenden:

_ Jwe > max{10 - wq, 2w+ }
We = ol 1 1 1
We < mln{ﬁ * W, 10 s Wa, 3 cWr, 5 '(U(Jr}

8.2.1 Beschrinkung durch Modellunsicherheiten Ws:

aus dem robusten Stabilitdtskriterium folgt:
|L(jw) - Wa(ju)| < |1+ L(jw)]|, Yw € [0, 00)

T f%)m ‘ - ‘ngjw) ‘
14

i ‘

= [T(jw)| < [W5 ' (jw)|

Da die Unsicherheit |W5(jw)| tendenziell mit der Frequenz zu-
nimmt ergibt sich dadurch eine obere Grenze der Bandbrei-
te, und somit eine Beschrinkung der Durchtrittsfrequenz von

IL(jw)]-

Man will die Unsicherheit auf jeden Fall vermeiden. Deswegen
wéhlt man als obere Schranke fiir die Durchtrittsfrequenz eine
Dekade kleiner als die Unsicherheitsfrequenz.

11
We < — "W Wa(jws)| =1
e <71 w2| [Waliw2)]
8.2.2 Beschrinkung durch eine Totzeit 7:
Die  Ubertragungsfunktion der Kreisverstirkung — mit

Verzogerung im Regler und der Regelstrecke ist gegeben durch:

L.(s) = C(s) - P(s) - e~ TCH™P)s — O (s) . P(s) - &7 7*

Die Totzeit induziert eine obere Grenze fiir die Durchtritts-
frequenz. Um die Totzeitsfrequenz gut zu vermeiden wird als
Grenze die halbe Totzeitfrequenz gewéhlt.

1 1
- —| (konservativer mit = als Faktor)
pu

8.2.3 Beschrinkung durch nicht-minimalphasige Null-
stellen w4 :

Gegeben sei eine Regelstrecke P(s) = Zg;

einer nicht-minimalphasigen Nullstelle. Um die Wirkung der
Nullstellen zu veranschaulichen, widhlt man einen konstanten
Regler C(s) = kp, kp € R.

mit mindestens

kp - n(s)

_ d(s)
S(s) = d d(s) + kp -n(s)

&t hyn(s) W=

Wenn k, — oo strebt, néhern sich die Pole von S(s) und T'(s),
gegeben durch d(s)+k,-n(s) = 0, an die Losung von n(s) = 0.
Da n(s) mindestens eine nicht-minimalphasige Nullstele hat,
wird das System bei k, = kj, ris instabil. Dies impliziert, dass
die Bandbreite durch eine obere Grenze beschrankt ist.

! 1
Wwe < = -wer | (konservativer mit 5 als Faktor)




Regelungstechnik 1 HS19, Prof. Dr. L. Guzzella

Franz Bithlmann, franzbu@ethz.ch; Joshua Naf, naefjo@ethz.ch

8.2.4 Beschrinkung durch instabile Pole 7:

e Instabile Pole 77 ohne Modellierungsunsicherheit

Nominelles Stabilitéitskriterium von Nyquist priifen der
Regler so auslegen, dass das Kriterium fiir die Kreis-
verstirkung L(S) erfiillt ist

Daraus folgt eine untere Schranke fiir die Durchtritts-
frequenz:

(konservativer mit 5 als Faktor)

e Instabile Pole 7+ mit Modellierungsunsicherheit
zusétzlich zum Vorhergehenden Vorgehen miissen wir fiir
instabile Pole mit Modellierungsunsicherheit zusétzlich
noch

[Wa(m)| < 1,Vi

8.3 Statischer Nachlauffehler:

Einfluss des Fehlers e(t) im eingeschwungenen Zustand. Dazu
wird der Regelkreis im Frequenzbereich betrachtet:

W(s) D(s)
R(s) TE(S)W J\U(S)W ;\ Y (s)
~ %; N(s)

E(s) als Funktion der Eingéinge beschrieben:

E(s) = Er(S)+ En(S)+ Ep(s) + Ew(S)
=5(s) - [R(s) + N(s) = D(s) = P(s) - W(s)]

Falls der Eingang (R(s), N(s), —D(s)) ein Step ist, kann man
den Fehler aus dem Endwerttheorem berechnen durch:

1
h —3 1 . - =

lim S(s) = S(0)

s—=04

Achtung: Aufpassen bei D(s) & W(s)! Bei D(s) das - und bei
W (s) multiplizieren mit —P(s) nicht vergessen.

1 1
= = = — =1
Li(s) S+1(/f 0), Lo S(S+1)(7€ )
1 1
Tl_s—|—2’ 2T 21 s+1

Erstes System hat Systemtyp & = 0 und weist somit einen Feh-
ler in der Sprungantwort auf: S;(0) = %

Der zweite offene Regelkreis Lo (s) hat Systemtyp k =1 (La(s)
strebt fiir s — 0 linear gegen o). Daraus folgt, dass das zweite

System fehlerfrei zum Sprung konvergiert.

y(t) y(t)
e SR S S
s | |so
— Ls(s)
0
0 1 3 t 0 3 6 é t

8.4 Spezifikationen basierend auf Systeme 2. Ord-
nung:

Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T'(.S)
einem System zweiter Ordnung entspricht:

w
82428 wp-s+wd

T(s) =

Dieser Regelkreis T'(s) soll Spezifikationen in der Anstiegszeit
tgo und im relativen Uberschwingen ¢ erfiillen.

/
vy 1.0 +¢
1_ _____ T N N —
0.9 -
too ¢+ 1 2 t

gewiinschte € und tg9g konnen durch auswéhlen der typischen
Parametern eines System 2- Ordnung erreicht werden.
—In(é 2.
0= #7 wo =(0.144+0.4-9) - =7
w2 4+ In?(€) t9o
15

Nun werden die Spezifikationen an T'(s) in Anforderungen an
die Kreisverstirkung L(s) umgewandelt, unter Anwendung von

— _L(s)
I(s) = ¥rt-
Die Anforderungen des geschlossenen Regelkreises kénnen in
Anforderungen an die Durchtrittsfrequenz w.und die Phasen-
reserve @ der Kreisverstirkung L(s) umformuliert werden:

wc:wm\/m—lé(éﬁ
- <\/\/4-5(é)4+1—2-6(é)2>

= — —arct
=7 arctan 2000

diese Gleichungen kénnen fiir | 0.45 < 6 < 1| mit den folgenden

vereinfachten Zusammenhéingen angendhert werden:

Q

We

Q
N
—_
o
I
—_
—_
N
o
>
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(Systeme mit Dampfungen § ausserhalb der Menge (0.45,1)
sind in der Praxis nicht relevant, weil sie entweder sehr stark
iiberschwingen oder extrem langsam sind.)

8.5 Frequenzbereich - Spezifikationen:

Die Stérung D(s) und das Rauschen N(s) werden durch die
Sensitivitdt S(s) und durch die komplementdre Sensitivitéit
T(s) auf den Ausgang abgebildet:

Y(jw) = S(jw) - D(jw) + T(jw) - N(jw)

Um die Auswirkung von Stoérungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz w, zu minimieren, beschriankt man den
Maximalwert von S(s) und T'(s).

||S||oo < Smaaca ||T||oo < Tma:ty SmaacaTmaac > 17

wobei per Definition [|X||s = maz,|E(jw)].

Diese Bedingungen werden in Anforderungen an die Kreis-
verstirkung L(s) umgewandelt:
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max

1
[Sllec < Smaz & L(jw) & {|1+Z < S

zE(C}

17|00 < Trnax & L(jw) ¢ Do +z Tmaz |, e ¢
[e%e) mazx Jw p——— — |2
T72naac -1 TTZnam -1

8.5.1 geometrische Interpretation:

Die geometrische Interpretation von

ZG(C}

L(jw>¢{|1+z|ssl

max

Im 4
1 17

Smax

\AY,
) darf nicht in einem in -1 zentrierten Kreis mit Radius
eintreten.

0.5 Re
L(jw

1
Smazx

Die geometrische Interpretation von

2
L(]w) ¢ maz < maz 2 € C
Tv?law -1 TT2rLaw 1
k=11 k=1 | 1n

)

—__“max

\ \

L(jw) darf nicht in einem in

Re

o + zentrierten Kreis mit Ra-
mazxz

Tma

dius 77" 7 eintreten.

9 Reglerauslegung
9.1 PID-Regler:

Proportionalregler | (P-Term) e(t)
Integralregler (I-Term) | 7 - Iy e(r)dr
Derivative-Term | (D-Term) Ty 2e(t)

Der I-Term wird betragsméssig grosser, je ldnger ein einseit-
ger Fehler (z:B. e(t) > 0) vorhanden ist. Der D-Term wirkt auf
schnelle Anderungen im Fehlersignal. Ein Nachteil des D-Terms
ist, dass er Rauschen auf dem Fehlersignal e(t) verstirkt.

Eine Transformation in den Frequenzbereich ergibt

Proportionalregler | (P-Term) 1
Integralregler (I-Term) | 7
Derivative-Term | (D-Term) | T} - s

Im Zeitbereich sieht ein PID-Regler folgendermassen aus.

| etriar <1 jtm)

in den Frequenzbereich transformiert ergibt sich folgendes:

1
Ty - =
+Ti~s+d8>

Da der D-Term sehr empfindlich auf Rauschen ist werden hohe
Frequenzen ganz einfach unterdriickt, indem man eine hoch-
frequente doppelte Nullstelle an den Regler hingt. Sogenannte
roll-off Term — m

Upp(t) = kp - (e(t) + 1—1, .

U(s)
E(s)

CPID(S) = k:p . (1

kausal

Ty-Tp-s2+T;-s+1
T;-s

nicht kausal

1
CPID(S):ICP.( >.(T‘s+1)2

Ohne den roll-off Term wire die Ubertragungsfunktion

U(s)
E(s)
nicht kausal und entsprechen nicht praktisch realisierbar. Um
u(t) ohne roll-off zu berechnen, briuchte man Zukunftswerte

des Fehlersignals e(t).

PID-Regler als Standardform im Frequenzbereich
16

1 Up(s)
PO [ F LI
L T, s Up(s)

Pro Term ein Freiheitsgrad: Dh. mit einem P Regler kann
nur die Durchtrittsfrequenz ODER die Phasenreserve eines
Systems individuell veréindert werden. Um beide Terme bein-
flussen zu kénnen braucht man mehr Freiheitsgrade!

9.1.1 P-Term:

up(t) = ky - e(t), Up(s) = ky - E(s)
Der P-Term reagiert auf momentanen Wert des Fehlers e(t).
Die Starke der Reaktion ist proportional zur Grosse des mo-

mentanen Fehlers.

9.1.2 I-Term:

ky

L BGs)

S

~/Ot e(r)dr, Ui(s) =

.

Der I-Term reagiert zum Zeitpunkt ¢ proportional auf den ku-
mulierten Fehler, fiir ¢ € [0,¢]. Falls ein statischer Nachlauf-
fehler vorhanden ist, wird dieser aufintegriert, und der Regler-
ausgang wird immer grosser, bis kein Fehler mehr vorhanden
ist. Ein Nachteil des Integrators ist, dass der Reglerausgang
theoretisch beliebig gross werden kann.

I-Terme fithren immer zu einem Phasenverlust.

9.1.3 D-Term:

up(t) =kp - Tq- %e(t)7 Upn(s) =kp-Ty-s-E(s)

Der D-Term wirkt antizipierend, er reagiert zum Zeitpunkt ¢
auf die momentane Anderungsrate des Fehlers. Der D-Term
wirkt wie ein Ddmpfer gegen ein schnelles Erhéhen oder Ver-
rlngern des Fehlers. Eine starke Anderung im Fehler resultiert
in einem erhohten Reglerausgang. Falls die Anderung zu stark
ist, kann der gewiinschte Reglerausgang grosser als der grosst
mbgliche Eingang eines Systems werden.

D-Terme fithren immer zu einem Phasenanstieg.
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9.1.4 Bodediagramm eines PID-Reglers mit roll-off:

[C(jw)l

1/
20 T T VA
- \\
// N roll-off
10 1 D X
N N
X
2 . .
or . ==

degrees

100 . . .
107t 10° 10! 102

9.1.5 Bsp:

Regelung eines Systems 2. Ordnung

10%

y(t)
PI
1o - —
PID
PD
P
0 4 8 12t

e(t) u(t)

1 31

. Spike am Ausgang
4 1

05 08 1t
Es ist ersichtlich, dass ein statischer Fehler durch den Integra-
tor eliminiert werden kann. Der D-Term ermdoglicht es, schneller
auf die Fehlerdnderung zu reagieren, jedoch wird dadurch der
Reglerausgang auch grosser.

9.1.6 Bsp:

Bode and Nyquist Plots of mass-oscillator example

1
PO= G5

Bode Diagram
50 T T

50

Manitude in dB

-100 - Lo

150
1072

10"

10°

-45

-90
-135
-180

Phase in degree

-225

270
1072

Frequency in rad/s

Nyquist Plot

0.5

051

2t

2.5

9.2 PID-Regler Parameter Tuning nach Ziegler
Nichols:

Die Parameter k,,T; und T,; konnen durch extensives Testen
des Systems bestimmt werden. Ein anderer Ansatz ist, der
von Ziegler-Nichols. Hier geht man davon aus, dass das Sys-
tem P(s) ein System erster Ordnung, mit zusétzlicher relativ
kleiner Totzeit ist

!

F T <0.3

Tos+1 ¢

P(s) = wobei:

T+T1

Zur Bestimmung der Ziegler-Nichols Parameter startet man
mit einem reinen P-Regler und erhtht die Verstérkung k, so-
weit, bis der geschlossene Regelkreis grenzstabil wird bei der
Verstérkung & (Pole von T'(s) auf der imaginéren Achse). Falls
die Modellannahme ungefahr stimmt, oszilliert das grenzstabile
System bei k; mit einer Periode von 7. Man kann diese Para-
meter des grenzstabilen System in folgende Tabellen einsetzen
um Reglerparamter fiir verschiedene PID Kombinationen zu
erhalten.

w*: Frequenz, bei der Phase = —.
] ! 2T
Regler kp T; Ty
P 0.5k, oo - T 0-7*
PI 045-k; 0.85-T* 0-T*
PD 0.55 - kyy oo - T* 0.15-T*
PID 06k, 05-7% 0.125-T*

9.2.1 Bsp:

Gegeben sei folgendes System:
1
s(s+1)(s+2)
man soll mit Ziegler /Nichols ein Regler auslegen. Zur Bestim-

mung der kritischen Verstirkung k&’ und der kritischen Fre-
quenz w* konnen die folgenden Bezieﬁungen verwendet werden:

P(s) =

X s ! .
k, - P(jw*) = —140j
Es folgt somit
kp
—J(w*)? = 3(w*)? + 2jw
ky = —(=3(w")? = j((w")® - 2w"))
Ky = 8(0)? 4+ j((w")? — 207)

=-1
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Aus dem Vergleich des Imaginirteils findet man

(W*)? —2w* =w* - ((W)?=2)=0
Da wir nur an positiven realen Frequenzen (k;, € R) interessiert
sind, folgt w* = v/2 Aus dem Vergleich der Realteilen folgt

* *\2
k,=3w")" =6

9.3 [Iterative Loop Shaping:

FEin System, das mit einem PID-Regler ausgelegt wird, erfiillt
unter Umstédnden nicht alle Designspezifikationen. Um gewis-
se Frequenzbander nach Wunsch abzuéndern, kann man einen
beliebigen Regler zum Beispiel mit Lead-/Lag- Elemente er-
weitern oder einen Regler von Grund auf neu erstellen.

9.4 Lead-Lag Elemente 1. Ordnung:

der Term ’Lead-Lag’ bezeichnet zwei Arten von Systemen mit
gleicher Struktur und den zwei Parametern o und 7™:

T-s+1
a-T-s+1’

Der Wert von « definiert ob es sich um ein Lead- oder ein Lag-
Element handelt:

C(s) = a, T eRy

< Lead-Element
< Lag- Element

O<axl
1<«

Die Parameter a und T" werden gezielt gewihlt, sodass bei der
Frequenz @ eine maximale Phasenédnderung von ¢ vorliegt:

2 1
= (1/tan?(p+1—t A), T =
a ( an®(p + an(p) o /e

25

15
|Clead|aB

10°

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

10! 10° 10t 102
Abb. 1: Lead-Element fir ® = 1 und ¢ = {40, 50,60}

. , . W
51 10! ~10° 10! 102
|Clag|dB
15 | -
-25 1

-40 A
-50 T
-60 1

Abb. 2: Lag-Element fiir @ = 1 und ¢ = {—40, —50, —60}

Ein Lag- Element mit —¢ entspricht einer Spiegelung des Ma-
gnituden und Phasendiagramms des Lead-Elements mit .

9.5 Lead-Lag Elemente 2. Ordnung:

Die Verwendung eines Elements 1. Ordnung beeinflusst Fre-
quenzen in der grosseren Umgebung von w. Die Idee eines Ele-
ments 2. Ordnung ist, dass der gewiinschte Effekt an einer be-
stimmten Frequenz besser isoliert ist. Die Struktur erfordert
die Parameter x, ¢, und wy

$2+2-k-e-(1—€)-wo-s+(1—¢€? wi

C(s)=k-
(s) s2+2- k€ (1+€) wo s+ (1+€)? wj

Zusétzlich zur Wahl der mittleren Frequenz @ und der maxima-
len Phasenverschiebung ¢ kann man nun zusétzlich die Breite
des Frequenzbands durch den Parameter ¢ wéhlen:

k (1+e¢)? cot(/2) W
= s KR = —_—, wy) = ——
T "~ Vice “T e
13
|Clead|aB

102

ZcGr

lea.

10! 102

9.6 Inversion der Regelstrecke:

np(s)

Wenn die Regelstrecke P(s) = FNO) mit relativem Grad r

asymptotisch stabil ist und nur minimalphasige Nullstellen
enthilt, kann ein Regler C(s)gewéhlt werden, der die Dyna-
mik der Regelstrecke exakt kompensiert und gleichzeitig in ei-
ner gewiinschten Ubertragungsfunktion L(s) des offenen Re-
gelkreises resultiert:

desired L(s)

C(s)
= C(s) = P(s) " Til P (T.S_l,l_]_)r—l
_dy(s) 1 1
Cls) = ny(s) ‘T,os (t-s+1)r—1

Der Regler invertiert die Dynamik der Regelstrecke, und so-
mit haben die Pole und Nullstellen von P(s) keinen Einfluss
auf die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreises L(s. Die
iibrigen Elemente von C(s) stellen sicher, dass die gewiinschte
Ubertragungsfunktion L(s) des offenen Regelkreises resultiert:

1 1
T;-s (r-s+1)r—1

L(s) =

Mit der Verstirkung T; = w_; ! kann die gewiinschte Durch-
trittsfrequenz w. eingestellt werden. Zusétzlich wéhlen wir
7 < T; und w, < ws.

9.7 Bsp maximale Totzeit:

Fiir welche maximale Totzeit e~7* ist der geschlossene Regel-
kreis (mit C'(s) = k, = 1 noch stabil?

1. we bei dem |X(S)| = 0dB aus Bode auslesen.

2. Phasenreserve ¢ in radian berechnen
%

3. Tmaz = o
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A.1 Integrator Element

Element Acronym:
Transfer Function:
Poles/Zeros:

Internal Description:

Element Acronym: @
Transfer Function: X(s) =T s
Poles/Zeros: w1 =00, (1 =0

Internal Description: ~ y(t) =T - 4

A.2 Differentiator Element

A.2 Differentiator Element

26

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

Re

y(t)

Bode Diagram

Analog/Digital Realization

dB 4} m(w)

—20 dB/decade

deg} ¢(w)

! u:ﬂ/T\w

-90

analog input(e_k);

wdmuk 14+ Tos/(24T) * (ke 1);

analog-output (uk);
uk. k;

y(t)
Im S} not defined
N
w 0—
w=1/T t
—1 Re y(t)
' w=0
T8(t)
0—
t
Bode Diagram Analog/Digital Realization
dB | m(w)
20 dB/decade.
0 : ! |
w=1/T “
leg 1 analog_input (e_k);
deg 4 (@) uk=2*T*(e_k-e k1) /T_s - uk_1;
analog_output(u_k);
90

5
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A.3 First-Order Element

Element Acronym:

Transfer Function:  X(s) = —4~

Poles/Zeros: m = —%, (1 =00
Internal Description:  $a2(¢) = - - 2(t) + £ - u(t)
y(t) =k - x(t)

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

y(t)
k/T
N
\
\
0 ——
T t
y(t)
P
k0.63 1
0—t

Bode Diagram

Analog/Digital Realization

dB 4§ m(w)
k RA_20 dB/decade
|
0 |
w=1/7I
| w
|
deg 4 p(w) }
0 |
! w
—45 L - - WX
o0 LN

analog-input(ek);

wk=uk 1*(2*tau-Tos) /(2*tau+Tos)+..

(ek_14ek)*(K*T_s) /(2 tau+Ts);
analog_output (uk);
ukl=uk;

A.4 Realizable Derivative Element

A.4 Realizable Derivative Element

Element Acronym:
Transfer Function:

Poles/Zeros:

Internal Description:

1
T-5+1

La(t)y=—-1 2(t)+ 1 u)

y(t) = —k-x(t) + k- ul(t)

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

y(t)

Bode Diagram

Analog/Digital Realization

dB m(w)

| E }

analog_input(e_k);

deg uk=1/(T-s+2%tau) *(u_k_1* (2*tau-T s)+...
0 (e_kee_k_1)*2*k*tau);
analog output(u_k);
K l=uk
45 N :
° ek l=ek;
0

267
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A.5 Second-Order Element

Element Acronym:

2
Transfer Function: X(s) =k LR S

Poles/Zeros: w2 = —wp-d £ wovVeZ—1, (12 =00

Internal Description: x1(t) = xa(t),
Ta(t) = —wd - z1(t) =26 - wo - T2(t) + w3 - u(t)

t) = kIl(t)

o &=

o

=

Y

Nyquist Diagram Impulse/Step Response

y(t)

Bode Diagram Analog/Digital Realization
dB f m(w)
|
k | l
I —40 dB/decade l
|
. ! T
] \ .
! w analog-input(e-k);
I .
deg | o(w) ! use Matlab’s c2dm
| .
0 + analog_output (u_k);
! w uk k.15
—90
—180 e_k_1=e_k:

A.6 Lag Element
Element Acronym:
Transfer Function:

Poles/Zeros:

Internal Description:

Phase minimum:

A.6 Lag Element 269

— Ts+l _ k7. 1-1/a
() =k grgr =5tk aragr 1<a

=

7T1:*ﬁ-,f1:*

Lot) = —Lr - 2(t) + L5 - u(t)
u(®) = EE=D aft) 1 £ u(e)

$ = arctan(1/y/a) —arctan(y/a) at @ = (T - /@)~ !

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

Im

-1

YO /s

k(1 —1/0)/(aT)

ol ¢

Analog/Digital Realization

0 ek 1*k(T-s-2*T)/ (T s+2*T*alpha);
w analog_output (u_k)
ukd=uk;
G- ek l=e.k;

analog_input(ek);
k_1*(2*T*T_s*alpha)/ ...
(Ts+2*T*alpha)+...

e k*k(T_s+2*T*alpha)+...
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A.7 Lead Element

Element Acronym:
Transfer Function:
Poles/Zeros:

Internal Description:

Phase maximum:

D)=k @t =5tk uzl;ls/fl 0<a<l

Gt = gy - at) + G - u(t)
y(t) = Tfl) ca(t) + £ ()

@

= arctan(1/y/a) —arctan(y/a) at & = (T'- /o)~ !

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

y(t)
Im k/as(t)
0 —
w= o t
\1/( T)
Fk(1-1/a)/(aT)
Tl Re
‘ LN /k/a y(t)
w=0 w=oc
ko
; L,
o_ " ,
t

Bode Diagram

Analog/Digital Realization

dB 4 m(w)

k/o

] o *k(T.5+2%T)/(T_s+2*T*alpha)+...
ok 1#k*(T_s-2+T) /(T_s+2*T*alpha);
analog_output(u_k);
0 — K

analog_input(e k);
u_k=u_k_1*(2*T*T s*alpha)/ ...
(Ts+2*T*alpha)+...

u.

A.8 PID Element

Element Acronym: PID

Transfer Function:  X(s) =k, -

Poles/Zeros: w1 =0, T =00, (12 = —

Internal Description: %Tl(f) =5

A.8 PID Element

Lol b Tostl o (14 A 4 Ty )

is

Ti-s

_1
2Ty

- u(t)

1
y(t) = kp - (lu(t) +a1(t) + Ta - Su(t))

Nyquist Diagram Impulse/Step Response
y(t)
Im o
+
w not defined
o ————————
kp Re t
w=1/VTiT;
w kpTad(t)
4
0 0 —
t
Bode Diagram Analog/Digital Realization
dB } m(w)
—20 dB/decade 20 dB/decade
N 4
N | i
1T 1/Ta
0 f f
w
deg | o(w) analog-input(e);
: uk=e_k*kp*(1+Ts/(2*Ti)+2*T_d/Ts)+
490 F————— - — - ek 1*kp*(Ts/T-i-4*T.d/T-s)+
ek 2¥kp* (14 Tos/(2¥T-i)+2*T-d/T-s)+...
uk2
0 —/ analog_output(u_k);
w 3
—90 |- —
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A.9 First-Order All-Pass Element

Element Acronym:
Transfer Function:
Poles/Zeros:

Internal Description:

Nyquist Diagram

Impulse/Step Response

y(t)

Bode Diagram

Analog/Digital Realization

dB 4 m(w)

deg

-90
—180

T

analog input(e_k);
k= (ekeu_k_1)*(
analog-output (uk);
uk l=uk;

ek-1 g

1) /(T_s+2%T) +ek.1;

A.10 Delay Element

Element Acronym: [-]

A.10 Delay Element

Transfer Function: ~ X(s) = e 57T

Poles/Zeros:  not a real-rational element

Internal Description:  y(¢t) = u(t — T)

273

Nyquist Diagram Impulse/Step Response
y(t)
Im 5(t)
0
R T t
1 e
y(t)
-1 w=12n)T
1=0,1,...
11—
0
T t
Bode Diagram Analog/Digital Realization
dB { m(w)
Analog:  use Padé elements
(allpass elements)
as approximation
0
w KTZ=integer(T/T
analog-input (e_k);
) uk=c_alt(KTZ);
deg } ¢(w) analog_output(u_k);
for i=1:KTZ-1
ealt(i+1)=e_alt(i);
w end;
ealt()=ck;
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