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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Systemdefinitionen

uZQy

y=2%(u) <=

Abb. 1: System ¥ mit Eingang u, Ausgang y und Zustands-
variablen x

Signal: Ein Signal ist eine Funktion der Zeit (z.B. u(t),y(t))

System: Ein System ist ein Operator der ein Signal &ndert.
3l in Abb. 1 transformiert einen Eingang u in einen Ausgang
y. Bem.: Fin System kann interne Zustandsvariablen z
haben, welche von aussen nicht zugénglich sind.

2 Systemklassifikation

SISO/MIMO: SISO (Single Input Single Output) sind
Systeme mit genau einem Eingang und einem Ausgang.
Systeme mit mehreren Eingingen oder Ausgéingen heissen
MIMO (Multiple Input Multiple Output).

Linear/Nichtlinear: Ein System ¥ heisst linear, falls gilt:
Sla-up + - uz) =a-Z(ur) + 8- X(ug)
Nichtlinear
y(t) =a-u(t) + 5
y(t) = [y u(r)dr y(t) = sin(u(t))
y(t) = a-u(t) y(t) = /ult)

Eine Anderung des Ausgangs bei einem Linearen System
ist proportional zur Anderung des Eingangs.

Linear

y(t) = gru(t)

Kausal/Akausal: Ein kausales System héngt nicht von
Eingéngen in der Zukunft ab.

Kausal Akausal
yt) =u(t—7)Vr >0 y(t) =u(t+5)
y(t) = [1 u(r)dr y(t) = [T ulr)dr

Alle physikalischen Systeme sind kausal. Solche Systeme
kénnen Dynamisch oder Statisch sein

Dynamisch Statisch
y(t) = Jy u(r)dr y(t) =3 - u(t)
y(t) =u(t —7) V7 #0 y(t) =/ u(t)

Der Ausgang eines statischen Systems zur Zeit ¢* hingt nur
vom Eingang zur Zeit t* ab.

Zeitinvariant /Zeitvariant: Zeitvariante Systeme geben bei
gleichen Eingéngen zu unteschiedlichen Zeitpunkten und glei-
cher Anfangsbedingung unterschiedliche Ausgénge.

Zeitvariant
y(t) =sin(t) - u(t)
y(t) =ult) +t

Zeitinvariant
y(t) =3 - u(t)
y(t) = Srult)
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3 Steuerung vs. Regelung vs. Vorsteuerung

In diesem Abschnitt wird der Unterschied zwischen Steuerung
und Regelung mit Hilfe von Beispielen illustriert.

T U Yy
F P

Abb. 2: Steuerungsstruktur

Betrachte Abb. 2. Das System stellt sich zusammen aus ei-
ner Steuerung F' und einer Strecke P. Ein- und Ausgéinge
in die Systemblécke sind Fithrungsgrosse r, Eingangsgrosse
u und Ausgangsgrosse y. Bei einem Steuersystem wird die
Steuergrosse nicht mit der Ausgangsgrosse verglichen. Diese
Struktur hat ein Freiheitsgrad: Die Steuerung F'.

Yo
Abb. 3: Temperaturhebel deiner Dusche.

Beispiel: Betrachte Abb. 3. Du hast schon oft in deiner Du-
sche geduscht und ein affines Verhéltnis zwischen dem Win-
kel des Temperaturhebels und der Ausgangstemperatur des
Wassers identifiziert. Das heisst, eine Temperaturdnderung
ist Proportional zur Winkeldnderung des Hebels: ¢ = v(p —
vo) + %9 = P(p), wobei v die Proportionalitiatskonstante
und ¥y die Referenztemperatur beim Referenzwinkel ¢ ist.
Dieses Modell ist die Steuerstrecke P. Du mochtest, dass
die Ausgangsgrosse y = 1 deiner Lieblingstemperatur r =
" entspricht. Da du die Proportionalitdtskonstante kennst,
kannst du die Steuerstrecke invertieren: ¢ = (9 — ) + o
und erhéltst somit die Steuerung F = P~!. Setzt man die
gewiinschte Temperatur ¢* in die Steuerung, erhélt man die
Eingangsgrosse u = ¢* = £ (9* — dg) + ¢o. Der Aktuator ist
in diesem Fall deine Hand.

Als néchstes wird die folgende Regelstruktur betrachtet.

Sr,

Abb. 4: Regelstruktur

C P

Das System setzt sich immer noch aus einer Regelstrecke P
und einem Regler C' zusammen. Der Hauptunterschied zur
Steuerung ist, dass nun die Ausgangsgrosse y zuriickgefiihrt
wird und mit der Sollgrésse r verglichen wird. Die Differenz
dieser Grossen ist der Fehler e zwischen Soll- und Istwert.
Diese Struktur hat einen Freiheitsgrad: Den Regler C.



Beispiel: Du hast dich fiir Tennis am Campus Irchel ange-
meldet und benutzt die Dusche der Garderobe. Du stellst fest,
dass du diese Dusche noch nie verwendet hast, und weisst
nicht welche Einstellung deine Lieblingstemperatur J* liefert.
In anderen Worten kennst du die Regelstrecke P nicht.

Abb. 5: Temperaturhebel einer Dusche am Campus Irchel.

Betrachte Abb. 5. Du hast den Hebel auf den arbitraren Win-
kel ¢ = Ap + ¢ gestellt. Nun fithlst du auf deiner Haut,
dass die resultierende Temperatur ¢ nicht deiner Lieblings-
temperatur ¢* entspricht. Das heisst, durch Riickfithrung der
Temperatur, mittles deiner Haut stellst du eine Temperatur-
differenz e = 9* — 9 fest. Intuitiv wirst du, wenn die Tempe-
raturdifferenz sehr gross ist, den Hebel stark in die Richtung
bewegen, die den Fehler reduziert. Falls die Temperaturdiffe-
renz eher klein ist, musst du den Hebel nur leicht bewegen.
Ein Beispiel eines solchen Reglers ist ein Proportionalregler:
Ay = kp-e, wobei kp eine Proportionalitdtskonstante ist, die
du ungeféhr schitzt Ein grosser Fehler e, wird in einer grossen
Winkeldnderung Ay resultieren, wobei ein kleiner Fehler in
einer kleinen Winkeldnderung resultiert. Du wirst den Win-
kel basierend auf dem Fehler e kontinuierlich &ndern, bis sich
die gewiinschte Temperatur eingestellt hat.

Als néchstes wird eine allgemeine Regelstruktur inklusive
Storung und Rauschen erklért.
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Abb. 6: Regelstruktur mit Vorsteuerung.

Die Riickfithrung der Ausgangsgrosse in Abb. 6 iibernimmt
immer noch die gleiche Rolle wie in der Regelstruktur in Abb.
4. Zusétzlich hat man nun eine Schétzung P der Regelstrecke
P. Die Vorsteuerung kann nun dhnlich wie bei der Steuerung
als Inversion der ungefidhren Regelstrecke gewédhlt werden:
F = P~!. Das Ziel der Vorsteuerung ist, das System durch
Vorwissen des Verhaltens der Regelstrecke in die Umgebung
des gewiinschten Operationspunkt zu steuern. Fehler der Vor-
steuerung F', werden durch den Regler C' korrigiert. Zuséatzlich
sind noch die Stéorung d und das Rauschen n eingezeichnet.
Die Storung d wirkt sich auf die wahre Ausgangsgrosse aus,
wobei das Rauschen n auf die Messung von y wirkt. Uber die
Riickfithrung wird n auch auf y wirken. Diese Struktur hat
zwei Freiheitsgrade: C, F.

Beispiel: Du warst jetzt schon ofters im Training und
weist welche Hebeleinstellung deine Lieblingstemperatur lie-
fert (Vorsteuerung F'). Da die Einstellung aber nicht genau
stimmt, regelst du den Hebel noch auf die richtige Einstel-
lung (Regler C). Leider duscht das Fussballteam auch noch.
Wenn alle Duschen gleichzeitig laufen, entspricht die resul-
tierende Temperatur nicht mehr deiner Lieblingseinstellung
(Storung d). Da du dies mittels Riickfithrung merkst, regelst
du den Hebel, bis sich wieder deine Lieblingstemperatur ein-
stellt. Nun hat jemand die Tiir zur Garderobe offen gelassen
und du kriegst ab und zu Hithnerhaut (Rauschen n). Da du
das Gefiihl hast, dass sich die Temperatur gedndert hat, ob-
wohl sie noch gleich ist, regelst du die Dusche auf eine Tempe-
ratur, die sich gleich anfiihlt wie deine Leiblingstemperatur.

4 Modellierung

Drei Methoden um die Differentialgleichung eines Systems
herzuleiten werden beschrieben.

Impulserhaltung: L(me) =3, F,

Die momentane Beschleunigung & eines Korpers mit Masse
m ist durch die Summe der momentan anliegenden Kréfte F;
bestimmt.
Drehimpulserhaltung: %(JBé) =>.T;

Die momentane Winkelbeschleunigung 6 eines Kérpers mit
Tragheitsmoment Jg und Ruhepunkt B ist durch die Summe
der momentan anliegenden Momente T; bestimmt.

Speichermethode:
1. Identifiziere die Systemgrenze (Zufliisse, Aufliisse)

2. Identifiziere die relevanten Speicher im System (Masse,
Energie, Ladung) und ihre zugehorigen Pegelvariablen

3. Formuliere die Differentialgleichung fiir alle relevanten
Speicher

%(Speicherinhalt) = Z Zufliisse — Z Ausfliisse

Falls der Speicherinhalt die Energie des Systems ist, sind Zu-
und Ausfliisse Leistungen P, und P_. Die Leistung einer
Kraft F' in einem System héngt von der Geschwindigkeit &
ab. Die Leistung eines Momentes T héngt von der Winkelge-
schwindigkeit ¢ ab.

PKra,ft =Fi
Prioment = TSO

4. Formuliere algebraische Relationen um Zufliisse/Ausfliisse
eines Speichers als Funktion der Pegelvariablen auszudriicken.
Nach einsetzen sollten sowohl der Speicherinhalt wie auch
die Zufliisse/Ausfliisse als Funktion der Pegelvariablen
ausgedriickt sein.

5. Identifiziere Systemparameter durch Experimente, Desi-
gnspezifikationen oder Systemoptimierung

6. Validiere das Modell mit Experimenten



Beispiel: Betrachte Abb.7. Die Masse m ist an einer Fe-
der mit Federkonstante kp aufgehdngt und wird von unten
mit einem Gas mit Geschwindigkeit v(t) angestrémt. Die Ge-
schiwndigkeit v(t) entspricht der Eingangsgrosse u(t). Die
Kraft der Anstromung auf die Masse m sei proportional zum
Quadrat der relativen Geschwindigkeit. Die Position des Sy-
stems ist der Ausgang y(t) und wird mit einem Sensor ge-
messen.

///////
///////

/////// Die Systemgleichungen
(1) kg konnen fiir dieses Beispiel am
schnellsten mittels Impulser-

haltung hergeleitet werden:

mz = FG — FFeder - FWind

TT TT me =mg — kpz — k(2 +v(t))?

Abb. 7: Angestromte, auf-
gehidngte Masse

Das System lasst sich auch allgemeiner mit der Speicherme-
thode herleiten:

1. Die externe Kraft durch die Anstromung fithrt dem
System Energie zu/ab.

2. Die Energie im System setzt sich aus potentieller Energie
der Masse und der Feder, und der kinetischen Energie der
Masse zusammen:

E(t) = —mgz(t) + %kpz(t)2 + %mé(t)2

Die Pegelvariablen des Systems sind: z, 2

3. Die Energiebilanz liefert:

d
&E(t) = —mgz+ kpzz +miZ =P, — P_

4. Die Kraft der Anstromung wirkt laut Abb. 7 der positiven
z-Richtung entgegen und hat deshalb ein negatives Vorzei-
chen. Somit ist das Modell des Systems gegeben durch:

—mgz + kpzz + mzZ = —Fying - 2
= — k(2 +v(t))? 2
—_———

Kraft

= mz =mg — kpz — k(2 +v(t))?
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Zusammenfassung der Vorlesung

Beispiel: Betrachte Abb.1. Die Masse m ist an einer Fe-
der mit Federkonstante kr aufgehdngt. Man kann ein Gas-
fluss mit Geschwindigkeit v(¢) von unten einstellen. Die Kraft
der Anstromung auf die Masse m sei proportional zum Qua-
drat der relativen Geschwindigkeit. Die Gleichgewichtsposi-
tion des Objekt bei gegebenem v, sei bei p.. Die Position des
Systems ist die Ausgangsgrosse und wird mit einem Sensor
gemessen.

///////
///////
///////

mz = Fg — FFeder — Fwind
= mg — krz — k(2 + v(t))?

Dieses Beispiel wird in den
folgenden Abschnitten nor-
T T T T Tv(t) miert und linearisiert.
Abb. 1: Angestromte, auf-
gehédngte Masse

1 Zustandsgleichung erster Ordnung

In diesem Abschnitt wird erklart, wie man eine nichtlineare
Differentialgleichung (Gl. (1)) in eine Zustandsgleichung er-
ster Ordnung (Gl. (2)) umwandelt. Aus dem Modellierungs-
schritt erhédlt man generell nichtlineare Differentialgleichun-
gen der Ordnung n:

q(z" V. (1)
2= f(zv), (2)
wobei z(t) der Zustandsvektor, v(t) die Eingangsgrosse, und

w(t) die Ausgangrosse ist. f(.) und g(.) sind generell nichtli-
neare Funktionen.

2050 ) =

9 3 )

w = g(z,v),

1
Beispiel —(mg — kpz — k(2 +v(t))?) = 5.
m

Durch die Wahl

T
Z:{zm) (1) ,(n—2) Z(nﬂ)}

3)

=z 2 Znc1 2]

lasst sich Gl (1) in eine Zustandsgleichung erster Ordnung
umwandeln. Aus Gl (3) und Gl. (1) folgt

T
{z(l) L(n—1) z(")} .

fl f2 fn—l q(znw"?ZQlea/U)]T
f(z,v).

.(2)

2 =
Beispiel

= - L;W, bt v(t»?)]
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2 Normierung

Die Grossen im Zustandsvektor z weisen verschiedene Ein-
heiten auf. Die Normierung dient einerseits einer vereinfach-
ten Interpretation und andererseits zur Vorbeugung von nu-
merischen Problemen. Falls der Betrachter die physikalischen
Grossen bevorzugt und die Numerik kein Problem darstellt,
kann man den Normierungsschritt iiberspringen.

Zz(t) =Zi0 " (Ei(t), 23,0 S R\ {O}
In Vektornotation
z=T- -z, T =diag(z1,0,..-,%n,0)

Die Ein- und Ausgangsgrosse werden analog normiert:

v(t) = vg - u(t)
w(t) = wo - y(t)

v € R\ {0}
wo € R\ {0}

Generell gilt

T-%=2%= f(z0)

wo -y =w=g(z,v)
Nun normiert man das System:

&=T"" f(T- 0 u) = folx,u)
y=wy" - g(T-z,v0-u) = go(,u)

Die Einheit der normierten Gleichung (4) ist [1].

Beispiel:

b= [zj = li(mg —kr2 z k(22 +v(t))?)

Es liege im Interesse des Betrachters, dass die normierte Posi-
tion x; der Masse m im Gleichgewichtszustand p. (bei Wind
Ve), T1,, = 1 entspreche. Ausserdem weiss der Betrachter,
dass gilt: 0 < v(t) < Umax. Dies ist hilfreich, um die Ein-
gangsgrosse in die Region 0 < w(t) < 1 zu normieren. Die
maximale Geschwindigkeit Z,,x sei h :

T — [%e ?J , 0(t) = Vmax - u(t)

h
. Pe 2
B = Pe
[fﬁn(mg —kp - DPe - T1 — k(h * T2 + Umax ° u(t))Q)



3 Linearisierung von nichtlinearen Systemen

Das normierte nichtlineare System wird nun um den Gleich-
gewichtspunkt linearisiert. Die Linearisierung vereinfacht die
Analyse um den Gleichgewichtspunkt.

y(t)
Ue = fo(z,u) = Az +bu
, u(t) ~
N golw,w) " y=co+du
Abb. 2. Graphische Interpretation der FEingangs-
Ausgangslinearisierung.  Nichtlineares System in blau.

Linearisiertes System in rot.

Berechung der Gleichgewichtslage

Um das System zu linearisieren wird zuerst die Gleichge-
wichtslage berechnet. Im Gleichgewichtszustand gilt per De-
finition:

]T O]T = f(2e, Ue)-

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in z1,xs,...,z, und
u. Fir einen gewiinschten Zustand x. ldsst sich ein wu. be-
rechnen. Dabei ist zu beachten, dass nicht alle gewiinschten
z. moglich sind. Umgekehrt ldsst sich fiir ein konstantes u,
der resultierende Gleichgewichtszustand z. berechnen.

& = [i1 ] = [0

Beispiel:

o l‘IQQ
Te=1 1 Pe 7 2
W(mg - kF *Pe - Tile — k(h *T2e + Umax ° ue) )

1 1
\/k(mg - kae : xl,e)7

vma:v

0
= {0] = Toe =0, U=

mit 1, = 1.

Linearisierung
Um das System um den Gleichgewichtspunkt zu linearisieren,
werden die Matrizen A, b, ¢, d berechnet:

[ 9fo1 9fo,1 dfo,1 ]
oz Oxo Oy,
0 fo,1
9fo2  9fo2 9fo,2 “Ou
A d;f Oz Oxo Oy, b d;f
afo,n
du Te,Ue
afO‘n afO,n afO‘n
L oxq Oxo Ox e
Cdéf 990 990 990 dd;f 990
ox1 Oxa 0Ty, ou
Te,Ue Te,Ue

Die Matrizen sind eine direkte Konsequenz der Taylorentwick-
lung! erster Ordnung von & = fo(6x + e, du + ue) UM Te, Ue

0k ~ fo(ze,ue) + 8f0(;e7ue) 5z 4 Ofo(ze, te) Su
SN——— xXr au
=0 " ~

L Analog fiir y = go (0 + Te, du + ue)

Wichtig: Bei linearisierten Systemen betrachtet man nur die

Dynamik der Differenzen mit Ursprung ., u. und lasst das §

weg (dz def x,0u def u, 0y def Y)
0y =Y — Ye 0k = Adz + bdu
/ 0y = cox + déu
oU = U — U i
T = Az + bu
y=cx+du

Abb. 3: Graphische Interpretation der Delta-Formulierung.

Beispiel: Das System wird nun um wu., . linearisiert

A = O h/pe
—ﬁ-kF-pe —%Qk-(h-xg,e—kvmax-ue) ’
0
5= — 31 2k - Umax - (B - T2,e + Umax - ue)]

Die Ausgangsgrosse ist die Position z; = z der Masse. Wahlt
man die normierte Ausgangsgrosse p. -y = z, folgt

Das normierte System hat
die Gleichgewichtslage bei
z1,e = 1. Das linearisierte Sy-
stem beschreibt das originale
nichtlineare Systemverhalten
sehr genau fir kleine Abwei-
chungen 0z (t) um den linea-
risierten Punkt.
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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Allgemeine Losung eines LZI Systems

Ein lineares zeitinvariantes SISO System hat die allgemeine
Form:

#(t)=A-z(t) +b-u(t) A € R™n p e RP*!

y(t) = c-o(t) + d-ult) ceRVM deR

z(0) = zg

Die allgemeine Losung der Zustandsgrosse x(t) ist:

t
x(t) = etz + / e =P L hu(p)dp (1)
0

Setzt man die allgemeine Losung in die Gleichung der Aus-
gangsgrosse y(t) ein, erhdlt man die Superposition dreier
Grossen:
t
y(t) =c-ert zo+c- / e b u(p)dp+d - u(t)
—_—— 0 N——

I 117
17

Die natiirliche Antwort des Systems (I) ist unabhéngig von
der Eingangsgrosse u. Der Eingang u trigt einerseits zum
Beitrag der Systemdynamik (/1) bei, und andererseits zum
Feedthrough Term (I17).

2 Stabilitatseigenschaften

Fiir die Stabilitdtseigenschaften betrachtet man die natiirliche
Antwort des Systems. Aus der allgemeinen Losung Gl. (1)
folgt:

At

iL’(t) = eA.t " Zo, - Xo

eA~t c Rnxn,

ylt)y=c-e

z(0) = [T/o,l Zo,2 Io,n]T

Im Allgemeinen sind die einzelnen Zustidnde gekoppelt
.T,L(t) = f(il?o’h ..

da e im Allgemeinen nicht diagonal ist. Man wihlt die
Transformation

. 7x0,n7t)u

E=V7l etV E(0) = e 3(0),

sodass A diagonal ist. Daraus folgt, dass eAt diagonal ist, und
die transformierten Zustédnde entkoppelt sind:

eAyt

“To,1
0 ettt 0 ert g

Z(t) = .| To= ;
0 0 et ert . Fon

)

wobei \; die Eigenwerte von A und A sind!. Die Eigenwerte
sind generell komplexwertig \; = o; + jw;, wobei Re()\;) = oy,
Im()\;) = w;, und j% = —1.

1Es gilt: eig(A) = eig(A)

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 15. November 2019

Setzt man die allgemeinen Eigenwerte in die obere Gleichung
ein, folgt:

et Fon e?1t - (cos(wit) + j - sin(wit)) - To1

er2t . Fo o e?2t . (cos(wat) + j - sin(wat)) - To,2
(t) = . = )

et Fg ., et - (cos(wpt) + j - sin(wnt)) - To.n

In dieser Form sieht man, dass die Geschwindigkeit mit der ein
Zustand divergiert/konvergiert von den Realteilen o; abhangt
(et Term). Ausserdem sieht man, dass der Imaginérteil w;
bestimmt, ob und wie schnell ein Zustand oszilliert.

I
=

m(\) =w

[t
YAVARRVA Y

|
7Y <

N =0

Abb. 1: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot: Ein-
fluss Imaginérteil, Blau: Einfluss Realteil

In physikalischen Systemen haben komplexe Eigenwerte \;
immer ein komplex-konjugiertes Gegenstiick A}.

Fiir lineare Systeme kann das Verhalten der natiirlichen
Antwort anhand der Eigenwerte der Systemmatrix A charak-
terisiert werden. Dies erlaubt die Analyse der Stabilitdt von
Gleichgewichtspunkten nach Lyapunov:

Lyanpunov Stabilitit

Stabilitdt nach Lyapunov erlaubt die Stabilitdtsanalyse von
Gleichgewichstpunkten (GGWP) von linearen und linearisier-
ten Systemen. Falls die Stabilitdt des GGWP eines linearisier-
tes Systems den Fillen (i) oder (iii) entspricht, gilt dies auch
fiir die Stabilitdt desselben GGWP im nichtlinearen System.

i. Asymptotisch stabil: ( lim |z(t)|| = 0), falls alle Eigen-

werte A; (i =1,...,n) einen negativen Realteil haben o; < 0.

ii. Stabil: (|z(t)|| < oo Vt € [0,00]), falls mindestens ein
Eigenwert A\, k € {1,...,n} keinen Realteil hat o, = 0 und
kein anderer Realteil positiv ist o; % 0

iii. Instabil: (tlim [|z(t)]| = oc), falls mindestens ein Eigen-
— 00

wert A\ einen positiven Realteil hat o > 0.

Wichtig! Falls ein GGPW eines linearisiertes Systems Eigen-
werte mit o; = 0 vorweist, ldsst sich mit dieser Analyse keine
Aussage iiber die Stabilitdt desselben GGPW des nichtlinea-
ren Systems machen.



Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kp und einem Dampfer mit
Déampferkonstante cp verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

/ Impulserhaltung:
% y(t i = w(t) — — Py
u(t) - m ( )l my u(t) FFeder' FDampf
= u(t) — kry — cpy
.
(ONNO] Durch die Wahl z; = y, und
Abb. 2: Aktuiertes Feder- | ¥2 = ¥ folgt
Déampfer System.
. 0 1 1 0
T —kp/m —cD/m] [ch] u [1} )
A

Die Entwicklung des Systems kann nun mittels der Eigenwer-
te A\; von A analysiert werden:

‘D b ke

2m

Fall (1): 225 — 5 > 0 = & > dkpm = [07 < 0, w; = 0]

Falls der Dampfer relativ zur Feder und zur Masse genug
stark ist, sind alle Eigenwerte reellwertig negativ. Das heisst,
das System konvergiert ohne Oszillationen zum GGWP.

‘ Asymptotisch stabil nach Lyapunov. ‘

Fall (2): & < 4kpm =

Falls der Dampfer schwach ist, werden die Eigenwerte kom-
plex, mit negativem Realteil. Das heisst, das System oszilliert
um den GGWP mit abnehmender Amplitude.

‘ Asymptotisch stabil nach Lyapunov. ‘

B E) =0 [7=0,70)

Falls kein Dampfer im System ist, werden alle Eigenwerte
komplex mit Realteil ; = 0. Das System oszilliert fiir immer
um den GGWP.

‘ Stabil nach Lyapunov. ‘

Fall (4): kF:O:>‘)\1:0, 09 <0, wy =0

Falls keine Feder im System ist, wird ein Eigenwert 0 und
der andere wird reell negativ. Falls das System mehrmals
angestossen wird, kommt es jedesmal ohne Osillation zum
Stillstand, jedoch nicht zwingend im GGWP.

Stabil nach Lyapunov. ‘

3 Testsignale auf Systeme erster Ordnung

In diesem Abschnitt werden spezielle Eingénge fiir Systeme
erster Ordnung mit Zeitkonstante 7 und Eingangsstirke k
betrachtet

#(t) = = - 2(t) + “u(t),

3.1 Impulsantwort

400, t=0

mw=aw={0 o

Aus Gl (1) folgt die allgemeine Losung :

ys(t) = et (o + k/7). (2)

Aus Gl. (2) folgt, dass ein Impuls die Anfangsbedingung z
um k/7 &ndert. Das heisst, ein Impuls induziert eine An-
fangsbedingung. Das System entwickelt sich von der neuen
Anfangsbedingung, als ob u(t) = 0 wére.

3.2 Sprungantwort

1, t>0
0, t<0’

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Losung:

yh(t)ze%t-xo—i—k:-(l—e%t)

Ut o 1 2
Abb. 3: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts.

0 1 2

Die Tangente an die Impulsantwort zum Zeitpunkt ¢ = 0
schneidet die Zeitachse zum Zeitpunkt t = 7. Die Tangen-
te and die Sprungantwort zum Zeitpunkt ¢ = 0 schneidet den
Sprung k - h(t) auch zum Zeitpunkt ¢ = 7. Je kleiner 7 ist,
desto schneller konvergiert das System.

Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Systemgleichung ohne Feder,
mit x = ¢ ist

() = ~Pa(t) + —u(t)

() = m m
Es folgt: 7 = m/cp und k = 7/m = 1/cp. Ein Impuls auf
das ruhende System induziert eine Anfangsgeschwindigkeit
der Magnitude k/7 = 1/m. Ein Sprung h(¢) auf das ruhende
System stellt die Geschwindigkeit der Masse auf %

t

S+------

[
0 m top

¢D

Abb. 4: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts

cD
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Zusammenfassung der Vorlesung

Gegeben sei ein Lineares Zeit Invariantes (LZI) System:
(t) = A-z(t) + b-u(t) A e R p e RP¥1
yt) =c-z(t) +d-u(t)

z(0) = g

ceR>™ deR
(1)

1 Steuerbarkeit / Erreichbarkeit

Ein Punkt z. € R™ ist steuerbar, falls ein Eingangssignal u(t)
existiert das den Zustandsvektor des Systems von z(0) = z.
zum Zustand z(7) = 0 (zum Ursprung) in endlicher Zeit 7
bringt. Falls alle Punkte in R™ steuerbar sind, heisst das Sy-
stem vollstdndig steuerbar. FKin System ist potentiell stabi-
lisierbar, falls alle nicht-steuerbaren Zustédnde asymptotisch
stabil sind.

T2 Steuerbarkeit T2 Erreichbarkeit

A T

FEin Punkt x, € R" ist erreichbar, falls ein Eingangssignal
u(t) existiert, das den Zustandsvektor des Systems von Zu-
stand x(0) = 0 zum Zustand z(7) = x, in endlicher Zeit 7
bringt. Falls alle Punkte in R™ erreichbar sind, heisst das Sy-
stem vollstédndig erreichbar.

Wichtig: Fir LZI Systeme sind die Teilrdume der erreichba-
ren und steuerbaren Zustinde identisch.

Das System ist vollstdndig steuerbar/erreichbar, wenn die
Steuerbarkeitsmatrix R (reachability /controllability ma-
trix) vollen Rang hat.

R=1[b A-b, AZ.b, ..., A"=1.g]

Beispiel:

1 1 1 1 1

S T R
Da rank(R) =1 < n, ist das System nicht vollstandig er-
reichbar. Aus {A,b} folgt, dass der zweite Zustand nicht
direkt vom Eingang beeinflusst wird (b) und dass er nur
abhéngig von sich selber ist (A): o = Agg - 2, mit Eigen-
wert Ao = Ao = —1. Daraus folgt, dass der zweite Zustand

unabhéngig stabil ist und somit ist das System {4, b} stabi-
lisierbar.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 15. November 2019

2 Beobachtbarkeit

Ein System ist vollstdndig beobachtbar wenn man mit der
Messung des Ausgangssignals y(t), t € [0, 7], 7 > 0 eindeutig
auf den Anfangszustand x(0) des Systems schliessen kann.

Ein LZI System ist dann vollstdndig beobachtbar, wenn die
Beobachtbarkeitsmatrix O (observability matrix) vollen
Rang hat.

c
c- A
0=|cA
c- Anfl
Beispiel:
1 1
A:L AL a=[ 0, a= 1],

Es sei moglich entweder x1, oder x5 zu messen.

10 0 1
01{1 1]’ 02[0 —1]

Falls man x; misst, ist das System vollstandig beobachtbar:
rank(O;) = 2. D.h. man kann durch messen von z; auf die
Anfangsbedingungen x1(0) und x5(0) schliessen. Falls man
nur z, misst, erhdlt man rank(O3) = 1. Das System ist somit
nicht vollstédndig beobachtbar.

Die grafische Darstellung der zwei beschriebenen Systeme
macht deren Eigenschaften bzgl. Steuerbarkeit und Beobacht-
barkeit direkt ablesbar durch den Informationsfluss der Va-
riablen im Diagramm.

5 C1 = [1 0] .
T2 2

3 Koordinatentransformationen

Ein Zustandsraum mit Koordinaten x kann durch ei-

ne (von unendlich vielen) Koordinatentransformati-

on in anderen Koordinaten Z beschrieben werden:
z(t) =T - Z(t) T e R, det(T) #0
%E(t):Tﬁl-A-T-fE(t)—Q-Tfl‘hu(t)

y(t) =c-T-2(t) +d-u(t)

Fundamentale Sytemeigenschaften (Stabilitit, Steuerbarkeit,
Beobachtbarkeit, I/O-Verhalten) sind transformationsinvari-
ant (unabhéngig von der Wahl der Koordinaten z), d.h. sie
bleiben nach einer Koordinatentransformation erhalten.



4 Input/Output (I/0O) Darstellung

Eine  Zustandsraumdarstellung  {A,b,¢,d}  beschreibt
das gesamte System (die Zustdnde z(f) und den Aus-
gang y(t)) fir gegebene x(0) und wu(t). Oftmals ist
man nur am I/O Zusammenhang wu(t) — y(¢) inter-
essiert. Dann eignet sich eine I1/O-Beschreibung wie folgt:

Yy () +an—1 -y @)+ ar -y () +ao - y(t) =
b - ™ (1) 4 .. 4 by - uM () + bo - u(t)
wobei 3" (t) die 7-te zeitliche Ableitung von y(t) ist.

(2)

Eine I/O Darstellung hat keine physikalischen Koordinaten
mehr, weshalb alle Anfangsbedingungen auf null gesetzt
werden: y(™ = 0 Vn.

5 Zustandsraum Normalformen

Falls man eine I/O Systembeschreibung (Gl. (2)) in eine
Zustandandsraumdarstellung (Gl. (1)) umwandeln méchte,
miissen Koordinaten z gewéhlt werden. Dafiir gibt es un-
endlich viele Moglichkeiten. Zustandandsraumdarstellung in
Koordinaten z, welche sich fiir Analyse-Methoden besonders
eignen, werden als Normalformen oder kanonische Formen
bezeichnet.

Eine wichtige Normalform ist die Reglernormalform. Fiir
ein I/O-System nach Gl. (2) ist diese definiert als:

0 1 0 0 0
0 0 o 0 :
Alb . .
0 0 0o - 1 0
—ay —a1 —az -+ —ap—q |1
bo - b, O d

und erlaubt u.A. das direkte Ablesen der
chungen (Gl. (2)) aus den Systemmatrizen.

Differentialglei-

6 Zustandsraumzerlegung

Die Sets von erreichbaren (R) und/oder beobachtbaren
(O) Punkten sind invariante Unterrdume im Zustandsraum.
Durch eine geeignete Koordinatentransformation x =T -7
kann der gesamte Zustandsraum in die invarianten Un-
terrdume {1, 22, T3, T4} in Abb. 1 zerlegt werden.

/ R

@

Abb. 1: Invariante Unterrdume eines LZI Systems:
R erreichbar, R nicht erreichbar, O beobachtbar, O nicht

beobachtbar.

QA=

Wie ersichtlich in Abb. 1 sind zur Beschreibung des I/0O-
Verhaltens eines Systems nur die Zustidnde 3 relevant
(gleichzeitig erreichbar und beobachtbar)!, denn alle anderen
Zustande werden entweder nicht von Eingang beeinflusst
oder beeinflussen den Ausgang nicht. Die Anzahl n Zusténde
im Unterraum '3 entspricht der minimalen Anzahl Zusténde,
die zur Beschreibung des I/O-Verhaltens nétig sind, d.h.
Z3 € R™minX1 Deshalb wird die Darstellung des Systems in
den Koordinaten 3 minimale Zustandsraumdarstellung
genannt.

Fiir gegebene Koordinaten mit n > ny,, enthdlt die
Zustandsraumdarstellung nicht steuerbare oder nicht be-
obachtbare Zustdnde. Falls diese im realen physikalischen
System existieren, kénnen sie sehr wichtig sein, da ihre
Initialwerte den Systemausgang direkt beeinflussen kénnen
und sie, falls sie instabil sind, nicht stabilisiert werden kénnen.

Beispiel: Bestimme, ob das System {A, b} steuerbar ist, ohne
die Erreichbarkeitsmatrix R zu berechnen.

1 -2 0 1
A=|-2 -1 o|,b=]1
0 0 -2 1

Eine einfache Darstellung von diagonalisierbaren? Syste-

men ergibt sich durch eine Hauptachsentransformation,
A=V.-D-V%1z=V1.252=D-24+V 1. b u

Ty -3 0 0 71 V2
Tol =10 =2 0| |22+ | 1] u
73 0 0 1 T 0

Dabei ist V' die Matrix der Eigenvektoren von A und D ei-
ne Matrix mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen:
D = diag(A1, -+, An).

In diesen Koordinaten wird klar das dass System einen Zu-
stand T3 hat, der instabil (A3 = 1) und nicht steuerbar
(bg = 0) ist.

1Zur Erinnerung: in der 1/O-Beschreibung gilt z;(0) = 0 Vi
2Eine Matrix A € R™"*" ist diagonalisierbar falls sie Rang n hat < falls
sie n linear unabhéngige Eigenvektoren hat.
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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ermoglicht es, eine Differenti-
algleichung (DG) im Zeitbereich (ZB) in eine algebraische
Gleichung (AG) im Frequenzbereich (FB) umzuwandeln. Die
Algebraische Gleichung im Frequenzbereich ldsst sich oft
einfacher 16sen als die Differentialgleichung im Zeitbereich.
Die Losung im Frequenzbereich ldsst sich mit der inversen
Laplace-Transformation in den Zeitbereich zuriickwandeln.
Die inverse Laplace-Transformation ist jedoch oft nicht notig,
da Aussagen {iber das System auch im Frequenzbereich
moglich sind. Zudem koénnen Regler direkt im FB ausgelegt
werden.

t
9(t) = —Ly) + Eu(p) k. fo e(P=1/T _u(pydp

Kompliziert .
ZB/DG ZB/Losung

A

Laplace inv. Laplace

FB/AG —Emfach  Fop it ssung

sY(s)=—2v(s) + LuU(s) Y(s) = T_S’“Jrl

! Systemanalyse Ul(s)

und Reglersynthese
Y im Frequenzbereich

Die Laplace-Transformation eines Zeitsignals x(t) ist:

L{z(t)} = X(s) = /000 a(t) e *dt,

mit s = ¢ + j - w. Die Laplace-Transformation ist eine
Generalisierung der Fourier-Transformation. Setzt man
s = j - w, erhdlt man die Fourier-Transformation.

Wichtige Eigenschaften

Linearitét L{a-z1(t)+b-22(t)} =a-X1(s) +b- Xa(s)
Ahnlichkeit L{L z(L)} = X(s-a)

Verschiebung L{z(t-T)} =e T X(s)

Démpfung L{z(t) e*'} = X(5s —a)

Ableitung ¢ C{%x(t)} =s-X(s) —z(0) (1)
L0y =5 X(s) (L —0vk) (2)

n-te Abl. ¢ a
L{t-z(t)}=—-LX(s

Ableitung s

Integration ¢

)
L{f x(r)dr} =L X(s)

Integration s L{t z@)} = [ X(0)do

Faltung ¢ L{z1(t) * 22(t)} = X1(5) - Xa(s)"

Faltung s L{x1(t) - x2(t)} = X1(s) * Xa2(s)

Anfangswert im0, #(t) = limy_s00 5 - X (5) (3)
Endwert limy 00 2(t) = limg0, s- X () (4)

IDer Operator * reprisentiert die Faltung (convolution) zweier Signale,
definiert als: z1 * z2(t) = fot z1(t — p) - z2(p)dp.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 14. November 2019

Wichtige Signaltransformationen

x(t) X(s)
o(t) 1
h(t) 5
h(t) - ™. et W

h(t) - sin(w - t) Py

h(t) - cos(w - t) Pyt

h(t) - sinh(w - t) =

h(t) -cosh(w-t) | = =

Als néchstes werden Eigenschaften der Laplace-

Transformation mit Beispielen erklért.

Eigenschaft Gl. (1): Ableitungen im Zeitbereich werden
zu algebraischen Grossen im Frequenzbereich. Insbesondere
lasst sich mit Gl (1) die Losung einer Zustandsgleichung
erster Ordnung finden:

z(t)=A-x(t)+b-ut), yit)=c-z(t), =z(0)=0
Unter Anwendung von Gl. (1) gilt:
s-X(s)=A-X(s)+b-U(s), Y(s)=c-X(s)

was umgeformt werden kann zu:

Y(s)=c-(sI — A" -b-U(s) =X(s) - U(s), (5)
wobei X(s) Ubertragungsfunktion heisst. Y(s) ist im All-
gemeinen ein Bruch rationaler Funktionen, wobei der Nen-
ner bei physikalischen Systemen mindestens die Ordnung des
Zahlers hat (n > m):

Y(s) c-Adj(sI—A)-b
d(s) = =
) U(s) det(sI — A)
_ by - 8™ 4 ...+ by -5+ by
$"+ap_1-s" L+ +ape- + ao

Der Nenner det(sI — A) entspricht der charakteristischen
Gleichung der Matrix A. D.h. Stabilitdtseigenschaften der
GGWP lassen sich am Nenner ablesen.



Beispiel: Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kp und einem Dampfer mit
Déampferkonstante cp verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

Impulserhaltung:
u(t) = m ﬂ» mij = u(t) FFeder' Fpamps
=u(t) — kry —cpy  (6)
/ .
OO Durch die Wahl z; = y, und
Abbildung T Aktuiertes | T2 = 9, folgt:

Feder-Dampfer System.

&= [kg/m c;/m] [i;] * m e

Durch die Wahl kp =1, cp = 1, m = 1, und Ausgangsgrosse
x1, erhilt man folgende Systemmatrizen:

A:[O jl},bzm,c:[l 0], d=[o]

=1
Mit Gl. (5) ldsst sich die Ubertragungsfunktion finden:
—ki2
k11

eerarasn a2

kll
k21

1
es gilt: K = { k12] — K1 . [ ka2

ka2 B det(K) |—k21

1 s+1 1 0
78(84—1)—5-1.[1 Ik -1 s L]
éE(s)Zﬁ (7)

Die Ubertragungsfunktion lisst sich auch direkt durch Trans-
formation von Gl. (6) (mit Gl. (2)), berechnen:

m-s2-Y(s)=U(s) —kp-Y(s) —cp-s-Y(s)
Y(s) . 1 . 1
U(s)_z(s)_ 824541

ms2 + cps + kg
Ubertragungsfunktionen haben die allgemeine Form:

Hjm=1(5 = &)
H?:l(s — )

wobei m; Pole und §; Nullstellen genannt werden. Jeder Pol
m; entspricht entspricht einem Eigenwert A\; von A.
Vorsicht: Nicht alle Eigenwerte von A sind Pole m; von
¥(s), da sich Nullstellen und Pole kiirzen kénnen! Wenn
die Ubertragungsfunktion aus einer minimalen System-
realisierung {A,b,c,d} berechnet wird, lassen sich keine
Pole und Nullstellen aufheben. Das Kiirzen von Termen ist
somit ein Hinweis dafiir, dass das System {A,b,c,d} nicht
beobachtbare oder nicht steuerbare Zustinde enthélt. Diese
Zustande beinflussen das I/O Verhalten nicht.

E(S):bm' , §j,7ri€(C

Eigenschaften Gl. (3) und Gl. (4): Der Anfangs- und
Endwert der Losung im Zeitbereich liasst sich im Frequenz-
bereich berechnen. Vorsicht: Der Limes in Gl. (4) kann exi-
stieren obwohl das System nie zum GGWP konvergiert.

Beispiel: Gegeben sei das System in Gl (7). Welches
Diagramm zeigt die korrekte Sprungantwort?
=
30 1
al
1} (2) (b) (©)
0 | of | of
0 2 4 6 8 1012 0 2 4 6 8 1012 0o 5 10 15
t [s] t [s] t[s]
Zunéchst wird die Losung im FB berechnet:
Y(s) =2(s) - Uls), Uls) = L{AD)} =
=Y(s) = _
s(s2+s+1)
Unter Anwendung von Gl. (3) und Gl. (4):
def . . 1
Sl = i oW = M e S0

def .. .
y(60) ™ Jig 5+ ¥(5) =

Diagramme (b) und (c) haben beide einen Anfangswert 0
und einen Endwert 1. Diagramm (a) kann ausgeschlossen
werden, da es gegen 3 konvergiert. Um zwischen (b) und (c)
zu unterscheiden kann man die Pole von Gl. (7) betrachten.
Fiir komplex-konjugierte Pole erwartet man eine oszillierende
Ausgangsgrosse (b). Fiir rein reelle Pole erwartet man keine
Schwingungen in der Ausgangsgrosse (c). Die Pole sind:

1. V3

S12 = =5 + - - j = richtige Sprungantwort ist (b)

Beispiel: Endwert der Impulsantwort von sin(t):

~

(2) = Es.in(S) =

Ts) mit  u(t) = 4(t)

1
s241
Aus U(s) = L{(t)} = 1, folgt Y (s) = Egin(s) und somit gilt
y(t) = L7HZgin(s)} = sin(¢)!. Dieses Signal oszilliert fiir im-
mer um den GGWP, was sich auch aus den Polen von ¥, (s)
ablesen ldsst: s = +j5.

Mit Gl. (4) berechnet sich jedoch filschlicherweise ein diskre-
ter Endwert von y(t):

def . s

y(oo) = limy 577 =0

IDieses Resultat gilt allgemein und ist sehr wichtig: Die Impulsantwort
ist die Laplaceinverse des Systems <> die Laplacetransformation der
Impulsantwort ist die Ubertragungsfunktion des Systems. Die Impul-
santwort kann oft experimentell gemessen werden.
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Zusammenfassung der Vorlesung

Laplace-Transformation |1, BIBO-Stabilitdt, Nullstelleneinfluss

1 Inverse Laplace-Transformation

In Kapitel 6 wurde die Laplace-Transformation eingefiihrt.
Es wurde erwdhnt, dass sich im Frequenzbereich leicht eine
Losung finden ldsst:

(1)

Um die Antwort im Zeitbereich zu erhalten, konnte man die
inverse Laplace-Transformation berechnen:

1
2.-m-j

y(t) = L7HY (s)} = : %Y(s) eftds t>0

Dieses Linienintegral ist jedoch sehr schwer zum Ausrech-
nen. Man kann ausniitzen, dass Losungen im Frequenzbereich
Briiche rationaler Funktionen sind:

H;T):l (s —¢&)
[T (s — i)
Insbesondere kann man mit der Partialbruchzerlegung den

Bruch in eine Linearkombination von Briichen tieferer Ord-
nung zerteilen:

Y(S)me s Ej,wie(C

Pi,k

CErG A

wobei p; ;, die Residuen sind, und ¢; die Vielfachkeit von ;
ist. Die inverse Laplace-Transformation der einzelnen Briiche
kann allgemein hergeleitet werden:

e = R

Beispiel: Die inverse Laplace-Transformation von:

e™t - h(t)

s24+s+2 s2+s+2

YO = e e rstl -0 610 G D)

2)

Mit der Partialbruchzerlegung:
1 1
1 25, T3%j

Y ==
(5) s+1+s—j s+

3)

Da die Laplace-Transformation eine lineare Operation ist,
kann man nun die inverse Laplace-Transformation auf die
einzelnen Briiche anwenden:

1 . .
LY () =y(t) = e + 5= (/" —e7") = 7" +sin(t)

*J

—_—————
sin(t)

Bemerkung: Komplexe Residuen sind oft sehr mithsam aus-
zurechnen (Gl. (3)). Man kann bei Gl. (2) abkiirzen, indem
man erkennt, dass zwei rein konjugiert-komplexe Pole vor-
handen sind. D.h. bevor dass man tiberhaupt etwas berech-
net, kann man vorhersagen, dass entweder ein Cosinus oder

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 29. Oktober 2019

ein Sinus vorhanden sein muss. Um diesen Fakt auszunut-
zen fasst man die beiden Pole bei der Partialbruchzerlegung
zZusammen:

24+ 5+2 1 1
Y(s) = = 4
() (s24+1)-(s+1) s+1+32+1 ()
L{e—t} L{sin(t)}

In diesem Beispiel sind alle Pole entweder auf der rein reellen
Achse (s = —1), oder auf der rein komplexen Achse (s = +7).
Um eine Intuition fiir allgemeine Pole der Form s = o + j -
w (und deren inversen Laplace-Transformation) zu erhalten,
wird das System zweiter Ordnung eingefiihrt.

2 Systeme 2. Ordnung

Die Ubertragungsfunktion eines Systems zweiter Ordnung mit

statischer Verstarkung von 1 hat folgende Form:
wp
2420wy s+wi

S(s) = %(0) =1 (5)

Dieses System hat zwei Pole:
$1,2 =12 = (—fHE Vo2 — 1) “wo

Anordnung der Pole auf der real-imagindren Ebene:

(6)

Der Parameter § wird als Dampfungsparameter bezeichnet.
Fiir |§] < 1 wird das Argument in der Wurzel in Gl. (6) nega-
tiv. Somit werden die Pole komplex. Fiir |4| > 1 werden die
Pole rein reell. Der Parameter wy = 27 /T wird als natiirliche
Frequenz des Systems bezeichnet, wobei Ty die natiirliche Pe-
riode ist. Die zeitnormierte Sprungantwort, fiir verschiedene
Dampfungsparameter sieht wie folgt aus:

t
y() o 10+€be]6:017
14— =—=
—0<éd<1
6=1
— 0>1
- 1 2 t/To



Vorsicht! Die Zeit ¢ = ¢t* ist nur fiir 6 = 0.17 eingezeichnet.
Generell gilt t* = ¢*(J,wp). Ausserdem iiberschiesst das
System nur fiir § < 1. § > 1 wird spéater behandelt.

Abhéngig von der Dampfung gibt es drei grundsétzlich un-
terschiedliche Félle des Systemverhaltens:

Da fiir § < 1 die Pole komplex werden, bein-
haltet die Sprungantwort Schwingungen. Die erste Schwin-
gung iiberschiesst das Ziel u(t) = h(t) um den Uberschuss
¢ = e 9m/VI=5" hei der Zeit t* =

Fir iibergeddmpfte Systeme konvergiert das System
dhnlich wie bei einem System erster Ordnung zum Endwert.
Die Antwort iiberschiesst in diesem Fall nicht, da alle Pole
rein reell sind:

2
“o

(s+m)-(s+m)

2(3): T, m € R

Falls ein Pol viel schneller konvergiert (me >> ) gilt:

S(s) =

1

S+ m

Dieser Fall heisst kritisch geddmpft. Mit Gl. (6) ist
ersichtlich, dass fiir § = 1 beide Pole an der gleichen Stelle
sind: 71 2 = wp. Dieser Fall entspricht der schnellstmoglichen
Konvergenz ohne Uberschwinger.

Beispiel fiir 0 < § < 1: Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist
mit einer Feder mit Federkonstante kr und einem D&mpfer
mit Dampferkonstante c¢p verbunden. Das System kann mit
einer Kraft u(t) aktuiert werden.

Impulserhaltung:

my = U(t) - FFeder - FDéimpf
= u(t) — kpy — cpy

1/m
S2+@S+kl

m m

= B(s) = (7)

Abbildung 1:  Aktuiertes
Feder-Dampfer System.
Fall1: m=1,kp=1,und cp = 1:

1
s24+s+1°

21(8) =

Vergleicht man nun mit der Standardform Gl. (5), erhélt
man: wo = 1, § = 0.5, t* = 3.628, £;(0) =1, é = 0.163.
Fall 2: m =1, kp = 0.25, und c¢p = 0.5:

1 B 0.25
s2+05s+0.25 ~ s2+0.5s+0.25

7.255, $,(0) = 4, & =

22(8) =
Es folgt: wg = 0.5, 6 = 0.5, t* =
0.163 - £5(0) = 0.652.
yi(t)

1,k,, N

Obwohl beide Systeme die gleiche Dampfung haben, ist der
Uberschuss des zweiten Systems 4 mal grosser als beim er-
sten System. Ausserdem konvergiert die Sprungantwort des
zweiten Systems zum Endwert y(oo) = 4. Aus Gl. (5) ist er-
sichtlich, dass gilt: $(0) = w3 /w3 = 1. Dasselbe gilt fiir das
erste System: ¥1(0) = 1/1 = 1. Das zweite System, jedoch,
hat eine grossere statische Verstarkung: ¥5(0) = 1/0.25 = 4.
Nun stellt sich die Frage, wann das allgemeine Beispielsystem
(GL. (7)) eine statische Verstarkung von 1 hat (¥(0) = 1). Aus
Gl. (5) ist leicht ersichtlich, dass gelten muss: - = %F D.h.
das System konvergiert zum angewandten Sprung nur, falls
gilt: kp = 1 %! Dies macht Sinn, da eine Feder mit krp = 1
sich bei einem Newton um einen Meter auslenkt. Eine Fe-
der mit kg = 0.25 lenkt sich bei einem Newton um 4 Meter
aus. Wie schnell sicht die Auslenkung einpendelt hdngt vom
Dampfer ab.

Beispiel fiir 6 > 1: Betrachte Abb. 1. Wé&hlt man: m =
0.01, kr = 1, und ¢p = 101/100, folgt:

100 100

2() = T 01,1100~ 3 100)- G5 1)

(8)

In Gl. (8) ist im Nenner ersichtlich, dass die Impulsantwort im
7B eine Superposition der Form, y(t) = a - e 190t + 3. e~
sein wird. Da e 19%* viel schneller abklingt, kann man das
System approximieren:

1
s+ 1

Yapprox(s) = (9)

Man muss den Zahler anpassen, um die statische Verstarkung

des approximierten Systems gleich zu halten: 3(0) =
Yapprox(0). Die Simulation beider Systeme liefert:

y(t)

1 ,,,,,,,,,,,,

X(s)

=== EapprOX(S)

1 3 5 1

Die beiden Sprungantworten sind fast identisch.

3 Nullstelleneinfluss

Bis jetzt wurden nur die Pole betrachtet. Nullstellen sind je-
doch auch sehr wichtig fiir das Systemverhalten. Um Null-
stellen besser zu verstehen, wird das System zweiter Ordnung
(Gl. (5)) mit einer rein reellen Nullstelle an der Stelle s = ¢
erweitert:

(—s/¢+1) -
2420wy s+ ws

X(s) =

(10)

Eine Nullstelle weit weg vom Ursprung (¢ = +00) hat keinen
Einfluss auf das Systemverhalten. Je nédher die Nullstelle am
Ursprung ist, desto stérker ist der Einfluss dieser Nullstelle.
Dies widerspiegelt sich an einem stéirkeren Uberschuss in der
Systemantwort. Wie bereits in Kapitel 5 behandelt, kann eine
Nullstelle nahe an einem Pol, den Einfluss des Pols schwéchen.
Fir ¢ > 0 hat die Systemantwort einen “Undershoot*. In
anderen Worten reagiert das System zuerst in die “falsche*
Richtung. Ein System mit einer Nullstelle der Form ¢ > 0
wird als nicht-minimalphasig bezeichnet.



y(t)
1,k,, L T =T S ES — — -
— (<0 [
-0.5 1 (=00 | 1 UTo
— (>0

Nicht-minimalphasige Nullstellen folgen aus der Sensor- und
Aktuatorwahl. D.h. sie sind eine Eigenschaft aus der Kom-
bination der Systemvektoren b und ¢ mit der Systemmatrix
A (im Gegensatz zu den Polen, die nur von der System-
matrix A abhingen.) Durch Anderung der Messgrosse (z.B.
durch Anderung der Sensorenkonfiguration), kann eine nicht-
minimalphasige Nullstelle minimalphasig werden.

Bemerkung: Die initiale Sprungantwort in die “falsche“
Richtung tritt bei einer ungeraden Anzahl positiver Nullstel-
len (Re(¢ > 0)) auf.

4 BIBO Stabilitét

Als néchstes wird das Konzept von Bounded Input Boun-
ded Output (BIBO) Stabilitét eingefiihrt, welche sich auf
Ubertragungsfunktionen (s) (das I/O Verhalten) bezieht.
Es wurde bereits im Zeitbereich die Stabilitit vom GG-
WP nach Lyapunov eingefiihrt. Diese wird fiir den allgemei-
nen Fall mit Anfangsbedingung 2(0) = x¢ # 0 betrachtet. Bei
Ubertragungsfunktionen ¥(s) hingegen wird z(0) = 0 ange-
nommen. Zudem wurde gezeigt, dass sich nicht beobachtba-
re und nicht steuerbare Zustédnde in X(s) kiirzen. Falls al-
le Zustdnde beobachtbar und steuerbar sind, entsprechen die
Nullstellen des Nenners der Ubertragungsfunktion im FB den
Eigenwerten der Matrix A im ZB. Die Stabilitdt im I/O Set-
ting braucht jedoch eine neue Interpretation, da es keinen Zu-
standsvektor mehr gibt. — BIBO Stabilitdt bezieht sich auf
das I/O Verhalten von Y(s), und Lyapunov Stabilitiit
bezieht sich auf das Gleichgewicht der Zustinde.

Ein System ist BIBO stabil, falls fiir die Impulsantwort o(t)

folgendes gilt: o
sendes e /|dm&<m
0

Fiir ein System mit Ubertragungsfunktion Y(s), gilt:

(11)

e Das System ist BIBO stabil falls alle Pole 7; negativen
Realteil haben.

e Das System ist nicht BIBO stabil in allen anderen Féllen.

Dabei ist wichtig, dass nicht beobachtbare Zusténde und nicht
steuerbare Zustinde die BIBO Stabilitdt nicht beeinflussen,
da sich diese in 3(s) wegkiirzen. BIBO Stabilitdt und Lyapu-
nov Stabilitdt scheinen zunéchst sehr &hnlich zu sein, man
muss aber die Konzepte auseinanderhalten. Ein BIBO stabi-
les System kann Lyapunov instabil sein, und ein Lyapunov
stabiles System kann BIBO instabil sein.

Beispiel: Lyapunov stabil und BIBO instabil

u(t) u(t)

I Dampf

@ f--o- (b) f---»

Das System in (a) wird betrachtet. Ein Koérper mit Masse

m = 1 sei ohne Reibung frei beweglich. Die einzige Kraft, die
wirkt sei der Eingang u(t). Der Ausgang sei die Geschwindig-
keit des Korpers Z(t). Durch Impulserhaltung folgt:

i) =u(t), y(t)=2()
Durch die Wahl des Zustands x(t) = 2(t), folgt:

2(t) = u(t), y(t) = =(t) (12)

Vergleicht man Gl. (12) mit der Standardform, folgt:
t=Ax+bu < T=0-z+u (13)
D.h. das System hat einen Eigenwert A = 0. Der GG-

WP ist stabil nach Lyapunov (nicht asymptotisch). Die I/O
Ubertragungsfunktion des Systems lautet:
¥(8) === = é (Integrator)

Es gibt verschiedene Methoden, wie man zeigen kann, dass
(a) nicht BIBO stabil ist. Die Ubertragungsfunktion hat
einen Pol bei s =0. Per Definition ist das System somit
nicht BIBO stabil. Rechnet man die Impulsantwort aus,
folgt: o(t) = L7*{1/s} =1. Somit ist die Bedingung in
Gl. (11) auch nicht erfiillt. Ausserdem lasst sich leicht ein
Bounded Input finden (u(t) =c), der einen Unbounded
Output (y(t) = c-t) liefert.

Bemerkung: Das System in (a) wire BIBO stabil, falls auf
die Kugel eine geschwindigkeitsabhidngige Widerstandskraft
Fbampt = # wirkte, wie dargestellt in (b).

£(t) = —2(t) +u(t), y(t) = 2(t)

Durch dieselbe Zustandswahl x = Z folgt:

&= —a(t) +ult), yt)==2z()

Dies ist ein System erster Ordnung mit Eigenwert A = —1
und ist somit asymptotisch stabil nach Lyapunov. Die Im-
pulsantwort ergibt sich zu:

Y (s) 1 =
———8+1:>0(t)—e ,

somit ist das System (b) auch BIBO stabil.

Beispiel: Lyapunov instabil und BIBO stabil:
Das folgende System wird auf Lyapunov und BIBO Stabilitéat
gepriift:

f:{? ﬂx+[ﬂm y=1[1 0]-z=2

In Gl. (14) stehen die Eigenwerte direkt auf der Diagonalen:
A1 = —1, Ay = 1. Das System ist somit instabil nach Lyapu-
nov. Die Instabilitdt nach Lyapunov ist nachvollziechbar wenn
x2(0) # 0, dann divergiert der Zustand xs fiir t — co.
Da der instabile Zustand weder steuerbar noch beobachtbar
ist, ist das System trotzdem BIBO stabil ist. Durch ausrech-
nen der Ubertragungsfunktion folgt:
Y(s) 1

B(s) = U(s) s+1
Der Pol hat einen negativen Realteil. Das System ist somit
gleichzeitig BIBO stabil und Lyapunov instabil.

(14)
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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Frequenzantworten

In Kapitel 4 wurden zwei verschiedene Eingangsgrossen ein-
geftihrt: Der Sprung h(t) und der Impuls §(¢). Als néchstes
wird die harmonische Eingangsgrosse eingefiihrt:

u(t) = a-cos(w -t + @),

wobei a die Amplitude, w die Frequenz in %, und ¢ die
Phasenverschiebung ist. Der Ausgang eines Systems X(s) mit
harmonischen Eingang hat die Form:

y(t) = Ytransient (t) + Yoo (t)

Unter der Annahme, dass das System X(s) linear, zeitinvari-
ant und asymptotisch stabil ist, gilt:

lim Ytransient (t) — 0= y(t) — Yoo

t—o0
Die asymptotische Systemantwort ist ein verstéirkter und pha-
senverschobener cosinus bei derselben Frequenz wie der Ein-
gang:

Yoo (t) = m(w) - - cos(w - t + ¢ + p(w))

Die Verstérkung m(w) und die Phasenverschiebung ¢ (w) sind
systemabhéngig. Es gilt:

Yoo(t) = [B(w)| - a - cos(w - t + ¢ + £5(jw)) (1)

D.h. die Verstiarkung entspricht der Systemverstdrkung bei
der Eingangsfrequenz und die Phasenverschiebung entspricht
der Systemphase bei der Eingangsfrequenz.

Wichtig! Lineare Systeme generieren keine neue Frequenzen.
Dies ist in Gl. (1) ersichtlich. Es kommen immer dieselben
Frequenzen aus dem System, wie in das System gehen. D.h
die Phasenverschiebung und Verstirkung ist nur frequenz-
abhéngig und somit eine Eigenschaft des Systems.

Beispiel 1 Gegeben sei:
5+8 (s+38)
3(s) = = 2
() s$24+6s+8 (s+2)-(s+4) @)
Berechne die asymptotische Frequenzantwort y., auf den
Eingang:

u(t) = cos(8 - t)
Ohne etwas zu rechnen, kennt man die Form von y.,
Yoo = [2(84)] - cos(8 - £ + £5(85))
Einsetzen von s = 8j, liefert:
%(8j) =

Die Magnitude ist:

(85 +8)
(8 +2)- (8 +4)

(85 + 8)l B V82 4 82
87 +2)]- (8 +4)| V87 +22- 8T+ 4

12(85)| =

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 7. November 2019

= 0.1534, und die Phase ist:

/5(85) = £(85 +8) — £(8] +2) — £(8f +4)

8 8 8
=arctan | — | —arctan { = | — arctan [ —
8 2 4

= —1.648 rad. Die asymptotische Frequenzantwort ist folg-
lich:
Yoo (t) = 0.1534 - cos(8 - t — 1.648)

Beispiel 2 Als néchstes wird mit einem Beispiel illustriert,
wie man viele Frequenzen eines Systems auf einmal te-
sten konnte. Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kg und einem Dampfer mit
Déampferkonstante cp verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

Impulserhaltung:

mf = w(t) — Freder — FDampt
=u(t) — kry — cpy

NNNINNNNNNNNNNNNNNNY
NNNNNNNNNNNNNNNNNNY

:

//////////////
//////////////

Abb. 1: Aktuiertes Feder-
Démpfer System.

Mit kg = 1, cp = 1, m = 0.25, folgt:

o (4)

24 6D ok
‘S+mb+7n

= X(s) =

4 4
15

E(S) == =
tstd (kg e+ 5 G5
Das System ist asymptotisch stabil nach Lyapunov, und
erfiillt somit die Bedingung um mit Methoden der Frequenz-
analyse betrachtet zu werden.

Als Eingangssignal wird u(t) = cos(w(t) - t) gewéahlt, wobei:

4 rad

“(t) = 100 5

D.h. iiber 100 Sekunden hinweg werden alle Frequenzen von
0 bis 4 % getestet. Die Systemantwort sieht wie folgt aus:
Abb. 2: Rot: input u(t) , blau: output y(t)




Man bemerke folgende Eigenschaften des Systems:

Bei w = 0 springt der Wert des Eingangssignals
von 0 auf 1. Das Feder-Dampfer System erfihrt etwas
dhnliches wie eine Sprungantwort. Aufgrund der Eigenwerte
mit negativem Realteil, konvergiert das System schnell
zur harmonischen Systemantwort. Ausserdem ist bei tiefen
Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Ausgangs quasi
der Phase des Eingangs entspricht.

(b)| Die natiirliche Frequenz des Systems ist bei

wo = V4 = 2. Da w(t) linear gewithlt wurde (w € [0,4]),
folgt: wg = w(t = 50). Aus der Antwort ist ersichtlich,
dass y(t) in der Néhe der natiirlichen Frequenz die grosste
Magnitude hat. Ausserdem ist der Ausgang gegeniiber dem
Eingang phasenverschoben.

Bei sehr hohen Frequenzen kann das Feder-Dampfer
System nicht mehr schnell genug auf die Anregung reagieren,
und die Amplitude seiner Schwingung nimmt ab. Zuséatzlich
ist bei hohen Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Aus-
gangs um ca. —7 verschoben ist.

Es gibt verschiedene Methoden, wie man die Magnitude m(w)
und Phasenantwort ¢(w) von Systemen ¥(s) représentieren
kann. Im folgenden werden zwei Methoden beschrieben:
Bode Diagramme und Nyquist Diagramme.

2 Bode Diagramme

Bei Bodediagrammen werden die Magnitude
m(w) =|2(j-w)] und die Phase o¢(w)=2L%(j w) ge-
geniiber einer logarithmischen Frequenzskala eingezeichnet.
Dabei ist die Magnitude iiblicherweise in Dezibel, und die
Phase in Grad dargestellt.

Umrechnung zwischen dezimal und dezibel

[%(5)laB = 20 - log;q [%(s)]

Tabelle 1:

|E(S)‘ —10 \2(;?)\413
Dezimalskala | Dezibelskala

100 40

10 20

5 13.97...

2 6.02...

1 0
NG —3.0103
0.1 —-20
0.01 —40

0 -Inf

Einige wichtige Skalenumrechnungen

Beispiel: System erster Ordnung
Viele reale Regelkreise konnen als Systeme erster Ord-
nung approximiert werden. Ein solches System reagiert auf
tiefe Frequenzen, die kleiner als die Eckfrequenz (Cutoff-
Frequency) w. = 1/7 sind. Bei Anregungsfrequenzen hoher
als w, verhindert die Tragheit des Systems eine starke
Anderung des Ausgangs. Ausserdem reagiert das System fiir
w > w, zuhnemend verzogert, wie an der Phase des Bode-
Diagramms ersichtlich ist. Eine wichtiges Merkmal: die Ma-
gnitude bei w, = % ist immer bei % ~ —3 dB.

dB -

72()-10 Y(j-w
@ g |27 - w)l

1 10 100

-3

-20 +

-40 +

0.
Grad

-45

90 +
Abb. 3: Bode-Diagramme von Systemen erster Ordnung.

Beispiel: System zweiter Ordnung

Viele mechanischen Systeme zeigen resonantes Verhalten
(grossere Verstarkung bei mittleren Frequenzen als bei tie-
fen - eine sogenannte Resonanziiberhohung). Solche Systeme
werden oft als Systeme zweiter Ordnung approximiert.

dB T90 . 10g|2(j - 2| S(s) = i,
10 + wo 32+26w03+w3 W/wo

10

-10

=30 + 0 =0.05
— 6=0.7

Grad 4

-90 -

-180 -
Abb. 4: Frequenznormiertes Bode-Diagramm fiir ein System
2. Ordnung bei unterschiedlichen Démpfungsparametern.

Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstirkung)
ist nicht bei der natiirlichen Frequenz w/wy = 1, sondern bei:

1
wmax:wO'\/I*Z'(SQ, 0<5<ﬁ

Jedoch gilt fiir kleine Dampfungsparameter wpmax = wp.-
Ausserdem zeigen Systeme 2. Ordnung fir § > % kein
resonantes Verhalten.



Vergleich Abb. 2 und Abb. 4‘ Beide Abbildungen beinhal-
ten dieselbe Information, jedoch dient das Bode-Diagramm
zur vereinfachten Nutzung. Bei tiefen Frequenzen wurde in
Abb. 2 identifiziert, dass quasi keine Phasenverschiebung und
eine Verstarkung von 1 vorzufinden ist. Dies léasst sich direkt
am Bode-Diagramm in Abb. 4 ablesen. Um die natiirliche
Frequenz ist in Abb. 2 eine starke Verstérkung ersichtlich.
Zusétzlich konnte man eine Phase von —m/2 erahnen. Am
Bode-Diagramm ist die Phase von —90 Grad direkt ersicht-
lich.

Einfluss von Polen und Nullstellen auf das Bode
Diagramm

Anderung im Bode Diagramm

Standardelemente Verstarking Phase
Stabiler Pol -20 dB/dec bei w, -90° bei w,
Instabiler Pol -20 dB/dec bei w, 4+90° bei w,
Minimalphasige NS +20dB/dec bei w. | +90° bei w,
Nicht-Minimalphasige NS | +20dB/dec bei w, -90° bei w,
Delay um 7 [s] (Vwrad/s]) 0dB/dec —180/x - w - 7°

Fir Pole oder Nullstellen mit Vielfachkeit grosser als
eins, muss sowohl die Anderung der Verstirkung wie auch die
gesamte Phasendnderung mit der Vielfachkeit multipliziert
werden. Beispielsweise fithrt eine doppelte minimalphasige
Nullstelle zu einer Steigung von +40 dB/Dekade und eine
Phasendnderung von +180°.

Allgemeine ﬁbq_rtragungsfunktionen
Gegeben sei eine Ubertragungsfunktion als Serienschaltung;:

3(s) = X1(s) - Xa(s)

Das Bode-Diagramm der Serienschaltung ¥(s) ldsst sich ein-
fach aus den Bode-Diagrammen der einzelnen Subsysteme
31 (s) und Xo(s) konstruieren.

Die Magnitude der Serienschaltung ¥(s) in Bode Diagram
ergibt sich aus der Summe der Magnituden der Subsysteme
¥1(s) und X5(s). Dies, weil dB eine logarithmische Einheit
ist und somit gilt: log(a - b) = log(a) + log(b).

1E(jw)| = [E1(jw)] - [E2(jw)|
(IE(jw))as = (121 (w)] - [Z2(jw)])as
12 (jw)laB = [L1]aB + [Z2]aB
Die Phase der Ubetrtragungsfunktion /% (jw) wird in Grad
oder Bogenmass angegeben. Da e/#1 . ¢i¥2 = ei(#1t¥2) o]t

ergibt sich auch die Phase der Serienschaltung als Summe
der Phasen der einzelnen Subsysteme:

LY =18+ LY,

3 Nyquist Diagramme

Das Nyquist Diagram ist die Darstellung des Frequenzganges
(Magnitude und Phase iiber die Anregungsfrequenz w) direkt
in der komplexen Ebene.

Beispiel: System erster Ordnung

Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jw
hat folgende Magnituden und Phasen:

1
Y(jw)| = ——=—
2)] = oy

/¥ (jw) = — arctan(T - w)

Im
. | | Re
\\ 0204 06 038
02\ w0
0414 B w)

Beispiel: System zweiter Ordnung
Ein allgemeines System 2. Ordnung bei der Frequenz s = jw
hat folgende Magnituden und Phasen:

2
“o

120 - w)| =

V(w2 —w?)2+4-62 wg - w?

/3(j - w) = —arctan (W)

— P
wy —w

Das Nyquist Diagramm wird im Kapitel 9 im Zusammen-
hang mit der Stabilitdtsanalyse eines Regelkreises niitzlich.
Wir werden sehen, dass Aussagen zum geschlossenen Regel-
kreis anhand des Nyquist Diagramms des offenen Regelkreises
getroffen werden konnen.
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Zusammenfassung der Vorlesung

Asymptotische Eigenschaften von Frequenzantworten, nichtparametrische Modellunsicherheit

1 Asymptotische Eigenschaften von Fre-
quenzantworten

Betrachte die folgende Struktur einer allgemeinen
Ubertragungsfunktion:
by 8™+ ...+ by b
S(s) = s+ ... +b1-s+bo

sho(s"Ft+an_1_g-s"1F 4+ 4+a1-s+ag)

Zwei wichtige Eigenschaften zur Frequenzantwort werden
im folgenden beschrieben. Einerseits kann man aus der
Ubertragungsfunktion direkt die Phase bei w = 0 aus
dem Systemtyp k bestimmen. Andererseits kann man das
Asymptotische Verhalten der Magnitude |X(jw)| fiir w — oo
direkt aus dem relativen Grad r = n — m bestimmen.

Systemtyp k

Der Systemtyp k entspricht der Vielfachheit offener Integra-
toren (%) des Systems. Die Phase bei w = 0 ist als folgende
Funktion definiert:

—k-Z csgn () >0
/32(0) = : v
-m—k-5 ,sgn s <0

Relativer Grad r=n—m

Die Steigung des Magnitudenverlauf im Bode-Diagramm kon-
vergiert asymptotisch zu:

IEGDlas 50 4B jdecade
0log(w)
Beispiel: System 3(s) mit k=1, r=2—-0=2

|2 (jw)|aB 0.1 1 10

20 f —

0t 1~
-20 +
40 +
-60 1

éz(jw)Grad
-90

~ decade

~ ———————

g

- _ 1 _ 1
E(S) ~ 5s24s — sl(5s+1)

0.1 1 10

-135 +
—7'&'/2 N

-180 & —— ]

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 7. November 2019

2 Systemidentifikation

Generell wird zwischen drei Arten von Systemmodellen
unterschieden:

White box model: Es existiert eine explizite Darstellung
der Physik des Systems mit bekannten Parameterwerten.

Grey box model: Es existiert eine explizite Darstellung der
Physik des Systems mit unbekannten Parameterwerten.

Black box model: Es existiert keine explizite Darstellung
der Physik des Systems. Das Systemverhalten muss durch
empirische Datenanalyse ermittelt werden.

Black box Modelle werden verwendet wenn die Physik des
Systems nicht genau bekannt oder zu komplex ist um einfach
modelliert zu werden. Durch experimentelle Modellbildung
(Systemidentifikation) kann ein Modell des Systems abgelei-
tet werden, das fiir die Reglerentwicklung erforderlich ist.

Systemidentifikation mittels Frequenzgang
Ein unbekanntes System kann wie folgt identifiziert werden:

1. Das System wird mit einem bekannten harmonischen
Eingangssignal angeregt: u(t) = cos(wt), w € [0, 00).

2. Die Verstirkung |X(jw)| und die Phase /¥ (jw) der
Systemantwort Yoo = |X(jw)]| - cos(wt + £3(jw))  werden
gemessen. Somit kann das Bodediagramm des Systems
experimentell bestimmt werden.

3. Eine Ubertragungsfunktion wird an die Daten angepasst.
Hier ist es wichtig, die Auswirkung verschiedener Standard-
elemente auf Magnitude und Phase zu verstehen.

Beispiel zu Black-box System Identifikation

|X(jw)laB 1 10

-90 1

Extensives testen bei verschiedenen Frequenzen ergibt die
blauen Datenpunkte. Du erkennst die Form als System erster
Ordnung. Durch auslesen der Zeitkonstante bei w, = % =10,
schitzt du das System als (rot eingezeichnet):

11
7s+1 01s+1

X(s) =



3 Modellunsicherheit

Ein Modell eines physikalischen Systems kann das wahre
System nicht perfekt reproduzieren. Durch die Beticksichti-
gung der maximal zu erwartenden Modellierungsunsicherheit
beim Entwurf eines Regelsystems kann robustes Verhalten
garantiert werden.

3.1 Nichtparametrische Unsicherheit

Im

1

N

2(jw) 2(jw")

Xe(jw)

[Z(jw™) - Wa(jw”)]
Annahme: es existiert eine lineare, zeitinvariante wahre
Ubertragungsfunktion ¥ (s), die das System exakt beschreibt,
die jedoch wegen Modellunsicherheiten nicht bekannt ist.
Die wahre Ubertragungsfunktion 3 (s) liegt in der Menge S:

S= {z(s) S+ A-Wy(s) ||A] <1, ZA € H,w]}

¥(s): Nominelle Ubertragungsfunktion, durch (imperfekte)
Systemmodellierung gefunden.

A: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.

Wa(s): Ubertragungsfunktion der Unsichersicherheits: quan-
tifiziert die frequenzabhingige Unsicherheit des Modells

Bei jeder Frequenz w* liegt die wahre Ubertragungs-
funktion ¥;(jw*) innerhalb von einem Kreis mit Radius
|Z(jw*) - Wa(jw*)| um die nominelle Ubertragungsfunktion
S(jw*).

3.2 Unsicherheitsiibertragungsfunktion Wa(s)

Es gibt mehrere Methoden, um ein Modell fiir die Unsicher-
heitstibertragungsfunktion zu bestimmen.

3.2.1 Unsicherheitsschitzung mittels Messdaten

Diese Methode verwendet Messungen am realen System, um
die Unsicherheitsgrenzen des Modells davon zu bestimmen.

1. Es werden £ = 1,..., K Messungen des Frequenzgangs
durchgefiihrt. Fiir jede Messung bei Frequenz w;, i = 1,...,1
werden die Werte |X(jw; k)| und £X(jw; i) identifiziert.

dB| m(w) deg| p(w) ) 10

T T

w (rad/s)

it 10
T
1

-20 -100

-40

Abb. 1: Reprisentation der Messung des Ausgangs fitr ver-
schiedene Frequenzen.

2. Eine nominelle Ubertragungsfunktion ¥(s) wird an die ex-
perimentellen Daten angepasst (analog zur Methode der Sy-
stemidentifikation).

B(jwi) = m; - ¥

3. Bei jeder Frequenz w; sind die Werte der K Messungen
von |B(jw; )| verteilt um den Wert der nominellen Ubertra-
gungsfunktion |X(jw;)|. Die Unsicherheitsiibertragungsfunk-
tion bildet einen Kreis mit Radius |[W2(jw;)| um |X(jw;)| so
dass alle Messpunkte von |X(jw; )| darin enthalten sind:

’E(jwi,k)

) — 1‘ < |[Wa(jwi)lk € [1,K] i € [1,1] (1)

Die Ungleichung Gl. (1) definiert eine Bedingung bei jeder
Frequenz w;. Wird die Linke Seite der Ungleichung als
Funktion der Frequenz dargestellt, ergibt sich:

[Wa(jw)|

1 N ++i+¢

+ ++++E LT
0.1t £l Jﬁ«&g ii S - ++

iy
- - + +
Eamie e o fi T i i% ;f&##%&-;- + -
:f &iﬂ ?*I* Ei #{t %f* o e H *
B c:ed af Lﬁ' ﬁ#ﬂ* S
0.1 1 10
wa w (rad/s)

Wie erwartet, steigt die Unsicherheit bei hoheren Frequenzen.
Den Daten kann eine Unsicherheitsiibertragungsfunktion
Wh(s) zugeordnet werden.

Bemerkung: Die Unsicherheitsiibertragungsfunktion Ws(s)
enthélt keine Phaseninformation.

Beispiel zu Unsicherheit

Um eine Unsicherheitsschranke Wy fiir das identifizierte Sy-
stem aus dem vorherigen Beispiel zu erhalten, wendest du
Gl (1) an:

Du findest eine Ubertragungsfunktion Wa(s), die die Daten-
punkte umhiillt:

3/4-s
Wale) = 1ot
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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Definitionen
Signale im Regelkreis:

r(t) :Referenz (Sollzustand des Systems)
w(t):Storung der Eingangsgrosse u
d(t) :Storung der Ausgangsgrosse y
d
1
-

n(t) :Sensorrauschen
w
: 8
— 5

Standardregelstruktur mit Storgréssen w und d.

u

c

Das Konzept einer Ubertragungsfunktion kann erweitert wer-
den, um die Beziehung zwischen zwei beliebigen Signalen zu
beschreiben. Dafiir wird der Regelkreis zunéchst in den Fre-
quenzbereich transformiert:

R(s) E(s)

¥

Ziel ist, die Ausgangsgrosse Y (s) als Funktion des Reglers
C(s), der Regelstrecke P(s) und der Eingénge R(s), N(s),
D(s), und W(s) zu schreiben. Durch die Linearitiat der Reg-
lerstruktur und unter Annahme von unkorrelierten Eingangen
kénnen die Eingangsbeitrége einzeln betrachten werden:

(— =
S N

C(s)

YN(S)
Rﬂ?_“s) S paT) W ey Ry %f O z(;
N(s)
W(s) D(s)
oS 0] pet D Ylvﬁs) SR pariy W ey NG LG
Daraus folgt:
_ P(s)C(s) __P(s)C(s)
T RGN T TG MY
Y (s) = %30(5) -Wi(s), Yp(s)= ! -D(s)

14+ P(s)C(s)
Die gesamte Ausgangsgrosse Y (s) lautet somit:

Y(s) =Yr(s) +Yn(s)+ Yw(s) + Yp(s) (1)

Es werden Komponenten von Gl. (1) neu definiert:
Kreisverstarkung : L(s) = P(s) - C(s) (e = y)

Sensitivitét 2 S(s) = ﬁL(S) (d—=y,r—e)
Komplementire : T(s) = 1£S()8) (r—=y,n—vy)
Sensitivitét

1

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 21. November 2019

Mit diesen Definitionen kénnen wir die Beziehung zwischen
allen Eingangssignalen und dem Ausgang kompakt schreiben:

Y(s) = S(s) - [D(s) + P(s) - W(s)| + T(s) - [R(s) + N(s)]

2 Stabilitidt des geschlossenen Regelkreises

Fiir geschlossene Regelkreise muss das Konzept der Stabilitét
erweitert werden. Ein System ist intern stabil, wenn alle
Ubertragungsfunktionen, welche die Eingénge w,d,r in den
Regelkreis auf die Ausgange u,y,e abbilden, asymptotisch
stabil sind (Re(\;) <0,i=1,...,n) Die Beziehungen
zwischen diesen Signalen sind gegeben durch:

U(s) S(s) —S(s)-C(s) S(s)-C(s) W (s)
Y(s)| = | S(s)- P(s) 5(s) T(s) D(s)
E(s) —5(s) - P(s) —5(s) S(s) R(s)

D.h. die Ubertragungsfunktionen S(s), T(s), S(s) - C(s), und
S(s) - P(s) diirfen nur asymptotisch stabile Pole haben.

Falls P(s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben,
geniigt es also, die asymptotische Stabilitdt von S(s) und
T(s) zu iiberpriifen um die interne Stabilitdt zu garantieren.

3 Nyquist Theorem

Durch das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Sta-
bilitdt eines geschlossenen Regelkreissystems T'(s) = 1-&1(15()3)
durch Analyse seiner Kreisverstarkung L(s) (offener Regel-
kreis) bestimmt werden. Dabei wird angenommen, dass keine

Modellunsicherheit Wa(s) vorhanden ist.

Nominelles Stabilitdtskriterium von Nyquist:

Der geschlossene Regelkreis, mit Ubertragungsfunktion 7'(s),
ist asymptotisch stabil, falls fiir L(s) gilt:

(2)

Ne = 5 +ny

ne © Anzahl Umrundungen von L(jw) um den Punkt
(=1 + j0), wenn w zwischen (—oo, co) variiert wird.

ng : Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0

n4: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0

Wichtig: Stabilitdit nach Nyquistkriterium gilt
falls keine Kiirzungen von instabilen Polen mit nicht-
minimalphasigen Nullstellen auftreten in L(s) = C(s) - P(s).
Andernfalls kann nicht von L(s) auf die interne Stabilitét
des geschlossenen Regelkreises geschlossen werden.

nur,

Vorgehen zur Auswertung des Stabilitédtskriteriums

1. Betrachte das Nyquistdiagramm von L(jw) in der komple-
xen Ebene mit w € [0, 00).

2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegelte
Kurve enspricht dem Bereich w € (—o0,0]. Die kombinierte
Kurven entpricht also L(jw), w € (—o0, c0)

3. Zahle n., die Anzahl Umrundungen von L(jw) um den
Punkt (—1+ j0), wenn w von —oo bis co variiert wird. Ein
Umlauf in O wird positiv gezdhlt, und in O negativ.



Detailierte Anleitung zum Zihlen der Umrundungen

Betrachten einen Zeiger dessen Basis auf dem Punkt
(=1 + 50) liegt und dessen Kopf auf L(jw), w — —oo zeigt.
Folge mit dem Kopf des Zeigers der Kurve L(jw) von
w — —00 bis w — 400 und zéhle die Anzahl Umdrehungen
um den Punkt (—1 + 50), die der Zeiger dabei vollzieht.

4 Verstiarkungsreserve und Phasenreserve
Falls L(s) eines Systems Gl. (2) nicht erfallt, hat das resul-
tierende T'(s) = 1f(LS()S) instabile Pole. Falls ein L(s) Gl. (2)
erfiillt, ist ein Mass fiir die Robustheit der Stabilitdt also:
”Wie nahe sind wir an einer weiteren Umdrehung?”.

/v AIm
N S
HMmin W Re
W
®
We
I
L(jw)
Es werden drei Robustheitsmasse eingefithrt: die
Verstiarkungsreserve +, die Phasenreserve ¢, und der

kritische Abstand p
v : Verstarkungsreserve zu (—1 + 05) bei ZL(jw) = —180°
@: Phasenabstand zu —180° bei der Durchtrittsfrequenz w,
& kleinste Distanz zwischen (—14 05) und L(jw)

1

p=ming |1+ L(jw)| = ey

Beispiel Das nominelle System L(s) hat Phasenfehler o oder
Verstarkungsfehler k gegeniiber dem wahren System:
s/ I s),

Lio(s)=e L k(s) =k - L(s)

L o ist stabil fiir o < ¢ und Ly fiir & < . Falls beide
Fehler gleichzeitig vorhanden sind, sind v und ¢ keine guten
Robustheitsmasse, sie messen beide nur eindimensional.

Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen

12 (jw)las 0.1 1 10 w

e | i
t t bt

0,,

-40

80 +

Z5(jw)Grad 0.1

-90

-180

-270

5 Robustes Nyquist Theorem

Annahme: ein wahres Modell der linearen und zeitinvarianten
Regelstrecke P;(s) existiert, ist aber wegen Modellierungsun-
sicherheit nicht bekannt. Stattdessen wurde ein Nominalm-
odell der Regelstrecke P(s) und eine zugehorige multiplika-
tive Unsicherheitiibertragungsfunktion Wa(s) gefunden. Der
Regler C(s) ist exakt bekannt. Die wahre Kreisverstiarkung
des Systems L;(s) = Pi(s) - C(s) ist teil der Menge Sp:

Se={P(s)-C(s)- (1+A-Wa(s))|
Al <1, ZA € [-m, 7] }.

(3)

Es wird angenommen, dass L(s) und L.(s) dieselbe Anzahl
instabile (n) und stabile (ng) Pole haben.

Robustes Stabilitdtskriterium von Nyquist:

Das robuste Stabilitdtskriterium von Nyquist wird aus
dem nominalen Nyquist-Stabilitdtskriterium abgeleitet: Falls
nédmlich das nominale Nyquist-Stabilitatskriterium Gl. (2) fiir
jedes Li(jw) € S¢ in Gl (3) erfiillt ist, dann ist der Regelkreis
garantiert asymptotisch stabil.

Umsetzung des robusten Stabilitdtskriteriums: Durch be-
trachten der grossen Modellunsicherheit, d.h. mit |A| = 1 und
fiir alle moglichen Richtungen (Phasen) von A beschrénken
wir unsere Uberlegung auf den schlimmstméglichen Fall, d.h.

Li(s) = L(s) + L(s) - Wa(s) (4)

Betrachte Abb. 2 und vergleiche mit Gl. (4). Um zusétzliche
Umkreisungen des Punktes (—1 + 0)j garantiert zu verhin-
dern, darf der Unsicherheitsadius |L(jw) - Wa(jw)| (in rot)
nie grosser als |1 4+ L(jw)| (in blau) werden. Daraus folgt das
robuste Stabilitdtskriterium nach Nyquist:

|L(jw) - Wa(jw))| < |1+ L(jw)

, Yw € [0, 00)

A Im

Abb. 2: Robustes Stabilitdtskriterium nach Nyquist.
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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Frequenzbedingungen des geschlossenen
Regelkreises

Frequenzeigenschaften von Storungen und Rauschen
Die Ubertragungsfunktionen des geschlossenen Regelkreises
S(s) und T'(s) sind intrinsisch gekoppelt:
L(s) 1

14 L(s)

T(s)+S(s) =

= =1
) ,VseC

(1)

Gl. (1) setzt voraus, dass bei gegebener Frequenz @ nur
entweder |T(j&)| oder |S(jw)| viel kleiner als 1 sein kann.

Die Einfliisse des Rauschens (N fiir Noise) und der Stérung
(D fiir Disturbance) auf den Ausgang sind wie folgt:

Y(s)=Yp(s)+Yn(s) =S8(s) - D(s)+T(s)-N(s) (2)

Storungen werden also mit S(s) auf den Ausgang iibertragen
und Rauschen mit T'(s).

Die generelle Aufgabe eines Reglers ist die gleichzeitige Un-
terdriickung von Rauschen und Stérungen. Dies ist laut
Gl. (1) nur moglich, wenn die Signale in unterschiedlichen Fre-
quenbindern auftreten. Gliicklicherweise tritt Rauschen nor-
malerweise bei hohen Frequenzen (w > wy,) auf und Stérungen
normalerweise bei tiefen Frequenzen (w < wy). Daraus ergibt
sich, dass S(jw) fur tiefe Frequenzen klein, und 7T'(jw) fiir ho-
he Frequenzen klein sein muss.

Niedrige Frequenzen w < wy

1 !

S(jw)| = |7——7——=|<<1 = [L{jw)|>>1 3
1569 = | 77753 L) 3)
Hohe Frequenzen w > w,,

) L(jw) ! .
Tw)|=|—""=I<<1 = |Ljw)|<<1 4
769 = | 5 e L) (@)

‘ critical band
Wd 2 decades Wn
D(i
— 6 4B gy NG
0dB >
w
—_ —
disturbance attenuation noise attenuation
(i
sl )

Abb. 1: Stoérung und Rauschen in unterschiedlichen Fre-
quenbéndern. S(s) und T'(s), die Gl. (3) und Gl. (4) erfiillen.

Beschrinkungen der Sensitivitét

Der Frequenzgang der Sensitivitdt S(jw) kann durch Einstel-
len des Reglers C'(jw) lokal beeinflusst werden.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 27. November 2019

Global betrachtet, iiber alle w, muss die Sensitivitit fiir alle
stabilen geschlossenen Regelkreise (d.h. Stabilitit durch das
Nyquist Theorem bestimmt) folgende Gleichung erfiillen:

[e's) n4
In |S(jw)|dw = 7 - *
/0 n| (]w)| w =T Z?Tl

i=1

(5)

wobei ny die Anzahl der instabilen Pole 7+ der Kreis-
verstarkung L(s) ist. Falls die Kreisverstirkung L(s) keine
instabile Pole hat (ny = 0) vereinfacht sich Gl. (5) zu:

/Oooln‘S(jw)’dw:O (6)

Gleichungen Gl. (5) und Gl. (6) implizieren, dass eine Ver-
ringerung von |S(jw)| in einem Frequenzband durch eine
Erhohung in einem anderen Frequenzband kompensiert wird.

2 Beschriankungen der Durchtrittsfrequenz
Definitionen Durchtrittsfrequenz und Bandbreite
Bei der Durchtrittsfrequenz w,, schneidet das Bode Dia-
gramm von L(jw) die 0dB-Linie: |L(jw.)| = 0dB = 1.

Zuséatzlich definiert man die Bandbreite des geschlosse-
nen Regelkreises wp: [T(jwp)| = —3 dB ~ 0.7. Die Band-
breite ist ein Mass fiir die héchste Frequenz des Eingangssi-
gnals, die der geschlossene Regelkreis verfolgen kann.

Die Bandbreite entspricht ungefahr der Durchtrittsfrequenz.

Beschrinkungen der Durchtrittsfrequenz

Im Folgenden werden verschiedene Grossen eingefiihrt, welche
die Durchtrittsfrequenz und somit die Bandbreite (oder um-
gekehrt) des geschlossenen Regelkreises limitieren. Die quan-
titativen Werte der Beschrdnkungen basieren auf Erfahrungs-
werten und sind sinnvolle Faustregeln.

Beschrinkungen durch Modellunsicherheiten Wy
Aus dem robusten Stabilitatskriterium folgt:
’L(jw) . Wg(jbd))’ < |1 + L(jw)|, Yw € [0,00)

rrin L)

= [T(w)| < | W5 (Gw)

(7)

Da die Unsicherheit |Wa(jw)| tendenziell mit der Frequenz
zunimmt (und Wy '(jw) somit mit der Frequenz abnimmt),
ist Gl. (7) eine obere Beschrankung der Bandbreite, und somit
eine Beschrinkung der Durchtrittsfrequenz von |L(jw)|.

Man will die Unsicherheit auf jeden Fall vermeiden. Deswegen
setzt man als obere Schranke fiir die Durchtrittsfrequenz eine
Dekade kleiner als die Unsicherheitsdurchtrittsfrequenz.

[Wa(jwe)| =1




Beschrinkung durch eine Totzeit T

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten 7¢ und 7p
Totzeit im Regler:

Durch die Verarbeitung des Signals im Regler vergeht Zeit.
Die vergangene Zeit wird als Totzeit 7¢ modelliert:

C-(s)=C(s)-e77c®

Totzeit in der Regelstrecke

Die Totzeit 7p der Regelstrecke ist identisch definiert wie die
Totzeit des Reglers:

Ein Beispiel einer Totzeit in der Regelstrecke ist die Kom-
munikation zu einem Satellit. Es vergeht Zeit 7p zwischen
senden der Eingangsgrosse u(t*) zur Zeit t* und der Reaktion
des Satelliten y(t* — 7p).

Die Ubertragunsfunktion der Kreisverstérkung mit Verzoge-
rung im Regler und der Regelstrecke ist gegeben durch:
L(s)=C(s)- P(s)-e~(7eT™)s — C(s) . P(s) - e™™*

Die Totzeit induziert eine obere Grenze fiir die Durchtritts-
frequenz. Um die Totzeitsfrequenz gut zu vermeiden wird als
Grenze die halbe Totzeitsfrequenz gewéhlt.

—we < = -

Der Faktor von % ist ein Erfahrungswert. Falls moglich sollte
man einen konservativen Vorfaktor von % wéhlen.
Beschrinkungen durch nicht-minimalphasige (NMP)
Nullstellen We+t

Gegeben sei eine Regelstrecke P(s) = %

mit mindestens
einer nicht-minimalphasigen Nullstelle. Um die Wirkung der
Nullstellen zu veranschaulichen, wiahlt man einen konstanten

Regler C(s) = ky, k, € R.

kp - n(s)

_ d(s) _
S(s) =2 )= a5+ kp - 1(5)

(s)+ kyp - n(s)’
Wenn k, — oo strebt, ndhern sich die Pole von S(s) und
T(s), gegeben durch d(s) + k, - n(s) =0, an die Lésung von
n(s) =0. Da n(s) mindestend eine nicht-minimalphasige
Nullstelle hat, wird das System bei k, = kp it instabil. Dies
impliziert, dass die Bandbreite durch einen Regler &, nicht
beliebig hoch gewéhlt werden kann. Daraus folgt:

1

! 1
we < 5 Wt (konservativer mit 3 als Faktor)

(®)

wobei we+ der “langsamsten” nicht-minimalphasigen Nullstel-
le entspricht (kleinster positiver Realteil).

Beschrinkungen durch instabile Pole 7t

I: Instabile Pole 7t ohne Modellierungsunsicherheit
Die Wirkung von instabilen Polen wird anhand eines
einfachen Beispiels gezeigt. Gegeben sei eine Regelstrecke
P(s) = 5717r+, 7t € R, welche mit einem konstanten Regler
C(s) = kp, k, € R stabilisiert werden soll.

Aus n. = % +ny mit ng = 0 und ny = 1 folgt das eine Um-
kreisung von (—1+ 50) in © notwendig ist um das System zu
stabilisieren. Dies kann durch einen Regler k, > |77| erreicht
werden.

Abb. 3: Nyquistdiagramm der Regelstrecke P(jw) und Kreis-
verstarkung L(jw)

Daraus folgt eine untere Schranke fiir die Durchtrittsfrequenz:

(konservativer mit 5 als Faktor)  (9)

wobei w,+ der “schnellste” instabile Pol von L(s) ist (Pol
mit dem grossten positiven Realteil).

II: Instabile Pole 7+ mit Modellierungsunsicherheit

Zusétzlich zu Gl. (9) miissen wir folgende Bedingung fir alle
instabilen Pole 71'1-+ priifen:

‘Wg(nj)‘ <1Vi (10)

3 Zusammenfassung der Beschriankungen

Alle oben beschriebenen Einschrankungen koénnen als eine
Reihe von Bedingungen an die Durchtrittsfrequenz zusam-
mengefasst werden. Da es mehrere untere Schranken und
obere Schranken fiir die Durchtrittsfrequenz gibt, muss
man das engstmogliche Frequenzband nehmen, sodass alle
Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind:

: 1 1 1 1
max{lO-wd,2-wﬂ+}<wc<m1n{ﬁ-wn,ﬁ-w%§-wT,i-wCJr}

L

konservativer mit 5 konservativer mit %

Wichtig:

1. Es handelt sich bei den besprochenen Beschrankungen
nicht um Design-Spezifikationen an den Regler, sondern um
eine Uberpriifung, ob das Regelproblem iiberhaupt sinnvoll
gelost werden kann. Wenn es kein giiltiges Frequenzband fiir
w, gibt, existiert kein Regler, der das Problem sinnvoll 16st.
2. Falls D(jw) oder N (jw) mit 20 dB/dek abfallen oder anstei-
gen, garantiert der Sicherheitsfaktor 10 eine Verstédrkung der
Signale nicht grosser als 10% (> Unterdriickung um 90%).
3. Bei instabilen Polen oder NMP Nullstellen geht es nicht um
die Unterdriickung von Signalen, sondern um die Garantie
von Stabilitéit. Diese wird nominell auch mit einem kleineren
Sicherheitsabstand von Faktor von 2 oder 5 erreicht.



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich

151-0591-00 Regelungstechnik 1 (Hs 2019)

Institute for
Dynamic Systems and Control

IDSC
Institut for Dynamische Systeme
und Regelungstechnik

Autoren: C. Kiittel, M. Reinders Dozent: L. Guzzella

Zusammenfassung der Vorlesung

Kapitel 10.1-10.4 Spezifikationen von Regelungssystemen - 1l

1 Statischer Nachlauffehler

Bis jetzt wurde jeweils Y(s) als Funktion der Einginge
R(s), W(s), D(s), und N(s) betrachtet. Im Folgenden wird
besprochen, wie sich der Fehler e(t) im eingeschwungenen Zu-
stand verhalt. Dazu wird der Regelkreis im Frequenzbereich
betrachtet:

W (s) D
U(s
C(s) % &

—~

s)

Y (s)

O—

P(s)

[-
O N(s)
Ahnlich wie bei der Ausgangsgrosse Y (s) kann man E(s) als
Funktion der Eingénge beschreiben':
E(s)= Er(s) + En(s) + Ep(s) + Ew(s)
= S(s)R(s) + S(s)N(s) — S(s)D(s)— S(s)P(s)W(s)
= 5(s) - [R(s) + N(s) — D(s) = P(s) - W(s)]

Man betrachtet Referenzen und Storungen die als Spriinge
h(t) auf den Fehler abgebildet werden?:

S H(s)=-

=1
h(t) , t>0 .

Mit dem Endwerttheorem (final value theorem) kann man den
Fehler auf eine Sprungantwort nach langer Zeit berechnen:

h = lim e"(t) = lim s-S’(s)~1: lim S(s) =.5(0)

e
o t—oo s—04 S

Man schreibt S(0) als Funktion des offenen Regelkreises L(0):

1
€h :S(O): m

(1)

L(0) hangt vom Systemtyp k der Kreisverstarkung L(s) ab:

bm'8m+...+b1'5+bo
sk (s Tkt ap_1_p s 1R+ o+ ag s+ ao)

L(s) = (2)

Aus Gl (1) und GL (2) ist ersichtlich, dass fir L(0) und

somit e’ zwei Fille vorliegen:

k=0
k>0

h __ ao
= €oo = ag+bo

=el =0

= L(0) » &
= L(0) = o0

In anderen Worten kann ein System mit Systemtyp k& > 0
einem Sprung nach langer Zeit fehlerfrei folgen, und so-
mit Sprungartige Stérungen unterdriicken. Fiir ein Systemtyp
k = 0 wird die Antwort y(t) des Systems vom angewandten
Sprung abweichen.

IDie Eingéinge werden dabei als unkorreliert behandelt und ihr Einfluss
wird individuell betrachtet.

2R(s) und D(s) werden durch S(s) abgebildet. Das Rauschen n(t) hat in
der Regel Mittelwert 0 und induziert dadurch im Mittel keinen Fehler.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 6. Dezember 2019

Beispiel: Sprungantworten und Systemtyp:

Li(s) = = (k=0), Lo =ir (k=1)
Ti(s) = 2157 T; = 582(2?1

Das erste System hat Systemtyp k=0 und weist somit
einen Fehler in der Sprungantwort auf: S(0) = 1++1(0) =1
Der zweite offene Regelkreis Lo(s) ist Systemtyp k = 1.
(La(s) strebt fiir s — 0 linear gegen oo.) Daraus folgt,

dass das zweite System fehlerfrei zum Sprung konvergiert.
y() y(t)
1 fmmmmmmmmmem - 1f--

0 1 3 t 0 3 6 9 t

Beispiel: Das Konzept des statischen Nachlauffehlers kann
auch auf Referenzen hoherer Ordnung®erweitert werden:

1
rm(t):%im,tZO,mG{O,l,Q,...}.

Tm(t) Ahnlich wie beim speziellen Fall
der Sprungantwort ergibt sich

mit Hilfe der Ordnung der Re-

11 N ferenz m, und der Anzahl der
o offenen Integratoren von L(s)
) " (Systemtyp k) eine Fallunter-
0 1 92 scheidung;:
. 1 —
m<k — ex= sli%lJr L) = 0
_ 1 _
m >k — eoo—sl_lgler—oo
m=k — ex= lim 2 ¢ {0, 00}
s—0t 5

Beispielhaft wird eine Rampenantwort (m = 1) des zweiten
Systems T»(s) (k = 1) aus dem vorherigen Beispiel betrach-
tet. Da k = m gilt, hat die Rampenantwort einen statischen
Nachlauffehler.

s(s+1)
S = —
2(5) s24+s+1
= €s = lim S(:) =1
s—0t 8

3 Die Referenz rq(t) entspricht der Sprungantwort h(t), r1(t) entspricht
der Rampe p(t), r2(t) einer quadratisch ansteigenden Fuktion, usw.



2 Spezifikationen basierend auf Systemen
2. Ordnung

Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T'(s)
einem System zweiter Ordnung entspricht:

2
“o

2420wy s+wp

T(s) =

Dies ist fiir sinnvolle geschlossene Regelkreise eine gute
Annahme, es verlangt asymptotische Stabilitdt und erlaubt
ein Uberschwingen. Der geschlossene Regelkreis T'(s) zweiter
Ordnung soll Spezifikationen in der Anstiegszeit tgo und im
relativen Uberschwingen ¢ erfiillen:

y(t) 0ae

0.9 1

2) t

Die Spezifikationen von € und tgy konnen erfiillt werden, in

dem man Anforderungen an die typischen Parameter eines
Systems 2ter Ordnung aufstellt:

—In(é

so O (0144040

72 + In?(é) 90

2.7

Im néchsten Schritt werden die Spezifikationen an T'(s) in
Anforderungen an die Kreisverstarkung L(s) umgewandelt,
L(s)

1+L(s)"

unter Anwendung von T'(s) =

Die Anforderungen des geschlossenen Regelkreises konnen in
Anforderungen an die Durchtrittsfrequenz w,. und die Phasen-
reserve o der Kreisverstarkung L(s) umformuliert werden:

we = wo - \/ VI @ T 1—2-6()2
VIR 1252

2-5()

= — — arctan

Die obigen Gleichungen kénnen fiir 0.45 < § < 1 sehr gut mit
den folgenden vereinfachten Zusammenhidngen angenéhert
werden:

We X —

tgo
e T —117° ¢

Somit sind Spezifikationen des
Regelkreises T'(s) in  Anforderungen an
Regelkreis L(s) umformuliert worden.

geschlossenen
den offenen

Geschlossene Regelkreise mit Charakteristiken, welche einer
Déampfung ausserhalb des Bereiches 0.45 < § < 1 entsprechen
sind in der Praxis nicht relevant, weil sie entweder sehr stark
iiberschwingen oder extrem langsam sind.

3 Frequenzbereich - Spezifikationen

Die Stérung D(s) und das Rauschen N(s) werden durch die
Sensitivitdt S(s) und durch die komplementére Sensitivitét
T'(s) auf den Ausgang abgebildet:

Y(jw) = S(jw) - D(jw) + T(jw) - N(jw)

Um die Auswirkung von Stérungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz w. zu minimieren, beschrankt man den
Maximalwert von S(s) und T'(s).

HSHOO < Smaxa ”Tlloo < Tmaxa SmaxaTmax > 1,

(3)
wobei per Definition ||X||o = max,, |E(jw)|.

Die Bedingungen in Gl. (3) werden in Anforderungen an die
Kreisverstirkung L(s) umgewandelt:
z € C} (4)

ZGC} (5)

Die geometrische Interpretation von Gl. (4) ist, dass L(jw)
nicht in einen in —1 zentrierten Kreis mit Radius % ein-
treten darf.

max

[ISllcc < Smax > L(jw) & {|1 + 2| <

TII) ax

-T2 -1

max

[Tlloc < Tmax & L(jw) ¢ {

0.5 Re

Abb. 1: Darstellung der nicht zuléssigen Region aus Gl. (4)

Die geometrische Interpretation von Gl. (5) ist, dass L(jw)
2
nicht in einen in % zentrierten Kreis mit Radius %}“*ﬁl

max

eintreten darf.

Im

Re

Abb. 2: Darstellung der nicht zuldssigen Region aus Gl. (5)
mit k = Tax

Wenn Spax und T verringert werden, wird eine zunehmen-
de Teilmenge der komplexen Ebene fiir L(jw) nicht zuléssig.
Fiir Typax — 1 ist die gesamte komplexe Ebene links von —1

2
ausgeschlossen.
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Zusammenfassung der Vorlesung

1 PID-Regler

Bisher wurde in Beispielen jeweils ein Proportionalregler
(P-Regler) C(s) =k, verwendet. In diesem Kapitel wird der
P-Regler durch einen Integral-Term (I-Teil), und durch einen
Derivative-Term (D-Teil) erweitert. Dieser PID-Regler wird
in der Praxis sehr haufig verwendet.

Die Reglerstruktur wird zunéchst im Zeitbereich betrachtet:

I d
upp(t) = kp - ( i(f-)/ +i/0 e(7’)d7’+Td-dte(t)>

P-Term o D-Torm

Der I-Term wird betragsmaéssig grosser, je langer ein einsei-
tiger Fehler (z.B. e(t) > 0) vorhanden ist. Der D-Term wirkt
auf schnelle Anderungen im Fehlersignal. Ein Nachteil des
D-Terms ist, dass er Rauschen auf dem Fehlersignal e(t)
verstarkt.

FEine Transformation in den Frequenzbereich ergibt:

Uls)
E(s)

Wie bereits erwédhnt wird u(t) durch den D-Term sehr emp-
findlich auf Rauschen. Man kann im Frequenzbereich hohe
Frequenzen ganz einfach unterdriicken, indem man eine hoch-
frequente doppelte Nullstelle an den Regler héngt. Dieser
Term wird roll-off Term genannt:

Cruos) = by (14 7~ + T ) =

Ti'S

1
(t-s4+1)2
—_———

roll-off

CpID(S)ka- (1+ +Td~s> .

Ti'S

Als Ubertragungsfunktion ergibt sich:

kausal

Ty-T;-s>+T;-s+1 1
T s (t-s4+1)2

CPID(S) = k‘p . (

nicht kausal

Ohne den roll-off Term wire die Ubertragungsfunktion %EZ;

nicht kausal und entsprechend nicht praktisch realisierbar.
Um u(t) ohne roll-off zu berechnen, brauchte man Zukunfs-
werte des Fehlersignals e(t).

PID-Regler in Standardform im Frequenzbereich

1 UP(S)
E(s) 1 Ui(s) | Uls)
— kp Tis —
s Up(s)

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 12. Dezember 2019

Proportionales Verhalten (P-Term)

up(t) =k, -e(t), Up(s)=k,-E(s)

Der P-Term reagiert auf den momentanen Wert des Fehlers
e(t). Die Stérke der Reaktion ist proportional zur Grosse des
momentanen Fehlers.

Integratives Verhalten (I-Term)

o~

uI(t) = kjl

1
Z.E
T S Els)

[ etrar, v =t

?

Der I-Term reagiert zum Zeitpunkt ¢ proportional auf den ku-
mulierten Fehler, fur ¢ € [0,¢]. Falls ein statischer Nachlauf-
fehler vorhanden ist, wird dieser aufintegriert, und der Regler-
ausgang wird immer grosser, bis kein Fehler mehr vorhanden
ist. Ein Nachteil des Integrators ist, dass der Reglerausgang
theoretisch beliebig gross werden kann.

Derivatives Verhalten (D-Term)

up(t) =ky - Ty - %e(t), Up(s) =k, -Ty-s-E(s)

Der D-Term wirkt antizipierend, er reagiert zum Zeitpunkt ¢
auf die momentane Anderungsrate des Fehlers. Der D-Term
wirkt wie ein Ddmpfer gegen ein schnelles Erhohen oder Ver-
ringern des Fehlers. Eine starke Anderung im Fehler resul-
tiert in einem erhéhten Reglerausgang. Falls die Anderung zu
stark ist, kann der gewiinschte Reglerausgang grosser als der
grosstmogliche Eingang eines Systems werden.

Bodediagramm eines PID-Reglers mit roll-off

i
|C(jw)l 17
20 —
~ N
P ¢ N roll-off
10 1 D N i
AN N
m N 7
o N P 7
of - ="
1/T; 1/Ty
10 ‘ ‘ ‘
107! 10° 10* 102 10°

degrees

107t 10° 10t 102 103



Beispiel: Regegelung eines Systems zweiter Ordnung
y(t)

02 05 08 t

Es ist ersichtlich, dass ein statischer Fehler durch den In-
tegrator eliminiert werden kann. Der D-Term ermdoglich es,
schneller auf die Fehlerdnderung zu reagieren, jedoch wird
dadurch der Reglerausgang auch grosser.

PID-Regler Parameter Tuning nach Ziegler Nichols

Die Parameter k,, T;, und T,; kénnen durch extensives Testen
des Systems bestimmt werden. Ein anderer Ansatz ist, der
von Ziegler-Nichols. Hier geht man davon aus, dass das Sy-
stem P(s) ein System erster Ordnung mit zusétzlicher relativ
kleiner Totzeit ist:

k —T-s T !

P(s) ~x ——— - ' bei : 0.3
(s) e T , wobei T+T<

Zur Bestimmung der Ziegler-Nichols Parameter startet man
mit einem reinen P-Regler und erhoht die Verstdrkung k,
soweit, bis der geschlossene Regelkreis grenzstabil wird bei
der Verstarkung ky; (Pole von T'(s) auf der imaginéren Achse).
Falls die Modellannahme ungefdhr stimmt, oszilliert das
grenzstabile System bei k; mit einer Periode von 7. Man
kann diese Parameter des grenzstabilen System in folgende
Tabellen einsetzen um Reglerparamter fiir verschiedene PID
Kombinationen zu erhalten.

Regler ky, T; Ta
P 05-ki oo-T*  0-T"
PI 0.45-k;, 0.85-T" 0-7*

PD 0.55 -k, oo - T™* 0.15-71*
PID 0.60-k;, 0.50-7% 0.125-T*




2 Iterative Loop Shaping

Ein System, das mit einem PID-Regler ausgelegt wird, erfiillt
unter Umstédnden nicht alle Designspezifikationen. Um gewis-
se Frequenzbénder nach Wunsch abzuéndern, kann man einen
beliebigen Regler zum Beispiel mit Lead /Lag-Elemente erwei-
tern oder einen Regler von Grund auf neu erstellen.

Lead-Lag Elemente erster Ordnung

Der Term ’Lead-Lag’ bezeichnet zwei Arten von Systemen

mit gleicher Struktur und den zwei Parametern o und 7"
T-s+1

S N 1

a-T-s+1 (1)

Der Wert von « definiert ob es sich um ein Lead- oder ein

Lag-Element handelt:

0<a<l
1<a

C(s) = o, T e Ry

< Lead-Element
< Lag-Element

Die Parameter oo und T werden gezielt gewahlt, sodass bei der
Frequenz @ eine maximale Phasenidnderung von ¢ vorliegt:

1
& o

a:< tan2(¢)+1—tan(¢))2, T=

25 x
15
|Cleadlan
5

10! 102

54
|Clag|aB
-15 +
25 1 _
0 } - } =y
L 10° 102
L0
40 F S o1
-50 T
I AR s
Abb. 2: Lag-Element fiir & = 1 und ¢ = {—40, —50, —60}

Ein Lag-Element mit —¢ entspricht einer Spiegelung des
Magnituden- und des Phasendiagramms des Lead-Elements
mit @.

Lead-Lag Elemente zweiter Ordnung

Die Verwendung eines Elements erster Ordnung beeinflusst
Frequenzen in der grosseren Umgebung von @. Die Idee eines
Elements zweiter Ordnung ist, dass der gewtnschte Effekt an
einer bestimmten Frequenz besser isoliert ist. Die Struktur
erfordert die Parameter k, €, und wp:

24+2- ke (1—€) -wy-s+(1—e)? Wi 2)
$2+2-k-e- (146 wy-s+(1+€? wd
Zusétzlich zur Wahl der mittleren Frequenz @ und der ma-

ximalen Phasenverschiebung ¢ kann man nun zusétzlich die
Breite des Frequenzbands durch den Parameter ¢ wahlen:

C(s)=k-

(l+e) _ cot(p/2) o — @
1—6 m’ m

|Cleadlan

0 1 — P ‘
1071 100 101 102
Abb. 3: Lead-Element zweiter Ordnung fir & = 1, ¢ = 60,
und e = {0.05,0.16,0.25}.

3 Inversion der Regelstrecke

np(s)

Wenn die Regelstrecke P(s) = )
asymptotisch stabil ist und nur minimalphasige Nullstellen
enthélt, kann ein Regler C(s) gewéhlt werden, der die Dy-
namik der Regelstrecke exakt kompensiert und gleichzeitig
in einer gewiinschten Ubertragungsfunktion L(s) des offenen
Regelkreises resultiert:

mit relativem Grad r

desired L(s)

Ls) = P6) - PO g e
C(s)
=0 = PO s
dy(s) 1 1
Cls) = np(s) ’ T;-s . (t-s41)r—1

Der Regler invertiert die Dynamik der Regelstrecke, und
somit haben die Pole und Nullstellen von P(s) keinen Ein-
fluss auf die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreises
L(s). Die tibrigen Elemente von C(s) stellen sicher, dass die
gewiinschte Ubertragungsfunktion L(s) des offene Regelkreis
resultiert: 1 1

L(S):TZ—-S.

(t-s+1)r-1

Mit der Verstirkung 7; = w; ! kann die gewiinschte Durch-
trittsfrequenz w. eingestellt werden. Zusédtzlich wéahlen wir
7 < T; und w, < ws.



