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1 Systemdefinitionen
Σ

xu y
y = Σ(u) ⇐⇒

Abb. 1: System Σ mit Eingang u, Ausgang y und Zustands-
variablen x

Signal: Ein Signal ist eine Funktion der Zeit (z.B. u(t), y(t))

System: Ein System ist ein Operator der ein Signal ändert.
Σ in Abb. 1 transformiert einen Eingang u in einen Ausgang
y. Bem.: Ein System kann interne Zustandsvariablen x
haben, welche von aussen nicht zugänglich sind.

2 Systemklassifikation
SISO/MIMO: SISO (Single Input Single Output) sind
Systeme mit genau einem Eingang und einem Ausgang.
Systeme mit mehreren Eingängen oder Ausgängen heissen
MIMO (Multiple Input Multiple Output).
Linear/Nichtlinear: Ein System Σ heisst linear, falls gilt:
Σ(α · u1 + β · u2) = α · Σ(u1) + β · Σ(u2)
Linear Nichtlinear
y(t) = d

dtu(t) y(t) = α · u(t) + β

y(t) =
∫ t

0 u(τ)dτ y(t) = sin(u(t))

y(t) = α · u(t) y(t) =
√
u(t)

Eine Änderung des Ausgangs bei einem Linearen System
ist proportional zur Änderung des Eingangs.

Kausal/Akausal: Ein kausales System hängt nicht von
Eingängen in der Zukunft ab.
Kausal Akausal
y(t) = u(t− τ) ∀τ ≥ 0 y(t) = u(t+ 5)

y(t) =
∫ t
−∞ u(τ)dτ y(t) =

∫ t+1
−∞ u(τ)dτ

Alle physikalischen Systeme sind kausal. Solche Systeme
können Dynamisch oder Statisch sein
Dynamisch Statisch

y(t) =
∫ t

0 u(τ)dτ y(t) = 3 · u(t)

y(t) = u(t− τ) ∀τ 6= 0 y(t) =
√
u(t)

Der Ausgang eines statischen Systems zur Zeit t∗ hängt nur
vom Eingang zur Zeit t∗ ab.

Zeitinvariant/Zeitvariant: Zeitvariante Systeme geben bei
gleichen Eingängen zu unteschiedlichen Zeitpunkten und glei-
cher Anfangsbedingung unterschiedliche Ausgänge.
Zeitinvariant Zeitvariant
y(t) = 3 · u(t) y(t) = sin(t) · u(t)
y(t) = d

dtu(t) y(t) = u(t) + t

3 Steuerung vs. Regelung vs. Vorsteuerung
In diesem Abschnitt wird der Unterschied zwischen Steuerung
und Regelung mit Hilfe von Beispielen illustriert.
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Abb. 2: Steuerungsstruktur

Betrachte Abb. 2. Das System stellt sich zusammen aus ei-
ner Steuerung F und einer Strecke P . Ein- und Ausgänge
in die Systemblöcke sind Führungsgrösse r, Eingangsgrösse
u und Ausgangsgrösse y. Bei einem Steuersystem wird die
Steuergrösse nicht mit der Ausgangsgrösse verglichen. Diese
Struktur hat ein Freiheitsgrad: Die Steuerung F .

ϑ∗

ϑ0

∆ϕ

Abb. 3: Temperaturhebel deiner Dusche.

Beispiel: Betrachte Abb. 3. Du hast schon oft in deiner Du-
sche geduscht und ein affines Verhältnis zwischen dem Win-
kel des Temperaturhebels und der Ausgangstemperatur des
Wassers identifiziert. Das heisst, eine Temperaturänderung
ist Proportional zur Winkeländerung des Hebels: ϑ = ν(ϕ−
ϕ0) + ϑ0 = P (ϕ), wobei ν die Proportionalitätskonstante
und ϑ0 die Referenztemperatur beim Referenzwinkel ϕ0 ist.
Dieses Modell ist die Steuerstrecke P . Du möchtest, dass
die Ausgangsgrösse y = ϑ deiner Lieblingstemperatur r =
ϑ∗ entspricht. Da du die Proportionalitätskonstante kennst,
kannst du die Steuerstrecke invertieren: ϕ = 1

ν (ϑ− ϑ0) + ϕ0
und erhältst somit die Steuerung F = P−1. Setzt man die
gewünschte Temperatur ϑ∗ in die Steuerung, erhält man die
Eingangsgrösse u = ϕ∗ = 1

ν (ϑ∗ − ϑ0) + ϕ0. Der Aktuator ist
in diesem Fall deine Hand.
Als nächstes wird die folgende Regelstruktur betrachtet.

C P
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r

Abb. 4: Regelstruktur

Das System setzt sich immer noch aus einer Regelstrecke P
und einem Regler C zusammen. Der Hauptunterschied zur
Steuerung ist, dass nun die Ausgangsgrösse y zurückgeführt
wird und mit der Sollgrösse r verglichen wird. Die Differenz
dieser Grössen ist der Fehler e zwischen Soll- und Istwert.
Diese Struktur hat einen Freiheitsgrad: Den Regler C.
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Beispiel: Du hast dich für Tennis am Campus Irchel ange-
meldet und benutzt die Dusche der Garderobe. Du stellst fest,
dass du diese Dusche noch nie verwendet hast, und weisst
nicht welche Einstellung deine Lieblingstemperatur ϑ∗ liefert.
In anderen Worten kennst du die Regelstrecke P nicht.

ϑ∗

ϑ
ϑ0

∆ϕ
?

Abb. 5: Temperaturhebel einer Dusche am Campus Irchel.
Betrachte Abb. 5. Du hast den Hebel auf den arbiträren Win-
kel ϕ = ∆ϕ + ϕ0 gestellt. Nun fühlst du auf deiner Haut,
dass die resultierende Temperatur ϑ nicht deiner Lieblings-
temperatur ϑ∗ entspricht. Das heisst, durch Rückführung der
Temperatur, mittles deiner Haut stellst du eine Temperatur-
differenz e = ϑ∗ − ϑ fest. Intuitiv wirst du, wenn die Tempe-
raturdifferenz sehr gross ist, den Hebel stark in die Richtung
bewegen, die den Fehler reduziert. Falls die Temperaturdiffe-
renz eher klein ist, musst du den Hebel nur leicht bewegen.
Ein Beispiel eines solchen Reglers ist ein Proportionalregler:
∆ϕ = kP ·e, wobei kP eine Proportionalitätskonstante ist, die
du ungefähr schätzt Ein grosser Fehler e, wird in einer grossen
Winkeländerung ∆ϕ resultieren, wobei ein kleiner Fehler in
einer kleinen Winkeländerung resultiert. Du wirst den Win-
kel basierend auf dem Fehler e kontinuierlich ändern, bis sich
die gewünschte Temperatur eingestellt hat.

Als nächstes wird eine allgemeine Regelstruktur inklusive
Störung und Rauschen erklärt.

F
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Abb. 6: Regelstruktur mit Vorsteuerung.
Die Rückführung der Ausgangsgrösse in Abb. 6 übernimmt
immer noch die gleiche Rolle wie in der Regelstruktur in Abb.
4. Zusätzlich hat man nun eine Schätzung P̂ der Regelstrecke
P . Die Vorsteuerung kann nun ähnlich wie bei der Steuerung
als Inversion der ungefähren Regelstrecke gewählt werden:
F = P̂−1. Das Ziel der Vorsteuerung ist, das System durch
Vorwissen des Verhaltens der Regelstrecke in die Umgebung
des gewünschten Operationspunkt zu steuern. Fehler der Vor-
steuerung F , werden durch den Regler C korrigiert. Zusätzlich
sind noch die Störung d und das Rauschen n eingezeichnet.
Die Störung d wirkt sich auf die wahre Ausgangsgrösse aus,
wobei das Rauschen n auf die Messung von y wirkt. Über die
Rückführung wird n auch auf y wirken. Diese Struktur hat
zwei Freiheitsgrade: C,F .

Beispiel: Du warst jetzt schon öfters im Training und
weist welche Hebeleinstellung deine Lieblingstemperatur lie-
fert (Vorsteuerung F ). Da die Einstellung aber nicht genau
stimmt, regelst du den Hebel noch auf die richtige Einstel-
lung (Regler C). Leider duscht das Fussballteam auch noch.
Wenn alle Duschen gleichzeitig laufen, entspricht die resul-
tierende Temperatur nicht mehr deiner Lieblingseinstellung
(Störung d). Da du dies mittels Rückführung merkst, regelst
du den Hebel, bis sich wieder deine Lieblingstemperatur ein-
stellt. Nun hat jemand die Tür zur Garderobe offen gelassen
und du kriegst ab und zu Hühnerhaut (Rauschen n). Da du
das Gefühl hast, dass sich die Temperatur geändert hat, ob-
wohl sie noch gleich ist, regelst du die Dusche auf eine Tempe-
ratur, die sich gleich anfühlt wie deine Leiblingstemperatur.

4 Modellierung
Drei Methoden um die Differentialgleichung eines Systems
herzuleiten werden beschrieben.

Impulserhaltung: d
dt (mẋ) =

∑
i Fi

Die momentane Beschleunigung ẍ eines Körpers mit Masse
m ist durch die Summe der momentan anliegenden Kräfte Fi
bestimmt.

Drehimpulserhaltung: d
dt (JBθ̇) =

∑
i Ti

Die momentane Winkelbeschleunigung θ̈ eines Körpers mit
Trägheitsmoment JB und Ruhepunkt B ist durch die Summe
der momentan anliegenden Momente Ti bestimmt.

Speichermethode:

1. Identifiziere die Systemgrenze (Zuflüsse, Auflüsse)

2. Identifiziere die relevanten Speicher im System (Masse,
Energie, Ladung) und ihre zugehörigen Pegelvariablen

3. Formuliere die Differentialgleichung für alle relevanten
Speicher

d
dt (Speicherinhalt) =

∑
Zuflüsse−

∑
Ausflüsse

Falls der Speicherinhalt die Energie des Systems ist, sind Zu-
und Ausflüsse Leistungen P+ und P−. Die Leistung einer
Kraft F in einem System hängt von der Geschwindigkeit ẋ
ab. Die Leistung eines Momentes T hängt von der Winkelge-
schwindigkeit ϕ̇ ab.

PKraft = Fẋ

PMoment = T ϕ̇

4. Formuliere algebraische Relationen um Zuflüsse/Ausflüsse
eines Speichers als Funktion der Pegelvariablen auszudrücken.
Nach einsetzen sollten sowohl der Speicherinhalt wie auch
die Zuflüsse/Ausflüsse als Funktion der Pegelvariablen
ausgedrückt sein.

5. Identifiziere Systemparameter durch Experimente, Desi-
gnspezifikationen oder Systemoptimierung

6. Validiere das Modell mit Experimenten
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Beispiel: Betrachte Abb.7. Die Masse m ist an einer Fe-
der mit Federkonstante kF aufgehängt und wird von unten
mit einem Gas mit Geschwindigkeit v(t) angeströmt. Die Ge-
schiwndigkeit v(t) entspricht der Eingangsgrösse u(t). Die
Kraft der Anströmung auf die Masse m sei proportional zum
Quadrat der relativen Geschwindigkeit. Die Position des Sy-
stems ist der Ausgang y(t) und wird mit einem Sensor ge-
messen.

m

kFz(t)

v(t)

Abb. 7: Angeströmte, auf-
gehängte Masse

Die Systemgleichungen
können für dieses Beispiel am
schnellsten mittels Impulser-
haltung hergeleitet werden:

mz̈ = FG − FFeder − FWind
= mg − kFz − k(ż + v(t))2

Das System lässt sich auch allgemeiner mit der Speicherme-
thode herleiten:

1. Die externe Kraft durch die Anströmung führt dem
System Energie zu/ab.

2. Die Energie im System setzt sich aus potentieller Energie
der Masse und der Feder, und der kinetischen Energie der
Masse zusammen:

E(t) = −mgz(t) + 1
2kFz(t)2 + 1

2mż(t)
2

Die Pegelvariablen des Systems sind: z, ż

3. Die Energiebilanz liefert:

d
dtE(t) = −mgż + kFzż +mżz̈ = P+ − P−

4. Die Kraft der Anströmung wirkt laut Abb. 7 der positiven
z-Richtung entgegen und hat deshalb ein negatives Vorzei-
chen. Somit ist das Modell des Systems gegeben durch:

−mgż + kFzż +mżz̈ = −FWind · ż
= − k(ż + v(t))2

︸ ︷︷ ︸
Kraft

·ż

⇒ mz̈ = mg − kFz − k(ż + v(t))2
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Autoren: C. Küttel, M. Reinders Dozent: L. Guzzella

151-0591-00 Regelungstechnik 1 (HS 2019) Zusammenfassung der Vorlesung

Kapitel 3 Normierung und Linearisierung
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Beispiel: Betrachte Abb.1. Die Masse m ist an einer Fe-
der mit Federkonstante kF aufgehängt. Man kann ein Gas-
fluss mit Geschwindigkeit v(t) von unten einstellen. Die Kraft
der Anströmung auf die Masse m sei proportional zum Qua-
drat der relativen Geschwindigkeit. Die Gleichgewichtsposi-
tion des Objekt bei gegebenem ve sei bei pe. Die Position des
Systems ist die Ausgangsgrösse und wird mit einem Sensor
gemessen.

m

kFz(t)

v(t)

Abb. 1: Angeströmte, auf-
gehängte Masse

mz̈ = FG − FFeder − FWind

= mg − kFz − k(ż + v(t))2

Dieses Beispiel wird in den
folgenden Abschnitten nor-
miert und linearisiert.

1 Zustandsgleichung erster Ordnung
In diesem Abschnitt wird erklärt, wie man eine nichtlineare
Differentialgleichung (Gl. (1)) in eine Zustandsgleichung er-
ster Ordnung (Gl. (2)) umwandelt. Aus dem Modellierungs-
schritt erhält man generell nichtlineare Differentialgleichun-
gen der Ordnung n:

q(z(n−1), . . . , z(1), z(0), v) = z(n) (1)
ż = f(z, v), w = g(z, v), (2)

wobei z(t) der Zustandsvektor, v(t) die Eingangsgrösse, und
w(t) die Ausgangrösse ist. f(.) und g(.) sind generell nichtli-
neare Funktionen.
Beispiel 1

m
(mg − kFz − k(ż + v(t))2) = z̈.

Durch die Wahl

z =
[
z(0) z(1) . . . z(n−2) z(n−1)

]T

=
[
z1 z2 . . . zn−1 zn

]T (3)

lässt sich Gl. (1) in eine Zustandsgleichung erster Ordnung
umwandeln. Aus Gl. (3) und Gl. (1) folgt

ż =
[
z(1) z(2) . . . z(n−1) z(n)

]T
.

=
[
f1 f2 . . . fn−1 q(zn, . . . , z2, z1, v)

]T

= f(z, v).

Beispiel

z =
[
z
ż

]
=
[
z1
z2

]

ż =
[
ż1
ż2

]
=
[

z2
1
m (mg − kFz1 − k(z2 + v(t))2)

]

2 Normierung
Die Grössen im Zustandsvektor z weisen verschiedene Ein-
heiten auf. Die Normierung dient einerseits einer vereinfach-
ten Interpretation und andererseits zur Vorbeugung von nu-
merischen Problemen. Falls der Betrachter die physikalischen
Grössen bevorzugt und die Numerik kein Problem darstellt,
kann man den Normierungsschritt überspringen.

zi(t) = zi,0 · xi(t), zi,0 ∈ R \ {0}

In Vektornotation

z = T · x, T = diag(z1,0, . . . , zn,0)

Die Ein- und Ausgangsgrösse werden analog normiert:

v(t) = v0 · u(t) v0 ∈ R \ {0}
w(t) = w0 · y(t) w0 ∈ R \ {0}

Generell gilt

T · ẋ = ż = f(z, v)
w0 · y = w = g(z, v)

Nun normiert man das System:

ẋ = T−1 · f(T · x, v0 · u) = f0(x, u) (4)
y = w−1

0 · g(T · x, v0 · u) = g0(x, u) (5)

Die Einheit der normierten Gleichung (4) ist
[ 1

s

]
.

Beispiel:

ż =
[
ż1
ż2

]
=
[

z2
1
m (mg − kFz1 − k(z2 + v(t))2)

]

Es liege im Interesse des Betrachters, dass die normierte Posi-
tion x1 der Masse m im Gleichgewichtszustand pe (bei Wind
ve), x1,e = 1 entspreche. Ausserdem weiss der Betrachter,
dass gilt: 0 < v(t) < vmax. Dies ist hilfreich, um die Ein-
gangsgrösse in die Region 0 < u(t) < 1 zu normieren. Die
maximale Geschwindigkeit żmax sei h :

T =
[
pe 0
0 h

]
, v(t) = vmax · u(t)

ẋ =
[

h
pe
· x2

1
h·m (mg − kF · pe · x1 − k(h · x2 + vmax · u(t))2)

]

1



3 Linearisierung von nichtlinearen Systemen
Das normierte nichtlineare System wird nun um den Gleich-
gewichtspunkt linearisiert. Die Linearisierung vereinfacht die
Analyse um den Gleichgewichtspunkt.

ẋ = f0(x, u)
y = g0(x, u) ≈

ẋ = Ax+ bu

y = cx+ du
u(t)

y(t)

ue

ye

Abb. 2: Graphische Interpretation der Eingangs-
Ausgangslinearisierung. Nichtlineares System in blau.
Linearisiertes System in rot.
Berechung der Gleichgewichtslage
Um das System zu linearisieren wird zuerst die Gleichge-
wichtslage berechnet. Im Gleichgewichtszustand gilt per De-
finition:

ẋ =
[
ẋ1 . . . ẋn

]T =
[
0 . . . 0

]T = f(xe, ue).

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in x1, x2, . . . , xn und
u. Für einen gewünschten Zustand xe lässt sich ein ue be-
rechnen. Dabei ist zu beachten, dass nicht alle gewünschten
xe möglich sind. Umgekehrt lässt sich für ein konstantes ue

der resultierende Gleichgewichtszustand xe berechnen.

Beispiel:

ẋe

[
h
pe
· x2,e

1
h·m (mg − kF · pe · x1,e − k(h · x2,e + vmax · ue)2)

]

=
[
0
0

]
⇒ x2,e = 0, ue = 1

vmax

√
1
k

(mg − kFpe · x1,e),

mit x1,e = 1.

Linearisierung
Um das System um den Gleichgewichtspunkt zu linearisieren,
werden die Matrizen A, b, c, d berechnet:

A
def=




∂f0,1
∂x1

∂f0,1
∂x2

...
∂f0,1
∂xn

∂f0,2
∂x1

∂f0,2
∂x2

...
∂f0,2
∂xn

...
... . . . ...

∂f0,n

∂x1

∂f0,n

∂x2
...

∂f0,n

∂xn




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xe,ue

b
def=




∂f0,1
∂u
...

∂f0,n

∂u




∣∣∣∣∣∣∣∣
xe,ue

c
def=
[

∂g0
∂x1

∂g0
∂x2

. . . ∂g0
∂xn

]∣∣∣∣
xe,ue

d
def=
[

∂g0
∂u

]∣∣∣∣
xe,ue

Die Matrizen sind eine direkte Konsequenz der Taylorentwick-
lung1 erster Ordnung von ẋ = f0(δx+ xe, δu+ ue) um xe, ue

δẋ ≈ f0(xe, ue)︸ ︷︷ ︸
=0

+ ∂f0(xe, ue)
∂x︸ ︷︷ ︸
A

δx+ ∂f0(xe, ue)
∂u︸ ︷︷ ︸
B

δu

1Analog für y = g0(δx+ xe, δu+ ue)

Wichtig: Bei linearisierten Systemen betrachtet man nur die
Dynamik der Differenzen mit Ursprung xe, ue und lässt das δ
weg (δx def= x, δu

def= u, δy
def= y)

δẋ = Aδx+ bδu

δy = cδx+ dδu

↓
ẋ = Ax+ bu

y = cx+ du

δu = u− ue

δy = y − ye

Abb. 3: Graphische Interpretation der Delta-Formulierung.
Beispiel: Das System wird nun um ue, xe linearisiert

A =
[

0 h/pe

− 1
h·m · kF · pe − 1

m · 2k · (h · x2,e + vmax · ue)

]
,

B =
[

0
− 1

h·m · 2k · vmax · (h · x2,e + vmax · ue)

]

Die Ausgangsgrösse ist die Position z1 = z der Masse. Wählt
man die normierte Ausgangsgrösse pe · y = z, folgt

y = z

pe
= x1 =

[
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

c

[
x1
x2

]
, d = 0.

m

kF

δx1(t)

x1,e = 1

u(t)

Das normierte System hat
die Gleichgewichtslage bei
x1,e = 1. Das linearisierte Sy-
stem beschreibt das originale
nichtlineare Systemverhalten
sehr genau für kleine Abwei-
chungen δx1(t) um den linea-
risierten Punkt.
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1 Allgemeine Lösung eines LZI Systems
Ein lineares zeitinvariantes SISO System hat die allgemeine
Form:
ẋ(t) = A · x(t) + b · u(t)

y(t) = c · x(t) + d · u(t)

x(0) = x0

A ∈ Rn×n, b ∈ Rn×1

c ∈ R1×n, d ∈ R

Die allgemeine Lösung der Zustandsgrösse x(t) ist:

x(t) = eA·t · x0 +
∫ t

0
eA·(t−ρ) · b · u(ρ)dρ (1)

Setzt man die allgemeine Lösung in die Gleichung der Aus-
gangsgrösse y(t) ein, erhält man die Superposition dreier
Grössen:

y(t) = c · eA·t · x0︸ ︷︷ ︸
I

+ c ·
∫ t

0
eA·(t−ρ) · b · u(ρ)dρ

︸ ︷︷ ︸
II

+ d · u(t)︸ ︷︷ ︸
III

Die natürliche Antwort des Systems (I) ist unabhängig von
der Eingangsgrösse u. Der Eingang u trägt einerseits zum
Beitrag der Systemdynamik (II) bei, und andererseits zum
Feedthrough Term (III).

2 Stabilitätseigenschaften
Für die Stabilitätseigenschaften betrachtet man die natürliche
Antwort des Systems. Aus der allgemeinen Lösung Gl. (1)
folgt:

x(t) = eA·t · x0, y(t) = c · eA·t · x0

eA·t ∈ Rn×n, x(0) =
[
x0,1 x0,2 . . . x0,n

]T

Im Allgemeinen sind die einzelnen Zustände gekoppelt
xi(t) = f(x0,1, . . . , x0,n, t),

da eAt im Allgemeinen nicht diagonal ist. Man wählt die
Transformation

x̃ = V −1 · eA·t · V · x̃(0) = eÃt · x̃(0),

sodass Ã diagonal ist. Daraus folgt, dass eÃ·t diagonal ist, und
die transformierten Zustände entkoppelt sind:

x̃(t) =




eλ1·t 0 . . . 0
0 eλ2·t . . . 0
... . . . . . . ...
0 . . . 0 eλn·t



x̃0 =




eλ1·t · x̃0,1
eλ2·t · x̃0,2

...
eλn·t · x̃0,n



,

wobei λi die Eigenwerte von A und Ã sind1. Die Eigenwerte
sind generell komplexwertig λi = σi + jωi, wobei Re(λi) = σi,
Im(λi) = ωi, und j2 = −1.
1Es gilt: eig(A) = eig(Ã)

Setzt man die allgemeinen Eigenwerte in die obere Gleichung
ein, folgt:

x̃(t) =




eλ1·t · x̃0,1
eλ2·t · x̃0,2

...
eλn·t · x̃0,n




=




eσ1t · (cos(ω1t) + j · sin(ω1t)) · x̃0,1
eσ2t · (cos(ω2t) + j · sin(ω2t)) · x̃0,2

...
eσnt · (cos(ωnt) + j · sin(ωnt)) · x̃0,n




In dieser Form sieht man, dass die Geschwindigkeit mit der ein
Zustand divergiert/konvergiert von den Realteilen σi abhängt
(eσi·t-Term). Ausserdem sieht man, dass der Imaginärteil ωi
bestimmt, ob und wie schnell ein Zustand oszilliert.

Re(λ) = σ

Im(λ) = ω

Abb. 1: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot: Ein-
fluss Imaginärteil, Blau: Einfluss Realteil
In physikalischen Systemen haben komplexe Eigenwerte λi
immer ein komplex-konjugiertes Gegenstück λ∗i .
Für lineare Systeme kann das Verhalten der natürlichen
Antwort anhand der Eigenwerte der Systemmatrix A charak-
terisiert werden. Dies erlaubt die Analyse der Stabilität von
Gleichgewichtspunkten nach Lyapunov:

Lyanpunov Stabilität
Stabilität nach Lyapunov erlaubt die Stabilitätsanalyse von
Gleichgewichstpunkten (GGWP) von linearen und linearisier-
ten Systemen. Falls die Stabilität des GGWP eines linearisier-
tes Systems den Fällen (i) oder (iii) entspricht, gilt dies auch
für die Stabilität desselben GGWP im nichtlinearen System.
i. Asymptotisch stabil: ( lim

t→∞

∥∥x(t)
∥∥ = 0), falls alle Eigen-

werte λi (i = 1, ..., n) einen negativen Realteil haben σi < 0.

ii. Stabil: (
∥∥x(t)

∥∥ < ∞ ∀t ∈ [0,∞]), falls mindestens ein
Eigenwert λk k ∈ {1, ..., n} keinen Realteil hat σk = 0 und
kein anderer Realteil positiv ist σi 6> 0

iii. Instabil: ( lim
t→∞

∥∥x(t)
∥∥ = ∞), falls mindestens ein Eigen-

wert λk einen positiven Realteil hat σk > 0.

Wichtig! Falls ein GGPW eines linearisiertes Systems Eigen-
werte mit σi = 0 vorweist, lässt sich mit dieser Analyse keine
Aussage über die Stabilität desselben GGPW des nichtlinea-
ren Systems machen.

1



Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kF und einem Dämpfer mit
Dämpferkonstante cD verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

m
y(t)

u(t)

Abb. 2: Aktuiertes Feder-
Dämpfer System.

Impulserhaltung:
mÿ = u(t)− FFeder − FDämpf
= u(t)− kFy − cDẏ

Durch die Wahl x1 = y, und
x2 = ẏ, folgt

ẋ =
[

0 1
−kF/m −cD/m

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1
x2

]
+
[
0
1

]
u(t)

Die Entwicklung des Systems kann nun mittels der Eigenwer-
te λi von A analysiert werden:

eig(A) = λi = − cD
2m ±

√
c2

D
4m2 −

kF
m

Fall (1): c2
D

4m2 − kF
m ≥ 0⇒ c2

D ≥ 4kFm⇒ σi < 0, ωi = 0
Falls der Dämpfer relativ zur Feder und zur Masse genug
stark ist, sind alle Eigenwerte reellwertig negativ. Das heisst,
das System konvergiert ohne Oszillationen zum GGWP.
Asymptotisch stabil nach Lyapunov.

Fall (2): c2
D < 4kFm⇒ σi < 0, ωi 6= 0

Falls der Dämpfer schwach ist, werden die Eigenwerte kom-
plex, mit negativem Realteil. Das heisst, das System oszilliert
um den GGWP mit abnehmender Amplitude.
Asymptotisch stabil nach Lyapunov.

Fall (3): cD = 0⇒ σi = 0, ωi 6= 0
Falls kein Dämpfer im System ist, werden alle Eigenwerte
komplex mit Realteil σi = 0. Das System oszilliert für immer
um den GGWP.
Stabil nach Lyapunov.

Fall (4): kF = 0⇒ λ1 = 0, σ2 < 0, ω2 = 0
Falls keine Feder im System ist, wird ein Eigenwert 0 und
der andere wird reell negativ. Falls das System mehrmals
angestossen wird, kommt es jedesmal ohne Osillation zum
Stillstand, jedoch nicht zwingend im GGWP.
Stabil nach Lyapunov.

3 Testsignale auf Systeme erster Ordnung
In diesem Abschnitt werden spezielle Eingänge für Systeme
erster Ordnung mit Zeitkonstante τ und Eingangsstärke k
betrachtet

ẋ(t) = −1
τ
· x(t) + k

τ
u(t), y(t) = x(t)

3.1 Impulsantwort

u(t) = δ(t) =
{

+∞, t = 0
0, t 6= 0

,

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Lösung :

yδ(t) = e−t/τ · (x0 + k/τ). (2)

Aus Gl. (2) folgt, dass ein Impuls die Anfangsbedingung x0
um k/τ ändert. Das heisst, ein Impuls induziert eine An-
fangsbedingung. Das System entwickelt sich von der neuen
Anfangsbedingung, als ob u(t) = 0 wäre.
3.2 Sprungantwort

u(t) = h(t) =
{

1, t ≥ 0
0, t < 0

,

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Lösung:

yh(t) = e
−t
τ · x0 + k · (1− e−t

τ ) (3)

t/τ0

y(t) · τ/k

x0 = 0.4 · k/τ

x0 = 0

1 2

1

1.4

t/τ0

y(t)/k

x0 = 0.6 · k

x0 = 0

1 2

0.6

1

Abb. 3: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts.
Die Tangente an die Impulsantwort zum Zeitpunkt t = 0
schneidet die Zeitachse zum Zeitpunkt t = τ . Die Tangen-
te and die Sprungantwort zum Zeitpunkt t = 0 schneidet den
Sprung k · h(t) auch zum Zeitpunkt t = τ . Je kleiner τ ist,
desto schneller konvergiert das System.

Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Systemgleichung ohne Feder,
mit x = ẏ ist

ẋ(t) = −cD
m

x(t) + 1
m
u(t)

Es folgt: τ = m/cD und k = τ/m = 1/cD. Ein Impuls auf
das ruhende System induziert eine Anfangsgeschwindigkeit
der Magnitude k/τ = 1/m. Ein Sprung h(t) auf das ruhende
System stellt die Geschwindigkeit der Masse auf 1

cD
.

t0

y(t)

m
cD

1
m

t0

y(t)

m
cD

1
cD

Abb. 4: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts
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Kapitel 5 Analyse von Linearen Systemen - Teil II

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 15. November 2019

Gegeben sei ein Lineares Zeit Invariantes (LZI) System:

ẋ(t) = A · x(t) + b · u(t)

y(t) = c · x(t) + d · u(t)

x(0) = x0

A ∈ Rn×n, b ∈ Rn×1

c ∈ R1×n, d ∈ R

(1)

1 Steuerbarkeit / Erreichbarkeit
Ein Punkt xc ∈ Rn ist steuerbar, falls ein Eingangssignal u(t)
existiert das den Zustandsvektor des Systems von x(0) = xc

zum Zustand x(τ) = 0 (zum Ursprung) in endlicher Zeit τ
bringt. Falls alle Punkte in Rn steuerbar sind, heisst das Sy-
stem vollständig steuerbar. Ein System ist potentiell stabi-
lisierbar, falls alle nicht-steuerbaren Zustände asymptotisch
stabil sind.

x1

x2

x(τ) = 0

x(0) = xc

x(t)

Steuerbarkeit

x1

x2

x(0) = 0

x(τ) = xr

x(t)

Erreichbarkeit

Ein Punkt xr ∈ Rn ist erreichbar, falls ein Eingangssignal
u(t) existiert, das den Zustandsvektor des Systems von Zu-
stand x(0) = 0 zum Zustand x(τ) = xr in endlicher Zeit τ
bringt. Falls alle Punkte in Rn erreichbar sind, heisst das Sy-
stem vollständig erreichbar.

Wichtig: Für LZI Systeme sind die Teilräume der erreichba-
ren und steuerbaren Zustände identisch.

Das System ist vollständig steuerbar/erreichbar, wenn die
Steuerbarkeitsmatrix R (reachability/controllability ma-
trix) vollen Rang hat.

R =
[
b, A · b, A2 · b, . . . , An−1 · b

]

Beispiel:

A =
[
1 1
0 −1

]
, b =

[
1
0

]
⇒ R =

[
1 1
0 0

]

Da rank(R) = 1 < n, ist das System nicht vollständig er-
reichbar. Aus {A, b} folgt, dass der zweite Zustand nicht
direkt vom Eingang beeinflusst wird (b) und dass er nur
abhängig von sich selber ist (A): ẋ2 = A22 · x2, mit Eigen-
wert λ2 = A22 = −1. Daraus folgt, dass der zweite Zustand
unabhängig stabil ist und somit ist das System {A, b} stabi-
lisierbar.

2 Beobachtbarkeit
Ein System ist vollständig beobachtbar wenn man mit der
Messung des Ausgangssignals y(t), t ∈ [0, τ ], τ > 0 eindeutig
auf den Anfangszustand x(0) des Systems schliessen kann.
Ein LZI System ist dann vollständig beobachtbar, wenn die
Beobachtbarkeitsmatrix O (observability matrix) vollen
Rang hat.

O =




c
c ·A
c ·A2

...
c ·An−1




Beispiel:

A =
[
1 1
0 −1

]
, c1 =

[
1 0

]
, c2 =

[
0 1

]
,

Es sei möglich entweder x1, oder x2 zu messen.

O1 =
[
1 0
1 1

]
, O2 =

[
0 1
0 −1

]

Falls man x1 misst, ist das System vollständig beobachtbar:
rank(O1) = 2. D.h. man kann durch messen von x1 auf die
Anfangsbedingungen x1(0) und x2(0) schliessen. Falls man
nur x2 misst, erhält man rank(O2) = 1. Das System ist somit
nicht vollständig beobachtbar.

Die grafische Darstellung der zwei beschriebenen Systeme
macht deren Eigenschaften bzgl. Steuerbarkeit und Beobacht-
barkeit direkt ablesbar durch den Informationsfluss der Va-
riablen im Diagramm.

−1

∫

+
∫

ẋ2

x2

ẋ1 yx1u

c1 = [1 0] −1

∫

+
∫

ẋ2

x2

ẋ1

y

x1u

c2 = [0 1]

3 Koordinatentransformationen
Ein Zustandsraum mit Koordinaten x kann durch ei-
ne (von unendlich vielen) Koordinatentransformati-
on in anderen Koordinaten x̃ beschrieben werden:

x(t) = T · x̃(t) T ∈ Rn×n, det(T ) 6= 0
d
dt x̃(t) = T−1 ·A · T · x̃(t) + T−1 · b · u(t)

y(t) = c · T · x̃(t) + d · u(t)

Fundamentale Sytemeigenschaften (Stabilität, Steuerbarkeit,
Beobachtbarkeit, I/O-Verhalten) sind transformationsinvari-
ant (unabhängig von der Wahl der Koordinaten x), d.h. sie
bleiben nach einer Koordinatentransformation erhalten.

1



4 Input/Output (I/O) Darstellung
Eine Zustandsraumdarstellung {A, b, c, d} beschreibt
das gesamte System (die Zustände x(t) und den Aus-
gang y(t)) für gegebene x(0) und u(t). Oftmals ist
man nur am I/O Zusammenhang u(t) → y(t) inter-
essiert. Dann eignet sich eine I/O-Beschreibung wie folgt:

y(n)(t) + an−1 · y(n−1)(t) + . . .+ a1 · y(1)(t) + a0 · y(t) =
bm · u(m)(t) + . . .+ b1 · u(1)(t) + b0 · u(t) (2)

wobei y(r)(t) die r-te zeitliche Ableitung von y(t) ist.

Eine I/O Darstellung hat keine physikalischen Koordinaten
mehr, weshalb alle Anfangsbedingungen auf null gesetzt
werden: y(n) = 0 ∀n.

5 Zustandsraum Normalformen
Falls man eine I/O Systembeschreibung (Gl. (2)) in eine
Zustandandsraumdarstellung (Gl. (1)) umwandeln möchte,
müssen Koordinaten x gewählt werden. Dafür gibt es un-
endlich viele Möglichkeiten. Zustandandsraumdarstellung in
Koordinaten x, welche sich für Analyse-Methoden besonders
eignen, werden als Normalformen oder kanonische Formen
bezeichnet.

Eine wichtige Normalform ist die Reglernormalform. Für
ein I/O-System nach Gl. (2) ist diese definiert als:

[
A b
c d

]
=




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 . . . 0
...

· · · · · · · · · . . . 0
...

0 0 0 · · · 1 0
−a0 −a1 −a2 · · · −an−1 1
b0 · · · bm 0 · · · d




,

und erlaubt u.A. das direkte Ablesen der Differentialglei-
chungen (Gl. (2)) aus den Systemmatrizen.

6 Zustandsraumzerlegung
Die Sets von erreichbaren (R) und/oder beobachtbaren
(O) Punkten sind invariante Unterräume im Zustandsraum.
Durch eine geeignete Koordinatentransformation x = T · x̃
kann der gesamte Zustandsraum in die invarianten Un-
terräume {x̃1, x̃2, x̃3, x̃4} in Abb. 1 zerlegt werden.

5.4 State Space Decomposition 67

5.4 State Space Decomposition

It can be shown that the set of reachable points spanned by R and the set of
observable points spanned by O form invariant subspaces7 in Rn.

O

O
R

R R

R
O

O

u y
x̃1

x̃2

x̃3

x̃4

Figure 5.2. System decomposition, R reachable, R̄ not reachable, O observable,
and Ō not observable subspaces.

The state space Rn can therefore be subdivided into four invariant sub-
spaces as shown in Figure 5.2. The arrows show the influence relations between
the different subspaces.

The rules used to derive that structure are:

• The input u may only act on the reachable subspaces.

• The output y may only be influenced by the observable subspaces.

• The unreachable subspaces may not be influenced by a subspace that is
influenced by the input u.

• The unobservable subspaces may not influence a subspace that eventually
influences y.

Accordingly, there must be a choice of coordinates x = T · x̃ in which the
system (5.1) is described in a simple structure, as shown in Equation (5.22).

7 If the initial condition x(0) is chosen such that it is in this invariant controllable
subspace, there is no input u(t) which will be able to move the state x(t) into
that subspace which is not controllable. Similar for the observable parts.

Abb. 1: Invariante Unterräume eines LZI Systems:
R erreichbar, R̄ nicht erreichbar, O beobachtbar, Ō nicht
beobachtbar.

Wie ersichtlich in Abb. 1 sind zur Beschreibung des I/O-
Verhaltens eines Systems nur die Zustände x̃3 relevant
(gleichzeitig erreichbar und beobachtbar)1, denn alle anderen
Zustände werden entweder nicht von Eingang beeinflusst
oder beeinflussen den Ausgang nicht. Die Anzahl n Zustände
im Unterraum x̃3 entspricht der minimalen Anzahl Zustände,
die zur Beschreibung des I/O-Verhaltens nötig sind, d.h.
x̃3 ∈ Rnmin×1. Deshalb wird die Darstellung des Systems in
den Koordinaten x̃3 minimale Zustandsraumdarstellung
genannt.

Für gegebene Koordinaten mit n > nmin, enthält die
Zustandsraumdarstellung nicht steuerbare oder nicht be-
obachtbare Zustände. Falls diese im realen physikalischen
System existieren, können sie sehr wichtig sein, da ihre
Initialwerte den Systemausgang direkt beeinflussen können
und sie, falls sie instabil sind, nicht stabilisiert werden können.

Beispiel: Bestimme, ob das System {A, b} steuerbar ist, ohne
die Erreichbarkeitsmatrix R zu berechnen.

A =



−1 −2 0
−2 −1 0
0 0 −2


 , b =




1
1
1




Eine einfache Darstellung von diagonalisierbaren2 Syste-
men ergibt sich durch eine Hauptachsentransformation,
A = V ·D · V −1, x = V −1 · x̃→ ˙̃x = D · x̃+ V −1 · b · u:




˙̃x1
˙̃x2
˙̃x3


 =



−3 0 0
0 −2 0
0 0 1


 ·



x̃1
x̃2
x̃3


+




√
2

1
0


 · u

Dabei ist V die Matrix der Eigenvektoren von A und D ei-
ne Matrix mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen:
D = diag(λ1, · · · , λn).
In diesen Koordinaten wird klar das dass System einen Zu-
stand x̃3 hat, der instabil (λ3 = 1) und nicht steuerbar
(b3 = 0) ist.

1Zur Erinnerung: in der I/O-Beschreibung gilt x̃i(0) = 0 ∀i
2Eine Matrix A ∈ Rn×n ist diagonalisierbar falls sie Rang n hat ⇔ falls
sie n linear unabhängige Eigenvektoren hat.
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Kapitel 6 Laplace-Transformation I
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1 Laplace-Transformation
Die Laplace-Transformation ermöglicht es, eine Differenti-
algleichung (DG) im Zeitbereich (ZB) in eine algebraische
Gleichung (AG) im Frequenzbereich (FB) umzuwandeln. Die
Algebraische Gleichung im Frequenzbereich lässt sich oft
einfacher lösen als die Differentialgleichung im Zeitbereich.
Die Lösung im Frequenzbereich lässt sich mit der inversen
Laplace-Transformation in den Zeitbereich zurückwandeln.
Die inverse Laplace-Transformation ist jedoch oft nicht nötig,
da Aussagen über das System auch im Frequenzbereich
möglich sind. Zudem können Regler direkt im FB ausgelegt
werden.

ZB/DG

FB/AG FB/Lösung

ZB/Lösung

Laplace
Einfach

inv. Laplace

Kompliziert
ẏ(t) = − 1

τ
y(t) + k

τ
u(t) k

τ
·
∫ t

0
e(ρ−t)/τ · u(ρ)dρ

sY (s) = − 1
τ
Y (s) + k

τ
U(s) Y (s) = k

τ·s+1U(s)Systemanalyse
und Reglersynthese
im Frequenzbereich

Die Laplace-Transformation eines Zeitsignals x(t) ist:

L{x(t)} = X(s) =
∫ ∞

0
x(t) · e−s·tdt,

mit s = σ + j · ω. Die Laplace-Transformation ist eine
Generalisierung der Fourier-Transformation. Setzt man
s = j · ω, erhält man die Fourier-Transformation.
Wichtige Eigenschaften
Linearität : L{a · x1(t) + b · x2(t)} = a ·X1(s) + b ·X2(s)

Ähnlichkeit : L{ 1
a · x( ta )} = X(s · a)

Verschiebung : L{x(t− T )} = e−T ·s ·X(s)

Dämpfung : L{x(t) · ea·t} = X(s− a)

Ableitung t : L{ d
dtx(t)} = s ·X(s)− x(0) (1)

n-te Abl. t : L{dnx(t)
dtn } = sn ·X(s)

(
dkx(t=0)

dtk = 0 ∀k
)

(2)

Ableitung s : L{t · x(t)} = − d
dsX(s)

Integration t : L{
∫ t

0 x(τ)dτ} = 1
s ·X(s)

Integration s : L{ 1
t · x(t)} =

∫∞
s
X(σ)dσ

Faltung t : L{x1(t) ∗ x2(t)} = X1(s) ·X2(s)1

Faltung s : L{x1(t) · x2(t)} = X1(s) ∗X2(s)

Anfangswert : limt→0+ x(t) = lims→∞ s ·X(s) (3)

Endwert : limt→∞ x(t) = lims→0+ s ·X(s) (4)

1Der Operator ∗ repräsentiert die Faltung (convolution) zweier Signale,
definiert als: x1 ∗ x2(t) =

∫ t

0 x1(t− ρ) · x2(ρ)dρ.

Wichtige Signaltransformationen

x(t) X(s)
δ(t) 1
h(t) 1

s

h(t) · tn · eα·t n!
(s−α)n+1

h(t) · sin(ω · t) ω
s2+ω2

h(t) · cos(ω · t) s
s2+ω2

h(t) · sinh(ω · t) ω
s2−ω2

h(t) · cosh(ω · t) s
s2−ω2

Als nächstes werden Eigenschaften der Laplace-
Transformation mit Beispielen erklärt.

Eigenschaft Gl. (1): Ableitungen im Zeitbereich werden
zu algebraischen Grössen im Frequenzbereich. Insbesondere
lässt sich mit Gl. (1) die Lösung einer Zustandsgleichung
erster Ordnung finden:

ẋ(t) = A · x(t) + b · u(t), y(t) = c · x(t), x(0) = 0

Unter Anwendung von Gl. (1) gilt:

s ·X(s) = A ·X(s) + b · U(s), Y (s) = c ·X(s)

was umgeformt werden kann zu:

Y (s) = c · (sI −A)−1 · b · U(s) = Σ(s) · U(s), (5)

wobei Σ(s) Übertragungsfunktion heisst. Σ(s) ist im All-
gemeinen ein Bruch rationaler Funktionen, wobei der Nen-
ner bei physikalischen Systemen mindestens die Ordnung des
Zählers hat (n ≥ m):

Σ(s) = Y (s)
U(s) = c ·Adj(sI −A) · b

det(sI −A)

= bm · sm + . . .+ b1 · s+ b0
sn + an−1 · sn−1 + . . .+ a1 · · · · · ·+ a0

Der Nenner det(sI − A) entspricht der charakteristischen
Gleichung der Matrix A. D.h. Stabilitätseigenschaften der
GGWP lassen sich am Nenner ablesen.

1



Beispiel: Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kF und einem Dämpfer mit
Dämpferkonstante cD verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

m
y(t)

u(t)

Abbildung 1: Aktuiertes
Feder-Dämpfer System.

Impulserhaltung:
mÿ = u(t)− FFeder − FDämpf
= u(t)− kFy − cDẏ (6)

Durch die Wahl x1 = y, und
x2 = ẏ, folgt:

ẋ =
[

0 1
−kF/m −cD/m

] [
x1
x2

]
+
[
0
1

]
u(t)

Durch die Wahl kF = 1, cD = 1, m = 1, und Ausgangsgrösse
x1, erhält man folgende Systemmatrizen:

A =
[

0 1
−1 −1

]
, b =

[
0
1

]
, c =

[
1 0

]
, d =

[
0
]

Mit Gl. (5) lässt sich die Übertragungsfunktion finden:

es gilt: K
[
k11 k12
k21 k22

]
→ K−1 1

det(K) ·
[
k22 −k12
−k21 k11

]

⇒ c · (s · I −A)−1 · b =
[
1 0

]
·
[
s −1
1 s+ 1

]−1
·
[
0
1

]

= 1
s(s+ 1) + 1 ·

[
1 0

]
·
[
s+ 1 1
−1 s

]
·
[
0
1

]

⇒ Σ(s) = 1
s2 + s+ 1 (7)

Die Übertragungsfunktion lässt sich auch direkt durch Trans-
formation von Gl. (6) (mit Gl. (2)), berechnen:

m · s2 · Y (s) = U(s)− kF · Y (s)− cD · s · Y (s)
Y (s)
U(s) = Σ(s) = 1

ms2 + cDs+ kF
= 1
s2 + s+ 1

Übertragungsfunktionen haben die allgemeine Form:

Σ(s) = bm ·
∏m
j=1(s− ξj)∏n
i=1(s− πi)

, ξj , πi ∈ C

wobei πi Pole und ξj Nullstellen genannt werden. Jeder Pol
πi entspricht entspricht einem Eigenwert λi von A.
Vorsicht: Nicht alle Eigenwerte von A sind Pole πi von
Σ(s), da sich Nullstellen und Pole kürzen können! Wenn
die Übertragungsfunktion aus einer minimalen System-
realisierung {A, b, c, d} berechnet wird, lassen sich keine
Pole und Nullstellen aufheben. Das Kürzen von Termen ist
somit ein Hinweis dafür, dass das System {A, b, c, d} nicht
beobachtbare oder nicht steuerbare Zustände enthält. Diese
Zustände beinflussen das I/O Verhalten nicht.

Eigenschaften Gl. (3) und Gl. (4): Der Anfangs- und
Endwert der Lösung im Zeitbereich lässt sich im Frequenz-
bereich berechnen. Vorsicht: Der Limes in Gl. (4) kann exi-
stieren obwohl das System nie zum GGWP konvergiert.

Beispiel: Gegeben sei das System in Gl. (7). Welches
Diagramm zeigt die korrekte Sprungantwort?

0 2 4 6 8 10 12
0

1

2

3

t [s]

(a)

0 2 4 6 8 10 12
0

1

t [s]

(b)

0 5 10 15
0

1

t [s]

(c)

Zunächst wird die Lösung im FB berechnet:

Y (s) = Σ(s) · U(s), U(s) = L{h(t)} = 1
s

⇒ Y (s) = 1
s(s2 + s+ 1)

Unter Anwendung von Gl. (3) und Gl. (4):

y(0+) def= lim
s→∞

s · Y (s) = lim
s→∞

1
s2 + s+ 1 = 0

y(∞) def= lim
s→0+

s · Y (s) = lim
s→0+

1
s2 + s+ 1 = 1

Diagramme (b) und (c) haben beide einen Anfangswert 0
und einen Endwert 1. Diagramm (a) kann ausgeschlossen
werden, da es gegen 3 konvergiert. Um zwischen (b) und (c)
zu unterscheiden kann man die Pole von Gl. (7) betrachten.
Für komplex-konjugierte Pole erwartet man eine oszillierende
Ausgangsgrösse (b). Für rein reelle Pole erwartet man keine
Schwingungen in der Ausgangsgrösse (c). Die Pole sind:

s1,2 = −1
2 ±
√

3
2 · j ⇒ richtige Sprungantwort ist (b)

Beispiel: Endwert der Impulsantwort von sin(t):

Y (s)
U(s) = Σsin(s) = 1

s2+1 mit u(t) = δ(t)

Aus U(s) = L{δ(t)} = 1, folgt Y (s) = Σsin(s) und somit gilt
y(t) = L−1{Σsin(s)} = sin(t)1. Dieses Signal oszilliert für im-
mer um den GGWP, was sich auch aus den Polen von Σsin(s)
ablesen lässt: s = ±j.
Mit Gl. (4) berechnet sich jedoch fälschlicherweise ein diskre-
ter Endwert von y(t):

y(∞) def= lim
s→0

s

s2 + 1 = 0

1Dieses Resultat gilt allgemein und ist sehr wichtig: Die Impulsantwort
ist die Laplaceinverse des Systems ⇔ die Laplacetransformation der
Impulsantwort ist die Übertragungsfunktion des Systems. Die Impul-
santwort kann oft experimentell gemessen werden.
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Kapitel 7 Laplace-Transformation II, BIBO-Stabilität, Nullstelleneinfluss

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 29. Oktober 2019

1 Inverse Laplace-Transformation
In Kapitel 6 wurde die Laplace-Transformation eingeführt.
Es wurde erwähnt, dass sich im Frequenzbereich leicht eine
Lösung finden lässt:

Y (s) = Σ(s) · U(s) (1)

Um die Antwort im Zeitbereich zu erhalten, könnte man die
inverse Laplace-Transformation berechnen:

y(t) = L−1{Y (s)} = 1
2 · π · j ·

∮
Y (s) · es·tds t ≥ 0

Dieses Linienintegral ist jedoch sehr schwer zum Ausrech-
nen. Man kann ausnützen, dass Lösungen im Frequenzbereich
Brüche rationaler Funktionen sind:

Y (s) = bm ·
∏m
j=1(s− ξj)∏n
i=1(s− πi)

, ξj , πi ∈ C

Insbesondere kann man mit der Partialbruchzerlegung den
Bruch in eine Linearkombination von Brüchen tieferer Ord-
nung zerteilen:

Y (s) =
p∑

i=1

φi∑

k=1

ρi,k
(s− πi)k

ρi,k ∈ C,

wobei ρi,k die Residuen sind, und φi die Vielfachkeit von πi
ist. Die inverse Laplace-Transformation der einzelnen Brüche
kann allgemein hergeleitet werden:

L−1
{

1
(s− πi)k

}
= 1

(k − 1)! · t
k−1 · eπi·t · h(t)

Beispiel: Die inverse Laplace-Transformation von:

Y (s) = s2 + s+ 2
s3 + s2 + s+ 1 = s2 + s+ 2

(s− j) · (s+ j) · (s+ 1) (2)

Mit der Partialbruchzerlegung:

Y (s) = 1
s+ 1 +

1
2·j
s− j +

− 1
2·j

s+ j
(3)

Da die Laplace-Transformation eine lineare Operation ist,
kann man nun die inverse Laplace-Transformation auf die
einzelnen Brüche anwenden:

L−1(Y (s)) = y(t) = e−t + 1
2 · j (ej·t − e−j·t)
︸ ︷︷ ︸

sin(t)

= e−t + sin(t)

Bemerkung: Komplexe Residuen sind oft sehr mühsam aus-
zurechnen (Gl. (3)). Man kann bei Gl. (2) abkürzen, indem
man erkennt, dass zwei rein konjugiert-komplexe Pole vor-
handen sind. D.h. bevor dass man überhaupt etwas berech-
net, kann man vorhersagen, dass entweder ein Cosinus oder

ein Sinus vorhanden sein muss. Um diesen Fakt auszunut-
zen fasst man die beiden Pole bei der Partialbruchzerlegung
zusammen:

Y (s) = s2 + s+ 2
(s2 + 1) · (s+ 1) = 1

s+ 1︸ ︷︷ ︸
L{e−t}

+ 1
s2 + 1︸ ︷︷ ︸
L{sin(t)}

(4)

In diesem Beispiel sind alle Pole entweder auf der rein reellen
Achse (s = −1), oder auf der rein komplexen Achse (s = ±j).
Um eine Intuition für allgemeine Pole der Form s = σ + j ·
ω (und deren inversen Laplace-Transformation) zu erhalten,
wird das System zweiter Ordnung eingeführt.

2 Systeme 2. Ordnung
Die Übertragungsfunktion eines Systems zweiter Ordnung mit
statischer Verstärkung von 1 hat folgende Form:

Σ(s) = ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0

Σ(0) = 1 (5)

Dieses System hat zwei Pole:

s1,2 = π1,2 =
(
−δ ±

√
δ2 − 1

)
· ω0 (6)

Anordnung der Pole auf der real-imaginären Ebene:7.4 Influence of Poles and Zeros on System Dynamics 101

Im

Re

ω0,1

ω0,2

ω0,3

δ = − 1
2δ = 0δ = 1

2δ =
√

1
2δ =

√
3

2

ω0

ω0

√
1 − δ2

−δω0

Figure 7.1. Circles represent constant natural frequency 0 < ω0,1 < ω0,2 < ω0,3.
Rays represent constant damping-ratio locations. For |δ| < 1 two complex conju-
gated poles exist, for |δ| > 1 two real poles exist.

Y (s) =
1

s
− s− 2 · δ0

(s− δ0)
2
+ ω2

1

(7.16)

=
1

s
− s− δ0

(s− δ0)
2 + ω2

1

+
δ0
ω1

· ω1

(s− δ0)
2 + ω2

1

(7.17)

and one for the case b) 1 < δ (supercritical damping)

Y (s) =
1

s
− s− 2 · δ0

(s− δ0)
2 − ω2

2

(7.18)

=
1

s
− s− δ0

(s− δ0)
2 − ω2

2

+
δ0
ω2

· ω2

(s− δ0)
2 − ω2

2

(7.19)

Using Table 6.2 and the damping lemma of Table 6.1, these two frequency-
domain signals can be transformed directly into their corresponding time-
domain counterparts

case a) y(t) = h(t) ·
(
1 + eδ0·t ·

(
δ0
ω1

· sin(ω1 · t)− cos (ω1 · t)
))

(7.20)

case b) y(t) = h(t) ·
(
1 + eδ0·t ·

(
δ0
ω2

· sinh (ω2 · t)− cosh (ω2 · t)
))

(7.21)

Figure 7.2 shows the step responses of the system for different damping
ratios δ and frequencies ω0. The most salient features that can be seen in this
plot are listed now.

Der Parameter δ wird als Dämpfungsparameter bezeichnet.
Für |δ| < 1 wird das Argument in der Wurzel in Gl. (6) nega-
tiv. Somit werden die Pole komplex. Für |δ| > 1 werden die
Pole rein reell. Der Parameter ω0 = 2π/T0 wird als natürliche
Frequenz des Systems bezeichnet, wobei T0 die natürliche Pe-
riode ist. Die zeitnormierte Sprungantwort, für verschiedene
Dämpfungsparameter sieht wie folgt aus:

t∗ 1 2

1

1.0 + ε̂ bei δ = 0.17

t/T0

y(t)

0 < δ < 1
δ = 1
δ > 1

1



Vorsicht! Die Zeit t = t∗ ist nur für δ = 0.17 eingezeichnet.
Generell gilt t∗ = t∗(δ, ω0). Ausserdem überschiesst das
System nur für δ < 1. δ ≥ 1 wird später behandelt.

Abhängig von der Dämpfung gibt es drei grundsätzlich un-
terschiedliche Fälle des Systemverhaltens:
0 < δ < 1 Da für δ < 1 die Pole komplex werden, bein-

haltet die Sprungantwort Schwingungen. Die erste Schwin-
gung überschiesst das Ziel u(t) = h(t) um den Überschuss
ε̂ = e−δ·π/

√
1−δ2 , bei der Zeit t∗ = π

ω0·
√

1−δ2 .
δ > 1 Für übergedämpfte Systeme konvergiert das System

ähnlich wie bei einem System erster Ordnung zum Endwert.
Die Antwort überschiesst in diesem Fall nicht, da alle Pole
rein reell sind:

Σ(s) = ω2
0

(s+ π1) · (s+ π2) π1, π2 ∈ R

Falls ein Pol viel schneller konvergiert (π2 >> π1) gilt:

Σ(s) ≈ π1
s+ π1

δ = 1 Dieser Fall heisst kritisch gedämpft. Mit Gl. (6) ist
ersichtlich, dass für δ = 1 beide Pole an der gleichen Stelle
sind: π1,2 = ω0. Dieser Fall entspricht der schnellstmöglichen
Konvergenz ohne Überschwinger.
Beispiel für 0 < δ < 1: Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist
mit einer Feder mit Federkonstante kF und einem Dämpfer
mit Dämpferkonstante cD verbunden. Das System kann mit
einer Kraft u(t) aktuiert werden.

m
y(t)

u(t)

Abbildung 1: Aktuiertes
Feder-Dämpfer System.

Impulserhaltung:
mÿ = u(t)− FFeder − FDämpf
= u(t)− kFy − cDẏ

⇒ Σ(s) = 1/m
s2+ cD

m s+ kF
m

(7)

Fall 1: m = 1, kF = 1, und cD = 1:

Σ1(s) = 1
s2 + s+ 1 .

Vergleicht man nun mit der Standardform Gl. (5), erhält
man: ω0 = 1, δ = 0.5, t∗ = 3.628, Σ1(0) = 1, ε̂ = 0.163.
Fall 2: m = 1, kF = 0.25, und cD = 0.5:

Σ2(s) = 1
s2 + 0.5s+ 0.25 = 4 · 0.25

s2 + 0.5s+ 0.25

Es folgt: ω0 = 0.5, δ = 0.5, t∗ = 7.255, Σ2(0) = 4, ε̂ =
0.163 · Σ2(0) = 0.652.

t∗ 6 9

1

t

y1(t)

Y1(s) = 1
s · Σ1(s)

t∗ 12 18

4

t

y2(t)

Y2(s) = 1
s · Σ2(s)

Obwohl beide Systeme die gleiche Dämpfung haben, ist der
Überschuss des zweiten Systems 4 mal grösser als beim er-
sten System. Ausserdem konvergiert die Sprungantwort des
zweiten Systems zum Endwert y(∞) = 4. Aus Gl. (5) ist er-
sichtlich, dass gilt: Σ(0) = ω2

0/ω
2
0 = 1. Dasselbe gilt für das

erste System: Σ1(0) = 1/1 = 1. Das zweite System, jedoch,
hat eine grössere statische Verstärkung: Σ2(0) = 1/0.25 = 4.
Nun stellt sich die Frage, wann das allgemeine Beispielsystem
(Gl. (7)) eine statische Verstärkung von 1 hat (Σ(0) = 1). Aus
Gl. (5) ist leicht ersichtlich, dass gelten muss: 1

m = kF
m . D.h.

das System konvergiert zum angewandten Sprung nur, falls
gilt: kF = 1 N

m ! Dies macht Sinn, da eine Feder mit kF = 1
sich bei einem Newton um einen Meter auslenkt. Eine Fe-
der mit kF = 0.25 lenkt sich bei einem Newton um 4 Meter
aus. Wie schnell sicht die Auslenkung einpendelt hängt vom
Dämpfer ab.

Beispiel für δ > 1: Betrachte Abb. 1. Wählt man: m =
0.01, kF = 1, und cD = 101/100, folgt:

Σ(s) = 100
s2 + 101s+ 100 = 100

(s+ 100) · (s+ 1) (8)

In Gl. (8) ist im Nenner ersichtlich, dass die Impulsantwort im
ZB eine Superposition der Form, y(t) = α · e−100·t + β · e−t,
sein wird. Da e−100·t viel schneller abklingt, kann man das
System approximieren:

Σapprox(s) = 1
s+ 1 (9)

Man muss den Zähler anpassen, um die statische Verstärkung
des approximierten Systems gleich zu halten: Σ(0) =
Σapprox(0). Die Simulation beider Systeme liefert:

1 3 5

1

t

y(t)

Σ(s)
Σapprox(s)

Die beiden Sprungantworten sind fast identisch.

3 Nullstelleneinfluss
Bis jetzt wurden nur die Pole betrachtet. Nullstellen sind je-
doch auch sehr wichtig für das Systemverhalten. Um Null-
stellen besser zu verstehen, wird das System zweiter Ordnung
(Gl. (5)) mit einer rein reellen Nullstelle an der Stelle s = ζ
erweitert:

Σ(s) = (−s/ζ + 1) · ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0

(10)

Eine Nullstelle weit weg vom Ursprung (ζ = ±∞) hat keinen
Einfluss auf das Systemverhalten. Je näher die Nullstelle am
Ursprung ist, desto stärker ist der Einfluss dieser Nullstelle.
Dies widerspiegelt sich an einem stärkeren Überschuss in der
Systemantwort. Wie bereits in Kapitel 5 behandelt, kann eine
Nullstelle nahe an einem Pol, den Einfluss des Pols schwächen.
Für ζ > 0 hat die Systemantwort einen “Undershoot“. In
anderen Worten reagiert das System zuerst in die “falsche“
Richtung. Ein System mit einer Nullstelle der Form ζ > 0
wird als nicht-minimalphasig bezeichnet.

2



1-0.5

1

t/T0

y(t)

ζ < 0
ζ = ±∞
ζ > 0

δ = 1/2

Nicht-minimalphasige Nullstellen folgen aus der Sensor- und
Aktuatorwahl. D.h. sie sind eine Eigenschaft aus der Kom-
bination der Systemvektoren b und c mit der Systemmatrix
A (im Gegensatz zu den Polen, die nur von der System-
matrix A abhängen.) Durch Änderung der Messgrösse (z.B.
durch Änderung der Sensorenkonfiguration), kann eine nicht-
minimalphasige Nullstelle minimalphasig werden.
Bemerkung: Die initiale Sprungantwort in die “falsche“
Richtung tritt bei einer ungeraden Anzahl positiver Nullstel-
len (Re(ζ > 0)) auf.
4 BIBO Stabilität
Als nächstes wird das Konzept von Bounded Input Boun-
ded Output (BIBO) Stabilität eingeführt, welche sich auf
Übertragungsfunktionen Σ(s) (das I/O Verhalten) bezieht.
Es wurde bereits im Zeitbereich die Stabilität vom GG-
WP nach Lyapunov eingeführt. Diese wird für den allgemei-
nen Fall mit Anfangsbedingung x(0) = x0 6= 0 betrachtet. Bei
Übertragungsfunktionen Σ(s) hingegen wird x(0) = 0 ange-
nommen. Zudem wurde gezeigt, dass sich nicht beobachtba-
re und nicht steuerbare Zustände in Σ(s) kürzen. Falls al-
le Zustände beobachtbar und steuerbar sind, entsprechen die
Nullstellen des Nenners der Übertragungsfunktion im FB den
Eigenwerten der Matrix A im ZB. Die Stabilität im I/O Set-
ting braucht jedoch eine neue Interpretation, da es keinen Zu-
standsvektor mehr gibt. → BIBO Stabilität bezieht sich auf
das I/O Verhalten von Σ(s), und Lyapunov Stabilität
bezieht sich auf das Gleichgewicht der Zustände.
Ein System ist BIBO stabil, falls für die Impulsantwort σ(t)
folgendes gilt: ∫ ∞

0
|σ(t)|dt <∞ (11)

Für ein System mit Übertragungsfunktion Σ(s), gilt:
• Das System ist BIBO stabil falls alle Pole πi negativen

Realteil haben.

• Das System ist nicht BIBO stabil in allen anderen Fällen.
Dabei ist wichtig, dass nicht beobachtbare Zustände und nicht
steuerbare Zustände die BIBO Stabilität nicht beeinflussen,
da sich diese in Σ(s) wegkürzen. BIBO Stabilität und Lyapu-
nov Stabilität scheinen zunächst sehr ähnlich zu sein, man
muss aber die Konzepte auseinanderhalten. Ein BIBO stabi-
les System kann Lyapunov instabil sein, und ein Lyapunov
stabiles System kann BIBO instabil sein.
Beispiel: Lyapunov stabil und BIBO instabil

u(t)
m

z(t)
(a)

u(t) FDämpf
m

z(t)
(b)

Das System in (a) wird betrachtet. Ein Körper mit Masse

m = 1 sei ohne Reibung frei beweglich. Die einzige Kraft, die
wirkt sei der Eingang u(t). Der Ausgang sei die Geschwindig-
keit des Körpers ż(t). Durch Impulserhaltung folgt:

z̈(t) = u(t), y(t) = ż(t)

Durch die Wahl des Zustands x(t) = ż(t), folgt:

ẋ(t) = u(t), y(t) = x(t) (12)

Vergleicht man Gl. (12) mit der Standardform, folgt:

ẋ = Ax+ bu ↔ ẋ = 0 · x+ u (13)

D.h. das System hat einen Eigenwert λ = 0. Der GG-
WP ist stabil nach Lyapunov (nicht asymptotisch). Die I/O
Übertragungsfunktion des Systems lautet:

Σ(s) = Y (s)
U(s) = 1

s
(Integrator)

Es gibt verschiedene Methoden, wie man zeigen kann, dass
(a) nicht BIBO stabil ist. Die Übertragungsfunktion hat
einen Pol bei s = 0. Per Definition ist das System somit
nicht BIBO stabil. Rechnet man die Impulsantwort aus,
folgt: σ(t) = L−1{1/s} = 1. Somit ist die Bedingung in
Gl. (11) auch nicht erfüllt. Ausserdem lässt sich leicht ein
Bounded Input finden (u(t) = c), der einen Unbounded
Output (y(t) = c · t) liefert.

Bemerkung: Das System in (a) wäre BIBO stabil, falls auf
die Kugel eine geschwindigkeitsabhängige Widerstandskraft
FDämpf = ż wirkte, wie dargestellt in (b).

z̈(t) = −ż(t) + u(t), y(t) = ż(t)

Durch dieselbe Zustandswahl x = ż folgt:

ẋ = −x(t) + u(t), y(t) = x(t)

Dies ist ein System erster Ordnung mit Eigenwert λ = −1
und ist somit asymptotisch stabil nach Lyapunov. Die Im-
pulsantwort ergibt sich zu:

Σ(s) = Y (s)
U(s) = 1

s+ 1 ⇒ σ(t) = e−t,

somit ist das System (b) auch BIBO stabil.
Beispiel: Lyapunov instabil und BIBO stabil:
Das folgende System wird auf Lyapunov und BIBO Stabilität
geprüft:

ẋ =
[
−1 0
0 1

]
x+

[
1
0

]
u, y =

[
1 0

]
· x = x1 (14)

In Gl. (14) stehen die Eigenwerte direkt auf der Diagonalen:
λ1 = −1, λ2 = 1. Das System ist somit instabil nach Lyapu-
nov. Die Instabilität nach Lyapunov ist nachvollziehbar wenn
x2(0) 6= 0, dann divergiert der Zustand x2 für t→∞.
Da der instabile Zustand weder steuerbar noch beobachtbar
ist, ist das System trotzdem BIBO stabil ist. Durch ausrech-
nen der Übertragungsfunktion folgt:

Σ(s) = Y (s)
U(s) = 1

s+ 1
Der Pol hat einen negativen Realteil. Das System ist somit
gleichzeitig BIBO stabil und Lyapunov instabil.

3
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Kapitel 8.1-8.2 Frequenzgang / Frequenzantwort

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 7. November 2019

1 Frequenzantworten
In Kapitel 4 wurden zwei verschiedene Eingangsgrössen ein-
geführt: Der Sprung h(t) und der Impuls δ(t). Als nächstes
wird die harmonische Eingangsgrösse eingeführt:

u(t) = α · cos(ω · t+ φ),

wobei α die Amplitude, ω die Frequenz in rad
s , und φ die

Phasenverschiebung ist. Der Ausgang eines Systems Σ(s) mit
harmonischen Eingang hat die Form:

y(t) = ytransient(t) + y∞(t)

Unter der Annahme, dass das System Σ(s) linear, zeitinvari-
ant und asymptotisch stabil ist, gilt:

lim
t→∞

ytransient(t)→ 0⇒ y(t)→ y∞

Die asymptotische Systemantwort ist ein verstärkter und pha-
senverschobener cosinus bei derselben Frequenz wie der Ein-
gang:

y∞(t) = m(ω) · α · cos(ω · t+ φ+ ϕ(ω))
Die Verstärkung m(ω) und die Phasenverschiebung ϕ(ω) sind
systemabhängig. Es gilt:

y∞(t) = |Σ(jω)| · α · cos(ω · t+ φ+ ∠Σ(jω)) (1)

D.h. die Verstärkung entspricht der Systemverstärkung bei
der Eingangsfrequenz und die Phasenverschiebung entspricht
der Systemphase bei der Eingangsfrequenz.

Wichtig! Lineare Systeme generieren keine neue Frequenzen.
Dies ist in Gl. (1) ersichtlich. Es kommen immer dieselben
Frequenzen aus dem System, wie in das System gehen. D.h
die Phasenverschiebung und Verstärkung ist nur frequenz-
abhängig und somit eine Eigenschaft des Systems.

Beispiel 1 Gegeben sei:

Σ(s) = s+ 8
s2 + 6s+ 8 = (s+ 8)

(s+ 2) · (s+ 4) (2)

Berechne die asymptotische Frequenzantwort y∞ auf den
Eingang:

u(t) = cos(8 · t)
Ohne etwas zu rechnen, kennt man die Form von y∞

y∞ = |Σ(8j)| · cos(8 · t+ ∠Σ(8j))

Einsetzen von s = 8j, liefert:

Σ(8j) = (8j + 8)
(8j + 2) · (8j + 4) (3)

Die Magnitude ist:

|Σ(8j)| = |(8j + 8)|
|(8j + 2)| · |(8j + 4)| =

√
82 + 82

√
82 + 22 ·

√
82 + 42

= 0.1534, und die Phase ist:

∠Σ(8j) = ∠(8j + 8)− ∠(8j + 2)− ∠(8j + 4)

= arctan
(

8
8

)
− arctan

(
8
2

)
− arctan

(
8
4

)

= −1.648 rad. Die asymptotische Frequenzantwort ist folg-
lich:

y∞(t) = 0.1534 · cos(8 · t− 1.648)

Beispiel 2 Als nächstes wird mit einem Beispiel illustriert,
wie man viele Frequenzen eines Systems auf einmal te-
sten könnte. Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kF und einem Dämpfer mit
Dämpferkonstante cD verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

m
y(t)

u(t)

Abb. 1: Aktuiertes Feder-
Dämpfer System.

Impulserhaltung:
mÿ = u(t)− FFeder − FDämpf
= u(t)− kFy − cDẏ

⇒ Σ(s) = 1/m
s2+ cD

m s+ kF
m

(4)

Mit kF = 1, cD = 1, m = 0.25, folgt:

Σ(s) = 4
s2 + s+ 4 = 4

(s+ 1
2 +

√
15
2 j)(s+ 1

2 −
√

15
2 j)

Das System ist asymptotisch stabil nach Lyapunov, und
erfüllt somit die Bedingung um mit Methoden der Frequenz-
analyse betrachtet zu werden.

Als Eingangssignal wird u(t) = cos(ω(t) · t) gewählt, wobei:

ω(t) = 4
100

rad
s
· t.

D.h. über 100 Sekunden hinweg werden alle Frequenzen von
0 bis 4 rad

s getestet. Die Systemantwort sieht wie folgt aus:
Abb. 2: Rot: input u(t) , blau: output y(t)

1 20 40 60 80-1

1
t

y(t)

u(t)
y(t)

92 95 985 10 15 45 50 55

ω0

0 1 2 3 4
ω(t)

(c)(a) (b)
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Man bemerke folgende Eigenschaften des Systems:

(a) Bei ω = 0 springt der Wert des Eingangssignals
von 0 auf 1. Das Feder-Dämpfer System erfährt etwas
ähnliches wie eine Sprungantwort. Aufgrund der Eigenwerte
mit negativem Realteil, konvergiert das System schnell
zur harmonischen Systemantwort. Ausserdem ist bei tiefen
Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Ausgangs quasi
der Phase des Eingangs entspricht.

(b) Die natürliche Frequenz des Systems ist bei
ω0 =

√
4 = 2. Da ω(t) linear gewählt wurde (ω ∈ [0, 4]),

folgt: ω0 = ω(t = 50). Aus der Antwort ist ersichtlich,
dass y(t) in der Nähe der natürlichen Frequenz die grösste
Magnitude hat. Ausserdem ist der Ausgang gegenüber dem
Eingang phasenverschoben.

(c) Bei sehr hohen Frequenzen kann das Feder-Dämpfer
System nicht mehr schnell genug auf die Anregung reagieren,
und die Amplitude seiner Schwingung nimmt ab. Zusätzlich
ist bei hohen Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Aus-
gangs um ca. −π verschoben ist.

Es gibt verschiedene Methoden, wie man die Magnitude m(ω)
und Phasenantwort ϕ(ω) von Systemen Σ(s) repräsentieren
kann. Im folgenden werden zwei Methoden beschrieben:
Bode Diagramme und Nyquist Diagramme.
2 Bode Diagramme

Bei Bodediagrammen werden die Magnitude
m(ω) = |Σ(j · ω)| und die Phase ϕ(ω) = ∠Σ(j · ω) ge-
genüber einer logarithmischen Frequenzskala eingezeichnet.
Dabei ist die Magnitude üblicherweise in Dezibel, und die
Phase in Grad dargestellt.

Umrechnung zwischen dezimal und dezibel

|Σ(s)|dB = 20 · log10 |Σ(s)|

|Σ(s)| = 10
|Σ(s)|dB

20

Dezimalskala Dezibelskala
100 40
10 20
5 13.97...
2 6.02...
1 0

1/
√

2 −3.0103
0.1 −20
0.01 −40

0 -Inf
Tabelle 1: Einige wichtige Skalenumrechnungen

Beispiel: System erster Ordnung
Viele reale Regelkreise können als Systeme erster Ord-
nung approximiert werden. Ein solches System reagiert auf
tiefe Frequenzen, die kleiner als die Eckfrequenz (Cutoff-
Frequency) ωc = 1/τ sind. Bei Anregungsfrequenzen höher
als ωc verhindert die Trägheit des Systems eine starke
Änderung des Ausgangs. Ausserdem reagiert das System für
ω > ωc zuhnemend verzögert, wie an der Phase des Bode-
Diagramms ersichtlich ist. Eine wichtiges Merkmal: die Ma-
gnitude bei ωc = 1

τ ist immer bei 1√
2 ≈ −3 dB.

20 · log |Σ(j · ω)| Σ(s) = 1
τis+1

• • • • •
1 10 100

-40

-20

-3

10
dB

ω

∠Σ(j · ω)

0.1 1 10 100
Grad

-45

-90

τ = 0.1
τ = 3.6

1
τ1

1
τ2

1
τ3

1
τ4

1
τ5

Abb. 3: Bode-Diagramme von Systemen erster Ordnung.

Beispiel: System zweiter Ordnung
Viele mechanischen Systeme zeigen resonantes Verhalten
(grössere Verstärkung bei mittleren Frequenzen als bei tie-
fen - eine sogenannte Resonanzüberhöhung). Solche Systeme
werden oft als Systeme zweiter Ordnung approximiert.

20 · log |Σ(j · ω
ω0

)| Σ(s) = ω2
0

s2+2δω0s+ω2
0

1 10

-30

-10

10
dB

ω/ω0

δ = 0.05
δ = 0.7

∠Σ(j · ω
ω0

)

0.1 1 10
Grad

-90

-180
Abb. 4: Frequenznormiertes Bode-Diagramm für ein System
2. Ordnung bei unterschiedlichen Dämpfungsparametern.
Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstärkung)
ist nicht bei der natürlichen Frequenz ω/ω0 = 1, sondern bei:

ωmax = ω0 ·
√

1− 2 · δ2, 0 < δ <
1√
2

Jedoch gilt für kleine Dämpfungsparameter ωmax ≈ ω0.
Ausserdem zeigen Systeme 2. Ordnung für δ > 1√

2 kein
resonantes Verhalten.
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Vergleich Abb. 2 und Abb. 4 Beide Abbildungen beinhal-
ten dieselbe Information, jedoch dient das Bode-Diagramm
zur vereinfachten Nutzung. Bei tiefen Frequenzen wurde in
Abb. 2 identifiziert, dass quasi keine Phasenverschiebung und
eine Verstärkung von 1 vorzufinden ist. Dies lässt sich direkt
am Bode-Diagramm in Abb. 4 ablesen. Um die natürliche
Frequenz ist in Abb. 2 eine starke Verstärkung ersichtlich.
Zusätzlich könnte man eine Phase von −π/2 erahnen. Am
Bode-Diagramm ist die Phase von −90 Grad direkt ersicht-
lich.

Einfluss von Polen und Nullstellen auf das Bode
Diagramm

Standardelemente Änderung im Bode Diagramm
Verstärkung Phase

Stabiler Pol -20 dB/dec bei ωc -90◦ bei ωc
Instabiler Pol -20 dB/dec bei ωc +90◦ bei ωc
Minimalphasige NS +20 dB/dec bei ωc +90◦ bei ωc
Nicht-Minimalphasige NS +20 dB/dec bei ωc -90◦ bei ωc
Delay um τ [s] (∀ω[rad/s]) 0 dB/dec −180/π · ω · τ◦

Für Pole oder Nullstellen mit Vielfachkeit grösser als
eins, muss sowohl die Änderung der Verstärkung wie auch die
gesamte Phasenänderung mit der Vielfachkeit multipliziert
werden. Beispielsweise führt eine doppelte minimalphasige
Nullstelle zu einer Steigung von +40 dB/Dekade und eine
Phasenänderung von +180◦.

Allgemeine Übertragungsfunktionen
Gegeben sei eine Übertragungsfunktion als Serienschaltung:

Σ(s) = Σ1(s) · Σ2(s)

Das Bode-Diagramm der Serienschaltung Σ(s) lässt sich ein-
fach aus den Bode-Diagrammen der einzelnen Subsysteme
Σ1(s) und Σ2(s) konstruieren.
Die Magnitude der Serienschaltung Σ(s) in Bode Diagram
ergibt sich aus der Summe der Magnituden der Subsysteme
Σ1(s) und Σ2(s). Dies, weil dB eine logarithmische Einheit
ist und somit gilt: log(a · b) = log(a) + log(b).

|Σ(jω)| = |Σ1(jω)| · |Σ2(jω)|
(|Σ(jω)|)dB = (|Σ1(jω)| · |Σ2(jω)|)dB

|Σ(jω)|dB = |Σ1|dB + |Σ2|dB

Die Phase der Übetrtragungsfunktion ∠Σ(jω) wird in Grad
oder Bogenmass angegeben. Da ejϕ1 · eiϕ2 = ej(ϕ1+ϕ2) gilt,
ergibt sich auch die Phase der Serienschaltung als Summe
der Phasen der einzelnen Subsysteme:

∠Σ = ∠Σ1 + ∠Σ2

3 Nyquist Diagramme
Das Nyquist Diagram ist die Darstellung des Frequenzganges
(Magnitude und Phase über die Anregungsfrequenz ω) direkt
in der komplexen Ebene.
Beispiel: System erster Ordnung
Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jω
hat folgende Magnituden und Phasen:

|Σ(jω)| = 1√
τ2ω2 + 1

∠Σ(jω) = − arctan(τ · ω)

∠Σ(j · ω)

|Σ(j · ω)|

ReIm
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

-0.4

Re

Im

Beispiel: System zweiter Ordnung
Ein allgemeines System 2. Ordnung bei der Frequenz s = jω
hat folgende Magnituden und Phasen:

|Σ(j · ω)| = ω2
0√

(ω2
0 − ω2)2 + 4 · δ2 · ω2

0 · ω2

∠Σ(j · ω) = − arctan
(

2 · δ · ω0 · ω
ω2

0 − ω2

)

ReIm

-0.5 0.5

-0.5

-1

-1.5
δ = 0.3
δ = 5

Das Nyquist Diagramm wird im Kapitel 9 im Zusammen-
hang mit der Stabilitätsanalyse eines Regelkreises nützlich.
Wir werden sehen, dass Aussagen zum geschlossenen Regel-
kreis anhand des Nyquist Diagramms des offenen Regelkreises
getroffen werden können.

3
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Kapitel 8.3-8.5 Asymptotische Eigenschaften von Frequenzantworten, nichtparametrische Modellunsicherheit

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 7. November 2019

1 Asymptotische Eigenschaften von Fre-
quenzantworten
Betrachte die folgende Struktur einer allgemeinen
Übertragungsfunktion:

Σ(s) = bm · sm + . . .+ b1 · s+ b0
sk · (sn−k + an−1−k · sn−1−k + . . .+ a1 · s+ a0)

Zwei wichtige Eigenschaften zur Frequenzantwort werden
im folgenden beschrieben. Einerseits kann man aus der
Übertragungsfunktion direkt die Phase bei ω = 0 aus
dem Systemtyp k bestimmen. Andererseits kann man das
Asymptotische Verhalten der Magnitude |Σ(jω)| für ω → ∞
direkt aus dem relativen Grad r = n−m bestimmen.

Systemtyp k

Der Systemtyp k entspricht der Vielfachheit offener Integra-
toren ( 1

sk ) des Systems. Die Phase bei ω = 0 ist als folgende
Funktion definiert:

∠Σ(0) =




−k · π2 , sgn

(
b0
a0

)
> 0

−π − k · π2 , sgn
(
b0
a0

)
< 0

Relativer Grad r = n−m

Die Steigung des Magnitudenverlauf im Bode-Diagramm kon-
vergiert asymptotisch zu:

∂|Σ(jω)|dB
∂ log(ω) = −r · 20 dB/decade

Beispiel: System Σ(s) mit k = 1, r = 2− 0 = 2

•

decade

−40 dB

|Σ(jω)|dB 0.1 1 10

20
0

-20
-40
-60

ω

Σ(s) = 1
5s2+s = 1

s1(5s+1)

−π/2

∠Σ(jω)Grad 0.1 1 10
-90

-135

-180

2 Systemidentifikation
Generell wird zwischen drei Arten von Systemmodellen
unterschieden:
White box model: Es existiert eine explizite Darstellung
der Physik des Systems mit bekannten Parameterwerten.
Grey box model: Es existiert eine explizite Darstellung der
Physik des Systems mit unbekannten Parameterwerten.
Black box model: Es existiert keine explizite Darstellung
der Physik des Systems. Das Systemverhalten muss durch
empirische Datenanalyse ermittelt werden.
Black box Modelle werden verwendet wenn die Physik des
Systems nicht genau bekannt oder zu komplex ist um einfach
modelliert zu werden. Durch experimentelle Modellbildung
(Systemidentifikation) kann ein Modell des Systems abgelei-
tet werden, das für die Reglerentwicklung erforderlich ist.
Systemidentifikation mittels Frequenzgang
Ein unbekanntes System kann wie folgt identifiziert werden:
1. Das System wird mit einem bekannten harmonischen
Eingangssignal angeregt: u(t) = cos(ωt), ω ∈ [0,∞).
2. Die Verstärkung |Σ(jω)| und die Phase ∠Σ(jω) der
Systemantwort y∞ = |Σ(jω)| · cos(ωt+ ∠Σ(jω)) werden
gemessen. Somit kann das Bodediagramm des Systems
experimentell bestimmt werden.
3. Eine Übertragungsfunktion wird an die Daten angepasst.
Hier ist es wichtig, die Auswirkung verschiedener Standard-
elemente auf Magnitude und Phase zu verstehen.

Beispiel zu Black-box System Identifikation

1
τ

|Σ(jω)|dB 1 10 100
0

-20

ω

−π/2

∠Σ(jω)Grad 1 10 100
0

-90

Extensives testen bei verschiedenen Frequenzen ergibt die
blauen Datenpunkte. Du erkennst die Form als System erster
Ordnung. Durch auslesen der Zeitkonstante bei ωc = 1

τ = 10,
schätzt du das System als (rot eingezeichnet):

Σ(s) = 1
τs+ 1 = 1

0.1s+ 1

1



3 Modellunsicherheit
Ein Modell eines physikalischen Systems kann das wahre
System nicht perfekt reproduzieren. Durch die Beücksichti-
gung der maximal zu erwartenden Modellierungsunsicherheit
beim Entwurf eines Regelsystems kann robustes Verhalten
garantiert werden.

3.1 Nichtparametrische Unsicherheit8.5 Nonparametric Uncertainty 131

Im

Re∆

Σ(jω∗)Σ(jω)

Σt(jω)

1

|Σ(jω∗) ·W2(jω
∗)|

Figure 8.10. Graphic interpretation of the set S (gray), the “true system” frequency
response Σt(j ω), the nominal frequency response Σ(j ω), and the uncertainty bound
with radius |Σ(j ω∗) ·W2(j ω

∗)| at a fixed frequency ω∗.

• the nominal frequency response Σ(j ω∗) at a fixed frequency ω∗;

• a unit disc centered in the origin generated by ∆; and

• this disc translated by Σ(j ω∗) and scaled by a factor |Σ(j ω∗) ·W2(j ω
∗)|.

This procedure is repeated for all frequencies ω such that the complete area S
is generated in the complex plane. The “true” system Σt(s) is only assumed
to be in the set S and to have the same number of unstable poles as Σ(s).
Even if this formulation appears to be rather general, the assumption that a
“true” system which is linear and time-invariant exists is not trivial. Note that
both Σ(s) and Σt(s) may include some parts that are not real-rational (time
delays); this is one of the several advantages of frequency-domain formulations.

Aside from this multiplicative uncertainty representation, there are sev-
eral other formulations that all use the same “uncertainty generator” ∆. A
concise treatment of this topic can be found in [10]. The main advantage of
the multiplicative uncertainty description (8.46) is that it can be used very
easily to analyze and synthesize control systems. The price that one must pay
for that is an inherent conservatism of all results obtained with this method.

Annahme: es existiert eine lineare, zeitinvariante wahre
Übertragungsfunktion Σt(s), die das System exakt beschreibt,
die jedoch wegen Modellunsicherheiten nicht bekannt ist.
Die wahre Übertragungsfunktion Σt(s) liegt in der Menge S:

S =
{

Σ(s) · (1 + ∆ ·W2(s))
∣∣|∆| ≤ 1, ∠∆ ∈ [−π, π]

}

Σ(s): Nominelle Übertragungsfunktion, durch (imperfekte)
Systemmodellierung gefunden.
∆: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.
W2(s): Übertragungsfunktion der Unsichersicherheits: quan-
tifiziert die frequenzabhängige Unsicherheit des Modells
Bei jeder Frequenz ω∗ liegt die wahre Übertragungs-
funktion Σt(jω∗) innerhalb von einem Kreis mit Radius
|Σ(jω∗) ·W2(jω∗)| um die nominelle Übertragungsfunktion
Σ(jω∗).

3.2 Unsicherheitsübertragungsfunktion W2(s)
Es gibt mehrere Methoden, um ein Modell für die Unsicher-
heitsübertragungsfunktion zu bestimmen.

3.2.1 Unsicherheitsschätzung mittels Messdaten
Diese Methode verwendet Messungen am realen System, um
die Unsicherheitsgrenzen des Modells davon zu bestimmen.
1. Es werden k = 1, . . . ,K Messungen des Frequenzgangs
durchgeführt. Für jede Messung bei Frequenz ωi, i = 1, . . . , I
werden die Werte |Σ(jωi,k)| und ∠Σ(jωi,k) identifiziert.
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phase of the system’s frequency response obtained for the frequency ωi in the
k-th experiment.

Plotting the measured magnitude and phase data typically yields a distri-
bution similar to the one shown in Figure 8.11. Two characteristic features
are present in most cases:

• The higher the frequency, the less coherent and the less reliable the ex-
perimental data will be.

• The phase information is less consistent than the magnitude information.

dB m(ω) deg ϕ(ω)

ω (rad/s)ω (rad/s)

1

1

1010

-20

-40
-200

-100

Figure 8.11. Measured frequency response (dots), mean values for each frequency
(circles) and nominal model (solid).

As shown in Figure 8.11, the experimental data is used to fit the parame-
ters of a nominal model Σ(s) with

Σ(j ωi) = mi · ej·ϕi , i = 1, . . . , I (8.48)

This may be done using the techniques described in Section 8.4.

The “true” plant

Σt(j ωi) = mt
i · ej·ϕ

t
i , i = 1, . . . , I (8.49)

is not known, but the following relation must be satisfied for a suitable un-
certainty W2(s)

mt
i · ej·ϕ

t
i ∈

{
mi · ej·ϕi ·

(
1 +∆ ·W2(j ωi)

) ∣∣ |∆| ≤ 1
}

(8.50)

Since for a fixed frequency ωi the phase is not relevant, the magnitude
information alone can be used to formulate a condition for the magnitude of
the uncertainty bound W2(s)

Abb. 1: Repräsentation der Messung des Ausgangs für ver-
schiedene Frequenzen.

2. Eine nominelle Übertragungsfunktion Σ(s) wird an die ex-
perimentellen Daten angepasst (analog zur Methode der Sy-
stemidentifikation).

Σ(jωi) = mi · ej·ϕi

3. Bei jeder Frequenz ωi sind die Werte der K Messungen
von |Σ(jωi,k)| verteilt um den Wert der nominellen Übertra-
gungsfunktion |Σ(jωi)|. Die Unsicherheitsübertragungsfunk-
tion bildet einen Kreis mit Radius |W2(jωi)| um |Σ(jωi)| so
dass alle Messpunkte von |Σ(jωi,k)| darin enthalten sind:

∣∣∣∣
Σ(jωi,k)
Σ(jωi)

− 1
∣∣∣∣ < |W2(jωi)|k ∈ [1,K] i ∈ [1, I] (1)

Die Ungleichung Gl. (1) definiert eine Bedingung bei jeder
Frequenz ωi. Wird die Linke Seite der Ungleichung als
Funktion der Frequenz dargestellt, ergibt sich:
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∣∣∣∣∣
mt
i · ej·ϕ

t
i

mi · ej·ϕi
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ |W2(j ωi)|, i = 1, . . . , I (8.51)

Of course, neither the magnitudemt
i nor the phase ϕ

t
i of the “true system”

are known. However, the measured data may be taken as an estimate for this
“true system” such that the following estimation of the uncertainty bound
can be formulated

∣∣∣∣
mi,k · ej·ϕi,k

mi · ej·ϕi
− 1

∣∣∣∣ < |W2(j ωi)|, i = 1, . . . , I, k = 1, . . . ,K (8.52)

|W2(jω)|

ω (rad/s)

1

1 10

0.1

0.1
ω2

Figure 8.12. Measured differences and upper uncertainty bound |W2(j ω)|.

Plotting the values of the left-hand side of Equation (8.52) with ωi as the
independent variable yields a picture similar to the one shown in Figure 8.12.
With these preparations, it is quite easy to fit an appropriate transfer function
W2(s) that satisfies the condition expressed in Equation (8.52). Usually, this
process will be an iteration starting with a simple gain W2,0(s) = kW , which
bounds the uncertainty at very low frequencies, with the addition of some
lead elements

W2,l(s) =W2,l−1(s) ·
s/ωa,l + 1

s/(kl · ωa,l) + 1
, l = 1, 2, . . . (8.53)

The first tuning parameter kl determines the shaping effect, i.e., the choice
of kl > 1 increases the magnitude of the uncertainty at higher frequencies

Wie erwartet, steigt die Unsicherheit bei höheren Frequenzen.
Den Daten kann eine Unsicherheitsübertragungsfunktion
W2(s) zugeordnet werden.

Bemerkung: Die Unsicherheitsübertragungsfunktion W2(s)
enthält keine Phaseninformation.

Beispiel zu Unsicherheit
Um eine Unsicherheitsschranke W2 für das identifizierte Sy-
stem aus dem vorherigen Beispiel zu erhalten, wendest du
Gl. (1) an:

|W2(jω)| 1 10 100

0.01

0.1

1

10
ω

Du findest eine Übertragungsfunktion W2(s), die die Daten-
punkte umhüllt:

W2(s) = 3/4 · s
1/4 · s+ 1

2
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Kapitel 9.1-9.4 Analyse von Regelsystemen

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 21. November 2019

1 Definitionen
Signale im Regelkreis:
r(t) :Referenz (Sollzustand des Systems)
w(t):Störung der Eingangsgrösse u
d(t) :Störung der Ausgangsgrösse y
n(t) :Sensorrauschen

C P
ue yr

w d

n
−−

Standardregelstruktur mit Störgrössen w und d.
Das Konzept einer Übertragungsfunktion kann erweitert wer-
den, um die Beziehung zwischen zwei beliebigen Signalen zu
beschreiben. Dafür wird der Regelkreis zunächst in den Fre-
quenzbereich transformiert:

C(s) P (s)
U(s)E(s) Y (s)R(s)

W (s) D(s)

N(s)
−−

Ziel ist, die Ausgangsgrösse Y (s) als Funktion des Reglers
C(s), der Regelstrecke P (s) und der Eingänge R(s), N(s),
D(s), und W (s) zu schreiben. Durch die Linearität der Reg-
lerstruktur und unter Annahme von unkorrelierten Eingängen
können die Eingangsbeiträge einzeln betrachten werden:

C(s) P (s)
YR(s)R(s)

−
C(s) P (s)

YN (s)

N(s)
−−

C(s) P (s)
YW (s)

W (s)

−
C(s) P (s)

YD(s)
D(s)

−

Daraus folgt:

YR(s) = P (s)C(s)
1 + P (s)C(s) ·R(s), YN (s) = P (s)C(s)

1 + P (s)C(s) ·N(s)

YW (s) = P (s)
1 + P (s)C(s) ·W (s), YD(s) = 1

1 + P (s)C(s) ·D(s)

Die gesamte Ausgangsgrösse Y (s) lautet somit:

Y (s) = YR(s) + YN (s) + YW (s) + YD(s) (1)

Es werden Komponenten von Gl. (1) neu definiert:
Kreisverstärkung : L(s) = P (s) · C(s) (e→ y)
Sensitivität : S(s) = 1

1+L(s) (d→ y, r → e)
Komplementäre
Sensitivität

: T (s) = L(s)
1+L(s) (r → y, n→ y)

Mit diesen Definitionen können wir die Beziehung zwischen
allen Eingangssignalen und dem Ausgang kompakt schreiben:

Y (s) = S(s) · [D(s) + P (s) ·W (s)] + T (s) · [R(s) +N(s)]

2 Stabilität des geschlossenen Regelkreises
Für geschlossene Regelkreise muss das Konzept der Stabilität
erweitert werden. Ein System ist intern stabil, wenn alle
Übertragungsfunktionen, welche die Eingänge w, d, r in den
Regelkreis auf die Ausgange u, y, e abbilden, asymptotisch
stabil sind (Re(λi) < 0, i = 1, . . . , n) . Die Beziehungen
zwischen diesen Signalen sind gegeben durch:


U(s)
Y (s)
E(s)


 =




S(s) −S(s) · C(s) S(s) · C(s)
S(s) · P (s) S(s) T (s)
−S(s) · P (s) −S(s) S(s)


 ·



W (s)
D(s)
R(s)




D.h. die Übertragungsfunktionen S(s), T (s), S(s) ·C(s), und
S(s) · P (s) dürfen nur asymptotisch stabile Pole haben.
Falls P (s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben,
genügt es also, die asymptotische Stabilität von S(s) und
T (s) zu überprüfen um die interne Stabilität zu garantieren.

3 Nyquist Theorem
Durch das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Sta-
bilität eines geschlossenen Regelkreissystems T (s) = L(s)

1+L(s)
durch Analyse seiner Kreisverstärkung L(s) (offener Regel-
kreis) bestimmt werden. Dabei wird angenommen, dass keine
Modellunsicherheit W2(s) vorhanden ist.
Nominelles Stabilitätskriterium von Nyquist:
Der geschlossene Regelkreis, mit Übertragungsfunktion T (s),
ist asymptotisch stabil, falls für L(s) gilt:

nc = n0
2 + n+ (2)

nc : Anzahl Umrundungen von L(jω) um den Punkt
(−1 + j0), wenn ω zwischen (−∞,∞) variiert wird.

n0 : Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0
n+ : Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0

Wichtig: Stabilität nach Nyquistkriterium gilt nur,
falls keine Kürzungen von instabilen Polen mit nicht-
minimalphasigen Nullstellen auftreten in L(s) = C(s) · P (s).
Andernfalls kann nicht von L(s) auf die interne Stabilität
des geschlossenen Regelkreises geschlossen werden.
Vorgehen zur Auswertung des Stabilitätskriteriums
1. Betrachte das Nyquistdiagramm von L(jω) in der komple-
xen Ebene mit ω ∈ [0,∞).
2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegelte
Kurve enspricht dem Bereich ω ∈ (−∞, 0]. Die kombinierte
Kurven entpricht also L(jω), ω ∈ (−∞,∞)
3. Zähle nc, die Anzahl Umrundungen von L(jω) um den
Punkt (−1 + j0), wenn ω von −∞ bis ∞ variiert wird. Ein
Umlauf in 	 wird positiv gezählt, und in � negativ.

1



Detailierte Anleitung zum Zählen der Umrundungen
Betrachten einen Zeiger dessen Basis auf dem Punkt
(−1 + j0) liegt und dessen Kopf auf L(jω), ω → −∞ zeigt.
Folge mit dem Kopf des Zeigers der Kurve L(jω) von
ω → −∞ bis ω → +∞ und zähle die Anzahl Umdrehungen
um den Punkt (−1 + j0), die der Zeiger dabei vollzieht.

4 Verstärkungsreserve und Phasenreserve
Falls L(s) eines Systems Gl. (2) nicht erfüllt, hat das resul-
tierende T (s) = L(s)

1+L(s) instabile Pole. Falls ein L(s) Gl. (2)
erfüllt, ist ein Mass für die Robustheit der Stabilität also:
”Wie nahe sind wir an einer weiteren Umdrehung?”.148 9 Analysis of Feedback Systems
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ϕ

Figure 9.3. Definition of critical distance µmin, gain margin γ, and phase margin ϕ.

The values γ and ϕ can be used to quantify the robustness of the control
system described by L(s) to pure-gain or pure-phase modeling errors. The
underlying assumption is that the “true” loop gain may be written as

Lt(s) = e−α · s/ωc · k · L(s) (9.16)

with L(s) being the nominal loop gain that yields an asymptotically stable
nominal closed loop T (s) = L(s)/(1 + L(s)). If only a phase error is present
(k = 1), the “true” closed loop Tt(s) = Lt(s)/(1 + Lt(s)) remains stable as
long as α < ϕ. For the case of a pure-gain error (α = 0), stability is preserved
as long as k < γ. Of course, if both error sources are present simultaneously
or if more general model uncertainties must be expected, the limits {γ, ϕ} are
no longer meaningful.

The gain and the phase margin are admittedly rather crude robustness
measures. However, they characterize quite well the robustness margins of
“simple” loops8 L(s). Moreover, in Chapter 10 it will be shown that for such
simple systems, the phase and gain margins of L(s) are linked to the system’s
closed-loop time-domain properties. For these reasons γ and ϕ are useful first

8 Having low order and neither unstable poles nor nonminimumphase zeros.

Es werden drei Robustheitsmasse eingeführt: die
Verstärkungsreserve γ, die Phasenreserve ϕ, und der
kritische Abstand µ
γ : Verstärkungsreserve zu (−1 + 0j) bei ∠L(jω) = −180◦
ϕ : Phasenabstand zu −180◦ bei der Durchtrittsfrequenz ωc
µ : kleinste Distanz zwischen (−1 + 0j) und L(jω)

µ = minω
∣∣1 + L(jω)

∣∣ = 1
maxω|S(jω)|

Beispiel Das nominelle System L(s) hat Phasenfehler α oder
Verstärkungsfehler k gegenüber dem wahren System:

Lt,α(s) = e−α·s/ωc · L(s), Lt,k(s) = k · L(s)

Lt,α ist stabil für α < ϕ und Lt,k für k < γ. Falls beide
Fehler gleichzeitig vorhanden sind, sind γ und ϕ keine guten
Robustheitsmasse, sie messen beide nur eindimensional.

Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen
|Σ(jω)|dB 0.1 1 10

0

-40

-80

• γ

bei ωc

ω

∠Σ(jω)Grad 0.1 10 100

-90

-180

-270

ϕ
•

bei ωγ

5 Robustes Nyquist Theorem
Annahme: ein wahres Modell der linearen und zeitinvarianten
Regelstrecke Pt(s) existiert, ist aber wegen Modellierungsun-
sicherheit nicht bekannt. Stattdessen wurde ein Nominalm-
odell der Regelstrecke P (s) und eine zugehörige multiplika-
tive Unsicherheitübertragungsfunktion W2(s) gefunden. Der
Regler C(s) ist exakt bekannt. Die wahre Kreisverstärkung
des Systems Lt(s) = Pt(s) · C(s) ist teil der Menge SL:

SL =
{
P (s) · C(s) · (1 + ∆ ·W2(s)) | (3)

|∆| ≤ 1, ∠∆ ∈ [−π, π]
}
.

Es wird angenommen, dass L(s) und Lt(s) dieselbe Anzahl
instabile (n+) und stabile (n0) Pole haben.

Robustes Stabilitätskriterium von Nyquist:

Das robuste Stabilitätskriterium von Nyquist wird aus
dem nominalen Nyquist-Stabilitätskriterium abgeleitet: Falls
nämlich das nominale Nyquist-Stabilitätskriterium Gl. (2) für
jedes Lt(jω) ∈ SL in Gl. (3) erfüllt ist, dann ist der Regelkreis
garantiert asymptotisch stabil.
Umsetzung des robusten Stabilitätskriteriums: Durch be-
trachten der grössen Modellunsicherheit, d.h. mit |∆| = 1 und
für alle möglichen Richtungen (Phasen) von ∆ beschränken
wir unsere Überlegung auf den schlimmstmöglichen Fall, d.h.

Lt(s) = L(s) + L(s) ·W2(s) (4)

Betrachte Abb. 2 und vergleiche mit Gl. (4). Um zusätzliche
Umkreisungen des Punktes (−1 + 0)j garantiert zu verhin-
dern, darf der Unsicherheitsadius |L(jω) · W2(jω)| (in rot)
nie grösser als |1 +L(jω)| (in blau) werden. Daraus folgt das
robuste Stabilitätskriterium nach Nyquist:

∣∣L(jω) ·W2(jω))
∣∣ <

∣∣1 + L(jω)
∣∣ , ∀ω ∈ [0,∞)
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L(j ω)|L(j ω) ·W2(j ω)|

1 + L(j ω)

Figure 9.4. Illustration of the robust Nyquist stability theorem.

9.5 Constraints on Closed-Loop Systems

9.5.1 Spectral Properties of Noise and Disturbance

One of the most important constraints imposed on any feedback control sys-
tem is a consequence of the intrinsic connection between the sensitivity S(s)
and the complementary sensitivity T (s), which directly follows from the defi-
nition of these two transfer functions

T (s) + S(s) =
L(s)

1 + L(s)
+

1

1 + L(s)
= 1, ∀ s ∈ C (9.19)

Accordingly, only one of these two transfer functions can be much smaller
than 1 at any frequency s.

This observation has important consequences for the ability of the control
system to reject disturbances and measurement noise. In fact, the system
output is influenced by these two inputs in the following way (see Figure 9.1)

Y (s) = S(s) ·D(s) + T (s) ·N(s) (9.20)

Abb. 2: Robustes Stabilitätskriterium nach Nyquist.
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Kapitel 9.5-9.6 Design von Regelungssystemen - I

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 27. November 2019

1 Frequenzbedingungen des geschlossenen
Regelkreises
Frequenzeigenschaften von Störungen und Rauschen
Die Übertragungsfunktionen des geschlossenen Regelkreises
S(s) und T (s) sind intrinsisch gekoppelt:

T (s) + S(s) = L(s)
1 + L(s) + 1

1 + L(s) = 1, ∀s ∈ C (1)

Gl. (1) setzt voraus, dass bei gegebener Frequenz ∗
ω nur

entweder |T (j ∗ω)| oder |S(j ∗ω)| viel kleiner als 1 sein kann.

Die Einflüsse des Rauschens (N für Noise) und der Störung
(D für Disturbance) auf den Ausgang sind wie folgt:

Y (s) = YD(s) + YN (s) = S(s) ·D(s) + T (s) ·N(s) (2)

Störungen werden also mit S(s) auf den Ausgang übertragen
und Rauschen mit T (s).
Die generelle Aufgabe eines Reglers ist die gleichzeitige Un-
terdrückung von Rauschen und Störungen. Dies ist laut
Gl. (1) nur möglich, wenn die Signale in unterschiedlichen Fre-
quenbändern auftreten. Glücklicherweise tritt Rauschen nor-
malerweise bei hohen Frequenzen (ω > ωn) auf und Störungen
normalerweise bei tiefen Frequenzen (ω < ωd). Daraus ergibt
sich, dass S(jω) für tiefe Frequenzen klein, und T (jω) für ho-
he Frequenzen klein sein muss.
Niedrige Frequenzen ω < ωd

|S(jω)| =
∣∣∣∣

1
1 + L(jω)

∣∣∣∣
!

<< 1 ⇒ |L(jω)| >> 1 (3)

Hohe Frequenzen ω > ωn

|T (jω)| =
∣∣∣∣

L(jω)
1 + L(jω)

∣∣∣∣
!

<< 1 ⇒ |L(jω)| << 1 (4)
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such that in steady state the magnitude of the output in the worst case11 is
bounded by

|Y (j ω)| ≤ |S(j ω)| · |D(j ω)|+ |T (j ω)| · |N(j ω)| (9.21)

 
 

|D(jω)|

|S(jω)|

|N(jω)|

|T (jω)|

noise attenuationdisturbance attenuation

2 decades
critical band

0 dB

6 dB

ω

ωd ωn

Figure 9.5. Illustration of the frequency separation requirement of a well-posed
problem.

Since |T (j ω)| and |S(j ω)| cannot be zero (very small) at the same fre-
quency ω, the control system cannot reject both noise and disturbances at that
frequency. Therefore, an important constraint on the problem setup is that
the frequency bands, i.e., the spectra (see Section B.2.1) of the disturbance
and noise signals must be clearly separated.

Figure 9.5 shows such a well-posed problem in which only low-frequency
disturbances are present (ω < ωd) and in which the noise is a high-frequency
signal (ω > ωn). The spectra |D(j ω)| and |N(j ω)| of the two signals are sep-
arated by a sufficiently large frequency band such that it is possible to achieve
simultaneously disturbance rejection and noise reduction for all frequencies.

If the disturbance and noise signals present in a specific problem setup do
not satisfy this frequency-separation constraint, then no control system C(s)
exists that can achieve both disturbance rejection and noise attenuation.

11 In general, the disturbances and the noise are uncorrelated signals. Therefore, the
worst-case assumption is reasonable.

Abb. 1: Störung und Rauschen in unterschiedlichen Fre-
quenbändern. S(s) und T (s), die Gl. (3) und Gl. (4) erfüllen.
Beschränkungen der Sensitivität
Der Frequenzgang der Sensitivität S(jω) kann durch Einstel-
len des Reglers C(jω) lokal beeinflusst werden.

Global betrachtet, über alle ω, muss die Sensitivität für alle
stabilen geschlossenen Regelkreise (d.h. Stabilität durch das
Nyquist Theorem bestimmt) folgende Gleichung erfüllen:

∫ ∞

0
ln
∣∣S(jω)

∣∣ dω = π ·
n+∑

i=1
π+
i , (5)

wobei n+ die Anzahl der instabilen Pole π+ der Kreis-
verstärkung L(s) ist. Falls die Kreisverstärkung L(s) keine
instabile Pole hat (n+ = 0) vereinfacht sich Gl. (5) zu:

∫ ∞

0
ln
∣∣S(jω)

∣∣ dω = 0 (6)

Gleichungen Gl. (5) und Gl. (6) implizieren, dass eine Ver-
ringerung von |S(jω)| in einem Frequenzband durch eine
Erhöhung in einem anderen Frequenzband kompensiert wird.
2 Beschränkungen der Durchtrittsfrequenz
Definitionen Durchtrittsfrequenz und Bandbreite
Bei der Durchtrittsfrequenz ωc, schneidet das Bode Dia-
gramm von L(jω) die 0 dB-Linie: |L(jωc)| = 0 dB = 1.
Zusätzlich definiert man die Bandbreite des geschlosse-
nen Regelkreises ωb: |T (jωb)| = −3 dB ≈ 0.7. Die Band-
breite ist ein Mass für die höchste Frequenz des Eingangssi-
gnals, die der geschlossene Regelkreis verfolgen kann.
Die Bandbreite entspricht ungefähr der Durchtrittsfrequenz.

ωb ≈ ωc
Beschränkungen der Durchtrittsfrequenz
Im Folgenden werden verschiedene Grössen eingeführt, welche
die Durchtrittsfrequenz und somit die Bandbreite (oder um-
gekehrt) des geschlossenen Regelkreises limitieren. Die quan-
titativen Werte der Beschränkungen basieren auf Erfahrungs-
werten und sind sinnvolle Faustregeln.
Beschränkungen durch Modellunsicherheiten W2

Aus dem robusten Stabilitätskriterium folgt:
∣∣L(jω) ·W2(jω))

∣∣ <
∣∣1 + L(jω)

∣∣ , ∀ω ∈ [0,∞)

⇒
∣∣∣∣

L(jω)
1 + L(jω)

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣

1
W2(jω)

∣∣∣∣

⇒
∣∣T (jω)

∣∣ <
∣∣∣W−1

2 (jω)
∣∣∣ (7)

Da die Unsicherheit |W2(jω)| tendenziell mit der Frequenz
zunimmt (und W−1

2 (jω) somit mit der Frequenz abnimmt),
ist Gl. (7) eine obere Beschränkung der Bandbreite, und somit
eine Beschränkung der Durchtrittsfrequenz von |L(jω)|.
Man will die Unsicherheit auf jeden Fall vermeiden. Deswegen
setzt man als obere Schranke für die Durchtrittsfrequenz eine
Dekade kleiner als die Unsicherheitsdurchtrittsfrequenz.

ωc
!
<

1
10 · ω2 |W2(jω2)| = 1

1



Beschränkung durch eine Totzeit τ

C e−τC ·s P e−τP ·s
U(s)E(s) Y (s)

−

R(s)

Cτ Pτ

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten τC und τP

Totzeit im Regler:
Durch die Verarbeitung des Signals im Regler vergeht Zeit.
Die vergangene Zeit wird als Totzeit τC modelliert:

Cτ (s) = C(s) · e−τC ·s

Totzeit in der Regelstrecke
Die Totzeit τP der Regelstrecke ist identisch definiert wie die
Totzeit des Reglers:

Pτ (s) = P (s) · e−τP ·s

Ein Beispiel einer Totzeit in der Regelstrecke ist die Kom-
munikation zu einem Satellit. Es vergeht Zeit τP zwischen
senden der Eingangsgrösse u(t∗) zur Zeit t∗ und der Reaktion
des Satelliten y(t∗ − τP ).

Die Übertragunsfunktion der Kreisverstärkung mit Verzöge-
rung im Regler und der Regelstrecke ist gegeben durch:

Lτ (s) = C(s) · P (s) · e−(τC +τP )·s = C(s) · P (s) · e−τ ·s

Die Totzeit induziert eine obere Grenze für die Durchtritts-
frequenz. Um die Totzeitsfrequenz gut zu vermeiden wird als
Grenze die halbe Totzeitsfrequenz gewählt.

→ ωc
!
<

1
2 · ωτ = 1

2 ·
1
τ

Der Faktor von 1
2 ist ein Erfahrungswert. Falls möglich sollte

man einen konservativen Vorfaktor von 1
5 wählen.

Beschränkungen durch nicht-minimalphasige (NMP)
Nullstellen wζ+

Gegeben sei eine Regelstrecke P (s) = n(s)
d(s) mit mindestens

einer nicht-minimalphasigen Nullstelle. Um die Wirkung der
Nullstellen zu veranschaulichen, wählt man einen konstanten
Regler C(s) = kp, kp ∈ R.

S(s) = d(s)
d(s) + kp · n(s) , T (s) = kp · n(s)

d(s) + kp · n(s)

Wenn kp →∞ strebt, nähern sich die Pole von S(s) und
T (s), gegeben durch d(s) + kp · n(s) = 0, an die Lösung von
n(s) = 0. Da n(s) mindestend eine nicht-minimalphasige
Nullstelle hat, wird das System bei kp = kp,crit instabil. Dies
impliziert, dass die Bandbreite durch einen Regler kp nicht
beliebig hoch gewählt werden kann. Daraus folgt:

ωc
!
<

1
2 · ωζ+ (konservativer mit 1

5 als Faktor) (8)

wobei ωζ+ der “langsamsten” nicht-minimalphasigen Nullstel-
le entspricht (kleinster positiver Realteil).

Beschränkungen durch instabile Pole π+

I: Instabile Pole π+ ohne Modellierungsunsicherheit
Die Wirkung von instabilen Polen wird anhand eines
einfachen Beispiels gezeigt. Gegeben sei eine Regelstrecke
P (s) = 1

s−π+ , π
+ ∈ R+ welche mit einem konstanten Regler

C(s) = kp, kp ∈ R stabilisiert werden soll.

Aus nc = n0
2 +n+ mit n0 = 0 und n+ = 1 folgt das eine Um-

kreisung von (−1 + j0) in 	 notwendig ist um das System zu
stabilisieren. Dies kann durch einen Regler kp > |π+| erreicht
werden.
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Figure 9.9. Plant P (j ω) and loop gain L(j ω) of the unstable first-order system
example for various gains kp.

ωc =
√
120 · a (9.36)

which shows that the “faster” the unstable pole (the larger a is), the higher
the bandwidth of the stabilizing controller must be.18

kp = −1.16 · a

kp = −1.5 · a

kp = −2 · a

kp = −4 · a

ω

−10

0 dB

10

|S(jω)|

Figure 9.10. Sensitivities S(s) of the closed-loop system for various gains kp.

18 Not very precisely, but quite descriptively, one could say that the controller must
be “faster” than the unstable pole to be able to stabilize the plant by feedback
action.

Abb. 3: Nyquistdiagramm der Regelstrecke P (jω) und Kreis-
verstärkung L(jω)

Daraus folgt eine untere Schranke für die Durchtrittsfrequenz:

ωc > 2 · ωπ+ (konservativer mit 5 als Faktor) (9)

wobei ωπ+ der “schnellste” instabile Pol von L(s) ist (Pol
mit dem grössten positiven Realteil).
II: Instabile Pole π+ mit Modellierungsunsicherheit
Zusätzlich zu Gl. (9) müssen wir folgende Bedingung für alle
instabilen Pole π+

i prüfen:∣∣∣W2(π+
i )
∣∣∣ < 1∀i (10)

3 Zusammenfassung der Beschränkungen
Alle oben beschriebenen Einschränkungen können als eine
Reihe von Bedingungen an die Durchtrittsfrequenz zusam-
mengefasst werden. Da es mehrere untere Schranken und
obere Schranken für die Durchtrittsfrequenz gibt, muss
man das engstmögliche Frequenzband nehmen, sodass alle
Bedingungen gleichzeitig erfüllt sind:
max

{
10 · ωd, 2 · ωπ+

}
< ωc < min

{
1

10 · ωn, 1
10 · ω2, 1

2 · ωτ , 1
2 · ωζ+

}

konservativer mit 5 konservativer mit 1
5

Wichtig:
1. Es handelt sich bei den besprochenen Beschränkungen
nicht um Design-Spezifikationen an den Regler, sondern um
eine Überprüfung, ob das Regelproblem überhaupt sinnvoll
gelöst werden kann. Wenn es kein gültiges Frequenzband für
ωc gibt, existiert kein Regler, der das Problem sinnvoll löst.
2. Falls D(jω) oder N(jω) mit 20 dB/dek abfallen oder anstei-
gen, garantiert der Sicherheitsfaktor 10 eine Verstärkung der
Signale nicht grösser als 10% (↔ Unterdrückung um 90%).
3. Bei instabilen Polen oder NMP Nullstellen geht es nicht um
die Unterdrückung von Signalen, sondern um die Garantie
von Stabilität. Diese wird nominell auch mit einem kleineren
Sicherheitsabstand von Faktor von 2 oder 5 erreicht.
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Kapitel 10.1-10.4 Spezifikationen von Regelungssystemen - II

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 6. Dezember 2019

1 Statischer Nachlauffehler
Bis jetzt wurde jeweils Y (s) als Funktion der Eingänge
R(s), W (s), D(s), und N(s) betrachtet. Im Folgenden wird
besprochen, wie sich der Fehler e(t) im eingeschwungenen Zu-
stand verhält. Dazu wird der Regelkreis im Frequenzbereich
betrachtet:

C(s) P (s)
U(s)E(s) Y (s)R(s)

W (s) D(s)

N(s)
−−

Ähnlich wie bei der Ausgangsgrösse Y (s) kann man E(s) als
Funktion der Eingänge beschreiben1:
E(s) = ER(s) + EN (s) + ED(s) + EW (s)

= S(s)R(s) + S(s)N(s) − S(s)D(s)− S(s)P (s)W (s)
= S(s) · [R(s) +N(s)−D(s)− P (s) ·W (s)]

Man betrachtet Referenzen und Störungen die als Sprünge
h(t) auf den Fehler abgebildet werden2:

h(t) = 1, t > 0 → H(s) = 1
s

Mit dem Endwerttheorem (final value theorem) kann man den
Fehler auf eine Sprungantwort nach langer Zeit berechnen:

eh
∞ = lim

t→∞
eh(t) = lim

s→0+
s · S(s) · 1

s
= lim

s→0+
S(s) = S(0)

Man schreibt S(0) als Funktion des offenen Regelkreises L(0):

eh
∞ = S(0) = 1

1 + L(0) (1)

L(0) hängt vom Systemtyp k der Kreisverstärkung L(s) ab:

L(s) = bm · sm + . . .+ b1 · s+ b0
sk · (sn−k + an−1−k · sn−1−k + . . .+ a1 · s+ a0) (2)

Aus Gl. (1) und Gl. (2) ist ersichtlich, dass für L(0) und
somit eh

∞ zwei Fälle vorliegen:

k = 0 ⇒ L(0)→ b0
a0

⇒ eh
∞ = a0

a0+b0
k > 0 ⇒ L(0)→∞ ⇒ eh

∞ → 0

In anderen Worten kann ein System mit Systemtyp k > 0
einem Sprung nach langer Zeit fehlerfrei folgen, und so-
mit Sprungartige Störungen unterdrücken. Für ein Systemtyp
k = 0 wird die Antwort y(t) des Systems vom angewandten
Sprung abweichen.
1Die Eingänge werden dabei als unkorreliert behandelt und ihr Einfluss
wird individuell betrachtet.

2R(s) und D(s) werden durch S(s) abgebildet. Das Rauschen n(t) hat in
der Regel Mittelwert 0 und induziert dadurch im Mittel keinen Fehler.

Beispiel: Sprungantworten und Systemtyp:

L1(s) = 1
s+1 (k = 0), L2 = 1

s(s+1) (k = 1)

T1(s) = s+1
s+2 , T2 = s(s+1)

s2+s+1

Das erste System hat Systemtyp k = 0 und weist somit
einen Fehler in der Sprungantwort auf: S(0) = 1

1+L1(0) = 1
2 .

Der zweite offene Regelkreis L2(s) ist Systemtyp k = 1.
(L2(s) strebt für s→ 0 linear gegen ∞.) Daraus folgt,
dass das zweite System fehlerfrei zum Sprung konvergiert.

0 1 3

1

eh
∞

t

y(t)

L1(s)

0 3 6 9

1

t

y(t)

L2(s)

Beispiel: Das Konzept des statischen Nachlauffehlers kann
auch auf Referenzen höherer Ordnung3erweitert werden:

rm(t) = 1
m! · t

m, t ≥ 0, m ∈ {0, 1, 2, . . .}.

0 1 2

1 m = 0

m
=

1

m
=

2

t

rm(t) Ähnlich wie beim speziellen Fall
der Sprungantwort ergibt sich
mit Hilfe der Ordnung der Re-
ferenz m, und der Anzahl der
offenen Integratoren von L(s)
(Systemtyp k) eine Fallunter-
scheidung:

m < k → e∞ = lim
s→0+

1
sm·(1+L(s)) = 0

m > k → e∞ = lim
s→0+

1
sm·(1+L(s)) =∞

m = k → e∞ = lim
s→0+

S(s)
sk /∈ {0,∞}

Beispielhaft wird eine Rampenantwort (m = 1) des zweiten
Systems T2(s) (k = 1) aus dem vorherigen Beispiel betrach-
tet. Da k = m gilt, hat die Rampenantwort einen statischen
Nachlauffehler.

0 3 6

e∞ = 1

3

6

r 1(
t)

y(t
)

e(t)

t

y(t)

S2(s) = s(s+ 1)
s2 + s+ 1

⇒ e∞ = lim
s→0+

S(s)
sk

= 1

3 Die Referenz r0(t) entspricht der Sprungantwort h(t), r1(t) entspricht
der Rampe p(t), r2(t) einer quadratisch ansteigenden Fuktion, usw.
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2 Spezifikationen basierend auf Systemen
2. Ordnung
Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T (s)
einem System zweiter Ordnung entspricht:

T (s) = ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0
.

Dies ist für sinnvolle geschlossene Regelkreise eine gute
Annahme, es verlangt asymptotische Stabilität und erlaubt
ein Überschwingen. Der geschlossene Regelkreis T (s) zweiter
Ordnung soll Spezifikationen in der Anstiegszeit t90 und im
relativen Überschwingen ε̂ erfüllen:

t90 t∗ 1 2

0.9
1

1.0 + ε̂

t

y(t)

Die Spezifikationen von ε̂ und t90 können erfüllt werden, in
dem man Anforderungen an die typischen Parameter eines
Systems 2ter Ordnung aufstellt:

δ = − ln(ε̂)√
π2 + ln2(ε̂)

, ω0 = (0.14 + 0.4 · δ) · 2 · π
t90

Im nächsten Schritt werden die Spezifikationen an T (s) in
Anforderungen an die Kreisverstärkung L(s) umgewandelt,
unter Anwendung von T (s) = L(s)

1+L(s) .

Die Anforderungen des geschlossenen Regelkreises können in
Anforderungen an die Durchtrittsfrequenz ωc und die Phasen-
reserve ϕ der Kreisverstärkung L(s) umformuliert werden:

ωc = ω0 ·
√√

4 · δ(ε̂)4 + 1− 2 · δ(ε̂)2

ϕ = π

2 − arctan




√√
4 · δ(ε̂)4 + 1− 2 · δ(ε̂)2

2 · δ(ε̂)




Die obigen Gleichungen können für 0.45 < δ < 1 sehr gut mit
den folgenden vereinfachten Zusammenhängen angenähert
werden:

ωc ≈
1.7
t90

ϕ ≈ 71◦ − 117◦ · ε̂

Somit sind Spezifikationen des geschlossenen
Regelkreises T (s) in Anforderungen an den offenen
Regelkreis L(s) umformuliert worden.

Geschlossene Regelkreise mit Charakteristiken, welche einer
Dämpfung ausserhalb des Bereiches 0.45 < δ < 1 entsprechen
sind in der Praxis nicht relevant, weil sie entweder sehr stark
überschwingen oder extrem langsam sind.

3 Frequenzbereich - Spezifikationen
Die Störung D(s) und das Rauschen N(s) werden durch die
Sensitivität S(s) und durch die komplementäre Sensitivität
T (s) auf den Ausgang abgebildet:

Y (jω) = S(jω) ·D(jω) + T (jω) ·N(jω)

Um die Auswirkung von Störungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz ωc zu minimieren, beschränkt man den
Maximalwert von S(s) und T (s).

‖S‖∞ < Smax, ‖T‖∞ < Tmax, Smax, Tmax > 1, (3)

wobei per Definition ‖Σ‖∞ = maxω |Σ(jω)|.

Die Bedingungen in Gl. (3) werden in Anforderungen an die
Kreisverstärkung L(s) umgewandelt:

‖S‖∞ < Smax ⇔ L(jω) 6∈

{
|1 + z| ≤ 1

Smax

∣∣∣∣z ∈ C

}
(4)

‖T‖∞ < Tmax ⇔ L(jω) 6∈

{∣∣∣∣
T 2

max
T 2

max − 1
+ z

∣∣∣∣ ≤
Tmax

T 2
max − 1

∣∣∣∣z ∈ C

}
(5)

Die geometrische Interpretation von Gl. (4) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −1 zentrierten Kreis mit Radius 1

Smax
ein-

treten darf.

-1 0.5

-1

1

Re

Im
1

Smax

Abb. 1: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (4)
Die geometrische Interpretation von Gl. (5) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −T 2

max
T 2

max−1 zentrierten Kreis mit Radius Tmax
T 2

max−1
eintreten darf.
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S−1max in the Nyquist plane. Condition (10.24) requires that L(j ω) does not
enter a circle centered in the point −T 2

max/(T
2
max−1) with radius Tmax/(T

2
max−

1). This circle is also referred to as “Apollonius circle” (see Figure C.20). It
is the set of all points whose distance to the origin and to the point −1 + j 0
have the same ratio Tmax. This can be seen by using the definition of T

‖T ‖∞ =
‖L‖∞

‖1 + L‖∞
≤ Tmax

−1

1.0

−0.5

Re

Im

k = 2

k = 1.5

k = 1.3

k = 1.2
k = 1.1 k = 1

Figure C.20. Apollonius circles for several k = Tmax.

If Tmax = 1, the circle which L(j ω) may not enter has an infinite radius
and its center lies at −∞ on the real axis, thus it becomes a half plane. To
calculate the right boundary xr of this plane, take the limit

xr = lim
Tmax→1

(
− T 2

max

T 2
max − 1

+
Tmax

T 2
max − 1

)

= lim
Tmax→1

(
Tmax − T 2

max

T 2
max − 1

)

= lim
Tmax→1

(
Tmax · (1 − Tmax)

(Tmax + 1) · (Tmax − 1)

)

= lim
Tmax→1

(
− Tmax

Tmax + 1

)
= −1

2

Abb. 2: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (5)
mit k = Tmax

Wenn Smax und Tmax verringert werden, wird eine zunehmen-
de Teilmenge der komplexen Ebene für L(jω) nicht zulässig.
Für Tmax → 1 ist die gesamte komplexe Ebene links von − 1

2
ausgeschlossen.

2
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1 PID-Regler
Bisher wurde in Beispielen jeweils ein Proportionalregler
(P-Regler) C(s) = kp verwendet. In diesem Kapitel wird der
P-Regler durch einen Integral-Term (I-Teil), und durch einen
Derivative-Term (D-Teil) erweitert. Dieser PID-Regler wird
in der Praxis sehr häufig verwendet.
Die Reglerstruktur wird zunächst im Zeitbereich betrachtet:

uPID(t) = kp ·
(

e(t)︸︷︷︸
P-Term

+ 1
Ti
·
∫ t

0
e(τ) dτ

︸ ︷︷ ︸
I-Term

+Td ·
d
dte(t)︸ ︷︷ ︸

D-Term

)

Der I-Term wird betragsmässig grösser, je länger ein einsei-
tiger Fehler (z.B. e(t) > 0) vorhanden ist. Der D-Term wirkt
auf schnelle Änderungen im Fehlersignal. Ein Nachteil des
D-Terms ist, dass er Rauschen auf dem Fehlersignal e(t)
verstärkt.
Eine Transformation in den Frequenzbereich ergibt:

CPID(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

+ Td · s
)

= U(s)
E(s)

Wie bereits erwähnt wird u(t) durch den D-Term sehr emp-
findlich auf Rauschen. Man kann im Frequenzbereich hohe
Frequenzen ganz einfach unterdrücken, indem man eine hoch-
frequente doppelte Nullstelle an den Regler hängt. Dieser
Term wird roll-off Term genannt:

CPID(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

+ Td · s
)
· 1

(τ · s+ 1)2
︸ ︷︷ ︸

roll-off

Als Übertragungsfunktion ergibt sich:

CPID(s) = kp ·

kausal︷ ︸︸ ︷(
Td · Ti · s2 + Ti · s+ 1

Ti · s︸ ︷︷ ︸
nicht kausal

)
· 1

(τ · s+ 1)2

Ohne den roll-off Term wäre die Übertragungsfunktion U(s)
E(s)

nicht kausal und entsprechend nicht praktisch realisierbar.
Um u(t) ohne roll-off zu berechnen, bräuchte man Zukunfs-
werte des Fehlersignals e(t).

PID-Regler in Standardform im Frequenzbereich

1

1
Ti·s

Td · s

U(s)
kp

E(s)

UP(s)

UI(s)

UD(s)

Proportionales Verhalten (P-Term)

uP(t) = kp · e(t), UP(s) = kp · E(s)

Der P-Term reagiert auf den momentanen Wert des Fehlers
e(t). Die Stärke der Reaktion ist proportional zur Grösse des
momentanen Fehlers.
Integratives Verhalten (I-Term)

uI(t) = kp

Ti
·
∫ t

0
e(τ)dτ, UI(s) = kp

Ti
· 1
s
· E(s)

Der I-Term reagiert zum Zeitpunkt t proportional auf den ku-
mulierten Fehler, für t ∈ [0, t]. Falls ein statischer Nachlauf-
fehler vorhanden ist, wird dieser aufintegriert, und der Regler-
ausgang wird immer grösser, bis kein Fehler mehr vorhanden
ist. Ein Nachteil des Integrators ist, dass der Reglerausgang
theoretisch beliebig gross werden kann.
Derivatives Verhalten (D-Term)

uD(t) = kp · Td ·
d
dte(t), UD(s) = kp · Td · s · E(s)

Der D-Term wirkt antizipierend, er reagiert zum Zeitpunkt t
auf die momentane Änderungsrate des Fehlers. Der D-Term
wirkt wie ein Dämpfer gegen ein schnelles Erhöhen oder Ver-
ringern des Fehlers. Eine starke Änderung im Fehler resul-
tiert in einem erhöhten Reglerausgang. Falls die Änderung zu
stark ist, kann der gewünschte Reglerausgang grösser als der
grösstmögliche Eingang eines Systems werden.

Bodediagramm eines PID-Reglers mit roll-off

11.2 PID Controllers 183

The Bode diagram of this element is shown in Figure 11.1. The indicated
parameter values are not realistic. They have been chosen to clearly separate
the individual effects in the PID controller. Note that, despite the unrealistic
parameter values, the separation is well visualized only in the magnitude plot;
the phase plot is more difficult to read.

I

P

D
roll-off

|C(jω)|

ω

d
B

∠C(jω)

ω

d
e
g
re
e
s

1/Ti 1/Td

1/τ
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10−1 100 101 102 103

-100

-50

0

50

-10

0

10

20

Figure 11.1. Bode diagram of a PID element with kp = 1, Ti = 1 s, Td = 0.1 s, and
τ = 0.01 s. The dashed lines in the magnitude plot indicate the asymptotes of the
four parts in the transfer function (11.1).

Quick Check 11.2.1: Prove that the intersection between the I element asymp-
tote and the P element asymptote in the upper plot of Figure 11.1 is indeed
located at the frequency ωi = 1/Ti. y

Quick Check 11.2.2: Why is a positive phase change close to the crossover
frequency desirable while a magnitude increase is not? Taking the example
shown in Figure 11.1, what can you say about the frequencies where these
two effects take place? y

If the specifications that must be satisfied are not very demanding, the D
part is often omitted in practice, i.e., Td is set to 0. Figure 11.2 illustrates the
typical outcome of such a PI design. For simple plants P (s), the PI structure
is exactly what is needed to achieve high loop gains L(s) at low frequencies,
a moderate transition gradient at crossover, and a rapid roll-off at higher
frequencies. In other words, for “simple plants” the PI(D) controller structure
is exactly what is needed to achieve a sound feedback control system design.
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Beispiel: Regegelung eines Systems zweiter Ordnung

0 4 8 12

1

P

PI

PD
PID

t

y(t)

4 8 12

1

t

e(t)

0.2 0.5 0.8

1.5

3
Spike am Ausgang

t

u(t)

Es ist ersichtlich, dass ein statischer Fehler durch den In-
tegrator eliminiert werden kann. Der D-Term ermöglich es,
schneller auf die Fehleränderung zu reagieren, jedoch wird
dadurch der Reglerausgang auch grösser.

PID-Regler Parameter Tuning nach Ziegler Nichols
Die Parameter kp, Ti, und Td können durch extensives Testen
des Systems bestimmt werden. Ein anderer Ansatz ist, der
von Ziegler-Nichols. Hier geht man davon aus, dass das Sy-
stem P (s) ein System erster Ordnung mit zusätzlicher relativ
kleiner Totzeit ist:

P (s) ≈ k

τ · s+ 1 · e
−T ·s, wobei : T

T + τ

!
< 0.3

Zur Bestimmung der Ziegler-Nichols Parameter startet man
mit einem reinen P-Regler und erhöht die Verstärkung kp

soweit, bis der geschlossene Regelkreis grenzstabil wird bei
der Verstärkung k∗

p (Pole von T (s) auf der imaginären Achse).
Falls die Modellannahme ungefähr stimmt, oszilliert das
grenzstabile System bei k∗

p mit einer Periode von T ∗. Man
kann diese Parameter des grenzstabilen System in folgende
Tabellen einsetzen um Reglerparamter für verschiedene PID
Kombinationen zu erhalten.

Regler kp Ti Td

P 0.5 · k∗
p ∞ · T ∗ 0 · T ∗

PI 0.45 · k∗
p 0.85 · T ∗ 0 · T ∗

PD 0.55 · k∗
p ∞ · T ∗ 0.15 · T ∗

PID 0.60 · k∗
p 0.50 · T ∗ 0.125 · T ∗

2



2 Iterative Loop Shaping
Ein System, das mit einem PID-Regler ausgelegt wird, erfüllt
unter Umständen nicht alle Designspezifikationen. Um gewis-
se Frequenzbänder nach Wunsch abzuändern, kann man einen
beliebigen Regler zum Beispiel mit Lead/Lag-Elemente erwei-
tern oder einen Regler von Grund auf neu erstellen.
Lead-Lag Elemente erster Ordnung
Der Term ’Lead-Lag’ bezeichnet zwei Arten von Systemen
mit gleicher Struktur und den zwei Parametern α und T :

C(s) = T · s+ 1
α · T · s+ 1 , α, T ∈ R+ (1)

Der Wert von α definiert ob es sich um ein Lead- oder ein
Lag-Element handelt:

0 < α < 1 ⇔ Lead-Element
1 < α ⇔ Lag-Element

Die Parameter α und T werden gezielt gewählt, sodass bei der
Frequenz ω̂ eine maximale Phasenänderung von ϕ̂ vorliegt:

α =
(√

tan2(ϕ̂) + 1− tan(ϕ̂)
)2

, T = 1
ω̂ · √α
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Abb. 1: Lead-Element für ω̂ = 1 und ϕ̂ = {40, 50, 60}
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Abb. 2: Lag-Element für ω̂ = 1 und ϕ̂ = {−40,−50,−60}
Ein Lag-Element mit −ϕ̂ entspricht einer Spiegelung des
Magnituden- und des Phasendiagramms des Lead-Elements
mit ϕ̂.

Lead-Lag Elemente zweiter Ordnung
Die Verwendung eines Elements erster Ordnung beeinflusst
Frequenzen in der grösseren Umgebung von ω̂. Die Idee eines
Elements zweiter Ordnung ist, dass der gewünschte Effekt an
einer bestimmten Frequenz besser isoliert ist. Die Struktur
erfordert die Parameter κ, ε, und ω0:

C(s) = k · s
2 + 2 · κ · ε · (1− ε) · ω0 · s+ (1− ε)2 · ω2

0
s2 + 2 · κ · ε · (1 + ε) · ω0 · s+ (1 + ε)2 · ω2

0
(2)

Zusätzlich zur Wahl der mittleren Frequenz ω̂ und der ma-
ximalen Phasenverschiebung ϕ̂ kann man nun zusätzlich die
Breite des Frequenzbands durch den Parameter ε wählen:

k = (1 + ε)2

(1− ε)2 , κ = cot(ϕ̂/2)√
1− ε2

, ω0 = ω̂√
1− ε2
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Abb. 3: Lead-Element zweiter Ordnung für ω̂ = 1, ϕ̂ = 60,
und ε = {0.05, 0.16, 0.25}.
3 Inversion der Regelstrecke
Wenn die Regelstrecke P (s) = np(s)

dp(s) mit relativem Grad r

asymptotisch stabil ist und nur minimalphasige Nullstellen
enthält, kann ein Regler C(s) gewählt werden, der die Dy-
namik der Regelstrecke exakt kompensiert und gleichzeitig
in einer gewünschten Übertragungsfunktion L(s) des offenen
Regelkreises resultiert:

L(s) = P (s) · P (s)−1 ·

desired L(s)︷ ︸︸ ︷
1

Ti · s
· 1

(τ · s+ 1)r−1
︸ ︷︷ ︸

C(s)

⇒ C(s) = P (s)−1 · 1
Ti · s

· 1
(τ · s+ 1)r−1

C(s) = dp(s)
np(s) ·

1
Ti · s

· 1
(τ · s+ 1)r−1

Der Regler invertiert die Dynamik der Regelstrecke, und
somit haben die Pole und Nullstellen von P (s) keinen Ein-
fluss auf die Übertragungsfunktion des offenen Regelkreises
L(s). Die übrigen Elemente von C(s) stellen sicher, dass die
gewünschte Übertragungsfunktion L(s) des offene Regelkreis
resultiert:

L(s) = 1
Ti · s

· 1
(τ · s+ 1)r−1

Mit der Verstärkung Ti = ω−1
c kann die gewünschte Durch-

trittsfrequenz ωc eingestellt werden. Zusätzlich wählen wir
τ < Ti und ωc < ω2.
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