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1 Regelungstechnik I Grundlagen

2 Definitionen

2.1 Systemklassifikation

SISO
Input/Output scalar

MIMO
Input/Output vektoriell

Linear
Änderung des Ausgangs ist
proportional zur Änderung
des Eingangs.

Nichtlinear
Σ(α · u1 + β · u2) ̸= α ·
Σ(u1) + β · Σ(u2)

Kausal
Ein kausales System hängt
nicht von Eingängen in der
Zukunft ab.

Akausal
y(t) = u(t+ 5)∫ t+1
−∞ u(t)dt

ÜF: Zähler hat höhere Ord-
nung als Nenner

Statisch
Der Ausgang bei statischen
Systemen zur Zeit t∗ hängt
nur vom Eingang zur Zeit t∗

ab.
y(t) = 3 · u(t)
y(t) =

√
u(t)

Dynamisch
DGL → Dynamisch
y(t) =

∫
0tu(τ)dτ

y(t) = u(t− τ) ∀ τ ̸= 0

Zeitinvariant
Zeitinvariante Sys geben bei
gleichen Eingängen zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten und
gleicher Anfangsbedingung
die gleichen Ausgänge.
y(t) = d

dtu(t)
y(t) = 3 · u(t)

Zeitvariant
y(t) = sin(t) · u(t)
y(t) = u(t) + t

3 Modellierung

3.1 Impulserhaltung

d

dt
(mv) =

∑
i

Fi

3.2 Drehimpulserhaltung

d

dt
(JB θ̇) = ΣiTi

3.3 Speichermethode

1. Identifiziere die Systemgrenze (Zuflüsse, Ausflüsse)

2. Identifiziere die relevanten Speicher im System (Masse,
Energie, Ladung) und ihre zugehörigen Pegelvariablen.

3. Formuliere die Differentialgleichung für alle relevanten Spei-
cher

d

dt
(Speicherinhalt) = ΣZuflüsse− ΣAbflüsse

4. Formuliere algebraische Relationen um Zuflüsse/Ausflüsse
eines Speichers als Funktion der Pegelvariablen auszu-
drücken. Nach Einsetzen sollten sowohl der Speicherinhalt
wie auch die Zuflüsse/Ausflüsse als Funktion der Pegelva-
riablen ausgedrückt sein.

5. Identifiziere Systemparameter durch Experimente, Desi-
gnspezifikationen oder Systemoptimierung.

6. Validiere das Modell mit Experimenten

4 Normieren und Linearisieren

4.1 Normierung

xi(t) =
zi(t)

zi,0
, u(t) =

v(t)

v0
, y(t) =

w(t)

w0

Durch Ersetzen von z1(t), z2(t), v(t) und w(t) im nichtlinearen
Modell resultiert das normierte nichtlineare Modell.
Es folgt:

ẋ(t) = f0(x(t), u(t))

=

 z2,0
z1,0

· x2(t)

g
z2,0

· sin(α)− k3·z31,0
m·z2,0

· x1(t)
3 − v0

m · u(t) · x2(t)



y(t) = g0(x(t), u(t)) =
z1,0

ω0

· x1(t)

4.2 Berechnen Ruhelage {xe, ue}

ẋ(t) =


ẋ1

.

.

.
ẋn

 =


0

.

.

.
0

 = f(xe, ue)

4.3 Linearisieren

A
def
=



∂f0,1
∂x1

∂f0,1
∂x2

. . .
∂f0,1
∂xn

∂f0,2
∂x1

∂f0,2
∂x2

. . .
∂f0,2
∂xn

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

∂f0,n
∂x1

∂f0,n
∂x2

. . .
∂f0,n
∂xn


xe,ue

b
def
=


∂f0,1
∂u

.

.

.
∂f0,n
∂u


xe,ue

c
def
=
[

∂g0
∂x1

. . .
∂g0
∂xn

]
xe,ue

d
def
=
[

∂g0
∂u

]
5 Allgemeine Lösung LZI System

5.1 Lineares Zeitinvariantes System

ẋ(t) = A · x(t) + b · u(t) A ∈ Rn×n
, b ∈ Rn×1

y(t) = c · x(t) + d · u(t) c ∈ R1×n
, d ∈ R

x(0) = x0

Die allgemeine Lösung der Zustandsgrösse x(t):

x(t) = e
A·t · x0 +

∫ t

0

e
A·(t−ρ) · b · u(ρ)dρ

daraus folgt für die Ausgangsgrösse y(t):

y(t) = c · eA·t · x0︸ ︷︷ ︸
I

+

∫ t

0

e
A·(t−ρ) · b · u(ρ)dρ︸ ︷︷ ︸

II

+ d · u(t)︸ ︷︷ ︸
III

Die natürliche Antwort des Systems (I) ist unabhängig von u.
Der Eingang u trägt einerseits zum Beitrag der Systemdynamik
(II) bei und andererseits zum Feedthrough Term (III).

6 Stabilität

6.1 Lyapunov Stabilität
Lyapunov Stabilität bezieht sich auf das GGW der Zustände.

Stabilität nach Lyapunov erlaubt die Stabilitätsanalyse von
Gleichgewichtspunkten (GGWP) von linearen und linearisierten
Systemen. (A, b, c, d) Falls das System Asymptotisch stabil oder
instabil ist, gilt dies auch für die Stabilität desselben GGWP im
nichtlinearen System.

Wichtig: Falls ein GGWP eines linearisierten Systems einen
EW = 0 besitzt, lässt sich keine Aussage über die Stabilität
desselben GGWP im nichtlinearen System machen.

EW (A) ≡ σi + jωi

1. Asymptotisch stabil: σi < 0 , für alle EW(A)
2. Stabil: σi ≤ 0 , min. ein EW(A) = 0
3. Instabil: σi > 0 , min. ein EW(A) > 0

• Für ωi ̸= 0 oszilliert das System.

• Asymptotisch stabil → limt→∞ ∥x(t)∥ → 0

6.2 BIBO Stabilität
BIBO Stabilität bezieht sich auf das I/O Verhalten von Σ(s)

Ein System ist BIBO stabil, falls für die Impulsantwort σ(t)
folgendes gilt: ∫

0∞|σ(t)|dt <∞

Ein System mit Übertragungsfunktion Σ(s) ist BIBO sta-
bil, falls alle Pole πi negativen Realteil haben.

Anmerkung: Die Pole von Σ(s) entsprechen den EW von A falls
das System vollständig steuerbar und beobachtbar, also minimal
ist.

7 Systemanalyse Zeitbereich
Ein vollständig steuerbar und vollständig beobachtbares System
ist minimal.

7.1 Steuerbarkeit/ Erreichbarkeit

Das System ist vollständig steuerbar/ erreichbar, wenn die Steu-
erbarkeitsmatrix R vollen Rang hat.
Für LZI Systeme gilt steuerbar = erreichbar

R =
[
b, A · b, A2 · b, . . . , An−1 · b

]
Ein Punkt xc ∈ Rn ist steuerbar, falls ein u(t) existiert, das
den Zustandsvektor des Systems von x(0) = xc zum Zustand
x(τ) = 0 in endlicher Zeit τ bringt.
Falls alle Punkt in R steuerbar sind, heisst das System vollständig
steuerbar.
Ein System ist potentiell stabilisierbar, falls alle nicht-steuerbaren
Zustände asymptotisch stabil sind.

Ein Punkt xr ∈ Rn ist erreichbar, falls ein u(t) existiert,
das den Zustandsvektor des Systems vom Zustand x(0) = 0 zum
Zustand x(τ) = xr in endlicher Zeit τ bringt.
Falls alle Punkte in Rn erreichbar sind, heisst das System
vollständig erreichbar.

7.2 Beobachtbarkeit
Das System ist vollständig beobachtbar, wenn die Beobachtbar-
keitsmatrix O (observability matrix) vollen Rang hat.

O =


c

c · A
c · A2

.

.

.
c · An−1



Das System ist vollständig beobachtbar, wenn man mit der Mes-
sung des Ausgangssignals y(t), t ∈ [0, τ ], τ > 0 eindeutig auf
den Anfangszustand x(0) des Systems schliessen kann.

7.3 Detektierbarkeit

Ein System ist detektierbar, wenn alle nicht beobachtbaren
Zustände asymptotisch stabil sind.

8 Systemantwort 1.Ordnung

8.1 System 1. Ordnung

ẋ(t) = − 1

τ
· x(t) + k

τ
· u(t), y(t) = x(t)

Mit Zeitkonstante τ und Eingangsstärke k. Σ(s) = k
τs+1

8.2 Impulsantwort

u(t) = δ(t) =

{
+∞, t = 0

0, t ̸= 0

Es folgt die allgemeine Lösung:

yδ(t) = e
−t
τ ·

(
x0 +

k

τ

)

8.3 Sprungantwort

u(t) = h(t) =

{
1, t ≥ 0

0, t < 0

Es folgt die allgemeine Lösung:

yh(t) = e
−t
τ · x0 + k ·

(
1− e

−t
τ

)

8.4 Systemantworten - Impuls / Sprung

Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante kF und einem Dämpfer mit
Dämpferkonstante cD verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

m
y(t)

u(t)

Abb. 2: Aktuiertes Feder-
Dämpfer System.

Impulserhaltung:
mÿ = u(t)− FFeder − FDämpf
= u(t)− kFy − cDẏ

Durch die Wahl x1 = y, und
x2 = ẏ, folgt

ẋ =
[

0 1
−kF/m −cD/m

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1
x2

]
+
[
0
1

]
u(t)

Die Entwicklung des Systems kann nun mittels der Eigenwer-
te λi von A analysiert werden:

eig(A) = λi = − cD
2m ±

√
c2

D
4m2 −

kF
m

Fall (1): c2
D

4m2 − kF
m ≥ 0⇒ c2

D ≥ 4kFm⇒ σi < 0, ωi = 0
Falls der Dämpfer relativ zur Feder und zur Masse genug
stark ist, sind alle Eigenwerte reellwertig negativ. Das heisst,
das System konvergiert ohne Oszillationen zum GGWP.
Asymptotisch stabil nach Lyapunov.

Fall (2): c2
D < 4kFm⇒ σi < 0, ωi 6= 0

Falls der Dämpfer schwach ist, werden die Eigenwerte kom-
plex, mit negativem Realteil. Das heisst, das System oszilliert
um den GGWP mit abnehmender Amplitude.
Asymptotisch stabil nach Lyapunov.

Fall (3): cD = 0⇒ σi = 0, ωi 6= 0
Falls kein Dämpfer im System ist, werden alle Eigenwerte
komplex mit Realteil σi = 0. Das System oszilliert für immer
um den GGWP.
Stabil nach Lyapunov.

Fall (4): kF = 0⇒ λ1 = 0, σ2 < 0, ω2 = 0
Falls keine Feder im System ist, wird ein Eigenwert 0 und
der andere wird reell negativ. Falls das System mehrmals
angestossen wird, kommt es jedesmal ohne Osillation zum
Stillstand, jedoch nicht zwingend im GGWP.
Stabil nach Lyapunov.

3 Testsignale auf Systeme erster Ordnung
In diesem Abschnitt werden spezielle Eingänge für Systeme
erster Ordnung mit Zeitkonstante τ und Eingangsstärke k
betrachtet

ẋ(t) = −1
τ
· x(t) + k

τ
u(t), y(t) = x(t)

3.1 Impulsantwort

u(t) = δ(t) =
{

+∞, t = 0
0, t 6= 0

,

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Lösung :

yδ(t) = e−t/τ · (x0 + k/τ). (2)

Aus Gl. (2) folgt, dass ein Impuls die Anfangsbedingung x0
um k/τ ändert. Das heisst, ein Impuls induziert eine An-
fangsbedingung. Das System entwickelt sich von der neuen
Anfangsbedingung, als ob u(t) = 0 wäre.
3.2 Sprungantwort

u(t) = h(t) =
{

1, t ≥ 0
0, t < 0

,

Aus Gl. (1) folgt die allgemeine Lösung:

yh(t) = e
−t
τ · x0 + k · (1− e−t

τ ) (3)

t/τ0

y(t) · τ/k

x0 = 0.4 · k/τ

x0 = 0

1 2

1

1.4

t/τ0

y(t)/k

x0 = 0.6 · k

x0 = 0

1 2

0.6

1

Abb. 3: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts.
Die Tangente an die Impulsantwort zum Zeitpunkt t = 0
schneidet die Zeitachse zum Zeitpunkt t = τ . Die Tangen-
te and die Sprungantwort zum Zeitpunkt t = 0 schneidet den
Sprung k · h(t) auch zum Zeitpunkt t = τ . Je kleiner τ ist,
desto schneller konvergiert das System.

Beispiel: Betrachte Abb. 2. Die Systemgleichung ohne Feder,
mit x = ẏ ist

ẋ(t) = −cD
m

x(t) + 1
m
u(t)

Es folgt: τ = m/cD und k = τ/m = 1/cD. Ein Impuls auf
das ruhende System induziert eine Anfangsgeschwindigkeit
der Magnitude k/τ = 1/m. Ein Sprung h(t) auf das ruhende
System stellt die Geschwindigkeit der Masse auf 1

cD
.

t0

y(t)

m
cD

1
m

t0

y(t)

m
cD

1
cD

Abb. 4: Impulsantwort links und Sprungantwort rechts

2

1



9 Systeme 2. Ordnung

9.1 Allgemeine Form

Σ(s) = k · ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0

Σ(0) = 1

Das System hat zwei Pole:

s1,2 = π1,2 = ω0 ·
(
−δ ±

√
δ2 − 1

)
Der Parameter δ wird als Dämpfungsparameter bezeichnet.

• Für |δ| < 1 wird werden die Pole komplex. (Überschiessen)

• Für |δ| > 1 wird werden die Pole reel.

Der Parameter ω0 = 2π
T0

entspricht der natürlichen Frequenz,

mit T0 als natürliche Periode.

Die Zeitnormierte Sprungantwort für verschiedene δ sieht wie folgt
aus:
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Kapitel 7 Laplace-Transformation II, BIBO-Stabilität, Nullstelleneinfluss

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 29. Oktober 2019

1 Inverse Laplace-Transformation
In Kapitel 6 wurde die Laplace-Transformation eingeführt.
Es wurde erwähnt, dass sich im Frequenzbereich leicht eine
Lösung finden lässt:

Y (s) = Σ(s) · U(s) (1)

Um die Antwort im Zeitbereich zu erhalten, könnte man die
inverse Laplace-Transformation berechnen:

y(t) = L−1{Y (s)} = 1
2 · π · j ·

∮
Y (s) · es·tds t ≥ 0

Dieses Linienintegral ist jedoch sehr schwer zum Ausrech-
nen. Man kann ausnützen, dass Lösungen im Frequenzbereich
Brüche rationaler Funktionen sind:

Y (s) = bm ·
∏m
j=1(s− ξj)∏n
i=1(s− πi)

, ξj , πi ∈ C

Insbesondere kann man mit der Partialbruchzerlegung den
Bruch in eine Linearkombination von Brüchen tieferer Ord-
nung zerteilen:

Y (s) =
p∑

i=1

φi∑

k=1

ρi,k
(s− πi)k

ρi,k ∈ C,

wobei ρi,k die Residuen sind, und φi die Vielfachkeit von πi
ist. Die inverse Laplace-Transformation der einzelnen Brüche
kann allgemein hergeleitet werden:

L−1
{

1
(s− πi)k

}
= 1

(k − 1)! · t
k−1 · eπi·t · h(t)

Beispiel: Die inverse Laplace-Transformation von:

Y (s) = s2 + s+ 2
s3 + s2 + s+ 1 = s2 + s+ 2

(s− j) · (s+ j) · (s+ 1) (2)

Mit der Partialbruchzerlegung:

Y (s) = 1
s+ 1 +

1
2·j
s− j +

− 1
2·j

s+ j
(3)

Da die Laplace-Transformation eine lineare Operation ist,
kann man nun die inverse Laplace-Transformation auf die
einzelnen Brüche anwenden:

L−1(Y (s)) = y(t) = e−t + 1
2 · j (ej·t − e−j·t)
︸ ︷︷ ︸

sin(t)

= e−t + sin(t)

Bemerkung: Komplexe Residuen sind oft sehr mühsam aus-
zurechnen (Gl. (3)). Man kann bei Gl. (2) abkürzen, indem
man erkennt, dass zwei rein konjugiert-komplexe Pole vor-
handen sind. D.h. bevor dass man überhaupt etwas berech-
net, kann man vorhersagen, dass entweder ein Cosinus oder

ein Sinus vorhanden sein muss. Um diesen Fakt auszunut-
zen fasst man die beiden Pole bei der Partialbruchzerlegung
zusammen:

Y (s) = s2 + s+ 2
(s2 + 1) · (s+ 1) = 1

s+ 1︸ ︷︷ ︸
L{e−t}

+ 1
s2 + 1︸ ︷︷ ︸
L{sin(t)}

(4)

In diesem Beispiel sind alle Pole entweder auf der rein reellen
Achse (s = −1), oder auf der rein komplexen Achse (s = ±j).
Um eine Intuition für allgemeine Pole der Form s = σ + j ·
ω (und deren inversen Laplace-Transformation) zu erhalten,
wird das System zweiter Ordnung eingeführt.

2 Systeme 2. Ordnung
Die Übertragungsfunktion eines Systems zweiter Ordnung mit
statischer Verstärkung von 1 hat folgende Form:

Σ(s) = ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0

Σ(0) = 1 (5)

Dieses System hat zwei Pole:

s1,2 = π1,2 =
(
−δ ±

√
δ2 − 1

)
· ω0 (6)

Anordnung der Pole auf der real-imaginären Ebene:7.4 Influence of Poles and Zeros on System Dynamics 101

Im

Re

ω0,1

ω0,2

ω0,3

δ = − 1
2δ = 0δ = 1

2δ =
√

1
2δ =

√
3

2

ω0

ω0

√
1 − δ2

−δω0

Figure 7.1. Circles represent constant natural frequency 0 < ω0,1 < ω0,2 < ω0,3.
Rays represent constant damping-ratio locations. For |δ| < 1 two complex conju-
gated poles exist, for |δ| > 1 two real poles exist.

Y (s) =
1

s
− s− 2 · δ0

(s− δ0)
2
+ ω2

1

(7.16)

=
1

s
− s− δ0

(s− δ0)
2 + ω2

1

+
δ0
ω1

· ω1

(s− δ0)
2 + ω2

1

(7.17)

and one for the case b) 1 < δ (supercritical damping)

Y (s) =
1

s
− s− 2 · δ0

(s− δ0)
2 − ω2

2

(7.18)

=
1

s
− s− δ0

(s− δ0)
2 − ω2

2

+
δ0
ω2

· ω2

(s− δ0)
2 − ω2

2

(7.19)

Using Table 6.2 and the damping lemma of Table 6.1, these two frequency-
domain signals can be transformed directly into their corresponding time-
domain counterparts

case a) y(t) = h(t) ·
(
1 + eδ0·t ·

(
δ0
ω1

· sin(ω1 · t)− cos (ω1 · t)
))

(7.20)

case b) y(t) = h(t) ·
(
1 + eδ0·t ·

(
δ0
ω2

· sinh (ω2 · t)− cosh (ω2 · t)
))

(7.21)

Figure 7.2 shows the step responses of the system for different damping
ratios δ and frequencies ω0. The most salient features that can be seen in this
plot are listed now.

Der Parameter δ wird als Dämpfungsparameter bezeichnet.
Für |δ| < 1 wird das Argument in der Wurzel in Gl. (6) nega-
tiv. Somit werden die Pole komplex. Für |δ| > 1 werden die
Pole rein reell. Der Parameter ω0 = 2π/T0 wird als natürliche
Frequenz des Systems bezeichnet, wobei T0 die natürliche Pe-
riode ist. Die zeitnormierte Sprungantwort, für verschiedene
Dämpfungsparameter sieht wie folgt aus:

t∗ 1 2

1

1.0 + ε̂ bei δ = 0.17

t/T0

y(t)

0 < δ < 1
δ = 1
δ > 1

1
Eigenschaften des Dämpfungsparameters δ:

δ ∈ (0, 1) Unterkritisch gedämpft
Komplexe Pole
Überschiessen

δ = 1 Kritisch gedämpft
Schnellstmögliches Konvergieren
Kein Überschiessen

δ > 1 Überkritisch gedämpft
Reelle Pole
Kein Überschiessen

9.2 Nullstelleneinfluss

• Je kleiner |ζ|, desto stärker der Einfluss dieser Nullstelle.

(→ Überschuss)

• Nullstelle nahe an einem Pol schwächt Einfluss des Pols.

• Für ζ > 0 gibt es einen Undershoot. (Nicht-minimalphasig)

→ Durch Änderung der Messgrösse, kann eine nicht-
minimalphasige Nullstelle minimalphasig werden.

1-0.5

1

t/T0

y(t)

ζ < 0
ζ = ±∞
ζ > 0

δ = 1/2

Nicht-minimalphasige Nullstellen folgen aus der Sensor- und
Aktuatorwahl. D.h. sie sind eine Eigenschaft aus der Kom-
bination der Systemvektoren b und c mit der Systemmatrix
A (im Gegensatz zu den Polen, die nur von der System-
matrix A abhängen.) Durch Änderung der Messgrösse (z.B.
durch Änderung der Sensorenkonfiguration), kann eine nicht-
minimalphasige Nullstelle minimalphasig werden.
Bemerkung: Die initiale Sprungantwort in die “falsche“
Richtung tritt bei einer ungeraden Anzahl positiver Nullstel-
len (Re(ζ > 0)) auf.
4 BIBO Stabilität
Als nächstes wird das Konzept von Bounded Input Boun-
ded Output (BIBO) Stabilität eingeführt, welche sich auf
Übertragungsfunktionen Σ(s) (das I/O Verhalten) bezieht.
Es wurde bereits im Zeitbereich die Stabilität vom GG-
WP nach Lyapunov eingeführt. Diese wird für den allgemei-
nen Fall mit Anfangsbedingung x(0) = x0 6= 0 betrachtet. Bei
Übertragungsfunktionen Σ(s) hingegen wird x(0) = 0 ange-
nommen. Zudem wurde gezeigt, dass sich nicht beobachtba-
re und nicht steuerbare Zustände in Σ(s) kürzen. Falls al-
le Zustände beobachtbar und steuerbar sind, entsprechen die
Nullstellen des Nenners der Übertragungsfunktion im FB den
Eigenwerten der Matrix A im ZB. Die Stabilität im I/O Set-
ting braucht jedoch eine neue Interpretation, da es keinen Zu-
standsvektor mehr gibt. → BIBO Stabilität bezieht sich auf
das I/O Verhalten von Σ(s), und Lyapunov Stabilität
bezieht sich auf das Gleichgewicht der Zustände.
Ein System ist BIBO stabil, falls für die Impulsantwort σ(t)
folgendes gilt: ∫ ∞

0
|σ(t)|dt <∞ (11)

Für ein System mit Übertragungsfunktion Σ(s), gilt:
• Das System ist BIBO stabil falls alle Pole πi negativen

Realteil haben.

• Das System ist nicht BIBO stabil in allen anderen Fällen.
Dabei ist wichtig, dass nicht beobachtbare Zustände und nicht
steuerbare Zustände die BIBO Stabilität nicht beeinflussen,
da sich diese in Σ(s) wegkürzen. BIBO Stabilität und Lyapu-
nov Stabilität scheinen zunächst sehr ähnlich zu sein, man
muss aber die Konzepte auseinanderhalten. Ein BIBO stabi-
les System kann Lyapunov instabil sein, und ein Lyapunov
stabiles System kann BIBO instabil sein.
Beispiel: Lyapunov stabil und BIBO instabil

u(t)
m

z(t)
(a)

u(t) FDämpf
m

z(t)
(b)

Das System in (a) wird betrachtet. Ein Körper mit Masse

m = 1 sei ohne Reibung frei beweglich. Die einzige Kraft, die
wirkt sei der Eingang u(t). Der Ausgang sei die Geschwindig-
keit des Körpers ż(t). Durch Impulserhaltung folgt:

z̈(t) = u(t), y(t) = ż(t)

Durch die Wahl des Zustands x(t) = ż(t), folgt:

ẋ(t) = u(t), y(t) = x(t) (12)

Vergleicht man Gl. (12) mit der Standardform, folgt:

ẋ = Ax+ bu ↔ ẋ = 0 · x+ u (13)

D.h. das System hat einen Eigenwert λ = 0. Der GG-
WP ist stabil nach Lyapunov (nicht asymptotisch). Die I/O
Übertragungsfunktion des Systems lautet:

Σ(s) = Y (s)
U(s) = 1

s
(Integrator)

Es gibt verschiedene Methoden, wie man zeigen kann, dass
(a) nicht BIBO stabil ist. Die Übertragungsfunktion hat
einen Pol bei s = 0. Per Definition ist das System somit
nicht BIBO stabil. Rechnet man die Impulsantwort aus,
folgt: σ(t) = L−1{1/s} = 1. Somit ist die Bedingung in
Gl. (11) auch nicht erfüllt. Ausserdem lässt sich leicht ein
Bounded Input finden (u(t) = c), der einen Unbounded
Output (y(t) = c · t) liefert.

Bemerkung: Das System in (a) wäre BIBO stabil, falls auf
die Kugel eine geschwindigkeitsabhängige Widerstandskraft
FDämpf = ż wirkte, wie dargestellt in (b).

z̈(t) = −ż(t) + u(t), y(t) = ż(t)

Durch dieselbe Zustandswahl x = ż folgt:

ẋ = −x(t) + u(t), y(t) = x(t)

Dies ist ein System erster Ordnung mit Eigenwert λ = −1
und ist somit asymptotisch stabil nach Lyapunov. Die Im-
pulsantwort ergibt sich zu:

Σ(s) = Y (s)
U(s) = 1

s+ 1 ⇒ σ(t) = e−t,

somit ist das System (b) auch BIBO stabil.
Beispiel: Lyapunov instabil und BIBO stabil:
Das folgende System wird auf Lyapunov und BIBO Stabilität
geprüft:

ẋ =
[
−1 0
0 1

]
x+

[
1
0

]
u, y =

[
1 0

]
· x = x1 (14)

In Gl. (14) stehen die Eigenwerte direkt auf der Diagonalen:
λ1 = −1, λ2 = 1. Das System ist somit instabil nach Lyapu-
nov. Die Instabilität nach Lyapunov ist nachvollziehbar wenn
x2(0) 6= 0, dann divergiert der Zustand x2 für t→∞.
Da der instabile Zustand weder steuerbar noch beobachtbar
ist, ist das System trotzdem BIBO stabil ist. Durch ausrech-
nen der Übertragungsfunktion folgt:

Σ(s) = Y (s)
U(s) = 1

s+ 1
Der Pol hat einen negativen Realteil. Das System ist somit
gleichzeitig BIBO stabil und Lyapunov instabil.
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10 System Darstellungen

10.1 I/O Darstellung

y
(n)

(t) + . . .+ a2 · y(2)(t) + a1 · y(1)(t) + a0·y(t) =

bm · u(m)
(t) + . . .+ b2 · u(2)

(t) + b1 · u(1)
(t) + b0·u(t)

Die I/O Darstellung hat keine physikalische Koordinaten mehr,
weshalb alle Anfangsbedingungen auf Null gesetzt werden:

y(n) = 0, ∀n
10.2 Zustandsraum Normalform - Reglernor-

malform
Umwandlung von I/O Darstellung zu Zustandsraumdarstellung
mittels kanonischer Koordinaten.

[
A b
c d

]
=



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 . . . 1 0
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1 1
b0 b1 b2 . . . . . . d



10.3 Übertragungsfunktion
Ergibt minimale Darstellung unseres System. Nicht minimale
Zustände werden gekürzt.

Σ(s) =
Y (s)

U(s)
= c · (sI − A)

−1 · b =
c · Adj(sI − A) · b

det(sI − A)

=
bm · sm + . . .+ b1 · s+ b0

sn + an−1 · sn−1 + . . .+ a1 · s+ a0

Σ(s) = c · (sI − A)
−1 · b

11 Frequenzgang / Frequenzantwort

11.1 Frequenzantwort
Harmonische Eingangsgrösse:

u(t) = α · cos(ω · t+ ϕ)

Amplitude α, Frequenz ω in rad
s , Phasenverschiebung ϕ

Der Ausgang eines Systems Σ(s):

y(t) = ytransient(t) + y∞(t)

Unter der Annahme, dass Σ(s) linear, zeitinvariant und asympto-
tisch stabil ist, gilt:

lim
t→∞

ytransient(t)→ 0 ⇒ y(t)→ y∞

Es gilt:

y∞(t) = m(ω) · α · cos(ω · t+ ϕ+ φ(ω))

Die Verstärkung m(ω) und die Phasenverschiebung φ(ω) sind
systemabhängig:

y∞(t) = |Σ(jω)| · α · cos(ω · t+ ϕ+ ∠Σ(jω))

12 Bode

12.1 Bode Diagramme

Bode Diagramm 1.Ordnung:

Man bemerke folgende Eigenschaften des Systems:

(a) Bei ω = 0 springt der Wert des Eingangssignals
von 0 auf 1. Das Feder-Dämpfer System erfährt etwas
ähnliches wie eine Sprungantwort. Aufgrund der Eigenwerte
mit negativem Realteil, konvergiert das System schnell
zur harmonischen Systemantwort. Ausserdem ist bei tiefen
Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Ausgangs quasi
der Phase des Eingangs entspricht.

(b) Die natürliche Frequenz des Systems ist bei
ω0 =

√
4 = 2. Da ω(t) linear gewählt wurde (ω ∈ [0, 4]),

folgt: ω0 = ω(t = 50). Aus der Antwort ist ersichtlich,
dass y(t) in der Nähe der natürlichen Frequenz die grösste
Magnitude hat. Ausserdem ist der Ausgang gegenüber dem
Eingang phasenverschoben.

(c) Bei sehr hohen Frequenzen kann das Feder-Dämpfer
System nicht mehr schnell genug auf die Anregung reagieren,
und die Amplitude seiner Schwingung nimmt ab. Zusätzlich
ist bei hohen Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Aus-
gangs um ca. −π verschoben ist.

Es gibt verschiedene Methoden, wie man die Magnitude m(ω)
und Phasenantwort ϕ(ω) von Systemen Σ(s) repräsentieren
kann. Im folgenden werden zwei Methoden beschrieben:
Bode Diagramme und Nyquist Diagramme.
2 Bode Diagramme

Bei Bodediagrammen werden die Magnitude
m(ω) = |Σ(j · ω)| und die Phase ϕ(ω) = ∠Σ(j · ω) ge-
genüber einer logarithmischen Frequenzskala eingezeichnet.
Dabei ist die Magnitude üblicherweise in Dezibel, und die
Phase in Grad dargestellt.

Umrechnung zwischen dezimal und dezibel

|Σ(s)|dB = 20 · log10 |Σ(s)|

|Σ(s)| = 10
|Σ(s)|dB

20

Dezimalskala Dezibelskala
100 40
10 20
5 13.97...
2 6.02...
1 0

1/
√

2 −3.0103
0.1 −20
0.01 −40

0 -Inf
Tabelle 1: Einige wichtige Skalenumrechnungen

Beispiel: System erster Ordnung
Viele reale Regelkreise können als Systeme erster Ord-
nung approximiert werden. Ein solches System reagiert auf
tiefe Frequenzen, die kleiner als die Eckfrequenz (Cutoff-
Frequency) ωc = 1/τ sind. Bei Anregungsfrequenzen höher
als ωc verhindert die Trägheit des Systems eine starke
Änderung des Ausgangs. Ausserdem reagiert das System für
ω > ωc zuhnemend verzögert, wie an der Phase des Bode-
Diagramms ersichtlich ist. Eine wichtiges Merkmal: die Ma-
gnitude bei ωc = 1

τ ist immer bei 1√
2 ≈ −3 dB.

20 · log |Σ(j · ω)| Σ(s) = 1
τis+1

• • • • •
1 10 100

-40
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10
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ω

∠Σ(j · ω)
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-90
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1
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1
τ5

Abb. 3: Bode-Diagramme von Systemen erster Ordnung.

Beispiel: System zweiter Ordnung
Viele mechanischen Systeme zeigen resonantes Verhalten
(grössere Verstärkung bei mittleren Frequenzen als bei tie-
fen - eine sogenannte Resonanzüberhöhung). Solche Systeme
werden oft als Systeme zweiter Ordnung approximiert.

20 · log |Σ(j · ω
ω0

)| Σ(s) = ω2
0

s2+2δω0s+ω2
0

1 10

-30

-10

10
dB

ω/ω0

δ = 0.05
δ = 0.7

∠Σ(j · ω
ω0

)

0.1 1 10
Grad

-90

-180
Abb. 4: Frequenznormiertes Bode-Diagramm für ein System
2. Ordnung bei unterschiedlichen Dämpfungsparametern.
Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstärkung)
ist nicht bei der natürlichen Frequenz ω/ω0 = 1, sondern bei:

ωmax = ω0 ·
√

1− 2 · δ2, 0 < δ <
1√
2

Jedoch gilt für kleine Dämpfungsparameter ωmax ≈ ω0.
Ausserdem zeigen Systeme 2. Ordnung für δ > 1√

2 kein
resonantes Verhalten.

2
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Man bemerke folgende Eigenschaften des Systems:

(a) Bei ω = 0 springt der Wert des Eingangssignals
von 0 auf 1. Das Feder-Dämpfer System erfährt etwas
ähnliches wie eine Sprungantwort. Aufgrund der Eigenwerte
mit negativem Realteil, konvergiert das System schnell
zur harmonischen Systemantwort. Ausserdem ist bei tiefen
Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Ausgangs quasi
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(b) Die natürliche Frequenz des Systems ist bei
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4 = 2. Da ω(t) linear gewählt wurde (ω ∈ [0, 4]),

folgt: ω0 = ω(t = 50). Aus der Antwort ist ersichtlich,
dass y(t) in der Nähe der natürlichen Frequenz die grösste
Magnitude hat. Ausserdem ist der Ausgang gegenüber dem
Eingang phasenverschoben.

(c) Bei sehr hohen Frequenzen kann das Feder-Dämpfer
System nicht mehr schnell genug auf die Anregung reagieren,
und die Amplitude seiner Schwingung nimmt ab. Zusätzlich
ist bei hohen Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Aus-
gangs um ca. −π verschoben ist.

Es gibt verschiedene Methoden, wie man die Magnitude m(ω)
und Phasenantwort ϕ(ω) von Systemen Σ(s) repräsentieren
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m(ω) = |Σ(j · ω)| und die Phase ϕ(ω) = ∠Σ(j · ω) ge-
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Dabei ist die Magnitude üblicherweise in Dezibel, und die
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Beispiel: System erster Ordnung
Viele reale Regelkreise können als Systeme erster Ord-
nung approximiert werden. Ein solches System reagiert auf
tiefe Frequenzen, die kleiner als die Eckfrequenz (Cutoff-
Frequency) ωc = 1/τ sind. Bei Anregungsfrequenzen höher
als ωc verhindert die Trägheit des Systems eine starke
Änderung des Ausgangs. Ausserdem reagiert das System für
ω > ωc zuhnemend verzögert, wie an der Phase des Bode-
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Beispiel: System zweiter Ordnung
Viele mechanischen Systeme zeigen resonantes Verhalten
(grössere Verstärkung bei mittleren Frequenzen als bei tie-
fen - eine sogenannte Resonanzüberhöhung). Solche Systeme
werden oft als Systeme zweiter Ordnung approximiert.

20 · log |Σ(j · ω
ω0

)| Σ(s) = ω2
0

s2+2δω0s+ω2
0

1 10

-30

-10

10
dB

ω/ω0

δ = 0.05
δ = 0.7

∠Σ(j · ω
ω0

)

0.1 1 10
Grad

-90

-180
Abb. 4: Frequenznormiertes Bode-Diagramm für ein System
2. Ordnung bei unterschiedlichen Dämpfungsparametern.
Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstärkung)
ist nicht bei der natürlichen Frequenz ω/ω0 = 1, sondern bei:

ωmax = ω0 ·
√

1− 2 · δ2, 0 < δ <
1√
2

Jedoch gilt für kleine Dämpfungsparameter ωmax ≈ ω0.
Ausserdem zeigen Systeme 2. Ordnung für δ > 1√

2 kein
resonantes Verhalten.

2

Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstärkung) ist
nicht bei der natürlichen Frequenz ω/ω0 = 1, sondern bei:

ωmax = ω0 ·
√

1− 2 · δ2, δ ∈
(
0,

1√
2

)

12.2 Umrechnung Dezimal und Dezibel
|Σ(s)|dB = 20 · log10 |Σ(s)|

|Σ(s)| = 10
|Σ(s)|dB

20

Dezimalskala Dezibelskala
100 40
10 20
5 13.97
2 6.02
1 0

1/
√
2 -3.0103

0.1 -20
0.01 -40
0 -∞

12.3 Einfluss Pole und Nullstellen im Bode
Diagramm

Pole/Zero Type Magnitude Phase
Re(πi) ≤ 0→ stable pole −20 dB/dec −90◦
Re(πi) > 0→ unstable pole −20 dB/dec +90◦

Re(ζi) ≤ 0→ minphase zero +20 dB/dec +90◦

Re(ζi) > 0→ non-minphase zero +20 dB/dec −90◦
e−s·τ → Time delay 0 dB/dec −ωτ

12.4 Bode’s Law

The gradient of the magnitude plot (κ · 20dB/dec) deter-

mines the phase shift (κ · π
2 )

Gilt für Systeme mit κ ≥ 2

12.5 Asymptotische Eigenschaften von Fre-
quenzantworten

Struktur einer allgemeinen Übertragungsfunktion:

Σ(s) =
bm · sm + · · ·+ b1 · s+ b0

sk · (sn−k + an−1−k · sn−1−k + · · ·+ a1 · s+ a0)

Systemtyp k

Der Systemtyp k entspricht der Vielfachkeit offener Integratoren(
1

sk

)
des Systems. Die Phase bei ω = 0 ist als folgende Funktion

definiert:

∠Σ(s) =

−k ·
π
2 , sign

(
b0
a0

)
> 0

−π − k · π
2 , sign

(
b0
a0

)
< 0

Relativer Grad r = n−m — (Steigung für w →∞)

∂|Σ(jω)dB |
∂ log(ω)

= −r · 20dB/dec, w →∞
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1 Asymptotische Eigenschaften von Fre-
quenzantworten
Betrachte die folgende Struktur einer allgemeinen
Übertragungsfunktion:

Σ(s) = bm · sm + . . .+ b1 · s+ b0
sk · (sn−k + an−1−k · sn−1−k + . . .+ a1 · s+ a0)

Zwei wichtige Eigenschaften zur Frequenzantwort werden
im folgenden beschrieben. Einerseits kann man aus der
Übertragungsfunktion direkt die Phase bei ω = 0 aus
dem Systemtyp k bestimmen. Andererseits kann man das
Asymptotische Verhalten der Magnitude |Σ(jω)| für ω → ∞
direkt aus dem relativen Grad r = n−m bestimmen.

Systemtyp k

Der Systemtyp k entspricht der Vielfachheit offener Integra-
toren ( 1

sk ) des Systems. Die Phase bei ω = 0 ist als folgende
Funktion definiert:

∠Σ(0) =




−k · π2 , sgn

(
b0
a0

)
> 0

−π − k · π2 , sgn
(
b0
a0

)
< 0

Relativer Grad r = n−m

Die Steigung des Magnitudenverlauf im Bode-Diagramm kon-
vergiert asymptotisch zu:

∂|Σ(jω)|dB
∂ log(ω) = −r · 20 dB/decade

Beispiel: System Σ(s) mit k = 1, r = 2− 0 = 2

•

decade

−40 dB

|Σ(jω)|dB 0.1 1 10

20
0

-20
-40
-60

ω

Σ(s) = 1
5s2+s = 1

s1(5s+1)

−π/2

∠Σ(jω)Grad 0.1 1 10
-90

-135

-180

2 Systemidentifikation
Generell wird zwischen drei Arten von Systemmodellen
unterschieden:
White box model: Es existiert eine explizite Darstellung
der Physik des Systems mit bekannten Parameterwerten.
Grey box model: Es existiert eine explizite Darstellung der
Physik des Systems mit unbekannten Parameterwerten.
Black box model: Es existiert keine explizite Darstellung
der Physik des Systems. Das Systemverhalten muss durch
empirische Datenanalyse ermittelt werden.
Black box Modelle werden verwendet wenn die Physik des
Systems nicht genau bekannt oder zu komplex ist um einfach
modelliert zu werden. Durch experimentelle Modellbildung
(Systemidentifikation) kann ein Modell des Systems abgelei-
tet werden, das für die Reglerentwicklung erforderlich ist.
Systemidentifikation mittels Frequenzgang
Ein unbekanntes System kann wie folgt identifiziert werden:
1. Das System wird mit einem bekannten harmonischen
Eingangssignal angeregt: u(t) = cos(ωt), ω ∈ [0,∞).
2. Die Verstärkung |Σ(jω)| und die Phase ∠Σ(jω) der
Systemantwort y∞ = |Σ(jω)| · cos(ωt+ ∠Σ(jω)) werden
gemessen. Somit kann das Bodediagramm des Systems
experimentell bestimmt werden.
3. Eine Übertragungsfunktion wird an die Daten angepasst.
Hier ist es wichtig, die Auswirkung verschiedener Standard-
elemente auf Magnitude und Phase zu verstehen.

Beispiel zu Black-box System Identifikation

1
τ

|Σ(jω)|dB 1 10 100
0

-20

ω

−π/2

∠Σ(jω)Grad 1 10 100
0

-90

Extensives testen bei verschiedenen Frequenzen ergibt die
blauen Datenpunkte. Du erkennst die Form als System erster
Ordnung. Durch auslesen der Zeitkonstante bei ωc = 1

τ = 10,
schätzt du das System als (rot eingezeichnet):

Σ(s) = 1
τs+ 1 = 1

0.1s+ 1

1

2



12.6 Nyquist Diagramme
Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jω hat
folgende Magnitude und Phase:

|Σ(jω)| = 1√
τ2ω2 + 1

∠Σ(jω) = − arctan(τ · ω)

Nyquist Diagramm 1.Ordnung:

Vergleich Abb. 2 und Abb. 4 Beide Abbildungen beinhal-
ten dieselbe Information, jedoch dient das Bode-Diagramm
zur vereinfachten Nutzung. Bei tiefen Frequenzen wurde in
Abb. 2 identifiziert, dass quasi keine Phasenverschiebung und
eine Verstärkung von 1 vorzufinden ist. Dies lässt sich direkt
am Bode-Diagramm in Abb. 4 ablesen. Um die natürliche
Frequenz ist in Abb. 2 eine starke Verstärkung ersichtlich.
Zusätzlich könnte man eine Phase von −π/2 erahnen. Am
Bode-Diagramm ist die Phase von −90 Grad direkt ersicht-
lich.

Einfluss von Polen und Nullstellen auf das Bode
Diagramm

Standardelemente Änderung im Bode Diagramm
Verstärkung Phase

Stabiler Pol -20 dB/dec bei ωc -90◦ bei ωc
Instabiler Pol -20 dB/dec bei ωc +90◦ bei ωc
Minimalphasige NS +20 dB/dec bei ωc +90◦ bei ωc
Nicht-Minimalphasige NS +20 dB/dec bei ωc -90◦ bei ωc
Delay um τ [s] (∀ω[rad/s]) 0 dB/dec −180/π · ω · τ◦

Für Pole oder Nullstellen mit Vielfachkeit grösser als
eins, muss sowohl die Änderung der Verstärkung wie auch die
gesamte Phasenänderung mit der Vielfachkeit multipliziert
werden. Beispielsweise führt eine doppelte minimalphasige
Nullstelle zu einer Steigung von +40 dB/Dekade und eine
Phasenänderung von +180◦.

Allgemeine Übertragungsfunktionen
Gegeben sei eine Übertragungsfunktion als Serienschaltung:

Σ(s) = Σ1(s) · Σ2(s)

Das Bode-Diagramm der Serienschaltung Σ(s) lässt sich ein-
fach aus den Bode-Diagrammen der einzelnen Subsysteme
Σ1(s) und Σ2(s) konstruieren.
Die Magnitude der Serienschaltung Σ(s) in Bode Diagram
ergibt sich aus der Summe der Magnituden der Subsysteme
Σ1(s) und Σ2(s). Dies, weil dB eine logarithmische Einheit
ist und somit gilt: log(a · b) = log(a) + log(b).

|Σ(jω)| = |Σ1(jω)| · |Σ2(jω)|
(|Σ(jω)|)dB = (|Σ1(jω)| · |Σ2(jω)|)dB

|Σ(jω)|dB = |Σ1|dB + |Σ2|dB

Die Phase der Übetrtragungsfunktion ∠Σ(jω) wird in Grad
oder Bogenmass angegeben. Da ejϕ1 · eiϕ2 = ej(ϕ1+ϕ2) gilt,
ergibt sich auch die Phase der Serienschaltung als Summe
der Phasen der einzelnen Subsysteme:

∠Σ = ∠Σ1 + ∠Σ2

3 Nyquist Diagramme
Das Nyquist Diagram ist die Darstellung des Frequenzganges
(Magnitude und Phase über die Anregungsfrequenz ω) direkt
in der komplexen Ebene.
Beispiel: System erster Ordnung
Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jω
hat folgende Magnituden und Phasen:

|Σ(jω)| = 1√
τ2ω2 + 1

∠Σ(jω) = − arctan(τ · ω)

∠Σ(j · ω)

|Σ(j · ω)|

ReIm
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

-0.4

Re

Im

Beispiel: System zweiter Ordnung
Ein allgemeines System 2. Ordnung bei der Frequenz s = jω
hat folgende Magnituden und Phasen:

|Σ(j · ω)| = ω2
0√

(ω2
0 − ω2)2 + 4 · δ2 · ω2

0 · ω2

∠Σ(j · ω) = − arctan
(

2 · δ · ω0 · ω
ω2

0 − ω2

)

ReIm

-0.5 0.5

-0.5

-1

-1.5
δ = 0.3
δ = 5

Das Nyquist Diagramm wird im Kapitel 9 im Zusammen-
hang mit der Stabilitätsanalyse eines Regelkreises nützlich.
Wir werden sehen, dass Aussagen zum geschlossenen Regel-
kreis anhand des Nyquist Diagramms des offenen Regelkreises
getroffen werden können.
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Nyquist Diagramm 2.Ordnung:

Vergleich Abb. 2 und Abb. 4 Beide Abbildungen beinhal-
ten dieselbe Information, jedoch dient das Bode-Diagramm
zur vereinfachten Nutzung. Bei tiefen Frequenzen wurde in
Abb. 2 identifiziert, dass quasi keine Phasenverschiebung und
eine Verstärkung von 1 vorzufinden ist. Dies lässt sich direkt
am Bode-Diagramm in Abb. 4 ablesen. Um die natürliche
Frequenz ist in Abb. 2 eine starke Verstärkung ersichtlich.
Zusätzlich könnte man eine Phase von −π/2 erahnen. Am
Bode-Diagramm ist die Phase von −90 Grad direkt ersicht-
lich.

Einfluss von Polen und Nullstellen auf das Bode
Diagramm

Standardelemente Änderung im Bode Diagramm
Verstärkung Phase

Stabiler Pol -20 dB/dec bei ωc -90◦ bei ωc
Instabiler Pol -20 dB/dec bei ωc +90◦ bei ωc
Minimalphasige NS +20 dB/dec bei ωc +90◦ bei ωc
Nicht-Minimalphasige NS +20 dB/dec bei ωc -90◦ bei ωc
Delay um τ [s] (∀ω[rad/s]) 0 dB/dec −180/π · ω · τ◦

Für Pole oder Nullstellen mit Vielfachkeit grösser als
eins, muss sowohl die Änderung der Verstärkung wie auch die
gesamte Phasenänderung mit der Vielfachkeit multipliziert
werden. Beispielsweise führt eine doppelte minimalphasige
Nullstelle zu einer Steigung von +40 dB/Dekade und eine
Phasenänderung von +180◦.

Allgemeine Übertragungsfunktionen
Gegeben sei eine Übertragungsfunktion als Serienschaltung:

Σ(s) = Σ1(s) · Σ2(s)

Das Bode-Diagramm der Serienschaltung Σ(s) lässt sich ein-
fach aus den Bode-Diagrammen der einzelnen Subsysteme
Σ1(s) und Σ2(s) konstruieren.
Die Magnitude der Serienschaltung Σ(s) in Bode Diagram
ergibt sich aus der Summe der Magnituden der Subsysteme
Σ1(s) und Σ2(s). Dies, weil dB eine logarithmische Einheit
ist und somit gilt: log(a · b) = log(a) + log(b).

|Σ(jω)| = |Σ1(jω)| · |Σ2(jω)|
(|Σ(jω)|)dB = (|Σ1(jω)| · |Σ2(jω)|)dB

|Σ(jω)|dB = |Σ1|dB + |Σ2|dB

Die Phase der Übetrtragungsfunktion ∠Σ(jω) wird in Grad
oder Bogenmass angegeben. Da ejϕ1 · eiϕ2 = ej(ϕ1+ϕ2) gilt,
ergibt sich auch die Phase der Serienschaltung als Summe
der Phasen der einzelnen Subsysteme:

∠Σ = ∠Σ1 + ∠Σ2

3 Nyquist Diagramme
Das Nyquist Diagram ist die Darstellung des Frequenzganges
(Magnitude und Phase über die Anregungsfrequenz ω) direkt
in der komplexen Ebene.
Beispiel: System erster Ordnung
Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jω
hat folgende Magnituden und Phasen:

|Σ(jω)| = 1√
τ2ω2 + 1

∠Σ(jω) = − arctan(τ · ω)

∠Σ(j · ω)

|Σ(j · ω)|

ReIm
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Beispiel: System zweiter Ordnung
Ein allgemeines System 2. Ordnung bei der Frequenz s = jω
hat folgende Magnituden und Phasen:

|Σ(j · ω)| = ω2
0√

(ω2
0 − ω2)2 + 4 · δ2 · ω2

0 · ω2

∠Σ(j · ω) = − arctan
(

2 · δ · ω0 · ω
ω2

0 − ω2

)

ReIm

-0.5 0.5

-0.5

-1

-1.5
δ = 0.3
δ = 5

Das Nyquist Diagramm wird im Kapitel 9 im Zusammen-
hang mit der Stabilitätsanalyse eines Regelkreises nützlich.
Wir werden sehen, dass Aussagen zum geschlossenen Regel-
kreis anhand des Nyquist Diagramms des offenen Regelkreises
getroffen werden können.

3

13 Modellunsicherheit

13.1 Nichtparametrische Unsicherheit

Die wahre Übertragungsfunktion Σt(s) liegt in der Menge S:

S = {Σ(s) · (1 + ∆ ·W2(s)) | |∆| ≤ 1,∠∆ ∈ [−π, π]}

• Σ(s): Nominelle ÜF, durch (imperfekte) Systemmodellie-
rung gefunden.

• ∆: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.

• W2(s): ÜF der Unsicherheit; quantifiziert die frequenz-
abhängige Unsicherheit des Modells.

3 Modellunsicherheit
Ein Modell eines physikalischen Systems kann das wahre
System nicht perfekt reproduzieren. Durch die Beücksichti-
gung der maximal zu erwartenden Modellierungsunsicherheit
beim Entwurf eines Regelsystems kann robustes Verhalten
garantiert werden.
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Im

Re∆

Σ(jω∗)Σ(jω)

Σt(jω)

1

|Σ(jω∗) ·W2(jω
∗)|

Figure 8.10. Graphic interpretation of the set S (gray), the “true system” frequency
response Σt(j ω), the nominal frequency response Σ(j ω), and the uncertainty bound
with radius |Σ(j ω∗) ·W2(j ω

∗)| at a fixed frequency ω∗.

• the nominal frequency response Σ(j ω∗) at a fixed frequency ω∗;

• a unit disc centered in the origin generated by ∆; and

• this disc translated by Σ(j ω∗) and scaled by a factor |Σ(j ω∗) ·W2(j ω
∗)|.

This procedure is repeated for all frequencies ω such that the complete area S
is generated in the complex plane. The “true” system Σt(s) is only assumed
to be in the set S and to have the same number of unstable poles as Σ(s).
Even if this formulation appears to be rather general, the assumption that a
“true” system which is linear and time-invariant exists is not trivial. Note that
both Σ(s) and Σt(s) may include some parts that are not real-rational (time
delays); this is one of the several advantages of frequency-domain formulations.

Aside from this multiplicative uncertainty representation, there are sev-
eral other formulations that all use the same “uncertainty generator” ∆. A
concise treatment of this topic can be found in [10]. The main advantage of
the multiplicative uncertainty description (8.46) is that it can be used very
easily to analyze and synthesize control systems. The price that one must pay
for that is an inherent conservatism of all results obtained with this method.

Annahme: es existiert eine lineare, zeitinvariante wahre
Übertragungsfunktion Σt(s), die das System exakt beschreibt,
die jedoch wegen Modellunsicherheiten nicht bekannt ist.
Die wahre Übertragungsfunktion Σt(s) liegt in der Menge S:

S =
{

Σ(s) · (1 + ∆ ·W2(s))
∣∣|∆| ≤ 1, ∠∆ ∈ [−π, π]

}

Σ(s): Nominelle Übertragungsfunktion, durch (imperfekte)
Systemmodellierung gefunden.
∆: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.
W2(s): Übertragungsfunktion der Unsichersicherheits: quan-
tifiziert die frequenzabhängige Unsicherheit des Modells
Bei jeder Frequenz ω∗ liegt die wahre Übertragungs-
funktion Σt(jω∗) innerhalb von einem Kreis mit Radius
|Σ(jω∗) ·W2(jω∗)| um die nominelle Übertragungsfunktion
Σ(jω∗).

3.2 Unsicherheitsübertragungsfunktion W2(s)
Es gibt mehrere Methoden, um ein Modell für die Unsicher-
heitsübertragungsfunktion zu bestimmen.

3.2.1 Unsicherheitsschätzung mittels Messdaten
Diese Methode verwendet Messungen am realen System, um
die Unsicherheitsgrenzen des Modells davon zu bestimmen.
1. Es werden k = 1, . . . ,K Messungen des Frequenzgangs
durchgeführt. Für jede Messung bei Frequenz ωi, i = 1, . . . , I
werden die Werte |Σ(jωi,k)| und ∠Σ(jωi,k) identifiziert.
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phase of the system’s frequency response obtained for the frequency ωi in the
k-th experiment.

Plotting the measured magnitude and phase data typically yields a distri-
bution similar to the one shown in Figure 8.11. Two characteristic features
are present in most cases:

• The higher the frequency, the less coherent and the less reliable the ex-
perimental data will be.

• The phase information is less consistent than the magnitude information.

dB m(ω) deg ϕ(ω)

ω (rad/s)ω (rad/s)

1

1

1010

-20

-40
-200

-100

Figure 8.11. Measured frequency response (dots), mean values for each frequency
(circles) and nominal model (solid).

As shown in Figure 8.11, the experimental data is used to fit the parame-
ters of a nominal model Σ(s) with

Σ(j ωi) = mi · ej·ϕi , i = 1, . . . , I (8.48)

This may be done using the techniques described in Section 8.4.

The “true” plant

Σt(j ωi) = mt
i · ej·ϕ

t
i , i = 1, . . . , I (8.49)

is not known, but the following relation must be satisfied for a suitable un-
certainty W2(s)

mt
i · ej·ϕ

t
i ∈

{
mi · ej·ϕi ·

(
1 +∆ ·W2(j ωi)

) ∣∣ |∆| ≤ 1
}

(8.50)

Since for a fixed frequency ωi the phase is not relevant, the magnitude
information alone can be used to formulate a condition for the magnitude of
the uncertainty bound W2(s)

Abb. 1: Repräsentation der Messung des Ausgangs für ver-
schiedene Frequenzen.

2. Eine nominelle Übertragungsfunktion Σ(s) wird an die ex-
perimentellen Daten angepasst (analog zur Methode der Sy-
stemidentifikation).

Σ(jωi) = mi · ej·ϕi

3. Bei jeder Frequenz ωi sind die Werte der K Messungen
von |Σ(jωi,k)| verteilt um den Wert der nominellen Übertra-
gungsfunktion |Σ(jωi)|. Die Unsicherheitsübertragungsfunk-
tion bildet einen Kreis mit Radius |W2(jωi)| um |Σ(jωi)| so
dass alle Messpunkte von |Σ(jωi,k)| darin enthalten sind:

∣∣∣∣
Σ(jωi,k)
Σ(jωi)

− 1
∣∣∣∣ < |W2(jωi)|k ∈ [1,K] i ∈ [1, I] (1)

Die Ungleichung Gl. (1) definiert eine Bedingung bei jeder
Frequenz ωi. Wird die Linke Seite der Ungleichung als
Funktion der Frequenz dargestellt, ergibt sich:
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∣∣∣∣∣
mt
i · ej·ϕ

t
i

mi · ej·ϕi
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ |W2(j ωi)|, i = 1, . . . , I (8.51)

Of course, neither the magnitudemt
i nor the phase ϕ

t
i of the “true system”

are known. However, the measured data may be taken as an estimate for this
“true system” such that the following estimation of the uncertainty bound
can be formulated

∣∣∣∣
mi,k · ej·ϕi,k

mi · ej·ϕi
− 1

∣∣∣∣ < |W2(j ωi)|, i = 1, . . . , I, k = 1, . . . ,K (8.52)

|W2(jω)|

ω (rad/s)

1

1 10

0.1

0.1
ω2

Figure 8.12. Measured differences and upper uncertainty bound |W2(j ω)|.

Plotting the values of the left-hand side of Equation (8.52) with ωi as the
independent variable yields a picture similar to the one shown in Figure 8.12.
With these preparations, it is quite easy to fit an appropriate transfer function
W2(s) that satisfies the condition expressed in Equation (8.52). Usually, this
process will be an iteration starting with a simple gain W2,0(s) = kW , which
bounds the uncertainty at very low frequencies, with the addition of some
lead elements

W2,l(s) =W2,l−1(s) ·
s/ωa,l + 1

s/(kl · ωa,l) + 1
, l = 1, 2, . . . (8.53)

The first tuning parameter kl determines the shaping effect, i.e., the choice
of kl > 1 increases the magnitude of the uncertainty at higher frequencies

Wie erwartet, steigt die Unsicherheit bei höheren Frequenzen.
Den Daten kann eine Unsicherheitsübertragungsfunktion
W2(s) zugeordnet werden.

Bemerkung: Die Unsicherheitsübertragungsfunktion W2(s)
enthält keine Phaseninformation.

Beispiel zu Unsicherheit
Um eine Unsicherheitsschranke W2 für das identifizierte Sy-
stem aus dem vorherigen Beispiel zu erhalten, wendest du
Gl. (1) an:

|W2(jω)| 1 10 100

0.01

0.1

1

10
ω

Du findest eine Übertragungsfunktion W2(s), die die Daten-
punkte umhüllt:

W2(s) = 3/4 · s
1/4 · s+ 1

2

14 Analyse von Regelsystemen

14.1 Signale im Regelkreis:
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1 Definitionen
Signale im Regelkreis:
r(t) :Referenz (Sollzustand des Systems)
w(t):Störung der Eingangsgrösse u
d(t) :Störung der Ausgangsgrösse y
n(t) :Sensorrauschen

C P
ue yr

w d

n
−−

Standardregelstruktur mit Störgrössen w und d.
Das Konzept einer Übertragungsfunktion kann erweitert wer-
den, um die Beziehung zwischen zwei beliebigen Signalen zu
beschreiben. Dafür wird der Regelkreis zunächst in den Fre-
quenzbereich transformiert:

C(s) P (s)
U(s)E(s) Y (s)R(s)

W (s) D(s)

N(s)
−−

Ziel ist, die Ausgangsgrösse Y (s) als Funktion des Reglers
C(s), der Regelstrecke P (s) und der Eingänge R(s), N(s),
D(s), und W (s) zu schreiben. Durch die Linearität der Reg-
lerstruktur und unter Annahme von unkorrelierten Eingängen
können die Eingangsbeiträge einzeln betrachten werden:

C(s) P (s)
YR(s)R(s)

−
C(s) P (s)

YN (s)

N(s)
−−

C(s) P (s)
YW (s)

W (s)

−
C(s) P (s)

YD(s)
D(s)

−

Daraus folgt:

YR(s) = P (s)C(s)
1 + P (s)C(s) ·R(s), YN (s) = P (s)C(s)

1 + P (s)C(s) ·N(s)

YW (s) = P (s)
1 + P (s)C(s) ·W (s), YD(s) = 1

1 + P (s)C(s) ·D(s)

Die gesamte Ausgangsgrösse Y (s) lautet somit:

Y (s) = YR(s) + YN (s) + YW (s) + YD(s) (1)

Es werden Komponenten von Gl. (1) neu definiert:
Kreisverstärkung : L(s) = P (s) · C(s) (e→ y)
Sensitivität : S(s) = 1

1+L(s) (d→ y, r → e)
Komplementäre
Sensitivität

: T (s) = L(s)
1+L(s) (r → y, n→ y)

Mit diesen Definitionen können wir die Beziehung zwischen
allen Eingangssignalen und dem Ausgang kompakt schreiben:

Y (s) = S(s) · [D(s) + P (s) ·W (s)] + T (s) · [R(s) +N(s)]

2 Stabilität des geschlossenen Regelkreises
Für geschlossene Regelkreise muss das Konzept der Stabilität
erweitert werden. Ein System ist intern stabil, wenn alle
Übertragungsfunktionen, welche die Eingänge w, d, r in den
Regelkreis auf die Ausgange u, y, e abbilden, asymptotisch
stabil sind (Re(λi) < 0, i = 1, . . . , n) . Die Beziehungen
zwischen diesen Signalen sind gegeben durch:


U(s)
Y (s)
E(s)


 =




S(s) −S(s) · C(s) S(s) · C(s)
S(s) · P (s) S(s) T (s)
−S(s) · P (s) −S(s) S(s)


 ·



W (s)
D(s)
R(s)




D.h. die Übertragungsfunktionen S(s), T (s), S(s) ·C(s), und
S(s) · P (s) dürfen nur asymptotisch stabile Pole haben.
Falls P (s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben,
genügt es also, die asymptotische Stabilität von S(s) und
T (s) zu überprüfen um die interne Stabilität zu garantieren.

3 Nyquist Theorem
Durch das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Sta-
bilität eines geschlossenen Regelkreissystems T (s) = L(s)

1+L(s)
durch Analyse seiner Kreisverstärkung L(s) (offener Regel-
kreis) bestimmt werden. Dabei wird angenommen, dass keine
Modellunsicherheit W2(s) vorhanden ist.
Nominelles Stabilitätskriterium von Nyquist:
Der geschlossene Regelkreis, mit Übertragungsfunktion T (s),
ist asymptotisch stabil, falls für L(s) gilt:

nc = n0
2 + n+ (2)

nc : Anzahl Umrundungen von L(jω) um den Punkt
(−1 + j0), wenn ω zwischen (−∞,∞) variiert wird.

n0 : Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0
n+ : Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0

Wichtig: Stabilität nach Nyquistkriterium gilt nur,
falls keine Kürzungen von instabilen Polen mit nicht-
minimalphasigen Nullstellen auftreten in L(s) = C(s) · P (s).
Andernfalls kann nicht von L(s) auf die interne Stabilität
des geschlossenen Regelkreises geschlossen werden.
Vorgehen zur Auswertung des Stabilitätskriteriums
1. Betrachte das Nyquistdiagramm von L(jω) in der komple-
xen Ebene mit ω ∈ [0,∞).
2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegelte
Kurve enspricht dem Bereich ω ∈ (−∞, 0]. Die kombinierte
Kurven entpricht also L(jω), ω ∈ (−∞,∞)
3. Zähle nc, die Anzahl Umrundungen von L(jω) um den
Punkt (−1 + j0), wenn ω von −∞ bis ∞ variiert wird. Ein
Umlauf in 	 wird positiv gezählt, und in � negativ.

1
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Ziel ist, die Ausgangsgrösse Y (s) als Funktion des Reglers
C(s), der Regelstrecke P (s) und der Eingänge R(s), N(s),
D(s), und W (s) zu schreiben. Durch die Linearität der Reg-
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1 + P (s)C(s) ·N(s)

YW (s) = P (s)
1 + P (s)C(s) ·W (s), YD(s) = 1

1 + P (s)C(s) ·D(s)

Die gesamte Ausgangsgrösse Y (s) lautet somit:

Y (s) = YR(s) + YN (s) + YW (s) + YD(s) (1)
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(−1 + j0), wenn ω zwischen (−∞,∞) variiert wird.
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Wichtig: Stabilität nach Nyquistkriterium gilt nur,
falls keine Kürzungen von instabilen Polen mit nicht-
minimalphasigen Nullstellen auftreten in L(s) = C(s) · P (s).
Andernfalls kann nicht von L(s) auf die interne Stabilität
des geschlossenen Regelkreises geschlossen werden.
Vorgehen zur Auswertung des Stabilitätskriteriums
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2. Spiegle das Diagramm um die reelle Achse. Die gespiegelte
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YR(s) =
P (s)C(s)

1 + P (s)C(s)
· R(s)

YN (s) =
P (s)C(s)

1 + P (s)C(s)
·N(s)

YW (s) =
P (s)

1 + P (s)C(s)
·W (s)

YD(s) =
1

1 + P (s)C(s)
·D(s)

Die gesamte Ausgangsgrösse Y (s) ergibt sich somit aus:

Y (s) = YR(s) + YN (s) + YW (s) + YD(s)

Kreisverstärkung L(s) = P (s) · C(s) (e→ y)
Sensitivität S(s) = 1

1+L(s)
(d→ y, r → e)

Kompl. Sens. T (s) =
L(s)

1+L(s)
(r → y, n→ y)

Mit diesen kompakten Schreibweisen ergibt sich die folgende Be-
ziehung:

Y (s) = S(s) · [D(s) + P (s)W (s)] + T (s) · [R(s) +N(s)]

Umrechnung

P (s) =
z1(s)

z2(s)
C(s) =

z2(s)

n2(s)

L(s) =
z1z2

n1n2

T (s) =
z1z2

n1n2 + z1z2
S(s) =

n1n2

n1n2 + z1z2

14.2 Stabilität des geschlossenen Systems:
Für geschlossene Regelkreise ist die Stabilität gegeben, falls alle
ÜF asymptotisch stabil sind (Re(λi) < 0, i = 1, . . . , n).
Die Beziehungen zwischen den Signalen sind gegeben durch:


U(s)

Y (s)

E(s)

 =


S(s) −S(s) · C(s) S(s) · C(s)

S(s) · P (s) S(s) T (s)

−S(s) · P (s) −S(s) S(s)

 ·


W (s)

D(s)

R(s)



⇒ S(s), T (s), S(s) ·C(s), S(s) ·P (s) dürfen nur asymptotisch
stabile Pole haben.

Falls P (s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben, genügt
es, die asymptotische Stabilität von S(s) und T (s) zu prüfen um
die interne Stabilität zu garantieren.

14.3 Nyquist Theorem
Das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Stabilität eines ge-

schlossenen Regelkreissystems T (s) =
L(s)

1+L(s)
durch Analyse sei-

ner Kreisverstärkung L(s) (offener Regelkreis!) voraussagen.
Voraussetzungen:

• Keine Modellunsicherheit W2(s)

• Keine Kürzungen von instabilen Polen/ nicht-
minimalphasigen Nullstellen in L(s)

14.3.1 Nominelles Stabilitätskriterium

nc
!
=
n0

2
+ n+

• nc: Anzahl Umrundungen von L(jω) um den Punkt (−1+
j0), wenn ω zwischen (−∞,∞) variiert wird. (GGUZ po-
sitiv)

• n0: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0

• n+: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0

14.3.2 Phasen- und Verstärkungsreserve

Detailierte Anleitung zum Zählen der Umrundungen
Betrachten einen Zeiger dessen Basis auf dem Punkt
(−1 + j0) liegt und dessen Kopf auf L(jω), ω → −∞ zeigt.
Folge mit dem Kopf des Zeigers der Kurve L(jω) von
ω → −∞ bis ω → +∞ und zähle die Anzahl Umdrehungen
um den Punkt (−1 + j0), die der Zeiger dabei vollzieht.

4 Verstärkungsreserve und Phasenreserve
Falls L(s) eines Systems Gl. (2) nicht erfüllt, hat das resul-
tierende T (s) = L(s)

1+L(s) instabile Pole. Falls ein L(s) Gl. (2)
erfüllt, ist ein Mass für die Robustheit der Stabilität also:
”Wie nahe sind wir an einer weiteren Umdrehung?”.148 9 Analysis of Feedback Systems

-1 0

1/γ

ωγ

ωµ

ωc

µmin

L(jω)

Im

Re

ϕ

Figure 9.3. Definition of critical distance µmin, gain margin γ, and phase margin ϕ.

The values γ and ϕ can be used to quantify the robustness of the control
system described by L(s) to pure-gain or pure-phase modeling errors. The
underlying assumption is that the “true” loop gain may be written as

Lt(s) = e−α · s/ωc · k · L(s) (9.16)

with L(s) being the nominal loop gain that yields an asymptotically stable
nominal closed loop T (s) = L(s)/(1 + L(s)). If only a phase error is present
(k = 1), the “true” closed loop Tt(s) = Lt(s)/(1 + Lt(s)) remains stable as
long as α < ϕ. For the case of a pure-gain error (α = 0), stability is preserved
as long as k < γ. Of course, if both error sources are present simultaneously
or if more general model uncertainties must be expected, the limits {γ, ϕ} are
no longer meaningful.

The gain and the phase margin are admittedly rather crude robustness
measures. However, they characterize quite well the robustness margins of
“simple” loops8 L(s). Moreover, in Chapter 10 it will be shown that for such
simple systems, the phase and gain margins of L(s) are linked to the system’s
closed-loop time-domain properties. For these reasons γ and ϕ are useful first

8 Having low order and neither unstable poles nor nonminimumphase zeros.

Es werden drei Robustheitsmasse eingeführt: die
Verstärkungsreserve γ, die Phasenreserve ϕ, und der
kritische Abstand µ
γ : Verstärkungsreserve zu (−1 + 0j) bei ∠L(jω) = −180◦
ϕ : Phasenabstand zu −180◦ bei der Durchtrittsfrequenz ωc
µ : kleinste Distanz zwischen (−1 + 0j) und L(jω)

µ = minω
∣∣1 + L(jω)

∣∣ = 1
maxω|S(jω)|

Beispiel Das nominelle System L(s) hat Phasenfehler α oder
Verstärkungsfehler k gegenüber dem wahren System:

Lt,α(s) = e−α·s/ωc · L(s), Lt,k(s) = k · L(s)

Lt,α ist stabil für α < ϕ und Lt,k für k < γ. Falls beide
Fehler gleichzeitig vorhanden sind, sind γ und ϕ keine guten
Robustheitsmasse, sie messen beide nur eindimensional.

Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen
|Σ(jω)|dB 0.1 1 10

0

-40

-80

• γ

bei ωc

ω

∠Σ(jω)Grad 0.1 10 100

-90

-180

-270

ϕ
•

bei ωγ

5 Robustes Nyquist Theorem
Annahme: ein wahres Modell der linearen und zeitinvarianten
Regelstrecke Pt(s) existiert, ist aber wegen Modellierungsun-
sicherheit nicht bekannt. Stattdessen wurde ein Nominalm-
odell der Regelstrecke P (s) und eine zugehörige multiplika-
tive Unsicherheitübertragungsfunktion W2(s) gefunden. Der
Regler C(s) ist exakt bekannt. Die wahre Kreisverstärkung
des Systems Lt(s) = Pt(s) · C(s) ist teil der Menge SL:

SL =
{
P (s) · C(s) · (1 + ∆ ·W2(s)) | (3)

|∆| ≤ 1, ∠∆ ∈ [−π, π]
}
.

Es wird angenommen, dass L(s) und Lt(s) dieselbe Anzahl
instabile (n+) und stabile (n0) Pole haben.

Robustes Stabilitätskriterium von Nyquist:

Das robuste Stabilitätskriterium von Nyquist wird aus
dem nominalen Nyquist-Stabilitätskriterium abgeleitet: Falls
nämlich das nominale Nyquist-Stabilitätskriterium Gl. (2) für
jedes Lt(jω) ∈ SL in Gl. (3) erfüllt ist, dann ist der Regelkreis
garantiert asymptotisch stabil.
Umsetzung des robusten Stabilitätskriteriums: Durch be-
trachten der grössen Modellunsicherheit, d.h. mit |∆| = 1 und
für alle möglichen Richtungen (Phasen) von ∆ beschränken
wir unsere Überlegung auf den schlimmstmöglichen Fall, d.h.

Lt(s) = L(s) + L(s) ·W2(s) (4)

Betrachte Abb. 2 und vergleiche mit Gl. (4). Um zusätzliche
Umkreisungen des Punktes (−1 + 0)j garantiert zu verhin-
dern, darf der Unsicherheitsadius |L(jω) · W2(jω)| (in rot)
nie grösser als |1 +L(jω)| (in blau) werden. Daraus folgt das
robuste Stabilitätskriterium nach Nyquist:

∣∣L(jω) ·W2(jω))
∣∣ <

∣∣1 + L(jω)
∣∣ , ∀ω ∈ [0,∞)
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1 + L(j ω)

Figure 9.4. Illustration of the robust Nyquist stability theorem.

9.5 Constraints on Closed-Loop Systems

9.5.1 Spectral Properties of Noise and Disturbance

One of the most important constraints imposed on any feedback control sys-
tem is a consequence of the intrinsic connection between the sensitivity S(s)
and the complementary sensitivity T (s), which directly follows from the defi-
nition of these two transfer functions

T (s) + S(s) =
L(s)

1 + L(s)
+

1

1 + L(s)
= 1, ∀ s ∈ C (9.19)

Accordingly, only one of these two transfer functions can be much smaller
than 1 at any frequency s.

This observation has important consequences for the ability of the control
system to reject disturbances and measurement noise. In fact, the system
output is influenced by these two inputs in the following way (see Figure 9.1)

Y (s) = S(s) ·D(s) + T (s) ·N(s) (9.20)

Abb. 2: Robustes Stabilitätskriterium nach Nyquist.

2

• γ: Verstärkungsreserve zu (−1 + 0j) bei ∠L(jω) = −180◦

• φ: Phasenabstand zu −180◦ bei der Durchtrittsfrequenz ωc

• µ: kleinste Distanz zwischen(−1 + 0j) und L(jω)

µ = min
ω
|1 + L(jω)| = 1

maxω |S(jω)|
Um die Phasenreserve berechnen zu können, muss man die Phasen
des offenen Regelkreises bei der Durchtrittsfrequenz berechnen.

1. Die Durchtrittsfrequenz durch Lösen der Gleichung
|C(jωc) · P (jωc)| = 1

2. Nun wird die Phase bei der Durchtrittsfrequenz ωc ausge-
rechnet. ∠(L(jωc))

3. Um die Phasenreserve auszurechnen wird−π mit der soeben
erhaltenen Phase bei der Durchtrittsfrequenz subtrahiert.

14.3.3 Robustes Nyquist Theorem
Die wahre Kreisverstärkung des Systems Lt(s) liegt in der Menge
SL:

SL = {L(s) · (1 + ∆ ·W2(s)) | |∆| ≤ 1,∠∆ ∈ [−π, π]}

Es wird angenommen, dass L(s) und Lt(s) dieselbe Anzahl
instabile (n+) und stabile (n0) Pole haben.

Kriterium:

|L(jω) ·W2(jω)| < |1 + L(jω)|, ∀ω ∈ [0,∞)

15 Design von Regelungssystemen

15.1 Frequenzbedingungen - Closed Loop
Frequenzeigenschaften von Störungen und Rauschen
Intrinsische Kopplung von T (s) und S(s):

T (s) + S(s) =
L(s)

1 + L(s)
+

1

1 + L(s)
= 1

Die Einflüsse des Rauschens (N für Noise) und der Störung (D
für Disturbance) auf den Ausgang sind wie folgt:

Y (s) = YD(s) + YN (s) = S(s) ·D(s) + T (s) ·N(s)

• Rauschen normalerweise bei hohen Frequenzen (ω > ωn)

• Störungen normalerweise bei tiefen Frequenzen (ω < ωd)

Daraus folgt:
Für niedrige Frequenzen:

|S(jω)| =
∣∣∣∣ 1

1 + L(jw)

∣∣∣∣ !
<< 1 ⇒ |L(jω)| >> 1

Für hohe Frequenzen:

|T (jω)| =
∣∣∣∣ L(jω

1 + L(jw)

∣∣∣∣ !
<< 1 ⇒ |L(jω)| << 1

Global betrachtet, über alle ω, muss S(s) für alle stabilen ge-
schlossenen Regelkreise folgende Gleichung erfüllen:∫ ∞

0

ln |S(jω)|dω = π ·
n+∑
i=1

π
+
i ,

wobei n+ die Anzahl der instabilen Pole π+ von L(s) ist.

15.2 Beschränkungen Durchtrittsfrequenz
Durchtrittsfrequenz: Schnittpt. 0-Linie im Bode Diagramm

|L(jωc)| = 0dB = 1

Bandbreite - Closed Loop: Mass für höchste Frequenz des Ein-
gangssignals die Regelkreis verfolgen kann.

|T (jωb)| = −3dB ≈ 0.7, ωb ≈ ωc

•Beschränkung durch Modellunsicherheit:
Aus dem robustem Stabilitätskriterium folgt:

|L(jω) ·W2(jω)| < |1 + L(jω)|, ∀ω ∈ [0,∞)

⇒
∣∣∣∣ L(jω)

1 + L(jω)

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ 1

Ws(jω)

∣∣∣∣
⇒ |T (jω)| <

∣∣∣W−1
2 (jω)

∣∣∣
ωc

!
<

1

10
· ω2 |W2(jω2)| = 1

3



•Beschränkung durch Totzeit τ :

Lτ (s) = C(s) · P (s) · e(−τc+τp)·s
= C(s) · P (s) · e−τ·s

ωc

!
<

1

2
· ωτ =

1

2
· 1
τ

Konservativer: 1
5

•Beschränkung durch nicht-minimalphasige Nullstellen ωζ+ :

ωc

!
<

1

2
· ωζ+

Konservativer: 1
5

•Beschränkung durch instabile Pole π+:

ωc

!
> 2 · ωπ+

wobei ωπ+ der schnellste instabile Pol von L(s) ist (Pol mit dem
grössten positiven Realteil)
Konservativer: 5

Zusätzlich für instabile Pole π+
i mit Modellunsicherheit W2(s)

∣∣∣W2(π
+
i )
∣∣∣ < 1, ∀ i

Zusammenfassend für alle Beschränkungen:

max
{
10 · ωd, 2ωπ+

}
< ωc

ωc < min

{
1

10
· ωn,

1

10
· ω2,

1

2
· ωτ ,

1

2
· ωζ+

}

15.3 Statischer Nachlauffehler

E(s) = S(s) · (R(s) +N(s)−D(s)− P (s) ·W (s))

Statischer Nachlauffehler auf Sprungantwort:

e
h
∞ = lim

t→∞
e
h
(t) = lim

s→0+
s · S(s) · 1

s
= lim

s→0+
S(s) = S(0)

e
h
∞ = S(0) =

1

1 + L(0)

L(0) hängt vom Systemtyp k und der Kreisverstärkung L(s) ab:

L(s) =
bm · sm + · · ·+ b1 · s+ b0

sk · (sn−k + an−1−k · sn−1−k + · · ·+ a1 · s+ a0)

Es ergeben sich zwei Fälle für eh∞:

k = 0 ⇒ L(0)→ b0

a0
⇒ e

h
∞ =

a0

a0 + b0

k > 0 ⇒ L(0)→∞ ⇒ e
h
∞ → 0

15.4 Statischer Nachlauffehler für w(t)
Statischer Nachlauffehler auf Sprungantwort (w(t) = h(t)):

e
h
∞ = lim

t→∞
e
h
(t) = lim

s→0
s · E(s) = lim

s→0
−s · S(s)P (s)W (s)

= lim
s→0
−s · P (s)

1 + P (s) · C(s)
· 1
s

=
−P (0)

1 + P (0) · C(0)

Für e∞ = 0 folgt |C(0)| =∞

16 Spezifikationen

16.1 Spezifikationen - System 2. Ordnung
Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T (s) ei-
nem System 2. Ordnung entspricht:

T (s) =
ω2

0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0

T (0) = 1

2 Spezifikationen basierend auf Systemen
2. Ordnung
Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T (s)
einem System zweiter Ordnung entspricht:

T (s) = ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0
.

Dies ist für sinnvolle geschlossene Regelkreise eine gute
Annahme, es verlangt asymptotische Stabilität und erlaubt
ein Überschwingen. Der geschlossene Regelkreis T (s) zweiter
Ordnung soll Spezifikationen in der Anstiegszeit t90 und im
relativen Überschwingen ε̂ erfüllen:

t90 t∗ 1 2

0.9
1

1.0 + ε̂

t

y(t)

Die Spezifikationen von ε̂ und t90 können erfüllt werden, in
dem man Anforderungen an die typischen Parameter eines
Systems 2ter Ordnung aufstellt:

δ = − ln(ε̂)√
π2 + ln2(ε̂)

, ω0 = (0.14 + 0.4 · δ) · 2 · π
t90

Im nächsten Schritt werden die Spezifikationen an T (s) in
Anforderungen an die Kreisverstärkung L(s) umgewandelt,
unter Anwendung von T (s) = L(s)

1+L(s) .

Die Anforderungen des geschlossenen Regelkreises können in
Anforderungen an die Durchtrittsfrequenz ωc und die Phasen-
reserve ϕ der Kreisverstärkung L(s) umformuliert werden:

ωc = ω0 ·
√√

4 · δ(ε̂)4 + 1− 2 · δ(ε̂)2

ϕ = π

2 − arctan




√√
4 · δ(ε̂)4 + 1− 2 · δ(ε̂)2

2 · δ(ε̂)




Die obigen Gleichungen können für 0.45 < δ < 1 sehr gut mit
den folgenden vereinfachten Zusammenhängen angenähert
werden:

ωc ≈
1.7
t90

ϕ ≈ 71◦ − 117◦ · ε̂

Somit sind Spezifikationen des geschlossenen
Regelkreises T (s) in Anforderungen an den offenen
Regelkreis L(s) umformuliert worden.

Geschlossene Regelkreise mit Charakteristiken, welche einer
Dämpfung ausserhalb des Bereiches 0.45 < δ < 1 entsprechen
sind in der Praxis nicht relevant, weil sie entweder sehr stark
überschwingen oder extrem langsam sind.

3 Frequenzbereich - Spezifikationen
Die Störung D(s) und das Rauschen N(s) werden durch die
Sensitivität S(s) und durch die komplementäre Sensitivität
T (s) auf den Ausgang abgebildet:

Y (jω) = S(jω) ·D(jω) + T (jω) ·N(jω)

Um die Auswirkung von Störungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz ωc zu minimieren, beschränkt man den
Maximalwert von S(s) und T (s).

‖S‖∞ < Smax, ‖T‖∞ < Tmax, Smax, Tmax > 1, (3)

wobei per Definition ‖Σ‖∞ = maxω |Σ(jω)|.

Die Bedingungen in Gl. (3) werden in Anforderungen an die
Kreisverstärkung L(s) umgewandelt:

‖S‖∞ < Smax ⇔ L(jω) 6∈

{
|1 + z| ≤ 1

Smax

∣∣∣∣z ∈ C

}
(4)

‖T‖∞ < Tmax ⇔ L(jω) 6∈

{∣∣∣∣
T 2

max
T 2

max − 1
+ z

∣∣∣∣ ≤
Tmax

T 2
max − 1

∣∣∣∣z ∈ C

}
(5)

Die geometrische Interpretation von Gl. (4) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −1 zentrierten Kreis mit Radius 1

Smax
ein-

treten darf.

-1 0.5

-1

1

Re

Im
1

Smax

Abb. 1: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (4)
Die geometrische Interpretation von Gl. (5) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −T 2

max
T 2

max−1 zentrierten Kreis mit Radius Tmax
T 2

max−1
eintreten darf.
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S−1max in the Nyquist plane. Condition (10.24) requires that L(j ω) does not
enter a circle centered in the point −T 2

max/(T
2
max−1) with radius Tmax/(T

2
max−

1). This circle is also referred to as “Apollonius circle” (see Figure C.20). It
is the set of all points whose distance to the origin and to the point −1 + j 0
have the same ratio Tmax. This can be seen by using the definition of T

‖T ‖∞ =
‖L‖∞

‖1 + L‖∞
≤ Tmax

−1

1.0

−0.5

Re

Im

k = 2

k = 1.5

k = 1.3

k = 1.2
k = 1.1 k = 1

Figure C.20. Apollonius circles for several k = Tmax.

If Tmax = 1, the circle which L(j ω) may not enter has an infinite radius
and its center lies at −∞ on the real axis, thus it becomes a half plane. To
calculate the right boundary xr of this plane, take the limit

xr = lim
Tmax→1

(
− T 2

max

T 2
max − 1

+
Tmax

T 2
max − 1

)

= lim
Tmax→1

(
Tmax − T 2

max

T 2
max − 1

)

= lim
Tmax→1

(
Tmax · (1 − Tmax)

(Tmax + 1) · (Tmax − 1)

)

= lim
Tmax→1

(
− Tmax

Tmax + 1

)
= −1

2

Abb. 2: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (5)
mit k = Tmax

Wenn Smax und Tmax verringert werden, wird eine zunehmen-
de Teilmenge der komplexen Ebene für L(jω) nicht zulässig.
Für Tmax → 1 ist die gesamte komplexe Ebene links von − 1

2
ausgeschlossen.

2

δ =
− ln(ϵ̂)√
π2 + ln2(ϵ̂)

, ω0 = (0.14 + 0.4 · δ) · 2 · π
t90

ωc = ω0 ·
√√

4 · δ(ϵ̂)4 + 1− 2 · δ(ϵ̂)2

φ =
π

2
− arctan


√√

4 · δ(ϵ̂)4 + 1− 2 · δ(ϵ̂)2

2 · δ(ϵ̂)



Die obigen Gleichungen können für δ ∈ (0.45, 1) folgendermassen

vereinfacht werden:

ωc ≈
1.7

t90
, φ ≈ 71

◦ − 117
◦ · ϵ̂

16.2 Frequenzbereich - Spezifikationen
Um die Auswirkungen von Störungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz zu minimieren, beschränkt man S(s) und
T (s) mit einem Maximalwert.

∥S∥∞ < Smax, ∥T∥∞ < Tmax, Smax, Tmax > 1,

wobei per Definition ∥Σ∥∞ = maxω |Σ(jω)| Die Bedingungen
werden in Anforderungen an die Kreisverstärkung L(s) umgewan-
delt:

∥S∥∞ < Smax ⇔ L(jω) /∈
{
|1 + z| ≤ 1

Smax

∣∣∣z ∈ C
}

∥T∥∞ < Tmax ⇔

L(jω) /∈
{∣∣∣∣∣ T 2

max

T 2
max − 1

+ z

∣∣∣∣∣ ≤ Tmax

T 2
max − 1

∣∣∣z ∈ C
}

2 Spezifikationen basierend auf Systemen
2. Ordnung
Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T (s)
einem System zweiter Ordnung entspricht:

T (s) = ω2
0

s2 + 2 · δ · ω0 · s+ ω2
0
.

Dies ist für sinnvolle geschlossene Regelkreise eine gute
Annahme, es verlangt asymptotische Stabilität und erlaubt
ein Überschwingen. Der geschlossene Regelkreis T (s) zweiter
Ordnung soll Spezifikationen in der Anstiegszeit t90 und im
relativen Überschwingen ε̂ erfüllen:

t90 t∗ 1 2

0.9
1

1.0 + ε̂

t

y(t)

Die Spezifikationen von ε̂ und t90 können erfüllt werden, in
dem man Anforderungen an die typischen Parameter eines
Systems 2ter Ordnung aufstellt:

δ = − ln(ε̂)√
π2 + ln2(ε̂)

, ω0 = (0.14 + 0.4 · δ) · 2 · π
t90

Im nächsten Schritt werden die Spezifikationen an T (s) in
Anforderungen an die Kreisverstärkung L(s) umgewandelt,
unter Anwendung von T (s) = L(s)

1+L(s) .

Die Anforderungen des geschlossenen Regelkreises können in
Anforderungen an die Durchtrittsfrequenz ωc und die Phasen-
reserve ϕ der Kreisverstärkung L(s) umformuliert werden:

ωc = ω0 ·
√√

4 · δ(ε̂)4 + 1− 2 · δ(ε̂)2

ϕ = π

2 − arctan




√√
4 · δ(ε̂)4 + 1− 2 · δ(ε̂)2

2 · δ(ε̂)




Die obigen Gleichungen können für 0.45 < δ < 1 sehr gut mit
den folgenden vereinfachten Zusammenhängen angenähert
werden:

ωc ≈
1.7
t90

ϕ ≈ 71◦ − 117◦ · ε̂

Somit sind Spezifikationen des geschlossenen
Regelkreises T (s) in Anforderungen an den offenen
Regelkreis L(s) umformuliert worden.

Geschlossene Regelkreise mit Charakteristiken, welche einer
Dämpfung ausserhalb des Bereiches 0.45 < δ < 1 entsprechen
sind in der Praxis nicht relevant, weil sie entweder sehr stark
überschwingen oder extrem langsam sind.

3 Frequenzbereich - Spezifikationen
Die Störung D(s) und das Rauschen N(s) werden durch die
Sensitivität S(s) und durch die komplementäre Sensitivität
T (s) auf den Ausgang abgebildet:

Y (jω) = S(jω) ·D(jω) + T (jω) ·N(jω)

Um die Auswirkung von Störungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz ωc zu minimieren, beschränkt man den
Maximalwert von S(s) und T (s).

‖S‖∞ < Smax, ‖T‖∞ < Tmax, Smax, Tmax > 1, (3)

wobei per Definition ‖Σ‖∞ = maxω |Σ(jω)|.

Die Bedingungen in Gl. (3) werden in Anforderungen an die
Kreisverstärkung L(s) umgewandelt:

‖S‖∞ < Smax ⇔ L(jω) 6∈

{
|1 + z| ≤ 1

Smax

∣∣∣∣z ∈ C

}
(4)

‖T‖∞ < Tmax ⇔ L(jω) 6∈

{∣∣∣∣
T 2

max
T 2

max − 1
+ z

∣∣∣∣ ≤
Tmax

T 2
max − 1

∣∣∣∣z ∈ C

}
(5)

Die geometrische Interpretation von Gl. (4) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −1 zentrierten Kreis mit Radius 1

Smax
ein-

treten darf.

-1 0.5

-1

1

Re

Im
1

Smax

Abb. 1: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (4)
Die geometrische Interpretation von Gl. (5) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −T 2

max
T 2

max−1 zentrierten Kreis mit Radius Tmax
T 2

max−1
eintreten darf.
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S−1max in the Nyquist plane. Condition (10.24) requires that L(j ω) does not
enter a circle centered in the point −T 2

max/(T
2
max−1) with radius Tmax/(T

2
max−

1). This circle is also referred to as “Apollonius circle” (see Figure C.20). It
is the set of all points whose distance to the origin and to the point −1 + j 0
have the same ratio Tmax. This can be seen by using the definition of T

‖T ‖∞ =
‖L‖∞

‖1 + L‖∞
≤ Tmax

−1

1.0

−0.5

Re

Im

k = 2

k = 1.5

k = 1.3

k = 1.2
k = 1.1 k = 1

Figure C.20. Apollonius circles for several k = Tmax.

If Tmax = 1, the circle which L(j ω) may not enter has an infinite radius
and its center lies at −∞ on the real axis, thus it becomes a half plane. To
calculate the right boundary xr of this plane, take the limit

xr = lim
Tmax→1

(
− T 2

max

T 2
max − 1

+
Tmax

T 2
max − 1

)

= lim
Tmax→1

(
Tmax − T 2

max

T 2
max − 1

)

= lim
Tmax→1

(
Tmax · (1 − Tmax)

(Tmax + 1) · (Tmax − 1)

)

= lim
Tmax→1

(
− Tmax

Tmax + 1

)
= −1

2

Abb. 2: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (5)
mit k = Tmax

Wenn Smax und Tmax verringert werden, wird eine zunehmen-
de Teilmenge der komplexen Ebene für L(jω) nicht zulässig.
Für Tmax → 1 ist die gesamte komplexe Ebene links von − 1

2
ausgeschlossen.

2

17 Reglerauslegung

17.1 PID-Regler
PID-Reglerstruktur im Zeitbereich:

uPID(t) = kp ·

 e(t)︸︷︷︸
P-Term

+
1

Ti

·
∫ t

0

e(τ)dτ︸ ︷︷ ︸
I-Term

+Td ·
d

dt
e(t)︸ ︷︷ ︸

D-Term


Transformation in den Frequenzbereich:

CPID(s) = kp ·
(
1 +

1

Ti · s
+ Td · s

)
=
U(s)

E(s)

u(t) wird durch den D-Term sehr empfindlich auf Rauschen. Un-
terdrücken des Rauschens bei hohen Frequenzen mittels roll-off
Term:

CPID(s) = kp ·

kausal︷ ︸︸ ︷(
1 +

1

Ti · s
+ Td · s

)
︸ ︷︷ ︸

akausal

· 1

(τ · s+ 1)2︸ ︷︷ ︸
roll-off
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1 PID-Regler
Bisher wurde in Beispielen jeweils ein Proportionalregler
(P-Regler) C(s) = kp verwendet. In diesem Kapitel wird der
P-Regler durch einen Integral-Term (I-Teil), und durch einen
Derivative-Term (D-Teil) erweitert. Dieser PID-Regler wird
in der Praxis sehr häufig verwendet.
Die Reglerstruktur wird zunächst im Zeitbereich betrachtet:

uPID(t) = kp ·
(

e(t)︸︷︷︸
P-Term

+ 1
Ti
·
∫ t

0
e(τ) dτ

︸ ︷︷ ︸
I-Term

+Td ·
d
dte(t)︸ ︷︷ ︸

D-Term

)

Der I-Term wird betragsmässig grösser, je länger ein einsei-
tiger Fehler (z.B. e(t) > 0) vorhanden ist. Der D-Term wirkt
auf schnelle Änderungen im Fehlersignal. Ein Nachteil des
D-Terms ist, dass er Rauschen auf dem Fehlersignal e(t)
verstärkt.
Eine Transformation in den Frequenzbereich ergibt:

CPID(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

+ Td · s
)

= U(s)
E(s)

Wie bereits erwähnt wird u(t) durch den D-Term sehr emp-
findlich auf Rauschen. Man kann im Frequenzbereich hohe
Frequenzen ganz einfach unterdrücken, indem man eine hoch-
frequente doppelte Nullstelle an den Regler hängt. Dieser
Term wird roll-off Term genannt:

CPID(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

+ Td · s
)
· 1

(τ · s+ 1)2
︸ ︷︷ ︸

roll-off

Als Übertragungsfunktion ergibt sich:

CPID(s) = kp ·

kausal︷ ︸︸ ︷(
Td · Ti · s2 + Ti · s+ 1

Ti · s︸ ︷︷ ︸
nicht kausal

)
· 1

(τ · s+ 1)2

Ohne den roll-off Term wäre die Übertragungsfunktion U(s)
E(s)

nicht kausal und entsprechend nicht praktisch realisierbar.
Um u(t) ohne roll-off zu berechnen, bräuchte man Zukunfs-
werte des Fehlersignals e(t).

PID-Regler in Standardform im Frequenzbereich

1

1
Ti·s

Td · s

U(s)
kp

E(s)

UP(s)

UI(s)

UD(s)

Proportionales Verhalten (P-Term)

uP(t) = kp · e(t), UP(s) = kp · E(s)

Der P-Term reagiert auf den momentanen Wert des Fehlers
e(t). Die Stärke der Reaktion ist proportional zur Grösse des
momentanen Fehlers.
Integratives Verhalten (I-Term)

uI(t) = kp

Ti
·
∫ t

0
e(τ)dτ, UI(s) = kp

Ti
· 1
s
· E(s)

Der I-Term reagiert zum Zeitpunkt t proportional auf den ku-
mulierten Fehler, für t ∈ [0, t]. Falls ein statischer Nachlauf-
fehler vorhanden ist, wird dieser aufintegriert, und der Regler-
ausgang wird immer grösser, bis kein Fehler mehr vorhanden
ist. Ein Nachteil des Integrators ist, dass der Reglerausgang
theoretisch beliebig gross werden kann.
Derivatives Verhalten (D-Term)

uD(t) = kp · Td ·
d
dte(t), UD(s) = kp · Td · s · E(s)

Der D-Term wirkt antizipierend, er reagiert zum Zeitpunkt t
auf die momentane Änderungsrate des Fehlers. Der D-Term
wirkt wie ein Dämpfer gegen ein schnelles Erhöhen oder Ver-
ringern des Fehlers. Eine starke Änderung im Fehler resul-
tiert in einem erhöhten Reglerausgang. Falls die Änderung zu
stark ist, kann der gewünschte Reglerausgang grösser als der
grösstmögliche Eingang eines Systems werden.

Bodediagramm eines PID-Reglers mit roll-off
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The Bode diagram of this element is shown in Figure 11.1. The indicated
parameter values are not realistic. They have been chosen to clearly separate
the individual effects in the PID controller. Note that, despite the unrealistic
parameter values, the separation is well visualized only in the magnitude plot;
the phase plot is more difficult to read.
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Figure 11.1. Bode diagram of a PID element with kp = 1, Ti = 1 s, Td = 0.1 s, and
τ = 0.01 s. The dashed lines in the magnitude plot indicate the asymptotes of the
four parts in the transfer function (11.1).

Quick Check 11.2.1: Prove that the intersection between the I element asymp-
tote and the P element asymptote in the upper plot of Figure 11.1 is indeed
located at the frequency ωi = 1/Ti. y

Quick Check 11.2.2: Why is a positive phase change close to the crossover
frequency desirable while a magnitude increase is not? Taking the example
shown in Figure 11.1, what can you say about the frequencies where these
two effects take place? y

If the specifications that must be satisfied are not very demanding, the D
part is often omitted in practice, i.e., Td is set to 0. Figure 11.2 illustrates the
typical outcome of such a PI design. For simple plants P (s), the PI structure
is exactly what is needed to achieve high loop gains L(s) at low frequencies,
a moderate transition gradient at crossover, and a rapid roll-off at higher
frequencies. In other words, for “simple plants” the PI(D) controller structure
is exactly what is needed to achieve a sound feedback control system design.

1
Pro Term ein Freiheitsgrad: Dh. mit einem P Regler kann nur die
Durchtrittsfrequenz oder die Phasenreserve eines Systems indivi-
duell verändert werden. Um beide Terme beeinflussen zu können
braucht man mehr Freiheitsgrade.

17.1.1 Proportionales Verhalten (P-Term)
uP (t) = kp · e(t), UP (s) = kp · E(s)

Der P-Term reagiert auf den momentanen Wert des Fehlers e(t).
Die Stärke der Reaktion ist proportional zur Grösse des momen-
tanen Fehlers.

Kann nur Magnitude beeinflussen.

17.1.2 Integratives Verhalten (I-Term)

uI(t) =
kp

Ti

·
∫ t

0

e(τ)dτ, UI(s) =
kp

Ti

· 1
s
· E(s)

Der I-Term reagiert zum Zeitpunkt t proportional auf den kumu-
lierten Fehler, für t ∈ [0, t].
Falls ein statischer Nachlauffehler vorhanden ist, wird dieser aufin-
tegriert und der Reglerausgang wird immer grösser, bis kein Fehler
mehr vorhanden ist.
Nachteil: Ausgang kann theoretisch beliebig gross werden.

Je grösser Ti, desto langsamer die Reaktion.
Ti ↑ ⇒ positive Phasendrehung & verkleinerung der

Gesamtverst.

I-Terme führen immer zu einem Phasenverlust

17.1.3 Derivatives Verhalten (D-Term)

uD(t) = kp · Td ·
d

dt
e(t), UD(s) = kp · Td · s · E(s)

Der D-Term reagiert auf die momentane Änderungsrate des Feh-
lers.
Der D-Term wirkt wie ein Dämpfer gegen ein schnelles Erhöhen
oder Veringern des Fehlers.
Falls die Veränderung stark ist, kann der Reglerausgang grösser
als der grösstmögliche Eingang eines Systems sein.

Faster initial response and less oscillative.

D-Terme führen immer zu einem Phasenanstieg.

Bode Diagramm eines PID-Reglers mit roll-off Term
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1 PID-Regler
Bisher wurde in Beispielen jeweils ein Proportionalregler
(P-Regler) C(s) = kp verwendet. In diesem Kapitel wird der
P-Regler durch einen Integral-Term (I-Teil), und durch einen
Derivative-Term (D-Teil) erweitert. Dieser PID-Regler wird
in der Praxis sehr häufig verwendet.
Die Reglerstruktur wird zunächst im Zeitbereich betrachtet:

uPID(t) = kp ·
(

e(t)︸︷︷︸
P-Term

+ 1
Ti
·
∫ t

0
e(τ) dτ

︸ ︷︷ ︸
I-Term

+Td ·
d
dte(t)︸ ︷︷ ︸

D-Term

)

Der I-Term wird betragsmässig grösser, je länger ein einsei-
tiger Fehler (z.B. e(t) > 0) vorhanden ist. Der D-Term wirkt
auf schnelle Änderungen im Fehlersignal. Ein Nachteil des
D-Terms ist, dass er Rauschen auf dem Fehlersignal e(t)
verstärkt.
Eine Transformation in den Frequenzbereich ergibt:

CPID(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

+ Td · s
)

= U(s)
E(s)

Wie bereits erwähnt wird u(t) durch den D-Term sehr emp-
findlich auf Rauschen. Man kann im Frequenzbereich hohe
Frequenzen ganz einfach unterdrücken, indem man eine hoch-
frequente doppelte Nullstelle an den Regler hängt. Dieser
Term wird roll-off Term genannt:

CPID(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

+ Td · s
)
· 1

(τ · s+ 1)2
︸ ︷︷ ︸

roll-off

Als Übertragungsfunktion ergibt sich:

CPID(s) = kp ·

kausal︷ ︸︸ ︷(
Td · Ti · s2 + Ti · s+ 1

Ti · s︸ ︷︷ ︸
nicht kausal

)
· 1

(τ · s+ 1)2

Ohne den roll-off Term wäre die Übertragungsfunktion U(s)
E(s)

nicht kausal und entsprechend nicht praktisch realisierbar.
Um u(t) ohne roll-off zu berechnen, bräuchte man Zukunfs-
werte des Fehlersignals e(t).

PID-Regler in Standardform im Frequenzbereich

1

1
Ti·s

Td · s

U(s)
kp

E(s)

UP(s)

UI(s)

UD(s)

Proportionales Verhalten (P-Term)

uP(t) = kp · e(t), UP(s) = kp · E(s)

Der P-Term reagiert auf den momentanen Wert des Fehlers
e(t). Die Stärke der Reaktion ist proportional zur Grösse des
momentanen Fehlers.
Integratives Verhalten (I-Term)

uI(t) = kp

Ti
·
∫ t

0
e(τ)dτ, UI(s) = kp

Ti
· 1
s
· E(s)

Der I-Term reagiert zum Zeitpunkt t proportional auf den ku-
mulierten Fehler, für t ∈ [0, t]. Falls ein statischer Nachlauf-
fehler vorhanden ist, wird dieser aufintegriert, und der Regler-
ausgang wird immer grösser, bis kein Fehler mehr vorhanden
ist. Ein Nachteil des Integrators ist, dass der Reglerausgang
theoretisch beliebig gross werden kann.
Derivatives Verhalten (D-Term)

uD(t) = kp · Td ·
d
dte(t), UD(s) = kp · Td · s · E(s)

Der D-Term wirkt antizipierend, er reagiert zum Zeitpunkt t
auf die momentane Änderungsrate des Fehlers. Der D-Term
wirkt wie ein Dämpfer gegen ein schnelles Erhöhen oder Ver-
ringern des Fehlers. Eine starke Änderung im Fehler resul-
tiert in einem erhöhten Reglerausgang. Falls die Änderung zu
stark ist, kann der gewünschte Reglerausgang grösser als der
grösstmögliche Eingang eines Systems werden.
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The Bode diagram of this element is shown in Figure 11.1. The indicated
parameter values are not realistic. They have been chosen to clearly separate
the individual effects in the PID controller. Note that, despite the unrealistic
parameter values, the separation is well visualized only in the magnitude plot;
the phase plot is more difficult to read.
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Figure 11.1. Bode diagram of a PID element with kp = 1, Ti = 1 s, Td = 0.1 s, and
τ = 0.01 s. The dashed lines in the magnitude plot indicate the asymptotes of the
four parts in the transfer function (11.1).

Quick Check 11.2.1: Prove that the intersection between the I element asymp-
tote and the P element asymptote in the upper plot of Figure 11.1 is indeed
located at the frequency ωi = 1/Ti. y

Quick Check 11.2.2: Why is a positive phase change close to the crossover
frequency desirable while a magnitude increase is not? Taking the example
shown in Figure 11.1, what can you say about the frequencies where these
two effects take place? y

If the specifications that must be satisfied are not very demanding, the D
part is often omitted in practice, i.e., Td is set to 0. Figure 11.2 illustrates the
typical outcome of such a PI design. For simple plants P (s), the PI structure
is exactly what is needed to achieve high loop gains L(s) at low frequencies,
a moderate transition gradient at crossover, and a rapid roll-off at higher
frequencies. In other words, for “simple plants” the PI(D) controller structure
is exactly what is needed to achieve a sound feedback control system design.

1
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1 Regelungstechnik II

2 Aström-Hägglund Verfahren

• Nur P-Regler, finde kritische Verstärkung k∗p und T∗

• µmin = 0.5⇒ aggressiver Regler

• µmin = 0.7⇒ konservativer/robuster Regler

• Geeignet falls Totzeit nicht signifikant ist.

• Es wird nicht unbedingt ein Modell der Strecke benötigt.
k∗p, ω

∗ und |P (0)| können experimentell bestimmt werden.

• Diese Methode garantiert weder ein stabiles noch ein gutes
Design!

k
∗
p · P (jω

∗
)

!
= −1 + 0 · j

T
∗
=

2π

ω∗

κ =
1

|P (0)| · k∗p
, x = α0,x · eα1,x·κ+α2,x·κ2

µmin = 0.7 µmin = 0.5
x α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x
kp
k∗
p

0.053 2.90 −2.6 0.13 1.9 −1.30
Ti
T∗ 0.900 −4.40 2.7 0.90 −4.4 2.70

µmin = 0.7 µmin = 0.5
x α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x
kp
k∗
p

0.33 −0.31 −1.00 0.72 −1.60 1.20

Ti
T∗ 0.76 −1.60 −0.36 0.59 −1.30 0.38
Td
T∗ 0.17 −0.46 −2.10 0.15 −1.40 0.56

3 Direktspezifikation
Durchtrittsfrequenz ωc, Phasenreserve φ und Steigung ψ von
L(jω) adS ωc sind wählbar.

Analytical Crossover Specifications

Main idea: select {kp, Ti, Td} such that the loop gain L(j ω) = P (j ω) ·C(j ω)
has desired crossover frequency ωc, phase margin ϕ and slope ψ (don’t forget

to check that these specs are feasible!)

P (jω)

Im

Re
ωc

L(jω)

ψ

ϕ

-1

-1

ψ = Arg
{

dL(jω)
dω

}

8

ωc

[
rad
s

]
φ [rad]

ψ [rad]

rp [−]
r′p

[
s

rad

]
φp [rad]

φ′
p [s]

P (jωc) = rp · ej·φp

r
′
p =

∂rp(ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωc

, φ
′
p =

∂φp(ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωc

kp = − 1

rp
cos(φ− φp)

Td =
1

2
·
(
tan(ψ − φp)

(
r′p

rp
− φ′

p tan(φ− φp)

)

+tan(φ− φp)

(
1

ωc

−
r′p

rp

)
− φ′

p

)
Ti = (Td · ω2

c − tan(φ− φp) · ωc)
−1

Ein Regler der nach dieser Methode designed wurde ist nie sicher
stabil. Stabilität muss immer im nach hinein noch überprüft wer-
den.

4 Reglerauslegung mit Totzeit

4.1 Totzeit
Ein geschlossener Regelkreis kann eine Totzeiten im Regler und/
oder in der Regelstrecke haben.
Die Totzeit ist signifikant falls gilt:

T

T + τ
> 0.3, mit T = (Tc + Tp)

Wobei Tc die Totzeit des Reglers und Tp die Totzeit der Strecke
P (s) ist.

P (s) ≈ k

τs+ 1
· e−Tp·s

Betragsmässig grosse Pole vernachlässigbar falls System höherer
Ordnung vorliegt.

4.2 Einfacher Prädiktiver PI Regler
Wir versuchen mit einem Modell die Totzeit zu überbrücken/ die
Zukunft vorauszusagen. Charakterisiert durch σ.
Gegeben:

P (s) ≈ k

τs+ 1
· e−Ts

Gewünscht:

T
∗
(s) =

1

sστ + 1
· e−Ts

Es folgt:

C(s) =
T (s)

P (s) · (1− T (s))
=

τ · s+ 1

k · (σ · τ · s+ 1− e−Ts)

Dieser Regler ist nur möglich weil der rationale Teil der Strecke
und der Sensitivität minimalphasig sind.

S(s) = 1− 1

sστ + 1
· e−Ts

Wie man sieht gilt: lims→0 S(s) = 0 das heisst es werden Fehler
unterdrückt und das ist nur möglich wenn der Regler einen offenen
Integrator hat (die Strecke hat keinen offenen Intergrator).
Dass C(s) einen offenen Integrator hat kann man mit der Reihen-
definition von e zeigen.

Man kann die Reglerstruktur auch anderst darstellen:Block diagram

C(s) P (s)

r e
1
σk

(
1 + 1

τs

)

k
τs+1

T

T

u y
d

−

−−
k

1+τs

Interpretation: The D part of a PID controller does not make sense when the

plant includes delays. Therefore, replace it by a term that penalizes

differences in the control action (that – due to the delay – eventually will

become differences in plant output).
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U(s) kann dann folgendermassen dargestellt werden:

U(s) =
1

σk

(
1 +

1

τs

)
E(s)︸ ︷︷ ︸

PI-Regler

− 1

στs

(
1− e−Ts

)
U(s)︸ ︷︷ ︸

Prädiktive Korrektur

Es kann gezeigt werden, dass diese Übertragungsfunktion
äquivalent mit dem oben definierten C(s) ist.

4.3 Smith Predictor
Man nimmt an, dass die Regelstrecke einen rationalen Teil und
eine Totzeit hat.

P (s) = Pr(s) · e−Ts

Dabei muss Pr(s) asymptotisch stabil sein.

3 Direktspezifikationen
Bei der Direktspezifikation wählt man die Durchtrittsfre-
quenz ωc, die Phasenreserve ϕ und die Steigung ψ der
Übertragungsfunktion L(jω) = P (jω) · C(jω). Bei der
gewünschten Durchtrittsfrequenz gilt:

P (jωc) = rP ·ej·ϕP , r′P = ∂rP (ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω=ωc

, ϕ′P = ∂ϕP (ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω=ωc

Gegebene Anforderungen an L(jω) und Steckeneingenschaf-
ten von P (jω) können in Anforderungen an den Regler um-
gerechnet werden. Bei gegebener PID-Reglerstruktur können
diese Anfordrungen in Anforderungen an die Reglerparameter
umgerechnet werden:

{rP , ϕP , r′P , ϕ′P , ωc, ϕ, ψ}︸ ︷︷ ︸
gegeben

→ {kp, Ti, Td}

kp =− 1
rP

cos(ϕ− ϕP )

Td =1
2 ·
(

tan(ψ − ϕP )
(
r′P
rP
− ϕ′P tan(ϕ− ϕP )

)

+ tan(ϕ− ϕP )
(

1
ωc
− r′P
rP

)
− ϕ′P

)

Ti =(Td · ω2
c − tan(ϕ− ϕP ) · ωc)−1

Vorsicht! Dieses Verfahren produziert nicht immer sinnvolle
Lösungen {kp, Ti, Td}. Insbesondere müssen die gewünschten
Grössen {ωc, ϕ, ψ} sinnvoll gewählt werden. Ausserdem ist
die Stabilität mit diesem Verfahren nicht garantiert. Bei den
gegebenen Formeln muss die Phase in Radian eingesetzt wer-
den!
4 Totzeit - Recap
Ein geschlossener Regelkreis kann Totzeiten im Regler und/o-
der in der Regelstrecke haben.

C e−TC ·s P e−TP ·s
U(s)E(s) Y (s)

−

R(s)

CT PT

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten TC und TP

Die totale Totzeit lautet:

e−Ts = e−TCs · e−TP s = e−(TC +TP )s

Eine Totzeit ist signifikant, falls sie gross ist relativ zur Zeit-
konstante τ des Systems:

T

T + τ
> 0.3 → Totzeit signifikant

Standard PID-Regler eignen sich nicht gut für Systeme mit
grosser Totzeit. Deswegen wurden prädiktive Regler ent-
wickelt. Die Grundidee solcher Regler ist, dass ein noch so
komplexer kausaler Regler die Totzeit von der Systemant-
wort y(t) nicht entfernen kann. Deshalb müssen geschlossene
Regelkreisgrössen (T (s), S(s)) zwangsläufig dieselbe Totzeit
beinhalten. Im Folgenden werden zwei prädiktive Regler be-
schrieben.

5 Prädiktiver PI Regler für einfache Regel-
strecken
Man geht von einer Regelstrecke erster Ordnung mit Totzeit
aus:

P (s) ≈ k

τs+ 1 · e
−Ts

Man wünscht eine komplementäre Sensitivität erster Ordnung
mit einstellbarer Zeitkonstante (durch den Parameter σ) und
gleicher Totzeit:

T ∗(s) = 1
sστ + 1 · e

−sT = L

1 + L

Auflösen nach L ergibt:

L = T ∗

1− T ∗ ⇒ C = T ∗

P (1− T ∗)
Einsetzen von T ∗ und P liefert:

C(s) = τ · s+ 1
k · (σ · τ · s+ 1− e−T ·s)

Die Eingangsgrösse U(s) lautet somit:

U(s) = 1
σk

(
1 + 1

τs

)
E(s)

︸ ︷︷ ︸
PI-Regler

− 1
στs

(1− e−Ts)U(s)
︸ ︷︷ ︸

Prädiktive Korrektur

Falls T = 0 wird die prädiktive Korrektur 0 und der resultie-
rend Eingang wird zu einem einfachen PI - Regler.
6 Smith Predictor
Beim Smith Predictor nimmt man an, dass die Regelstrecke
einen rationalen Teil und eine Totzeit hat:

P (s) = Pr(s) · e−Ts
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y(t)

t (s)T = 1.1

T = 0.9

Figure 11.17. Closed-loop system behavior of a predictive PI controller with σ =
0.5, unit-step disturbance d(t) at t = 1. Solid curve: no modeling errors; dashed and
dashed-dotted curves ±10% error in the delay T .(Compare this results to the ones
shown in Figure 11.9 for the non-predictive case.)

11.6.2 Smith Predictors

The generalization of the ideas presented above to more general plants P (s)
is known as a Smith Predictor. Only some general facts are stated here. More
information on these controller structures can be found in [25].

r yr y

w

u

C(s) P (s)

Cr(s) Pr(s) T

−

−

T̂P̂r(s)
ŷr

ε

Figure 11.18. Block diagram of a Smith predictor control system structure.

Figure 11.18 shows a block diagram representation of this control system
structure. The rational part of the plant Pr(s) is assumed to be asymptotically
stable. The main idea of all Smith predictor systems is clearly visible: as long
as no plant/model mismatch (Pr(s) = P̂r(s), T = T̂ ) and no disturbance
w(t) are present, the reference step response y(t) will be identical to the step
response of the closed-loop system without delay (T = 0), shifted by the delay

;

Falls man eine perfekte Schätzung der Regelstrecke hat
(Pr(s) = P̂r(s), T = T̂ ) und keine Störung (w = 0) vor-
handen ist, resultiert folgende komplementäre Sensitivität:

Y (s)
R(s) = e−sT · Pr(s)Cr(s)

1 + Pr(s)Cr(s)
= e−sT · Tr(s) (3)

Das heisst, die Form der Systemantwort y(t) ist dieselbe wie
die des rationalen Systems ohne Totzeit (Tr(s)). Jedoch ist
sie um die Totzeit verschoben (e−sT ). Dies wird an der Re-
gelstruktur ersichtlich. Für Pr(s) = P̂r(s), T = T̂ , w = 0 wird
ε = 0. In dem Fall wird das unverschobene perfekt geschätzte
Signal ŷr rückgeführt, und somit wird die Totzeit überbrückt.
Modellfehler und Störungen (Pr(s) 6= P̂r(s), T 6= T̂ , w 6= 0)
werden durch das Fehlersignal ε 6= 0 kompensiert. In diesem
Fall werden die Übertragungsfunktionen jedoch um einiges
komplizierter als Gl. (3).

2

P̂r(s) entspricht dabei einer Schätzung der Regelstrecke. Und T̂
entspricht einer Schätzung der Totzeit der Strecke.
Die Totzeit ist physikalischer Herkunft und kann daher nicht kom-
plett entfernt werden.
Für eine gute Robustheit, muss die Totzeit möglichst genau sein.

Wenn die Schätzungen perfekt sind und keine Störung w am Steu-
ersignal wirkt, so ist ε = 0. Das heisst der Regler hat in sich eine
Simulation mit welcher er die Strecke ohne Totzeit regelt. Der
wahre Output ist dann der Output der Simulation um die Totzeit
verschoben:

Y (s) =
Pr(s) · Cr(s)

1 + Pr(s) · Cr(s)
·R(s) ·e−sT

= Tr(s) ·R(s) ·e−sT

Die Übertragungsfunktion des Reglers ist:

C(s) =
Cr(s)

1 + Cr(s) · P (s) · (1− e−Ts)

Achtung je nach Aufgabe die Funktion neu Herleiten.

5 Regelgüte

5.1 Robuste Nyquist Stabilität

|L(jω) ·W2(jω)| < |1 + L(jω)|

Regelungstechnik II FS 2020 Zusammenfassung Vorlesung 2
Spezifikation der Sensitivität Buch Kapitel 10.4.3
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1 Mulitplikative Unsicherheit der komple-
mentären Sensitivität
Zur Erinnerung. Die Modellunsicherheit W2(s) wurde für
die komplementäre Sensitivität multiplikativ eingeführt:

|T (jω) ·W2(jω)| < 1 ⇒ |L(jω) ·W2(jω)| < |1+L(jω)| (1)

Das robuste Nyquist Theorem aus Gl. (1) kann in der
Nyquist Ebene interpretiert werden:

-1

Im

Re

L(j ω)

1 + L(j ω)

|L(jω) ·W2(jω)|

Abb. 1: Robustes Stabilitätskriterium nach Nyquist.

Der rot eingezeichnete Unsicherheitsradius (|L(jω) ·W2(jω)|)
darf nicht länger als das blaue Verbindungsstück (|1+L(jω)|)
sein, um zusätzliche Umkreisungen des Punktes (−1, 0) zu
vermeiden.

2 Multiplikative Spezifikation an Sensitivität
Die Sensitivität S(s) ist bei jedem Regelsystem sehr wichtig.
Eine betragsmässig kleine Sensitivität garantiert eine gute
Störungsunterdrückung und gutes reference tracking. Eine
sinnvolle Spezifikation ist demnach den Betrag der Sensiti-
vität |S(jω)| frequenzabhängig zu limitieren Die Phase spielt
dabei praktisch keine Rolle.

Nominelle Regelgüte
Um die Sensitivität betragsmässig zu begrenzen wird mit ei-
ner rationalen Übertragungsfunktion W1(s) gefordert:

||S(s) ·W1(s)||∞ < 1 ⇒ |S(jω)| < |W−1
1 (jω)| (2)

Gl. (2) kann umgeschrieben werden:

|W1(jω)| < |1 + L(jω)| (3)

Die geometrische Interpretation von Gl. (3) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −1 zentrierten Kreis mit Radius |W1(jω)|
eintreten darf, siehe Abb. 2.
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1
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Im

|W1(jω)|

Abb. 2: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (3).

Konstruktion von W1:
Ein Beispiel einer sinnvollen Sensitivitätsspezifikation W1(s)
hat folgende Form:

W1(s) = k · τ · s+ 1
α · τ · s+ 1 , k > 1, α > k

τ2 = k2 − 1
ω2

1 · (α2 − k2) , |W1(jω1)| = 1

Abb. 3: |W−1
1 |dB in blau. Einstellbare Grössen in rot.

|W−1
1 (jω)|dB ω1 ω [rad/s]

0 •

1/k

α/k

Robuste Regelgüte
Nun soll gleichzeitig das robuste Nyquist Theorem und die
nominelle Spezifikation der Sensitivität erfüllt sein. In ande-
ren Worten sollen Gl. (1) und Gl. (2) gleichzeitig gelten.

|W1(jω) · S(jω)|+ |W2(jω) · T (jω)| < 1

⇒ |W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |1 + L(jω)| (4)

-1

Im

Re

L(j ω)

1 + L(j ω)

|L(jω) ·W2(jω)|

|W1(jω)|

Abb. 4: Robuste Regelgüte.
1

5.2 Nominelle Regelgüte
Eine betragsmässig kleine Sensitivität S(s) garantiert eine gute
Störungsunterdrückung und gutes reference tracking.
Das Ziel ist es nun die Sensitivität Betragsmässig zu beschränken:

∥S(s) ·W1(s)∥∞ < 1 ⇒ |S(jω)| <
∣∣∣W−1

1 (jω)
∣∣∣

|W1(jω)| < |1 + L(jω)|

L(jω) darf also nicht in einen um -1 zentrierten Kreis mit Radius
|W1(jω)| eintreten.
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Abb. 4: Robuste Regelgüte.
1

5.3 Robuste Regelgüte
Gleichzeitiges erfüllen des robusten Nyquist Theorems und der
nominellen Regelgüte.

|W1(jω) · S(jω)|+ |W2(jω) · T (jω)| < 1

|W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |1 + L(jω)|
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ren Worten sollen Gl. (1) und Gl. (2) gleichzeitig gelten.

|W1(jω) · S(jω)|+ |W2(jω) · T (jω)| < 1

⇒ |W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |1 + L(jω)| (4)

-1

Im

Re

L(j ω)

1 + L(j ω)

|L(jω) ·W2(jω)|

|W1(jω)|

Abb. 4: Robuste Regelgüte.
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Approximative Spezifikationen:
Wir formen obige Bedingung nach L(jω) um und untersuchen
sie für verschieden Frequenzen:

Tiefe Frequenzen: ω < 0.1 · ωc ⇒ |L(jω)| ≫ 1

|L(jω)| > |W1(jω)|
1− |W2(jω)|

Eine Lösung existiert für |W2(jω)| < 1 In Worten: Eine gute
Performance erreicht man nur mit einem guten Model.
Um zu überprüfen ob System dieses Kriterium erfüllt ω → 0 lau-
fen lassen. Und schauen ob die beiden Grenzwerte die Ungleichung
erfüllen

Hohe Frequenzen: ω > 10 · ωc ⇒ |L(jω)| ≪ 1

|L(jω)| < 1− |W1(jω)|
|W2(jω)|

Eine Lösung existiert für |W2(jω)| < 1
Um zu überprüfen ob System dieses Kriterium erfüllt ω →∞ lau-
fen lassen. Und schauen ob die beiden Grenzwerte die Ungleichung
erfüllen

5.4 Kompatibilitätsbedingungen
ω1 ist definiert als: |W1(jω1)| = 1.
Unser System muss natürlich alle die alten Kompatibi-
litätsbedingungen erfüllen aber für ω1 gibt es auch noch bedin-
gungen:

ω1 ≈ max{10 · ωd, 2 · ωπ+}

Für genaue Beschreibung: Theory Sheet!

5



6 Kaskadierte Regelsysteme
Kaskadierte Regelsysteme eignen sich für Systeme mit langsamen
und schnellen Dynamiken. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszunutzen, werden verschiedene Regler für die Teilsys-
teme ausgelegt.
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1 Kaskadierte Regelsysteme
Kaskadierte Regelsysteme eignen sich für SIMO (single-input,
multiple-output) Systeme mit einer schnellen und einer lang-
samen Teildynamik. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszunützen werden verschiedene Regler für das
schnelle und für das langsame Teilsystem ausgelegt.
In Abb. 1 ist ersichtlich, dass das schnelle Teilsystem Pf den
Eingang us für das langsame Teilsystem Ps liefert. Das schnel-
le System wird geregelt, indem yf rückgeführt wird; yf ist oft-
mals proportional zu us, dies ist aber nicht immer der Fall.

Cs(s) Cf (s) Pf (s) Ps(s)
rf ef ufes ysus

−

rs

−

yf

Abb. 1: Kaskadierte Regelstruktur. Der Index s (‘slow’) steht
für langsame Teildynamiken, und f (‘fast’) für schnelle.

Um die Bandbreite des schnellen Teilsystems auszunutzen
wird für Cf (s) oftmals kein Integrator verwendet. Der lang-
same Regler Cs(s) hingegen hat oftmals einen Integrator um
einen statischen Nachlauffehler zu eliminieren.
Beispiel: Die folgende Differentialgleichung beschreibt das
System in Abb. 2. Sowohl die Position y als auch die Ge-
schwindigkeit ẏ können direkt gemessen werden.

ÿ + ẏ + y = u

Wir wählen x = y und v = ẏ. Daraus folgt:

d
dtx(t) = v(t)

d
dtv(t) = −x(t)− v(t) + u(t) (1)

m
y(t)

u(t)

Abb. 2: Aktuiertes Feder-Dämpfer System.
Das Ziel ist, die Position zu regeln. Jedoch ist in Gl. (1) er-
sichtlich, dass u(t) direkt auf die Geschwindigkeit wirkt und
nur indirekt auf die Position. Folgende Teildynamiken können
hergeleitet werden:

u→ v : Pf (s) = s

s2 + s+ 1 (2)

v → x : Ps(s) = 1
s

(3)

u→ x : P (s) = 1
s2 + s+ 1 (4)

Zur Erinnerung:

Re(λ) = σ

Im(λ) = ω

Abb. 3: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot:
Einfluss Imaginärteil, Blau: Einfluss Realteil
Pole mit grösserem negativen Realteil klingen schneller ab als
Pole mit kleinerem negativem Realteil. Die Pole in Gln. (2)
bis (4) sind:

u→ v (Pf ) : s = −1
2 ± j

√
3

2
v → x (Ps) : s = 0

u→ x (P ) : s = −1
2 ± j

√
3

2

Das System Pf ist definitiv schneller als das System Ps. Ob-
wohl P die gleichen Pole wie Pf hat, wird Pf schneller sein,
da das System P durch den zusätzlichen Pol bei s = 0 einen
grösseren Phasenverlust hat.

Cs(s) Cf (s) Pf (s) Ps(s)v∗ ∆v u∆x xv

−
x∗

−

Abb. 4: Kaskadierte Regelstruktur für das Beispiel
Für den Regler Cf kann ein P-Regler verwendet werden. Für
den Regler Cs kann ein PI-Regler verwendet werden. Ein
detaillierter Vergleich zwischen kaskadiertem und nicht kas-
kadiertem Regelverhalten ist im Buch in Example 13.2.1 auf
Seiten 225ff zu finden.

2 Wurzelortskurven-Verfahren1

Mit diesem Verfahren kann man die Pole des geschlossenen
Regelkreises setzen wo man will. Es wird folgende Regelstruk-
tur betrachtet:

kp C(s) P (s)e ur y

−

Abb. 5: Grundstruktur des Wurzelortskurven-Verfahren
Der Regler C(s) heisst in diesem Kontext Kompensator. Die
Verstärkung kp wird vom Kompensator abgespaltet und in
der Regelstruktur separat geschrieben. Wenn man die Pole
des geschlossenen Regelkreises für alle kp zeichnet, erhält man
die Wurzelortskurven.
Vorsicht! Wir gehen im Folgenden von stabilen, minimal-
phasigen L(s) aus. Ausserdem muss gelten kp > 0.
1Englisch: Root-Locus

1

Für die schnelle Dynamik wird oft kein Integrator verwendet. (Sta-
tischer Nachlauffehler kann vom ’langsamen’ Regler eliminiert wer-
den.)
Regelstrecke muss nicht asymptotisch stabil sein.
Die Regelstrecke kann Totzeiten enthalten.
Es gibt keine Einschränkungen für den inneren Regelkreis.
Kann wie ein ”normaler” Regler verwendet werden. (wenn SISO)
Dynamik des Inneren Systems:

ys

rf
= PI =

CfPf

1 + CfPf

· Ps

Dynamik des Äusseren System:

ys

rs
= PE =

CsPI

1 + CsPI

=
CsCfPfPs

1 + CfPf + CsCfPfPs

Achtung je nach Aufgabe die Funktion neu Herleiten.

7 Wurzelortskurven - Root-Locus
Mit diesem Verfahren kann man die Pole des geschlossenen Re-
gelkreises setzen.
Hierfür wird folgende Regelstruktur betrachtet:
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1 Kaskadierte Regelsysteme
Kaskadierte Regelsysteme eignen sich für SIMO (single-input,
multiple-output) Systeme mit einer schnellen und einer lang-
samen Teildynamik. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszunützen werden verschiedene Regler für das
schnelle und für das langsame Teilsystem ausgelegt.
In Abb. 1 ist ersichtlich, dass das schnelle Teilsystem Pf den
Eingang us für das langsame Teilsystem Ps liefert. Das schnel-
le System wird geregelt, indem yf rückgeführt wird; yf ist oft-
mals proportional zu us, dies ist aber nicht immer der Fall.

Cs(s) Cf (s) Pf (s) Ps(s)
rf ef ufes ysus

−

rs

−

yf

Abb. 1: Kaskadierte Regelstruktur. Der Index s (‘slow’) steht
für langsame Teildynamiken, und f (‘fast’) für schnelle.

Um die Bandbreite des schnellen Teilsystems auszunutzen
wird für Cf (s) oftmals kein Integrator verwendet. Der lang-
same Regler Cs(s) hingegen hat oftmals einen Integrator um
einen statischen Nachlauffehler zu eliminieren.
Beispiel: Die folgende Differentialgleichung beschreibt das
System in Abb. 2. Sowohl die Position y als auch die Ge-
schwindigkeit ẏ können direkt gemessen werden.

ÿ + ẏ + y = u

Wir wählen x = y und v = ẏ. Daraus folgt:

d
dtx(t) = v(t)

d
dtv(t) = −x(t)− v(t) + u(t) (1)

m
y(t)

u(t)

Abb. 2: Aktuiertes Feder-Dämpfer System.
Das Ziel ist, die Position zu regeln. Jedoch ist in Gl. (1) er-
sichtlich, dass u(t) direkt auf die Geschwindigkeit wirkt und
nur indirekt auf die Position. Folgende Teildynamiken können
hergeleitet werden:

u→ v : Pf (s) = s

s2 + s+ 1 (2)

v → x : Ps(s) = 1
s

(3)

u→ x : P (s) = 1
s2 + s+ 1 (4)

Zur Erinnerung:

Re(λ) = σ

Im(λ) = ω

Abb. 3: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot:
Einfluss Imaginärteil, Blau: Einfluss Realteil
Pole mit grösserem negativen Realteil klingen schneller ab als
Pole mit kleinerem negativem Realteil. Die Pole in Gln. (2)
bis (4) sind:

u→ v (Pf ) : s = −1
2 ± j

√
3

2
v → x (Ps) : s = 0

u→ x (P ) : s = −1
2 ± j

√
3

2

Das System Pf ist definitiv schneller als das System Ps. Ob-
wohl P die gleichen Pole wie Pf hat, wird Pf schneller sein,
da das System P durch den zusätzlichen Pol bei s = 0 einen
grösseren Phasenverlust hat.

Cs(s) Cf (s) Pf (s) Ps(s)v∗ ∆v u∆x xv

−
x∗

−

Abb. 4: Kaskadierte Regelstruktur für das Beispiel
Für den Regler Cf kann ein P-Regler verwendet werden. Für
den Regler Cs kann ein PI-Regler verwendet werden. Ein
detaillierter Vergleich zwischen kaskadiertem und nicht kas-
kadiertem Regelverhalten ist im Buch in Example 13.2.1 auf
Seiten 225ff zu finden.
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Die Verstärkung kp des Reglers C(s) wird abgespaltet und sepa-
rat geschrieben.
Wenn man die Pole in Abhängigkeit von kp plottet, erhält man
die Wurzelortskurven.

Annahmen:

• stabiles, minimalphasiges L(s)

• kp > 0

Die Pole der geschlossenen Regelstrecke ergeben sich aus folgender
Gleichung:

1 + kp · L(s) = 0

Mit L(s) =
b(s)
a(s)

wird dieser Ausdruck zu:

1 + kp ·
b(s)

a(s)
= 0

a(s) + kp · b(s) = p(s, kp)

Wobei p(s, kp) das Polynmom des Root-Locus darstellt.

Fallunterscheidung:
Für sehr kleine kp nähern sich die Pole von T (s) den Polen von
L(s).

kp → 0, p(s, kp) ≈ a(s)

Für sehr grosse kp nähern sich die Pole von T (s) den Nullstellen
von L(s).

kp →∞, p(s, kp) ≈ kp · b(s)

L(s) besitzt:

• m Nullstellen

• n Pole

Für kausale (physikalisch realisierbare) L(s) gilt: n ≥ m
Die n-m übrigen Pole verschwinden gemäss den Asymptoten im
Unendlichen.
Die Asymptoten starten alle im Punkt σa + j · 0

σa =
1

n−m ·
(

n∑
i=1

Re(πi)−
m∑

i=1

Re(ζi)

)

und verlassen diesen mit dem Winkel δi

δi =
π(”3.14”)

n−m · (2 · (i− 1) + 1) [rad], i = 1, . . . , n−m

7.1 Zugehörigkeitstest
Ist z ∈ C Teil des Root-Locus bzw. möglicher Pol von T (s)?

m∑
i=1

∠(z − ζi)−
n∑

i=1

∠(z − πi)
!
= −π ± k · 2π, k ∈ N

7.2 Alternativer Zugehörigkeitstest
geg.: P (s), gewünschter Pol z von T (s)
ges.: C(s)

• z ist nicht Teil des RL mit C(s) = 1.

1. C(s) mit realer Pol- oder Nullstelle erweitern

2. Mittels Zugehörigkeitstest Betrag der Pol- bzw. Nullstelle
berechnen

7.3 Root-Locus Skizzierhilfen

• Immer symmetrisch zur reellen Achse

• Treffen sich zwei Pole → 90◦ in komplexer Ebene

• Alle Punkte auf der reellen Achse links von einer ungera-
den Anzahl Polen und Nullstellen, sind potentielle Pole von
T (s).

• Pole laufen immer auf Nullstellen zu.

• Pole sind durch Kreuze gekennzeichnet / Nullstellen durch
Kreise

• Pole von T (s) wandern von den Polen von L(s) zu den
Nullstellen von L(s), symmetrisch zur Reellen Achse.

• Abschnitte der Reellen-Achse sind mögliche Pole von T (s)
wenn die Anzahl an Polen und Nullstellen rechts davon eine
ungerade Zahl ist.

• Treffen sich zwei Polverläufe auf der Reellen Achse brechen
sie mit 90◦ in die Komplexe Ebene aus.

• Überschüssige Pole wandern entlang von Asymptoten ins
Unendliche.

8 Numerische Regleroptimierung
Man kreiert eine Kostenfunktion J(kp, Ti), die durch die Wahl
der optimalen Parameter kp und Ti minimiert werden soll. Bsp.:

J(kp, Ti) = µ1 ·
∫ ∞

0

e
2
(t)dt︸ ︷︷ ︸

static error

+

µ2 ·max
t

(y(t)− 1)︸ ︷︷ ︸
Überschwingen

+

µ3 · (1−min
ω

(|1 + L(jω)|))︸ ︷︷ ︸
minimum return diff µmin

8.0.1 Beispiel
Man hat einen PID Regler, mit roll-off (Tiefpass erster Ordnung,
Eckfrequenz 10 [rad/s]). Dieser soll bezüglich Einheitssprung si-
muliert werden.
Simulations-file ist gegeben:

Das Gütekriterium soll aus dem maximalen Überschwinger von y
und der Summe der Quadrate der Regelfehler e im Verhätlnis 2:1
bestehen. Die Simulation soll 15s dauern.
Das ganze kann mit folgendem Matlab-Code gemacht werden:

6



9 Regler in der Praxis

9.1 Set Point Weights
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1 PID Regler in der Praxis
Der praktische Einsatz von Reglern bringt diverse bisher
unerwähnte Schwierigkeiten mit sich. Die wichtigsten Ein-
schränkungen werden im Folgenden diskutiert.
Set Point Weights
Die Standardregelstruktur dient vorallem zur Unterdrückung
von Störungen. Natürlich werden Regler auch verwendet um
spezifischen Referenzen r(t) zu folgen. Schnelle Änderungen
im Referenzsignal kann sehr hohe Eingänge u(t) und unge-
wollte Transienten produzieren. Mit sogenannten set point
weights (Abb. 1) kann das Regelverhalten verbessert werden.
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However, the vast majority of all modern control systems are realized as
digital control systems using microprocessors together with the appropriate
hardware components to connect the computers with the physical environ-
ment. These systems will be discussed below in Section 14.4. The main reasons
for this preference are that such digital controller systems are much cheaper4

to build and maintain,5 and they can easily include nonlinear and time-varying
parts that are important in wide-range operating modes.

14.2 PID Controllers in Practical Applications

14.2.1 Enhanced PID Structures

The first enhancement discussed in this chapter aims at improving the ref-
erence tracking behavior of PID controllers. The basic PID structure (11.1)
has been derived with a disturbance rejection problem in mind. However, PID
control systems are often used for reference tracking purposes as well.

−

−

−

r

a

b

c

kp

kp

Ti

kpTd

∫

d
dt

y

u

Figure 14.1. Structure of a PID controller with setpoint weights.

In this situation, changes in the reference value r(t) can cause unwanted
and unnecessary transients of the control system. In particular, the D part
and, to a lesser extent, the P part should not be directly connected with
the reference input, in order to avoid high input signals u(t). Therefore, PID
controllers are often realized with separate reference signal gains for each

4 With appropriate real-time software, a single microprocessor can serve hundreds
of control loops.

5 Digital control systems do not age, their behavior does not drift with changing
temperature, humidity, etc., and improved software can be “downloaded” at very
low cost from a maintenance center that is far away from the physical location of
the device through appropriate communication networks. Obviously, this opens
the door to attacks and appropriate countermeasures must be implemented.

Abb. 1: PID Regler mit Setpointverstärkungen a, b, c.
Das Referenzsignal wird für jeden Teil des Reglers (P, I, D)
mit einer separaten Verstärkung (a, b, c) multipliziert. Das
heisst, die Referenz wird ”vormassiert”, bevor sie durch den
Regler geht.

• Um keinen statischen Nachlauffehler zu produzieren,
falls die Referenz plötzlich konstant werden soll, wird
normalerweise b = 1 gesetzt.

• Schnelle Referenzen erzeugen grosse Signale auf dem
Differential-Pfad des Reglers ( d

dt (r − y) ≈ d
dtr). Nor-

malerweise will man nur Änderungen aufgrund des
Ausgangssignals dämpfen. Demnach setzt man oftmals
c = 0, um hohe Ableitungen zu umgehen.

• Für die Verstärkung a auf dem proportionalen Signal
kann man die Åström und Hägglund Regeln anwenden:

a = α0,x · eα1,x·κ+α2,x·κ2

µmin = 0.7 µmin = 0.5
a α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x
PI 1.10 −0.0061 1.8 0.48 0.40 −0.17

PID 0.58 −1.3000 3.5 0.25 0.56 −1.20
Tabelle 1: Åström-Hägglund Koeffizient für PI und PID Regler.

Typischerweise ist 0 < a < 1. Ein gut gewählter Wert von
a kann das closed-loop Regelverhalten häufig verbessern.

Saturationen und Anti Reset Windup (ARW)
Eine Saturation ist eine Nichtlinearität, die in jedem Regel-
system vorhanden ist. Aktuatoren können in Realität nie be-
liebig kleine oder beliebig grosse Sollsignale u(t) umsetzen.

Die Nichtlinearität einer Saturation ist wie folgt definiert:

u(t) =





umin if u(t) < umin

umax if u(t) > umax

u(t) else

Falls der vom Regler C(s) geforderte Ausgang u grösser ist
als der maximal produzierbare Eingang umax des Aktuators,
saturiert der Eingang bei ū = umax. Die gleiche Logik gilt für
den minimal erreichbaren Eingang umin.
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channel, as shown in Figure 14.1. Typically, the parameters are chosen to be
0 < a < 1, b = 1 and c = 0. A careful tuning of the parameter a can improve
the closed-loop system behavior in many situations (see Section 11.3).

Quick Check 14.2.1: Explain why, in general, b = 1 and c = 0 is a good
choice. y

14.2.2 Dealing with Actuator Saturation

Almost all plants and control systems discussed in the previous chapters were
linear systems. However, all real control systems include some nonlinearities.
The most important nonlinear effect is caused by the limited range of the
actuators at the plant’s input. In the simplest situation,6 the control system
shown in Figure 9.1 must be altered to include a fixed-level saturation, as
shown in Figure 14.2.

−
r e

C(s)
u u

P (s)

d

y

Figure 14.2. Block diagram of the closed-loop system with input saturation.

The two signals u(t) and u(t) are identical as long as umin < u(t) < umax.
As soon as u(t) violates these inequalities, the control loop is broken, and it
operates in an open-loop manner with a constant input to the plant (either
umin or umax)

u(t) =





umax if u(t) > umax

u(t) else

umin if u(t) < umin

(14.1)

If both the plant and the controller are asymptotically stable systems,
this situation is not desirable, but it is not dangerous. If this is not the case,
particularly if both systems contain some marginally stable or even unstable
subsystems, very high overshoot and even instability can be observed.

6 More complex problems are encountered in practice. For instance, the saturation
level can be time-variant or it can depend on a system state variable. Other
nonlinearities such as rate limiters, backlash, or hysteresis are also quite common.

Abb. 2: Regelsystem mit Saturation auf u.
Beispiel: Das System P (s) soll mit einem PI-Regler CPI(s)
geregelt werden:

P (s) = 1
s(3s2 + 4s+ 1) , CPI(s) = kp · (1 + 1

Ti · s
)

Eine Simulation mit kp = 0.3 und Ti = 13 s führt zum gestri-
chelten Systemverhalten:

50

1

t

y(t)

∆t2∆t1

-0.045

0.045
t

u(t)

Abb. 3: Saturierendes Regelsystem.
Beim Auslegen wurde jedoch vernachlässigt, dass der Aktua-
tor bei |u(t)| = usat = 0.045 saturiert. Mit der Aktuator-
Sättigung resultiert effektiv die blaue Linie und damit eine
schlechtere Reglerperformance. Mit einem ARW (siehe fol-
genden Abschnitt) resultiert die viel bessere Performance der
roten Linie.
Um mit Saturationen umzugehen, muss man zuerst verste-
hen, was bei einem saturierten Regelsystem überhaupt pas-
siert. Dadurch, dass das System langsamer reagiert als er-
wartet, kann sich der Integrator über eine längere Zeit t
füllen (∆t1 < t < ∆t2). Sobald sich das Vorzeichen des Feh-
lers ändert, überschiesst die Antwort das Ziel stärker, da sich
der Integrator zuerst leeren muss.

1

→ Kein Einfluss auf die Stabilität o. Robustheit des geschl.
Regelkreises oder Störungsunterdrückung.

→ Kann reference tracking beeinflussen.

Vormassieren der Referenz r.

• Normalerweise b = 1: Kein statischer Nachlauffehler, wenn
r konstant 1 ist.

• Oft c = 0: Schnelle Referenzen → grosse Signale auf D-
Teil. Normalerweise will man nur Änderungen des Ausgangs-
signals dämpfen.

• a→ Aström-Hägglund

Bestimmung von a mittels AH Verfahren

a = α0,x · eα1,x·κ+α2,x·κ2

µmin = 0.7 µmin = 0.5
a α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x

PI 1.10 −0.0061 1.8 0.48 0.40 −0.17
PID 0.58 −1.3000 3.5 0.25 0.56 −1.20

9.2 Saturation und Anti Reset Windup
Saturation
Aktuatoren können in der Realität nie beliebig kleine oder beliebig
grosse Sollsignale u(t) umsetzen.

ū(t) =


umin if u(t) < umin

umax if u(t) > umax

u(t) else
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von Störungen. Natürlich werden Regler auch verwendet um
spezifischen Referenzen r(t) zu folgen. Schnelle Änderungen
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However, the vast majority of all modern control systems are realized as
digital control systems using microprocessors together with the appropriate
hardware components to connect the computers with the physical environ-
ment. These systems will be discussed below in Section 14.4. The main reasons
for this preference are that such digital controller systems are much cheaper4

to build and maintain,5 and they can easily include nonlinear and time-varying
parts that are important in wide-range operating modes.

14.2 PID Controllers in Practical Applications

14.2.1 Enhanced PID Structures

The first enhancement discussed in this chapter aims at improving the ref-
erence tracking behavior of PID controllers. The basic PID structure (11.1)
has been derived with a disturbance rejection problem in mind. However, PID
control systems are often used for reference tracking purposes as well.
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Figure 14.1. Structure of a PID controller with setpoint weights.

In this situation, changes in the reference value r(t) can cause unwanted
and unnecessary transients of the control system. In particular, the D part
and, to a lesser extent, the P part should not be directly connected with
the reference input, in order to avoid high input signals u(t). Therefore, PID
controllers are often realized with separate reference signal gains for each

4 With appropriate real-time software, a single microprocessor can serve hundreds
of control loops.

5 Digital control systems do not age, their behavior does not drift with changing
temperature, humidity, etc., and improved software can be “downloaded” at very
low cost from a maintenance center that is far away from the physical location of
the device through appropriate communication networks. Obviously, this opens
the door to attacks and appropriate countermeasures must be implemented.
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Ausgangssignals dämpfen. Demnach setzt man oftmals
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system vorhanden ist. Aktuatoren können in Realität nie be-
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channel, as shown in Figure 14.1. Typically, the parameters are chosen to be
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the closed-loop system behavior in many situations (see Section 11.3).
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14.2.2 Dealing with Actuator Saturation

Almost all plants and control systems discussed in the previous chapters were
linear systems. However, all real control systems include some nonlinearities.
The most important nonlinear effect is caused by the limited range of the
actuators at the plant’s input. In the simplest situation,6 the control system
shown in Figure 9.1 must be altered to include a fixed-level saturation, as
shown in Figure 14.2.

−
r e

C(s)
u u

P (s)

d

y

Figure 14.2. Block diagram of the closed-loop system with input saturation.

The two signals u(t) and u(t) are identical as long as umin < u(t) < umax.
As soon as u(t) violates these inequalities, the control loop is broken, and it
operates in an open-loop manner with a constant input to the plant (either
umin or umax)

u(t) =





umax if u(t) > umax

u(t) else

umin if u(t) < umin

(14.1)

If both the plant and the controller are asymptotically stable systems,
this situation is not desirable, but it is not dangerous. If this is not the case,
particularly if both systems contain some marginally stable or even unstable
subsystems, very high overshoot and even instability can be observed.

6 More complex problems are encountered in practice. For instance, the saturation
level can be time-variant or it can depend on a system state variable. Other
nonlinearities such as rate limiters, backlash, or hysteresis are also quite common.
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geregelt werden:
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Beim Auslegen wurde jedoch vernachlässigt, dass der Aktua-
tor bei |u(t)| = usat = 0.045 saturiert. Mit der Aktuator-
Sättigung resultiert effektiv die blaue Linie und damit eine
schlechtere Reglerperformance. Mit einem ARW (siehe fol-
genden Abschnitt) resultiert die viel bessere Performance der
roten Linie.
Um mit Saturationen umzugehen, muss man zuerst verste-
hen, was bei einem saturierten Regelsystem überhaupt pas-
siert. Dadurch, dass das System langsamer reagiert als er-
wartet, kann sich der Integrator über eine längere Zeit t
füllen (∆t1 < t < ∆t2). Sobald sich das Vorzeichen des Feh-
lers ändert, überschiesst die Antwort das Ziel stärker, da sich
der Integrator zuerst leeren muss.

1

Anti Reset Windup (ARW)
Falls man saturiert, wird die zu integrierende Grösse reduziert,
sodass sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
füllt.
Je stärker die Aktuatoren saturieren, umso mehr wirkt man der
Integration des Fehlers entgegen.
Nur bei offenem Integrator im Regler sinnvoll und anwendbar.

Bumpless Transfer
Um ein System zu testen, macht es oft Sinn einen manuellen (M)
und einen automatischen Modus (A) zu haben.

Für einen reibungslosen Übergang zwischen den zwei Modi ver-
wendet man folgende Regelstruktur:

Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein anti-reset-windup (ARW) schwächen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siehe Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mögliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist q(t) = u(t) − u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist q(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grösse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
füllt. Das heisst je stärker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearität kennen.
Bumpless Transfer
Um ein System zu testen macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie möglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:
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estingly, the ARW scheme shown in Figure 14.4 can be used for this purpose
as well.
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manual
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Figure 14.4. PI controller with combined ARW and BLT correction.

While in the manual mode, the signal q is used to control the integrator in
the PI controller to track the commands generated by the operator. Note that
the error signal e = r − y may change, provided that the corrections caused
by the loop kARW · q are faster than the changes in e.

While in the automatic mode, the signal12 kBLT ·s(t) adjusts the integrator
of the manual part to track the output signal generated by the automatic
part. If the operator decides to switch back to the manual mode, this tracking
guarantees a smooth (“bumpless”) transition.

Quick Check 14.2.4: What happens when the system operates in the manual
mode and the operator tries to impose a control signal u > umax? y

12 The symbol s(t) represents a time signal and must not be misinterpreted as the
Laplace symbol s. We are running out of letters . . . time to finish.

ARW

BLTbacon lettuce tomato

uM (t)

uA(t)

u(t)

Abb. 4: Anti Reset-windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.
Während man im Modus A ist, regelt man uM(t) auf uA(t),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der Ein-
gangsgrösse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M mit
Hilfe der ARW-Rückführung das Signal uA(t) auf uM (t).
Gain Scheduling
Gain scheduling wird meist für nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Für jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.
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14.2.4 Gain Scheduling

Gain scheduling is often used when a nonlinear plant is controlled around
different operating points, which, after normalization and linearization, results
in linear systems with substantially different dynamics. The main idea of the
gain-scheduling approach, illustrated in Figure 14.5, is to adapt the controller
gains to the changing operating points of the nonlinear plant.
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Figure 14.5. Block diagram of a gain-scheduled control system. The block “lin-
earization & normalization” performs the operations illustrated in Figure 3.1.

The key assumption behind all gain-scheduling methods is that a system
variable o is available that defines the operating point of the plant and that
this variable changes much slower than the controlled variables w and v. Lin-
earizing the plant in each operating point and designing a controller for each
operating point yields a set of controller parameters, e.g., kp(o) and Ti(o) in
the PI case. During operation, these parameters are automatically changed
according to the actual operating point. If the operating point changes slowly,
the control system is expected to perform according to the design specifica-
tions. More information on how to deal with such nonlinear control systems
can be found in [27].

The adaptation of the controller parameters must be realized with some
care. In particular, the change must not cause any unwanted transients in the
system’s state variables. Interpolation and “bumpless transfer” schemes sim-
ilar to the one shown in Figure 14.4 must be implemented in gain-scheduling
systems as well.

Quick Check 14.2.5: In a PI controller, it is recommended that the gain of
the I part is placed in front of the integrator. Explain what happens if the
gain is placed after the integrator and a gain-scheduling system is in place. y

Abb. 5: Diagramm zu Gain scheduling.
Beispielsweise werden für einen PI-Regler die Verstärkungen
kp(o), Ti(o) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung
Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
Ue in eine Ausgangsspannung Ua umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.
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14.3 Realization with Analog Components

The basic principle of all electronic analog controller realizations is shown
in Figure 14.6. The two transfer functions Z1(s) and Z2(s) are built using
RLC elements only. RLC elements do not satisfy the requirements of true
systems (see Section 1.2), i.e., their outputs cannot be used by other elements
as inputs without affecting them. True system transfer functions are obtained
only in the case where no current is drawn from the corresponding circuits.
This is the reason why an additional operational amplifier is needed. Such
devices are available now at very low cost as integrated circuits. Their open-
loop gain is very large (106 and higher) such that for all practical purposes
the assumption of an infinite gain is well justified. With this assumption, the
voltage difference U0 at the input terminals of the operational amplifier and
the current I0 flowing into it must be zero. Otherwise infinite output voltages
or currents would result.

Z2(s)

Z1(s)
I0I1

I2

U0

Ue
Ua

−

+
∞

Figure 14.6. Realization of a transfer function Σ(s) using ideal analog operational
amplifiers.

Using Kirchhoff’s second law and the assumption that U0 = 0, it follows
that

I1(s) =
Ue(s)

Z1(s)
, I2(s) =

Ua(s)

Z2(s)
(14.3)

Using Kirchhoff’s first law and the assumption that I0 = I1+I2 = 0, it follows
that

Σ(s) =
Ua(s)

Ue(s)
= −Z2(s)

Z1(s)
(14.4)

Note the negative sign which may be used in negative-sign feedback loops.
The transfer function Z1(s) and Z2(s) are synthesized using the following
basic building elements

resistance : ZR(s) = R

capacitance : ZC(s) = (s · C)−1

inductance : ZL(s) = s · L
(14.5)

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analogem Opamp.
Die Übertragungsfunktion von Ue(s) nach Ua(s) lautet

Σ(s) = Ua(s)
Ue(s)

= −Z2(s)
Z1(s) ,

wobei Z1(s) und Z2(s) aus Widerständen (R), Induktoren (L)
und Kapazitäten (C) aufgebaut sind.
Die Impedanzen der Standard RLC Elemente lauten:

ZR(s) = R, ZL(s) = sL, ZC(s) = 1
sC

.

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln für Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.
Zeitdiskrete Realisierung
In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man ein continous-time
Regler C(s), in einen discrete-time Regler C(z) umwandelt.
Die Diskretisierung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdis-
kretisierung. Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler
C(s) in jedem Zeitpunkt t berechnen kann was u(t) sein soll.
In der Realität läuft die Rechnung in einer fixen Taktfrequenz
fs. D.h. es können in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten
tn neue Eingänge u(n · Ts) := u[k] berechnet werden:

tn = n

fs
= n · Ts, n ∈ 0, 1, . . . (1)

Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (µP),
der die Rechnungen ausführt, auf einer fixen Frequenz läuft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 7).
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14.4 Realization with Digital Computers

14.4.1 Control Hardware and Software

Discrete-time dynamic systems form a topic of its own in system theory. A
thorough discussion of this subject is beyond the scope of this chapter and
is deferred to the corresponding courses offered later in the curriculum. A
detailed treatment of these topics can be found in many textbooks, for instance
in and [4], [12] or [26]. In this section, the most important concepts are briefly
mentioned and a “trick of the trade” is introduced that permits the realization
of a given continuous-time controller C(s) in a digital computer, provided that
this system is very fast (the precise definition follows below).

−

r(t) e(t)
AAF ADC DACµP P (s)

u(t) y(t)

Figure 14.7. Computer-controlled system as a sampled-data system.

Figure 14.7 shows a block diagram of a simplified discrete-time control sys-
tem. The key components are a digital computer and the appropriate process
interfaces. The input to and the output from the plant must be continuous-
time signals. The error can be a continuous-time signal (as shown in Fig-
ure 14.7) or a discrete-time signal generated inside of the digital control sys-
tem. The sampling occurs with a fixed frequency, ωs = 2 ·π/Ts, where Ts is the
sampling interval. All events (ADC, computation, DAC) are synchronized.

The conversion between the continuous-time and discrete-time signals is
realized by the ADC (analog-to-digital) and DAC (digital-to-analog) convert-
ers. The ADC converter discretizes the signal both in time and value. Most
of the time, the latter discretization may be neglected.14

Another problem must be addressed if the microprocessor does not have a
floating-point arithmetic unit, but rather only performs fixed-point computa-
tions. Such fixed-point calculations can overflow,15 such that a careful signal
scaling (as discussed in Section 3.2) becomes mandatory. Note that even if the
processor has a floating-point unit, all calculations will have a finite precision
such that numerical problems can occur in some circumstances.

14 In low-cost applications, where simple 8-bit ADC elements are used, this may not
be possible.

15 A 16-bit arithmetical unit has a numerical range of approximately ±3 · 104.

Abb. 7: Digitales Regelsystem.

ADC : Steht für Analog-to-digital Converter. Konvertiert
zeit-kontinuierliche Signale in zeit-diskrete Signale.

µP : Steht für Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
ten Eingang u[k].

DAC : Steht für Digital-to-Analog Converter. Konvertiert
zeit-diskrete Signale in zeit-kontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-order Hold (ZOH)
Element realisiert:

u(t) = u[k] ∀t ∈ [k · Ts, (k + 1) · Ts),
Das heisst der Eingang u[k] wird zwischen zwei Berechnungs-
schritten konstant gehalten.

2

9.2.1 Beispiel
P (s) = 3

1+s und C(s) = 1 + 1
5s . Aktuator hat Saturation so

dass: −0.5 ≤ u ≤ 0.5. Anti-Reset-Windup ist nicht vorhanden.
Der Aktuator ist von Anfang an bis 2.3s saturiert bei einem Ein-
heitssprung. Frage: Wie gross ist y(t = 1s)?

Weil der Aktuator saturiert ist bis 2.3s müssen wir die Antwort der
Strecke auf einen Sprung der Höhe 0.5 berechnen:

y(s) = P (s) · 1
2

1

s
=

3

2

1

s(1 + s)

y(t) =
3

2
e
−t · (et − 1)⇒ y(t = 1) = 0.95

9.3 Gain Scheduling
Gain scheduling wird meist für nichtlineare Systeme verwendet,
die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden. Für jeden
Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler ausgelegt werden.

Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein anti-reset-windup (ARW) schwächen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siehe Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mögliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist q(t) = u(t) − u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist q(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grösse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
füllt. Das heisst je stärker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearität kennen.
Bumpless Transfer
Um ein System zu testen macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie möglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:
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estingly, the ARW scheme shown in Figure 14.4 can be used for this purpose
as well.
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Figure 14.4. PI controller with combined ARW and BLT correction.

While in the manual mode, the signal q is used to control the integrator in
the PI controller to track the commands generated by the operator. Note that
the error signal e = r − y may change, provided that the corrections caused
by the loop kARW · q are faster than the changes in e.

While in the automatic mode, the signal12 kBLT ·s(t) adjusts the integrator
of the manual part to track the output signal generated by the automatic
part. If the operator decides to switch back to the manual mode, this tracking
guarantees a smooth (“bumpless”) transition.

Quick Check 14.2.4: What happens when the system operates in the manual
mode and the operator tries to impose a control signal u > umax? y

12 The symbol s(t) represents a time signal and must not be misinterpreted as the
Laplace symbol s. We are running out of letters . . . time to finish.

ARW

BLTbacon lettuce tomato

uM (t)

uA(t)

u(t)

Abb. 4: Anti Reset-windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.
Während man im Modus A ist, regelt man uM(t) auf uA(t),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der Ein-
gangsgrösse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M mit
Hilfe der ARW-Rückführung das Signal uA(t) auf uM (t).
Gain Scheduling
Gain scheduling wird meist für nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Für jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.
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14.2.4 Gain Scheduling

Gain scheduling is often used when a nonlinear plant is controlled around
different operating points, which, after normalization and linearization, results
in linear systems with substantially different dynamics. The main idea of the
gain-scheduling approach, illustrated in Figure 14.5, is to adapt the controller
gains to the changing operating points of the nonlinear plant.

−

p = f(o)

C(s, p)
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Figure 14.5. Block diagram of a gain-scheduled control system. The block “lin-
earization & normalization” performs the operations illustrated in Figure 3.1.

The key assumption behind all gain-scheduling methods is that a system
variable o is available that defines the operating point of the plant and that
this variable changes much slower than the controlled variables w and v. Lin-
earizing the plant in each operating point and designing a controller for each
operating point yields a set of controller parameters, e.g., kp(o) and Ti(o) in
the PI case. During operation, these parameters are automatically changed
according to the actual operating point. If the operating point changes slowly,
the control system is expected to perform according to the design specifica-
tions. More information on how to deal with such nonlinear control systems
can be found in [27].

The adaptation of the controller parameters must be realized with some
care. In particular, the change must not cause any unwanted transients in the
system’s state variables. Interpolation and “bumpless transfer” schemes sim-
ilar to the one shown in Figure 14.4 must be implemented in gain-scheduling
systems as well.

Quick Check 14.2.5: In a PI controller, it is recommended that the gain of
the I part is placed in front of the integrator. Explain what happens if the
gain is placed after the integrator and a gain-scheduling system is in place. y

Abb. 5: Diagramm zu Gain scheduling.
Beispielsweise werden für einen PI-Regler die Verstärkungen
kp(o), Ti(o) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung
Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
Ue in eine Ausgangsspannung Ua umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.
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14.3 Realization with Analog Components

The basic principle of all electronic analog controller realizations is shown
in Figure 14.6. The two transfer functions Z1(s) and Z2(s) are built using
RLC elements only. RLC elements do not satisfy the requirements of true
systems (see Section 1.2), i.e., their outputs cannot be used by other elements
as inputs without affecting them. True system transfer functions are obtained
only in the case where no current is drawn from the corresponding circuits.
This is the reason why an additional operational amplifier is needed. Such
devices are available now at very low cost as integrated circuits. Their open-
loop gain is very large (106 and higher) such that for all practical purposes
the assumption of an infinite gain is well justified. With this assumption, the
voltage difference U0 at the input terminals of the operational amplifier and
the current I0 flowing into it must be zero. Otherwise infinite output voltages
or currents would result.
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Figure 14.6. Realization of a transfer function Σ(s) using ideal analog operational
amplifiers.

Using Kirchhoff’s second law and the assumption that U0 = 0, it follows
that

I1(s) =
Ue(s)

Z1(s)
, I2(s) =

Ua(s)

Z2(s)
(14.3)

Using Kirchhoff’s first law and the assumption that I0 = I1+I2 = 0, it follows
that

Σ(s) =
Ua(s)

Ue(s)
= −Z2(s)

Z1(s)
(14.4)

Note the negative sign which may be used in negative-sign feedback loops.
The transfer function Z1(s) and Z2(s) are synthesized using the following
basic building elements

resistance : ZR(s) = R

capacitance : ZC(s) = (s · C)−1

inductance : ZL(s) = s · L
(14.5)

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analogem Opamp.
Die Übertragungsfunktion von Ue(s) nach Ua(s) lautet

Σ(s) = Ua(s)
Ue(s)

= −Z2(s)
Z1(s) ,

wobei Z1(s) und Z2(s) aus Widerständen (R), Induktoren (L)
und Kapazitäten (C) aufgebaut sind.
Die Impedanzen der Standard RLC Elemente lauten:

ZR(s) = R, ZL(s) = sL, ZC(s) = 1
sC

.

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln für Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.
Zeitdiskrete Realisierung
In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man ein continous-time
Regler C(s), in einen discrete-time Regler C(z) umwandelt.
Die Diskretisierung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdis-
kretisierung. Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler
C(s) in jedem Zeitpunkt t berechnen kann was u(t) sein soll.
In der Realität läuft die Rechnung in einer fixen Taktfrequenz
fs. D.h. es können in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten
tn neue Eingänge u(n · Ts) := u[k] berechnet werden:

tn = n

fs
= n · Ts, n ∈ 0, 1, . . . (1)

Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (µP),
der die Rechnungen ausführt, auf einer fixen Frequenz läuft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 7).
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14.4 Realization with Digital Computers

14.4.1 Control Hardware and Software

Discrete-time dynamic systems form a topic of its own in system theory. A
thorough discussion of this subject is beyond the scope of this chapter and
is deferred to the corresponding courses offered later in the curriculum. A
detailed treatment of these topics can be found in many textbooks, for instance
in and [4], [12] or [26]. In this section, the most important concepts are briefly
mentioned and a “trick of the trade” is introduced that permits the realization
of a given continuous-time controller C(s) in a digital computer, provided that
this system is very fast (the precise definition follows below).
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AAF ADC DACµP P (s)

u(t) y(t)

Figure 14.7. Computer-controlled system as a sampled-data system.

Figure 14.7 shows a block diagram of a simplified discrete-time control sys-
tem. The key components are a digital computer and the appropriate process
interfaces. The input to and the output from the plant must be continuous-
time signals. The error can be a continuous-time signal (as shown in Fig-
ure 14.7) or a discrete-time signal generated inside of the digital control sys-
tem. The sampling occurs with a fixed frequency, ωs = 2 ·π/Ts, where Ts is the
sampling interval. All events (ADC, computation, DAC) are synchronized.

The conversion between the continuous-time and discrete-time signals is
realized by the ADC (analog-to-digital) and DAC (digital-to-analog) convert-
ers. The ADC converter discretizes the signal both in time and value. Most
of the time, the latter discretization may be neglected.14

Another problem must be addressed if the microprocessor does not have a
floating-point arithmetic unit, but rather only performs fixed-point computa-
tions. Such fixed-point calculations can overflow,15 such that a careful signal
scaling (as discussed in Section 3.2) becomes mandatory. Note that even if the
processor has a floating-point unit, all calculations will have a finite precision
such that numerical problems can occur in some circumstances.

14 In low-cost applications, where simple 8-bit ADC elements are used, this may not
be possible.

15 A 16-bit arithmetical unit has a numerical range of approximately ±3 · 104.

Abb. 7: Digitales Regelsystem.

ADC : Steht für Analog-to-digital Converter. Konvertiert
zeit-kontinuierliche Signale in zeit-diskrete Signale.

µP : Steht für Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
ten Eingang u[k].

DAC : Steht für Digital-to-Analog Converter. Konvertiert
zeit-diskrete Signale in zeit-kontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-order Hold (ZOH)
Element realisiert:

u(t) = u[k] ∀t ∈ [k · Ts, (k + 1) · Ts),
Das heisst der Eingang u[k] wird zwischen zwei Berechnungs-
schritten konstant gehalten.

2

9.4 Analoge Realisierung

Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein anti-reset-windup (ARW) schwächen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siehe Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mögliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist q(t) = u(t) − u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist q(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grösse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
füllt. Das heisst je stärker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearität kennen.
Bumpless Transfer
Um ein System zu testen macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie möglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:
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estingly, the ARW scheme shown in Figure 14.4 can be used for this purpose
as well.
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Figure 14.4. PI controller with combined ARW and BLT correction.

While in the manual mode, the signal q is used to control the integrator in
the PI controller to track the commands generated by the operator. Note that
the error signal e = r − y may change, provided that the corrections caused
by the loop kARW · q are faster than the changes in e.

While in the automatic mode, the signal12 kBLT ·s(t) adjusts the integrator
of the manual part to track the output signal generated by the automatic
part. If the operator decides to switch back to the manual mode, this tracking
guarantees a smooth (“bumpless”) transition.

Quick Check 14.2.4: What happens when the system operates in the manual
mode and the operator tries to impose a control signal u > umax? y

12 The symbol s(t) represents a time signal and must not be misinterpreted as the
Laplace symbol s. We are running out of letters . . . time to finish.

ARW

BLTbacon lettuce tomato

uM (t)

uA(t)

u(t)

Abb. 4: Anti Reset-windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.
Während man im Modus A ist, regelt man uM(t) auf uA(t),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der Ein-
gangsgrösse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M mit
Hilfe der ARW-Rückführung das Signal uA(t) auf uM (t).
Gain Scheduling
Gain scheduling wird meist für nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Für jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.
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14.2.4 Gain Scheduling

Gain scheduling is often used when a nonlinear plant is controlled around
different operating points, which, after normalization and linearization, results
in linear systems with substantially different dynamics. The main idea of the
gain-scheduling approach, illustrated in Figure 14.5, is to adapt the controller
gains to the changing operating points of the nonlinear plant.
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Figure 14.5. Block diagram of a gain-scheduled control system. The block “lin-
earization & normalization” performs the operations illustrated in Figure 3.1.

The key assumption behind all gain-scheduling methods is that a system
variable o is available that defines the operating point of the plant and that
this variable changes much slower than the controlled variables w and v. Lin-
earizing the plant in each operating point and designing a controller for each
operating point yields a set of controller parameters, e.g., kp(o) and Ti(o) in
the PI case. During operation, these parameters are automatically changed
according to the actual operating point. If the operating point changes slowly,
the control system is expected to perform according to the design specifica-
tions. More information on how to deal with such nonlinear control systems
can be found in [27].

The adaptation of the controller parameters must be realized with some
care. In particular, the change must not cause any unwanted transients in the
system’s state variables. Interpolation and “bumpless transfer” schemes sim-
ilar to the one shown in Figure 14.4 must be implemented in gain-scheduling
systems as well.

Quick Check 14.2.5: In a PI controller, it is recommended that the gain of
the I part is placed in front of the integrator. Explain what happens if the
gain is placed after the integrator and a gain-scheduling system is in place. y

Abb. 5: Diagramm zu Gain scheduling.
Beispielsweise werden für einen PI-Regler die Verstärkungen
kp(o), Ti(o) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung
Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
Ue in eine Ausgangsspannung Ua umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.
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14.3 Realization with Analog Components

The basic principle of all electronic analog controller realizations is shown
in Figure 14.6. The two transfer functions Z1(s) and Z2(s) are built using
RLC elements only. RLC elements do not satisfy the requirements of true
systems (see Section 1.2), i.e., their outputs cannot be used by other elements
as inputs without affecting them. True system transfer functions are obtained
only in the case where no current is drawn from the corresponding circuits.
This is the reason why an additional operational amplifier is needed. Such
devices are available now at very low cost as integrated circuits. Their open-
loop gain is very large (106 and higher) such that for all practical purposes
the assumption of an infinite gain is well justified. With this assumption, the
voltage difference U0 at the input terminals of the operational amplifier and
the current I0 flowing into it must be zero. Otherwise infinite output voltages
or currents would result.

Z2(s)

Z1(s)
I0I1

I2

U0

Ue
Ua

−

+
∞

Figure 14.6. Realization of a transfer function Σ(s) using ideal analog operational
amplifiers.

Using Kirchhoff’s second law and the assumption that U0 = 0, it follows
that

I1(s) =
Ue(s)

Z1(s)
, I2(s) =

Ua(s)

Z2(s)
(14.3)

Using Kirchhoff’s first law and the assumption that I0 = I1+I2 = 0, it follows
that

Σ(s) =
Ua(s)

Ue(s)
= −Z2(s)

Z1(s)
(14.4)

Note the negative sign which may be used in negative-sign feedback loops.
The transfer function Z1(s) and Z2(s) are synthesized using the following
basic building elements

resistance : ZR(s) = R

capacitance : ZC(s) = (s · C)−1

inductance : ZL(s) = s · L
(14.5)

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analogem Opamp.
Die Übertragungsfunktion von Ue(s) nach Ua(s) lautet

Σ(s) = Ua(s)
Ue(s)

= −Z2(s)
Z1(s) ,

wobei Z1(s) und Z2(s) aus Widerständen (R), Induktoren (L)
und Kapazitäten (C) aufgebaut sind.
Die Impedanzen der Standard RLC Elemente lauten:

ZR(s) = R, ZL(s) = sL, ZC(s) = 1
sC

.

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln für Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.
Zeitdiskrete Realisierung
In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man ein continous-time
Regler C(s), in einen discrete-time Regler C(z) umwandelt.
Die Diskretisierung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdis-
kretisierung. Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler
C(s) in jedem Zeitpunkt t berechnen kann was u(t) sein soll.
In der Realität läuft die Rechnung in einer fixen Taktfrequenz
fs. D.h. es können in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten
tn neue Eingänge u(n · Ts) := u[k] berechnet werden:

tn = n

fs
= n · Ts, n ∈ 0, 1, . . . (1)

Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (µP),
der die Rechnungen ausführt, auf einer fixen Frequenz läuft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 7).
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14.4 Realization with Digital Computers

14.4.1 Control Hardware and Software

Discrete-time dynamic systems form a topic of its own in system theory. A
thorough discussion of this subject is beyond the scope of this chapter and
is deferred to the corresponding courses offered later in the curriculum. A
detailed treatment of these topics can be found in many textbooks, for instance
in and [4], [12] or [26]. In this section, the most important concepts are briefly
mentioned and a “trick of the trade” is introduced that permits the realization
of a given continuous-time controller C(s) in a digital computer, provided that
this system is very fast (the precise definition follows below).

−

r(t) e(t)
AAF ADC DACµP P (s)

u(t) y(t)

Figure 14.7. Computer-controlled system as a sampled-data system.

Figure 14.7 shows a block diagram of a simplified discrete-time control sys-
tem. The key components are a digital computer and the appropriate process
interfaces. The input to and the output from the plant must be continuous-
time signals. The error can be a continuous-time signal (as shown in Fig-
ure 14.7) or a discrete-time signal generated inside of the digital control sys-
tem. The sampling occurs with a fixed frequency, ωs = 2 ·π/Ts, where Ts is the
sampling interval. All events (ADC, computation, DAC) are synchronized.

The conversion between the continuous-time and discrete-time signals is
realized by the ADC (analog-to-digital) and DAC (digital-to-analog) convert-
ers. The ADC converter discretizes the signal both in time and value. Most
of the time, the latter discretization may be neglected.14

Another problem must be addressed if the microprocessor does not have a
floating-point arithmetic unit, but rather only performs fixed-point computa-
tions. Such fixed-point calculations can overflow,15 such that a careful signal
scaling (as discussed in Section 3.2) becomes mandatory. Note that even if the
processor has a floating-point unit, all calculations will have a finite precision
such that numerical problems can occur in some circumstances.

14 In low-cost applications, where simple 8-bit ADC elements are used, this may not
be possible.

15 A 16-bit arithmetical unit has a numerical range of approximately ±3 · 104.

Abb. 7: Digitales Regelsystem.

ADC : Steht für Analog-to-digital Converter. Konvertiert
zeit-kontinuierliche Signale in zeit-diskrete Signale.

µP : Steht für Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
ten Eingang u[k].

DAC : Steht für Digital-to-Analog Converter. Konvertiert
zeit-diskrete Signale in zeit-kontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-order Hold (ZOH)
Element realisiert:

u(t) = u[k] ∀t ∈ [k · Ts, (k + 1) · Ts),
Das heisst der Eingang u[k] wird zwischen zwei Berechnungs-
schritten konstant gehalten.

2

Die Übertragungsfunktion von Ue(s) nach Ua(s) lautet:

Σ(s) =
Ua(s)

Ue(s)
= −Z2(s)

Z1(s)

Z1(s) und Z2(s) bestehen aus Widerständen (R), Induktoren (L)
und Kapazitäten (C) mit den Impedanzen:

ZR(s) = R, ZL(s) = sL, ZC(s) =
1

sC

Es gelten die Kirchhoff’schen Regeln.

10 Zeitdiskrete Systeme

10.1 Zeitdiskrete Realisierung
Umwandlung eines continuous-time Reglers C(s) zu einem
discrete-time Regler C(z). In der Realität gibt es keine kontinu-
ierlichen Berechnungen. Die neuen Eingänge u(t) werden nur zu
fixen Zeitpunkten berechnet.

Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein anti-reset-windup (ARW) schwächen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siehe Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mögliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist q(t) = u(t) − u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist q(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grösse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
füllt. Das heisst je stärker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearität kennen.
Bumpless Transfer
Um ein System zu testen macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie möglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:
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estingly, the ARW scheme shown in Figure 14.4 can be used for this purpose
as well.

-

manual

input

kBLT

s(t)

∫

∫ −

−− −

−

M

actuator

model

u(t)

A

q(t)
kARW

kp

kp

Ti

r(t)

y(t)

Figure 14.4. PI controller with combined ARW and BLT correction.

While in the manual mode, the signal q is used to control the integrator in
the PI controller to track the commands generated by the operator. Note that
the error signal e = r − y may change, provided that the corrections caused
by the loop kARW · q are faster than the changes in e.

While in the automatic mode, the signal12 kBLT ·s(t) adjusts the integrator
of the manual part to track the output signal generated by the automatic
part. If the operator decides to switch back to the manual mode, this tracking
guarantees a smooth (“bumpless”) transition.

Quick Check 14.2.4: What happens when the system operates in the manual
mode and the operator tries to impose a control signal u > umax? y

12 The symbol s(t) represents a time signal and must not be misinterpreted as the
Laplace symbol s. We are running out of letters . . . time to finish.

ARW

BLTbacon lettuce tomato

uM (t)

uA(t)

u(t)

Abb. 4: Anti Reset-windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.
Während man im Modus A ist, regelt man uM(t) auf uA(t),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der Ein-
gangsgrösse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M mit
Hilfe der ARW-Rückführung das Signal uA(t) auf uM (t).
Gain Scheduling
Gain scheduling wird meist für nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Für jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.
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14.2.4 Gain Scheduling

Gain scheduling is often used when a nonlinear plant is controlled around
different operating points, which, after normalization and linearization, results
in linear systems with substantially different dynamics. The main idea of the
gain-scheduling approach, illustrated in Figure 14.5, is to adapt the controller
gains to the changing operating points of the nonlinear plant.
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Figure 14.5. Block diagram of a gain-scheduled control system. The block “lin-
earization & normalization” performs the operations illustrated in Figure 3.1.

The key assumption behind all gain-scheduling methods is that a system
variable o is available that defines the operating point of the plant and that
this variable changes much slower than the controlled variables w and v. Lin-
earizing the plant in each operating point and designing a controller for each
operating point yields a set of controller parameters, e.g., kp(o) and Ti(o) in
the PI case. During operation, these parameters are automatically changed
according to the actual operating point. If the operating point changes slowly,
the control system is expected to perform according to the design specifica-
tions. More information on how to deal with such nonlinear control systems
can be found in [27].

The adaptation of the controller parameters must be realized with some
care. In particular, the change must not cause any unwanted transients in the
system’s state variables. Interpolation and “bumpless transfer” schemes sim-
ilar to the one shown in Figure 14.4 must be implemented in gain-scheduling
systems as well.

Quick Check 14.2.5: In a PI controller, it is recommended that the gain of
the I part is placed in front of the integrator. Explain what happens if the
gain is placed after the integrator and a gain-scheduling system is in place. y

Abb. 5: Diagramm zu Gain scheduling.
Beispielsweise werden für einen PI-Regler die Verstärkungen
kp(o), Ti(o) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung
Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
Ue in eine Ausgangsspannung Ua umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.
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14.3 Realization with Analog Components

The basic principle of all electronic analog controller realizations is shown
in Figure 14.6. The two transfer functions Z1(s) and Z2(s) are built using
RLC elements only. RLC elements do not satisfy the requirements of true
systems (see Section 1.2), i.e., their outputs cannot be used by other elements
as inputs without affecting them. True system transfer functions are obtained
only in the case where no current is drawn from the corresponding circuits.
This is the reason why an additional operational amplifier is needed. Such
devices are available now at very low cost as integrated circuits. Their open-
loop gain is very large (106 and higher) such that for all practical purposes
the assumption of an infinite gain is well justified. With this assumption, the
voltage difference U0 at the input terminals of the operational amplifier and
the current I0 flowing into it must be zero. Otherwise infinite output voltages
or currents would result.

Z2(s)

Z1(s)
I0I1

I2

U0

Ue
Ua

−

+
∞

Figure 14.6. Realization of a transfer function Σ(s) using ideal analog operational
amplifiers.

Using Kirchhoff’s second law and the assumption that U0 = 0, it follows
that

I1(s) =
Ue(s)

Z1(s)
, I2(s) =

Ua(s)

Z2(s)
(14.3)

Using Kirchhoff’s first law and the assumption that I0 = I1+I2 = 0, it follows
that

Σ(s) =
Ua(s)

Ue(s)
= −Z2(s)

Z1(s)
(14.4)

Note the negative sign which may be used in negative-sign feedback loops.
The transfer function Z1(s) and Z2(s) are synthesized using the following
basic building elements

resistance : ZR(s) = R

capacitance : ZC(s) = (s · C)−1

inductance : ZL(s) = s · L
(14.5)

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analogem Opamp.
Die Übertragungsfunktion von Ue(s) nach Ua(s) lautet

Σ(s) = Ua(s)
Ue(s)

= −Z2(s)
Z1(s) ,

wobei Z1(s) und Z2(s) aus Widerständen (R), Induktoren (L)
und Kapazitäten (C) aufgebaut sind.
Die Impedanzen der Standard RLC Elemente lauten:

ZR(s) = R, ZL(s) = sL, ZC(s) = 1
sC

.

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln für Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.
Zeitdiskrete Realisierung
In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man ein continous-time
Regler C(s), in einen discrete-time Regler C(z) umwandelt.
Die Diskretisierung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdis-
kretisierung. Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler
C(s) in jedem Zeitpunkt t berechnen kann was u(t) sein soll.
In der Realität läuft die Rechnung in einer fixen Taktfrequenz
fs. D.h. es können in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten
tn neue Eingänge u(n · Ts) := u[k] berechnet werden:

tn = n

fs
= n · Ts, n ∈ 0, 1, . . . (1)

Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (µP),
der die Rechnungen ausführt, auf einer fixen Frequenz läuft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 7).
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14.4 Realization with Digital Computers

14.4.1 Control Hardware and Software

Discrete-time dynamic systems form a topic of its own in system theory. A
thorough discussion of this subject is beyond the scope of this chapter and
is deferred to the corresponding courses offered later in the curriculum. A
detailed treatment of these topics can be found in many textbooks, for instance
in and [4], [12] or [26]. In this section, the most important concepts are briefly
mentioned and a “trick of the trade” is introduced that permits the realization
of a given continuous-time controller C(s) in a digital computer, provided that
this system is very fast (the precise definition follows below).

−

r(t) e(t)
AAF ADC DACµP P (s)

u(t) y(t)

Figure 14.7. Computer-controlled system as a sampled-data system.

Figure 14.7 shows a block diagram of a simplified discrete-time control sys-
tem. The key components are a digital computer and the appropriate process
interfaces. The input to and the output from the plant must be continuous-
time signals. The error can be a continuous-time signal (as shown in Fig-
ure 14.7) or a discrete-time signal generated inside of the digital control sys-
tem. The sampling occurs with a fixed frequency, ωs = 2 ·π/Ts, where Ts is the
sampling interval. All events (ADC, computation, DAC) are synchronized.

The conversion between the continuous-time and discrete-time signals is
realized by the ADC (analog-to-digital) and DAC (digital-to-analog) convert-
ers. The ADC converter discretizes the signal both in time and value. Most
of the time, the latter discretization may be neglected.14

Another problem must be addressed if the microprocessor does not have a
floating-point arithmetic unit, but rather only performs fixed-point computa-
tions. Such fixed-point calculations can overflow,15 such that a careful signal
scaling (as discussed in Section 3.2) becomes mandatory. Note that even if the
processor has a floating-point unit, all calculations will have a finite precision
such that numerical problems can occur in some circumstances.

14 In low-cost applications, where simple 8-bit ADC elements are used, this may not
be possible.

15 A 16-bit arithmetical unit has a numerical range of approximately ±3 · 104.

Abb. 7: Digitales Regelsystem.

ADC : Steht für Analog-to-digital Converter. Konvertiert
zeit-kontinuierliche Signale in zeit-diskrete Signale.

µP : Steht für Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
ten Eingang u[k].

DAC : Steht für Digital-to-Analog Converter. Konvertiert
zeit-diskrete Signale in zeit-kontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-order Hold (ZOH)
Element realisiert:

u(t) = u[k] ∀t ∈ [k · Ts, (k + 1) · Ts),
Das heisst der Eingang u[k] wird zwischen zwei Berechnungs-
schritten konstant gehalten.

2

AAF: Anti-Aliasing Filter; Tiefpassfilter (z-Transform ist nicht
eindeutig)

ADC: Analog-to-Digital Converter; Konvertiert kontinuierliche zu
diskreten Signalen.

µP : Mikroprozessor; Berechnet zeitdiskreten Eingang.

DAC: Digital-to-Analog Converter; Konvertiert diskrete zu kon-
tinuierlichen Signalen.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-order Hold (ZOH) reali-
siert. (Siehe Darstellung output Signal)

10.2 Anti-Aliasing - Bedingung
f = Anzahl Zwischenräume pro Sekunde
n bit = 2n − 1 Samples möglich

fs ≥ 2 · fmax f =
1

T
=

ω

2π

Totzeit τ durch Abtasten Phasenverlust durch Abtasten

τ =
Ts

2
s ∆φ =

Ts

2
ω

10.3 Stabilität
Pole in der z-Ebene sind stabil, wenn sie innerhalb des Einheits-
kreises liegen. |πi| < 1 ∀ i

10.4 Z-Transformation

X(z) = Z{x(k)} =
∞∑

k=0

z
−k · x(k)

Wichtige Eigenschaften:

x(k + 1)↔ z ·X(z)− z · x(0)
x(k − 1)↔ z

−1 ·X(z)

z = e
sTs , x(k + n) = z

n
X(z)

Ein Diskretes System kann dargestellt werden als:

x(k + 1) = F · x(k) +G · u(k), y(k)C · x(k) +D · u(k)

Wenn u(k) = 0 ∀ k dann gilt:

x(k + 1) = F · x(k), bzw. x(n) = F
n
x(0)

y(k = n) eines Diskreten System berechnen:
Beispiel:

Σ(z) =
Y (z)

U(z)
=

az + b

cz2 + dz + e

→ Y (z)(cz
2
+ dz + e) = U(z)(az + b)

Einsetzen von Y (z)zm = y(k +m) ergibt:

cy(k + 2) + dy(k + 1) + ey(k) = au(k + 1) + bu(k)

Verschieben durch Koordinaten Transformation y(k+2)→ y(k)

cy(k) + dy(k − 1) + ey(k − 2) = au(k − 1) + bu(k − 2)

Auflösen nach y(k), k = n setzen und gegeben Werte Einsetzen

10.5 Emulationen
Abtastzeit Ts muss im Vergl. zur Systemdynamik Tc klein sein.

Ts <
1

10
Tc, 10ωc ≤ ωs

Tustin Emulation (Zeitkont. Pole bleiben stabil)

s ≈ 2 · (z − 1)

Ts · (z + 1)
⇔ z ≈ 1 + s · Ts

2

1− s · Ts
2

Euler Forward Emulation

s ≈ z − 1

Ts

⇔ z ≈ s · Ts + 1

Euler Backward Emulation (Zeitkont. Pole bleiben stabil)

s ≈ z − 1

Ts · z
⇔ z ≈ 1

1− s · Ts

10.5.1 Abtastzeit bestimmen
Funktion gegeben und Abtastzeit gefragt.

1. Entsprechende Emulation einsetzten(eine von oben)

2. Pole bestimmen in Abhängigkeit der Abtastzeit bestimmen

3. Bedingungen setzten damit Pole Betrag kleiner 1 haben
|πi| < 1

4. Abtastzeit bestimmen

Beispiel:
Achtung das ist ein Beispiel mit der Euler Forward!!!
Am Test kann es eine andere sein!!!

C(s) =
a(s)

b(s)

z.B.
=

s+ 1

(s+ 2)(s+ 10)

Emulation einsetzen:

s =
z − 1

Ts

Der Nenner wird zu:

b(z) =

(
1

Ts

(z − 1) + 2

)(
1

Ts

(z − 1) + 10

)
Die Pole werden somit:

π1 = 1− 2Ts, π2 = 1− 10Ts

Da Ts real ist, kann man Extremfälle einsetzen.

1− 2Ts > −1→ Ts < 1s

1− 2Ts < +1→ Ts > 0s

1− 10Ts > −1→ Ts < 0.2s

1− 10Ts < +1→ Ts > 0s

Somit muss gelten:
0s < Ts < 0.2s

7



11 Algebraische Stabilitätskriterien
Im Folgenden werden zwei Verfahren gezeigt, die zeigen, ob ein
Polynom

an · sn + an−1 · sn−1
+ · · ·+ a1 · s+ a0, an > 0

alle Nullstellen in der linken komplexen Halbebene hat.
Die Bedingung ai > 0 ∀ i ist notwendig aber nicht hinreichend.

11.1 Hurwitz Kriterium
Die Koeffizienten ai seien bekannt. Alle Nullstellen des obigen
Polynoms liegen in der linken komplexen Halbebene, iff alle De-
terminanten der Untermatrizen von H strikt positiv sind.Definition Hurwitz matrix Hn ∈ IRn×n

Hn =




an−1 an 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

an−3 an−2 an−1 an 0 · · · · · · · · · 0

an−5 an−4 an−3 an−2 an−1 an 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 · · · · · · 0 a0 a1 a2 a3 a4

0 · · · · · · · · · · · · 0 a0 a1 a2

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 a0




80

Hn = Rn×n (1)

11.2 Kharitonov Kriterium
”Robuste Hurwitz Stabilität”
Die Koeffizienten ai sind nicht exakt bekannt, man weiss jedoch
in welchem Intervall sie liegen.

p(s, a) = [an, an] · s
n
+ [an−1, an−1] · sn−1

+ · · ·+ [a0, a0]

Das Hurwitz Kriterium muss nur für die folgenden Polynome ge-
prüft werden:

p1(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s
2
+ a3 · s3 + . . .

p2(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s
2
+ a3 · s

3
+ . . .

p3(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s
3
+ . . .

p4(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s3 + . . .

12 MIMO

13 Systembeschreibung

ẋ(t) = A · x(t) + B · u(t), x(t) ∈ Rn
, u(t) ∈ Rm

y(t) = C · x(t) +D · u(t), y(t) ∈ Rp

A ∈ Rn×n
, B ∈ Rn×m

, C ∈ Rp×n
, D ∈ Rp×m

Übertragungsfunktion:

X(s) = (sI − A)
−1 · B · U(s) +

{
(sI − A)

−1 · x0

}
Y (s) = (C · (sI − A)

−1 · B + D)︸ ︷︷ ︸
P (s)

·U(s) +
{
C · (sI − A)

−1 · x0

}

P (s) = (C · (sI − A)
−1 · B +D) ∈ Cp×m

P (s) enthält nur gleichzeitig steuerbare und beobachtbare Teile
des Systems. (minimal)

T (s) = (I + PC)
−1 · PC

S(s) = (I + PC)
−1

Q(s) = (I + PC) (return difference)

Push-through rule:

G1 · (I−G2G1)
−1

= (I−G1G2)
−1 ·G1

13.1 Inversen(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc ·
(
d −b
−c a

)

a b c
d e f
g h i

−1

=
1

detA
·

ei− fh ch− bi bf − ce
fg − di ai− cg cd− af
dh− eg bg − ah ae− bd


13.2 System Realisation

Von Übertragungsfunktion eine State-Space Darstellung erstellen

Das Realisationsproblem ist in MIMO viel schwieriger als mit SISO
Systemen vorallem weil man nicht weiss welches Koordinatensys-
tem man wählen sollte.
Einfach eine State-Space Darstellung zu finden ist einfach, diese
hat aber meistens nicht beobachtbare/steuerbare Zustände.
Es gibt Methoden die das direkte Herleiten einer minimalen State-
Space Darstellung erlauben (nicht in dieser Vorlesung enthalten).

14 Stabilität,Steuerbarkeit,Beobachtbarkeit

14.1 Stabilität nach Lyapunov

EW(A) ≡ σi + jωi

Asymptotisch stabil: σi < 0, für alle EW(A)
Stabil: σi ≤ 0, min. ein EW(A) = 0
Instabil: σi > 0, min. ein EW(A) > 0

14.2 Steuerbarkeit

Das System {A,B,C,D} ist vollständig steuerbar, falls die Steu-
erbarkeitsmatrix Rn vollen Rang n hat.

Rn =
[
B,AB, . . . , A

n−1
B
]
∈ Rn×(n·m)

14.3 Beobachtbarkeit

Das System {A,B,C,D} ist vollständig beobachtbar, falls die
Beobachtbarkeitsmatrix On vollen Rang n hat.

On =


C
CA

.

.

.
CAn−1

 ∈ R(n·p)×n

14.4 Stabilität Closed Loop
Wir definieren den Controller in der Time-Domain:

d

dz
z(t) = F · z(t) +G · e(t), z(t) ∈ Rq

, e(t) ∈ Rp

u(t) = H · z(t) u(t) ∈ Rm

F ∈ Rq×q
, G ∈ Rq×p

H ∈ Rm×q

Dann ist die Standard-Feedback-Konfiguration asymptotisch stabil
iff alle Eigenwerte der Matrix[

A BH
−GC F

]
einen negativen Realteil haben.

Nyquist Theorem:

Der Closed-Loop wird asymptotisch stabil sein iff der Nyquist plot:

N = det(I + P (jω) · C(jω), ω ∈ [−∞,∞])

den Urpsrung
n0
2 +n+ mal umkreist. Wobei Umdrehungen im Ge-

genuhrzeigersinn positiv gezählt werden. n0 ist die Anzahl stabiler
Pole und n+ die Anzahl instabiler Pole des Loop-Gains L(s)

Das MIMO Nyquist resultat bringt uns allerdings nur in diagonal-
dominanten Systemen voran. Für andere MIMO Systeme brauchen
wir andere Synthese-Tools.

15 Pole und Nullstellen
MIMO Pole (πi) und Nullstellen (ζj) haben einen Betrag (Fre-

quenz), eine Eingangs-(δin) und eine Ausgangsrichtung (δout).
Pole:

P (s)|s=πi
· δinπi

=∞ · δout
πi

Nullstellen:
P (s)|s=ζj

· δinζj = 0 · δout
ζj

15.1 Matrix Minoren
Minoren einer Matrix sind die Determinanten aller quadratischen
Submatrizen. Die Submatrizen werden durch Streichen einzelner
Zeilen und Spalten der Matrix gebildet.

P (s) =

 2(s+2)
s+1

3
s+1

1
s+1

1
s+2


Die Minoren von P (s) sind:

2(s+ 2)

s+ 1
,

3

s+ 1
,

1

s+ 1
,

1

s+ 2︸ ︷︷ ︸
Primitivminoren
(1. Ordnung)

,
2s− 1

(s+ 1)2︸ ︷︷ ︸
Hauptminor

Höchste Ordnung

15.2 Minimale Pole
Die Pole von P (s) sind die Nullstellen des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen (kgV) der Nennerpolynome aller Minoren von P (s).

Das kgV der Nennerpolyome der Minoren:

p(s) = (s+ 1)
2
(s+ 2)

Die Pole sind folglich {−1,−1,−2}

Note: Jeder Pol der MIMO ÜF muss auch ein Pol der einzelnen
SISO ÜF sein.

15.3 Minimale Nullstellen

15.3.1 Definition Nullstellen
Die Definition für die Nullstellen eines State-Space Systems ist:
Wir gehen davon aus, dass die Anfangsbedingung: x(t) = x0 gilt.
Der Systemausgang y(t) ist nur Null für alle Zeiten t falls folgende
Gleichungen erfüllt sind:

(sI − A) ·X(s)− B · U(s) = 0

C ·X(s) +D · U(s) = 0

Die Lösung dieser Gleichungen definieren wir als Nullstellen.
Es gibt nur nicht-triviale Lösungen iff die Matrix:[

(sI − A) −B
C D

]
singulär ist. (Determinante = 0)

15.3.2 Kochrezept
Die Nullstellen von P (s) sind die Nullstellen des grössten gemein-
samen Teilers (ggT) der Zähler der Minoren höchster Ordnung
von P (s) nach der Normalisierung, bei der alle Pole von P (s) im
Nenner stehen. (Phu!)
Die Ordnung der Minoren entspricht der Dimension der Unterma-
trix, aus welcher sie gebildet wurden.

1. Minoren höchster Ordnung finden:

2s− 1

(s+ 1)2

2. Normalisieren, sodass alle Pole im Nenner stehen:

2s− 1

(s+ 1)2
· (s+ 2)

(s+ 2)

3. Nullstellen des Zählers sammeln (ggT):

ggT: (2s− 1)(s+ 2)

Die Nullstellen von P (s) sind somit: { 1
2 ,−2}

Note: Nicht jede Nullstelle eines MIMO Systems ist auch eine der
Nullstellen, der SISO Übertragungsfunktionen.
Note: Falls P (s) quadratisch ist gilt: die Nullstellen von P (s) sind

die Nullstellen von P (s)−1

15.4 Pol-Nullstellenkürzungen
minimal = vollst. steuerbar und beobachtbar

• System minimal ⇔ keine Kürzung

• System nicht minimal ⇔ Kürzung

• # MIMO Pole = # Zustände⇔ keine Kürzung⇔ minimal

• # MIMO Pole < # Zustände ⇔ Kürzung

• Minimale Systemordnung = # MIMO Pole

Falls das System minimal ist sind die Eigenwerte der Zustands-
raumdarstellung Pole von der Übertragungsfunktion.
Pole und Nullstellen, die sich kürzen lassen, fallen mit den obigen
Methoden bereits raus!

8



16 Relative Gain Array (RGA)
“Wenn ein Regler vom Eingang u1 auf den Ausgang y1 basierend
auf dem open-loop System P11 ausgelegt wird, welche veränderten
Verhältnisse trifft dieser Regler an, wenn er im geregelten MIMO-
System verwendet wird?”

Der (i,j)-Eintrag der RGA-Matrix beschreibt das Verhältnis zwi-

schen den Übertragungsfunktionen uj → yi im offenen (alle an-
deren Eingänge Null) und geschlossenen (alle anderen Ausgänge
Null durch perfekte Regelung) System.

[RGA]ij =
ÜF open loop

ÜF closed loop

16.1 Eigenschaften Einträge

[RGA]ij < 0 Die Verstärkung von uj nach yi kann durch

Einflüsse der anderen Kreise das Vorzeichen wechseln kann – das
System wird leicht instabil. Eine solche Ein-/Ausgangspaarung ist
immer zu vermeiden.

[RGA]ij > 1 Die Verstärkung im offenen Fall ist grösser als im

geschlossenen. D.h. wenn wir einen Regler für den offenen Kreis
entwerfen und dann den zweiten Kreis schliessen, wird die re-
sultierende Verstärkung kleiner. Das Regelverhalten wird dadurch
träger.

[RGA]ij < 1 Die Verstärkung im offenen Fall ist kleiner als im

geschlossenen. D.h. wenn wir einen Regler für den offenen Kreis
entwerfen und dann den zweiten Kreis schliessen, wird die resul-
tierende Verstärkung grösser. Das Regelverhalten wird dadurch
aggresiver.

16.2 Berechnung RGA
Allgemeine Form einer 2× 2 Regelstrecke P (s)

RGA(s) =


P11P22

P11P22−P12P21

−P12P21
P22P11−P21P12

−P12P21
P22P11−P21P12

P11P22
P11P22−P12P21



Allgemeine Formel

RGA(s) = P (s).×
(
P (s)

−1
)T

Wobei .× eine elementweise Multiplikation beschreibt.(
P (s)−1

)T
=
(
P (s)T

)−1

RGA für Gleichgewichtszustand (steady-state) ⇒ s→ 0

16.3 SISO Regelung von MIMO System

• Jedes Steuersignal darf nur ein Output beeinflussen
⇒ Von jeder Spalte nur ein RGA-Element auswählen

• Jeder Output muss von einem Steuersignal gesteuert werden
⇒ Von jeder Zeile nur ein RGA-Element auswählen

Beispiel: 1.1 0.8 −1
0.8 0.1 0
−1 0 2

⇒
u2 → y1
u1 → y2
u3 → y3


⇒ Dieses MIMO System würde sich mit 3 SISO-Reglern regeln.

16.4 Eigenschaften RGA

1. SISO-fähiges Pij(jω
∗) ↔ [RGA(jω∗)]ij ≈ 1

Sinnvoller SISO Regler für uj → yi existiert

2. Nicht SISO-fähiges Pij(jω
∗) ↔ [RGA(jω∗)]ij ≈ 0

Es existiert kein sinnvoller SISO Regler für uj → yi.

3. Instabiles Verhalten für Pij(jω
∗) ↔ [RGA(jω∗)]ij < 0

Ein SISO-Regler hat im MIMO System eine entgegengesetzte
Wirkung.

• Summe der Zeilen/Spalten = 1

• RGA eines P (s) in Dreiecksform → I
• [RGA(s)]11 = [RGA(s)]22 = 1− [RGA(s)]12

• [RGA(s)]12 = [RGA(s)]21 = 1− [RGA(s)]11

• RGA = Einheitsmatrix heisst nicht dass Ausgang nur durch
eine Eingangsgrösse beeinflusst wird.

17 Singulärwertzerlegung - SVD
Die Singulärwertzerlegung der Matrix M lautet:

M = U · Σ · V T

17.1 Berechnung SVD
Singulärwerte σi der Matrix M sind gegeben durch die positiven
Wurzeln der EW von M̄T ·M .

σi(M) =
√
λi(M† ·M)

M† = M̄T konjugiert und transponiert
Anzahl (Singularwerte = 0) = Grösse - Rang

17.2 Wichtige Eigenschaften SVD
y = M · u

• δin Eingangsrichtungen entsprechen den Zeilen von V T

• δout Ausgangsrichtungen entsprechen den Spalten von U

• σi(M) ∈ R stehen auf der Diagonalen von Σ

• σmin ≤ ∥y∥
∥u∥ ≤ σmax

• U , V sind unitäre Matrizen: ŪTU = UŪT = UŪ−1 = I
• Ein MIMO-System hat nicht zwangsweise gleichviele Singu-

larwerte, wie die Ordnung des Systems ist.

• Die Anzahl der Singularwerte eines Systems mit m
Eingängen und p Ausgängen ist: min(m, p)

17.3 δ aus SVD ablesen

P (s) =

 2(s+2)
s+1

3
s+1

1
s+1

1
s+2



πi = {−1,−1,−2} ζi =

{
1

2
,−2

}

17.4 Pol- und Nullstelle bei s = −2

P (−2) =

[
0 −3
−1 ∞

]
svd≈

[
0 −1
−1 0

]
︸ ︷︷ ︸

U

·
[
∞ 0
0 0

]
︸ ︷︷ ︸

Σ

·
[
0 −1
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

V T

Input Richt. aus V T ablesen Output Richt. aus U ablesen

δinπ = 1. Zeile von V T δout
π = 1. Spalte von U

δinζ = 2. Zeile von V T δout
ζ = 2. Spalte von U

17.5 Allgemeiner Fall: ω = 4 (steady state)

P (j · 4) =

[
2.1− 0.5j 0.2− 0.7j
0.1− 0.2j 0.1− 0.2j

]
svd
=

U

{ [
−0.96 + 0.21j 0.04 + 0.10j
−0.06 + 0.10j −0.93− 0.33j

]
·

Σ

{ [
2.3025 0

0 0.2060

]
·

V
T

{ [
−0.94 + 0j −0.15− 0.28j
0.32 + 0j −0.45− 0.83j

]

Die maximale Anregungsrichtung (ejΦ · µ) (zum SW 2.3025)

entspricht der ersten Zeile von V T .[
−0.9476 + 0j

−0.15− 0.28j

]
=

[
ejφ1 0

0 ejφ2

]
·
[
µ1

µ2

]
=

[
µ1e

jφ1

µ2e
jφ2

]
[

0.9476 · ejπ

0.3195 · e−j2.06

]
Der Input im Zeitbereich (Inverse Fouriertransformation bei einer
einzigen, bestimmten Frequenz) lautet wie folgt:

u(t) =

[
0.9476 · cos(4 · t+ π)

0.3195 · cos(4 · t− 2.06)

]

18 MIMO Frequenzantworten

u(t) =


µ1 · cos(ωt+ φ1) · h(t)
µ2 · cos(ωt+ φ2) · h(t)

. . .

µm · cos(ωt+ φm) · h(t)



y∞(t) =


ν1 · cos(ωt+ ψ1) · h(t)
ν2 · cos(ωt+ ψ2) · h(t)

. . .

νm · cos(ωt+ ψm) · h(t)


Nach der Laplace Transformation mit

Φ = diag(φi), µ = [µ1, . . . , µm]
T

Ψ = diag(ψi), ν = [ν1, . . . , νm]
T

U(s) = e
Φ·s/ω · µ · s

s2 + ω2

Y (s) = e
Ψ·s/ω · ν · s

s2 + ω2

Die Frequenzantwort lautet wie folgt:

Y (jω) = P (jω) · U(jω)

e
j·Ψ · ν = P (jω) · ej·Φ · µ

Die SVD Erkenntnisse liefern Schranken für die Verstärkung:

σmin(P (jω)) ≤ ∥ν∥∥µ∥ ≤ σmax(P (jω))

Spezialfälle

Wenn die Anregungsrichtung genau der Maximalen bzw. Minima-
len Richtung entspricht, dann gilt:

• Für Maximal:
∥ν∥ = σmax · ∥µ∥ (2)

• Für Minimal:
∥ν∥ = σmin · ∥µ∥ (3)

9



19 Singulärwertverlauf
Singulärwertverläufe bilden Schranken für den Betrag der Aus-
gangsamplituden ∥ν∥ im steady state bei verschiedenen Frequen-
zen.

Singulärwertverlauf von P (jω) aus Beispiel
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19.1 Systemnorm
Die Systemnorm ist definiert als:

∥G(s)∥∞ = max
ω

(
max

i
σi(G(jω))

)
Minimal return difference:

µmin = min
ω

(
min

i
σi(I + L(jω))

)
Minimale Phasenreserve:

φ > 2 arcsin

(
1

2maxω |T (jω)|

)
19.2 Singulärwertverlauf
Geg.: Plot von u & Singulärwertverlauf
Ges.: Mögliche Plots von y

1. Frequenz des Eingangssignals ω0 ablesen
Ausgangssignale haben die gleiche Frequenz ω0 (und Perioden-
dauer T0) wie das Eingangssignal.

ω0 =
2π

T0

2. Maximalen und minimalen Singulärwert ablesen bei ω = ω0

3. Amplituden µ vom Input u ablesen

|u1| = µ1 = . . .

|u2| = µ2 = . . .

}
→ ∥u∥ =

√
|u1|2 + |u2|2

4. Amplituden ν vom Ausgang y prüfen
∥ν∥ = Norm der Vorfaktoren von Cosinus/Sinus!

∥ν∥ !∈ [σmin · ∥u∥, σmax · ∥u∥]
Im Allgemeinen gilt:

∥y∞(t)∥ ≤ ∥ν∥ = σmax · ∥µ∥
Aber der Transient y(t) kann grösser sein:

y(t)
kann
> ∥ν∥ = σmax · ∥µ∥

20 LQR
Wir haben ein lineares und zeitinvariantes System gegeben:

d

dt
x(t) = A·x(t)+B·u(t), x(0) ̸= 0, x(t) ∈ Rn

, u(t) ∈ Rm

Das Ziel ist es nun uopt(t) zu finden, welches J(u) minimiert:

u
opt

(t) = min
u(t)

J(u(t))

20.1 Quadratische Kostenfunktion J(u)

J(u) =

∫ ∞

0

[
x
T
(u(t)) ·Q · x(u(t)) + u

T
(t) · R · u(t)

]
dt

Der optimale Eingang u∗(t) minimiert die Kostenfunktion J(u).
Asymptotische Stabilität ist dem u∗(t) inhärent, denn für ein
Minimum muss gelten:

lim
t→∞

x(t) = 0 und lim
t→∞

u(t) = 0

20.1.1 Stellgrössen Q und R

• Q gewichtet x(t) - Abweichung vom GGWP

• R gewichtet u(t) - Grösse des Inputs

Für ein lösbares Problem müssen Q und R diese Beding. erfüllen:
Q = QT ∈ Rn×n positiv semidefinit ∀λ ≥ 0

R = RT ∈ Rm×m positiv definit ∀λ > 0

Diese Bedingungen sorgen dafür, dass Abweichungen von 0 für
x(t) und u(t) nur positiv positiv in die Kostenfunktion eintreten.

Q ↑ =̂R ↓ Abweichung vom Ursprung ist teuer. (cheap control)

x(t) wird schnell in den Ursprung geregelt. u(t) wird gross.

R ↑ =̂Q ↓ Inputenergie ist teuer. (expensive control)

x(t) wird langsam in den Ursprung geregelt. u(t) bleibt klein.

Wobei die absoluten Grössen dieser beiden Stellschrauben nicht
wichtig sind, es sind nur die relativen Grössen wichtig!
Also Q, R und Q̄ = 10Q, R̄ = 10R ergeben das selbe K!

Für Q unbekannt und R2×2 gilt:

Q =

[
a b
b c

]
⇒ x

T
Qx = ax

2
1 + 2bx1x2 + cx

2
2

20.2 Lösung

u
∗
(t) = −K · x(t)

K = R
−1︸︷︷︸

Gewichtungs-
matrix

· BT︸︷︷︸
System
Matrix

· Φ, K ∈ Rm×n

Algebraische Riccati Gleichung:

Φ · B · R−1 · BT · Φ− Φ · A− AT · Φ−Q = 0

Wobei Φ symmetrisch ist, Φ ∈ Rn×n mit A ∈ Rn×n und

Φ = Φ
T !≻ 0 → ∀ EW > 0

Man braucht also folgende vier Matrizen für K:

{A,B,Q,R} → K

20.2.1 Diese positiv definite Lösung für Φ
existiert garantiert für

C1 {A,B} vollständig steuerbar

C2 {A, C̄} vollständig beobachtbar

(Diese Bedingung garantiert, dass die Zahl xTQx genug
Information über die System-States beinhaltet)

Mit Q = C̄T · C̄, wobei: C̄ ∈ Rp×n mit p = rank(Q)

Falls Q = CT · C wird xT ·Q · x→ ∥y∥ in der KF J(u).

20.2.2 Eine Lösung Φ existiert garantiert für
(Diese Lösung muss nicht unbedingt positiv definit sein!)

C̃1 {A,B} detektierbar

C̃2 {A, C̄} stabilisierbar

Nützliche Beziehungen für Berechnung von Φ

Für relle Zahlen gilt:

• RT = R
• positiv definit ⇔ positiv (R ≥ 0)

• eig(a) = a mit a ∈ R
Für eine symmetrische 2× 2 Matrix gilt:[

a b
b c

]

positiv definit⇔ b
2
< ac & a > 0 & c > 0

20.2.3 Übertragungsfunktionen

r = 0 u(t) +

+

+

+

r = 0 u(t)e(t)+

+

–

–

x(t)

x(0) ≠ 0

y(t)
B ∫

A

C

K

x(t) y(t)
B ∫

A

Ckp T i

Td

1

1 ∫

d
dt

x(0) ≠ 0

LLQR = K · [sI− A]
−1 · B, rot→ blau

TLQR = C · [sI− A]
−1 · B, u→ y

µmin,LQR = min
ω
σmin(I + LLQR(jω)) ≥ 1

20.3 Eigenschaften

20.3.1 Stabilität

Die Closed-Loop-Dynamik eines Systems, das mit uopt = −K ·x
geregelt wird, ist:

ẋ(t) = (A− BK) · x(t)

Falls die Bedingungen für ein positiv definites Φ erfüllt sind, so ist
die Matrix A−BK garantiert Hurwitz, dh. alle Eigenwerte haben
einen negativen Realteil.

20.3.2 Robustheit
Wir definieren zuerst die Kreisverstärkung für ein LQR-geregeltes
System:

LLQR(s) = K · (sI− A)
−1 · B

Wir können mit dieser Definition damit auch das Nyquist-Theorem
(SISO) und die min. return difference µmin (MIMO) verwenden.

Für die Wahl R = r · I hat µmin folgende Eigenschaft.

µmin,LQR = min
ω

(
min

i
σi(I + LLQR(jω))

)
≥ 1

Im SISO fall vereinfacht sich diese Bedingung zu:

µmin,LQR = min
ω

(|+ LLQR(jω)|) ≥ 1

Der Nyquist-Plot von LLQR(jω) tritt also nicht in einen Kreis
mit Radius 1 um den Kritischen Punkt -1 ein:

Unsere reale Strecke ist Lt(jω) = e−jφ · k · L(jω)
Unser System bleibt stabil für:

k ∈ [0.5,∞] φ ∈ [−60, 60]

20.3.3 Robustheit verbessern
Die Robustheit kann durch Lösen der modifizierten Riccati Glei-
chung um einen Faktor β verbessert werden:

1

β
· Φβ · B · R−1 · BT · Φβ − Φβ · A− AT · Φβ −Q = 0

µmin,LQR = min
ω

(
min

i
σi(β · I + LLQR(jω))

)
≥ β

Für den SISO Fall tritt der
Nyquist-Plot von LLQR nicht in
einen Kreis mit Radius β um den
Punkt −β
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20.3.4 Störungsunterdrückung
Der LQR Controller kann im all-
gemeinen keine Störungen un-
terdrücken. Falls eine konstan-
te Störung w(t) = w∞ · h(t)
am Eingang herrscht, so wird
das System nie instabil aber der
Zustand wird auf einen Wert:
limt→∞ x(t) = x∞ ̸= 0.

Dieser Endzustand lässt sich berechnen durch:

x∞ = −(A− BK)
−1
B · w∞

Diese Matrix ist immer invertierbar!

Falls die Strecke selber ein Integratives verhalten aufweist, kann
man kleine Störungsunterdrückungen erwarten. Aber im allgemei-
nen kann man damit nicht alle Störungen unterdrücken.

20.3.5 Zusammenfassung

• The LQR controller is a linear and time-invariant feedback of
the state variable x(t).

• The resulting closed-loop system matrix A−BK is guaranteed
to be a Hurwitz matrix, i.e., all eigenvalues of A − BK have
negative real parts.

• The conditions C1 and C2 are sufficient, but not necessary for
a solution to the LQR problem to exist. Less restrictive conditi-

ons are known (C̃1, C̃2) that guarantee a meaningful solution
as well.

• The resulting controller is not an optimal controller in the sense
that it is the best possible one. The term optimal only refers
to the fact that the controller is obtained as the solution to an
optimization problem.

• The matrices Q and R are the “tuning knobs” with which the
controller properties are influenced in a systematic way. The
choice of meaningful weights is not trivial.

• The loop gain in Equation of the LQR always has excellent
robustness properties.

• It is simple to prove that the Ricatti-Equation indeed yields a
solution to the LQR problem, but it is more difficult to prove
that this solution is the only one.

• For the solution of the Riccati Equation reliable numerical algo-
rithms are known which are implemented in standard CACSD
tools.

20.4 Poleplacement bei Zustandsregelung
ẋ(t) = A · x(t) + B · u(t)

Eigenwerte von A sind charakterisierend.
Annahme: System vollst. steuerbar

20.4.1 Zustandsregelung
u(t) = −K · x(t)

ẋ(t) = A · x(t)− B ·K · x(t) = (A− B ·K) · x(t)

Eigenwerte von A − BK sind charakterisierend für das resultie-
rende geschlossene Regelsystem. (Lyapunov Stabilität)
Die Eingenwerte von A − BK sind die Pole des geschlossenen
Regelkreises!
Für gegebene EW λi und gesuchte Zustandsrückführungsmatrix
K lässt sich nun das EW Problem lösen.

det(diag(λ)− (A− BK))
!
=
∏
i

(λ− λ1)

Mit Koeffizientenvergleich kann dann auf die Elemente von K ge-
schlossen werden.

20.5 Folgeregelung - Feedforward

20.5.1 Zustands-Folgeregelung
(x∞, u∞) ist ein GGWP des Systems. Falls folgende Bedingung
erfüllt ist:

A · x∞ + B · u∞
!
= 0

Um das System zu einem Zu-
stand x∞ ̸= 0 zu regeln, defi-
nieren wir zwei neue Variabeln:

∆x(t) = x(t)− x∞

∆u(t) = u(t)− u∞

Die neue Systemdynamik:

∆ẋ = A ·∆x+ B ·∆u

Und die neue Kostenfunktion:

J(∆u) =

∫ ∞

0

[
∆x

T ·Q ·∆x+ ∆u
T · R ·∆u

]
dt

Es gilt nun:
∆u(t) = −K ·∆x(t)

K ist ist die Lösung der Ricattigleichungen des ursprünglichen Pro-
blems.

Man kann dies nun auf zwei verschiedene Varianten implementie-
ren. Für Variante b braucht man noch der Input der ursprünglichen
Dynamik:

u = u∞ −K · (x− x∞)

20.5.2 Ausgangs-Folgeregelung
Um die Ausgänge y(t) auf die gewünschten Referenzen r(t) zu re-
geln, benutzt man die gleiche Idee wie oben: man gibt noch einen
weiteren konstanten Input zu −Kx(t) hinzu:

Diese Feedforward Matrix berechnet sich mit:

Γ = −(C · (A− BK)
−1 · B)

−1
= −P (s)

−1

Diese existiert garantiert falls P (s) keine Nullstellen im Ursprung
hat.

Das alles funktioniert nur für:

r(t) = [r1 r2 ... rm]
T · h(t) = r∞h(t)

D = 0

n = m⇒ Gleich viele Eingänge & Ausgänge

Ausserdem muss r∞ zu einem GGWPunkt x∞ gehören:

r∞ = y∞ = C · x∞

21 LQRI

21.1 Herleitung
Der Zustand wir um einen integrativen Fehler v(t) erweitert. Die
LQR Formulierung führt alle Zustände asymptotisch in den Ur-
sprung. → eliminiert den integrativen Fehler.

Der neue Grundzustand lautet x̃(t) =

[
x(t)
v(t)

]
∈ Rn+m.

Daraus folgt die neue Zustandsraumdarstellung:

˙̃x(t) =

[
A · x(t) + B · (u(t) + w(t))

−y(t)
]

=

[
A 0
−C 0

]
·
[
x(t)
v(t)

]
+

[
B
0

]
· (u(t) + w(t)) +

[
0
I

]
· r(t)

= Ã · x̃+ B̃u · u+ B̃u · w + B̃r · r

Mit Ã ∈ R(n+m)×(n+m) und B̃ ∈ R(n+m)×m

21.2 Lösung
Die LQR ”Maschine”bringt die Zustände ins GGW. (hier: 0)

Mit den teils neuen Stellgrössen (Q̃, R).

Q̃ =

[
Q 0
0 QI

]
QI = γ · I

QI gewichtet Fehler v(t) (Integrator).

alternativ:

Q̃ = C̃
T · C̃ C̃ =

[
C 0
0 γ · I

]
mit C: Q = CT · C des LQR Problems

Durch lösen des LQR Problems erhält man die neue Zustands-
rückführungsmatrix K̃ ∈ Rm×(m+n).

{Ã, B̃u, Q̃, R} → K̃ = [K,−KI ]

Mit K ∈ Rm×n und KI ∈ Rm×m

Es folgt der Output:

u(t) = −K̃ · x̃(t) = −K · x(t) +KI · v(t)

21.3 LQRI Folgeregelung
Der LQRI würde an sich alleine schon eine konstanten Referenz
folgen, da der Fehler erst Null ist, wenn r = y ist. Um die Kon-
vergenz zu beschleunigen ist es ratsam einen Feedforward-Term
einzubauen:

Hier berechnen sich alle Matrizen wie vorher.

Der LQRI Ansatz wird um die feedforward Signale u∞ und x∞
ergänzt. Wir wollen einer Referenz r(t) ̸= 0 folgen.

Beispiel 3: Das Masse-Feder-Dämpfer System soll mit ei-
nem Standard LQR-Regler in den Ursprung geregelt werden.
Dabei wirke nun eine statische Störung w = [0.5, 0.5]>. Mit
Q̃ = I4×4, R = I2×2, startend in x0 = [1, 1, 0, 5]>:

0.46 1

0.46

1

x1

x
2

0

0

5

ẋ1

ẋ
2

u1,∞

u2,∞

-0.27

-0.27

u1

u
2

Abb. 7: Systemantwort für Q = I4×4, R = I2×2 und
w = [0.5, 0.5]>

Das System kommt bei einem Zustand x∞ 6= 0 zum Still-
stand. Die liegt daran, dass die erwartete Systemgleichung
im Gleichgewicht lautet:

0 = A · x∞ +B · u∞ (erwartet)

Jedoch ist die wahre Gleichgewichtsgleichung

0 = A · x∞ +B · (u∞ + w). (wahr)

Der Gleichgewichtspunkt lautet somit:

x∞ = −(A−B ·K)−1 ·B · w = [0.46, 0.46, 0, 0]>,
u∞ = −K · x∞ = [−0.27,−0.27, 0, 0]>.

Da die ungewollte Störung das Erreichen des Ziels x∞ = 0
verhindert, wird die LQRI-Formulierung verwendet. Mit

C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, Ã =

[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
,

Q̃ = I6×6, R = I2×2, w = [0.5, 0.5]>, startend im Zustand
x̃0 = [1, 1, 0, 5, 0, 0]>:

0 1

0

1

x1

x
2

0

0

5

ẋ1
ẋ

2
-0.5

-0.5

u1

u
2

0 3 6 9 12

0

t

u1,K
u2,K

0 3 6 9 12

-0.5

0

t

u1,KI
u2,KI

−w(.) = −0.5

Abb. 8: Systemantwort für Q̃ = I6×6, R = I2×2 und
w = [0.5, 0.5]>.
Das System regelt an den gewünschten Ursprung, obwohl ei-
ne Störung w vorhanden ist. Das Ziel wird erreicht, da der
integrative Teil des Eingangs genau die Störung kompensiert:

A · x∞ +B · (u∞ + w) = A · x∞ +B · (u∞,K + u∞,KI
+ w︸ ︷︷ ︸

0

)

= A · x∞ +B · u∞,K = A · x∞ −B ·K · x∞
= (A−B ·K) · x∞ != 0 ⇒ x∞ = 0

5 Folgeregelung mit Störungsunterdrückung
Wir können nun den LQRI Ansatz um die feedforward
Signale u∞ und x∞ erweitern um auf eine Referenz mit
Störungsunterdrückung zu regeln (siehe Abb. 9).

B
∫

C
∫

A

−K

KI

+

++

u(t)

+ +
−

x∞

y(t)
−

+
r(t)w(t)

+ x(t)

x(0) 6= 0

+

+ u∞

+

v(t)

Abb. 9: LQRI-Struktur für Folgeregelung
Da nun auf eine Referenz geregelt wird, muss der Fehler im
Zustand v(t) neu definiert werden:

v(t) =
∫ t

0
e(τ) dτ =

∫ t

0
(r(τ)− y(τ)) dτ.

Die Ableitung des Zustands lautet nun:

d
dt x̃(t) =

[
A · x(t) +B · (u(t) + w(t))

r(t)− y(t)

]

=
[
A 0
−C 0

]

︸ ︷︷ ︸
Ã

·
[
x(t)
v(t)

]
+
[
B
0

]

︸︷︷︸
B̃

·(u(t) + w(t)) +
[
0
I

]
· r(t).

Die Lösung des Problems folgt:

{Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K, −KI ] ∈ Rm×(n+m),

u(t) = u∞ −K · (x(t)− x∞) +KI · v(t).

Beispiel 4: Das Masse-Feder-Dämpfer System soll mit einem
LQRI und feedforward an die Position r = [2, 2] geregelt
werden. Mit Q̃ = I6×6, R = I2×2, w = [0.25, 0.25]>,

C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, Ã =

[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
,

startend in x̃0 = [1, 1, 0, 1, 0, 0]>:

1 2
1

1.5

2

2.5

x1

x
2

0

0

1

ẋ1

ẋ
2

0 1 2 3
0

u1

u
2

Abb. 10: Systemantwort für Q̃ = I6×6, R = I2×2, r = [2, 2]>,
w = [0.25, 0.25]>.
Bemerkungen:

• QI könnte besser eingestellt werden, sodass das System
nicht so stark überschiesst.

• Betrachte Abb. 9. Die feedforward Grössen u∞ und x∞
sind nicht zwingend notwendig um das System auf die
Referenz r(t) zu regeln. Falls sie weggelassen werden,

4

d

dt
x̃(t) =

[
A · x(t) + B · (u(t) + w(t))

r(t)− y(t)
]

=

[
A 0
−C 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ã

·
[
x(t)
v(t)

]
︸ ︷︷ ︸
Zustand

+

[
B
0

]
︸︷︷︸
B̃

· (u(t) + w(t))︸ ︷︷ ︸
Input inkl. Störung

+

[
0
I

]
r(t)

Es folgt der Output:

u(t) = u∞ −K · (x(t)− x∞) +KI · v(t)

21.4 Finite Horizon
Kostenfunktion wird nur für ein bestimmtes Zeitintervall [ta, tb]
formuliert.

J = x
T
(tb)·P ·x(tb)+

∫ tb

ta

(
x
T ·Q(t) · x+ u

T · R(t) · u
)
dt

Asymptotische Stabilität kann nicht mehr garantiert werden.
(Beschränkung auf finites Zeitintervall)
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22 Beobachter

22.1 Herleitung
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1 Zustandsbeobachter
Die linearen Zustandsregler, die im letzen Kapitel behandelt
wurden, sind praktisch nicht umsetzbar, da uns nur der Sy-
stemeingang u(t) und der Systemausgang y(t) zur Verfügung
stehen1. Es ist jedoch möglich die Signale u(t) und y(t) mit
einem Beobachter zu kombinieren um eine Schätzung x̂(t)
des Zustandes zu erhalten. Das System kann danach mit den
geschätzten Werten des Zustandes geregelt werden.

Regelstrecke
Beobachter

K

y(t)u(t)
x̂(t)

−

Abb. 1: Beobachter zur Regelung mit Ausgangsrückfühung.

2 Luenberger Beobachter
Das Ziel ist, eine Beobachterdynamik d

dt x̂(t) so zu konstru-
ieren, dass der Beobachtungsfehler e(t) asymptotisch gegen
null konvergiert:

e(t) = x(t)− x̂(t), lim
t→∞

e(t) = 0. (1)

Genau dann würde die Schätzung x̂(t) im Grenzfall dem wah-
ren Zustand x(t) entsprechen. Die folgende Beobachterdyna-
mik erfüllt diese Anforderung unter gewissen Bedingungen:

d
dt x̂(t) = Â · x̂(t) + B̂ · u(t) + L · (y − ŷ(t))

ŷ = Ĉ · x̂(t)

Dabei ist die Beobachterverstärkung L der Freiheitsgrad. Die-
se Struktur eines Beobachters wird Luenberger Beobachter
genannt. Ein Blockdiagramm der Struktur ist in Abb. 2 er-
sichtlich.

B
∫

C

A

L

B̂
∫

Ĉ

Â

+ x(t) +
+

++ x̂(t)

−

+

y(t)

ŷ(t)

x̂(t)

u(t) + +

nu(t)

+

ny(t)x(0)

x̂(0)

Beobachter

Abb. 2: Blockdiagramm des Luenberger Beobachters.

1Es kann durchaus sein, dass alle Zustände direkt messbar sind, dann
ist y(t) = x(t).

Die Dynamik des physikalischen Systems ist an Abb. 2 ables-
bar und lautet:

d
dtx(t) = A · x(t) +B · (u(t) + nu(t))

y(t) = C · x(t) + ny(t)

Unter der Annahme, dass die Systemmatrizen perfekt be-
stimmt wurden (Â = A, B̂ = B, Ĉ = C) und weder Störungen
noch Rauschen vorliegen (nu(t) = ny(t) = 0), kann die Dy-
namik des Fehlers hergeleitet werden:

d
dte(t) = d

dtx(t)− d
dt x̂(t)

= A · x(t) +B · u(t)− (A · x̂(t) +B · u(t) + L · (y(t)− ŷ(t)))
= A · (x(t)− x̂(t))− L · C · (x(t)− x̂(t))
= (A− L · C) · e(t), e(0) = x(0)− x̂(0) 6= 0

Der Fehler konvergiert also gegen 0 (siehe Gl. (1)), falls die
Matrix A− L · C Hurwitz2 ist. Die Beobachterverstärkung
L wird verwendet um dies zu erreichen. Im Folgenden wer-
den zwei Methoden gezeigt, die die Platzierung der Pole
ermöglichen.
Polplatzierung von Hand:
Man kann sich ein charakteristisches Wunsch-Polynom defi-
nieren, und nach dem Freiheitsgrad L auflösen:

det(A− L · C − λI) != (λ1 − λ) · (λ2 − λ) . . . (λn − λ) = 0,

wobei λi die gewünschten Eigenwerte sind.
Polplatzierung mit der LQR Formulierung:
Recap: die LQR-Formulierung platziert die Eigenwerte der
Matrix A−B ·K mit dem Freiheitsgrad K so, dass die Ma-
trix A−B ·K Hurwitz ist.

LQR findet K sodass Re(eig(A−B ·K)) < 0

Wir wollen nun dasselbe mit der Matrix A− L · C erreichen,
wobei der Freiheitsgrad L eingestellt wird. L steht dabei je-
doch “vor” dem C, und K “nach” dem B. Wir müssen zuerst
folgenden Fakt der linearen Algebra verwenden:

eig(X) = eig(X>), X ∈ Rn×n

Somit folgt:

eig(A− L · C) = eig((A− L · C)>) = eig(A> − C> · L>)

Das heisst wir können zur Berechnung der Beobachter-
verstärkung L auch die LQR-Formulierung verwenden. In-
dem wir die Eigenwerte der Matrix A> − C> · L> mit der
LQR-Formulierung platzieren, wissen wir sofort, dass A−L·C
auch Hurwitz ist (Realteile der Eigenwerte kleiner null). So-
mit ist garantiert, dass der Fehler e(t) asymptotisch gegen
null konvergiert, so wie gewünscht in Gl. (1).
2Realteil aller Eigenwerte ist kleiner null

1

Annahme: Â = A, B̂ = B, Ĉ = C (perfektes Modell)

Merke: x(0) ist trotzdem unbekannt. → ŷ(t) ̸= y(t)

Wir definieren nun den Beobachtungsfehler:

xe(t) = x(t)− x̂(t)

Das Ziel ist nun, dass dieser Beobachtungsfehler asymptotisch sta-
bil gegen Null konvergiert.

Die Beobachterdynamik ist gegeben durch:

d

dt
x̂(t) = Âx̂(t) + B̂u+ L · (y(t)− ŷ(t))

ŷ = Ĉx̂

Mit Hilfe des Blockdiagramms können wir nun die Dynamik des
Beobachtungsfehlers herleiten:

d

dt
xe(t) = (A− L · C) · xe(t)

Wir müssen also sicherstellen, dass die Matrix A−L ·C Hurwitz
ist (alle Eigenwerte kleiner Null). Dabei können wir nur L wählen,
weil A und C Strecken-Matrizen sind.

eig(A− LC)
!
< 0 ⇒ lim

t→∞
xe(t) = 0

22.2 Polplatzierung von Hand
Man löse das EW-Problem mit den gewünschten EW λi und dem
Freiheitsgrad L.

0
!
= det(λI− (A− LC))

22.3 Polplatzierung LQR
Die LQR-Formulierung platziert die EW der Matrix (X − Y Z)
mit dem Freiheitsgrad Z so, dass die Matrix (X−Y Z) hurwitz ist.

eig(A− LC) = eig
(
(A− LC)

T
)

= eig
(
A

T − CT
L

T
)

Mit folgenden Anpassungen entsteht die entsprechende LQR For-
mulierung.

A→ A
T

B → C
T

Q = C̄
T · C̄ → B̄ · B̄T

R = r · I→ q · I
K → L

T

{AT
, C

T
, B̄ · B̄T

, q · I} → L
T

L
T

=
1

q
· C ·Ψ, L ∈ Rn×p

Ψ · CT · 1
q
· C ·Ψ−Ψ · AT − A ·Ψ− B̄ · B̄T

= 0

Es existiert eine eindeutige, positiv definite Lösung Ψ falls:

• {A,C} beobachtbar

• {A, B̄} steuerbar

Achtung: L kann nicht beliebig gross gewählt werden. (Verstärkt
hochfrequentes Rauschen)

• q klein → schneller Beobachter, Rauschen ↑, Abschätz. ↑
• q gross→ langsamer Beobachter, Rauschen ↓, Abschätz. ↓

Falls Rauschen am Ausgangssignal vorhanden ist, lautet die Dy-
namik des Beobachtungsfehlers:

d

dt
xe(t) = (A− L · C) · xe(t)− L · ny(t)

22.4 Kalman Filter / Luenberger Beobachter
Falls die Störungen nu(t) und ny(t) Gaussian zero mean white
noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung bekannt
ist, kann diese Methode angewendet werden.

Die Lösung für LT
K kann wiederum mit der Algebraischen Riccati

Gleichung gefunden werden.

L
T
k = R

−1
y · C · P

0 = PC
T
R

−1
y CP − PAT − AP − BRuB

T

Wobei P = PT ∈ Rn×n existiert, wenn {A,C} beobachtbar
ist.

Die Eigenwerte des Kalman-Filters sind durch folgende Gleichung
gegeben:

det(sI− (A− LkC))

Zur Erinnerung:
Die Lösung der LQR-Formulierung lautet

K = R−1 ·B> · Φ, wobei für Φ gilt:
Φ ·B ·R−1 ·B> · Φ− Φ ·A−A> · Φ−Q = 0.

(2)

Mit den Änderungen

A→ A>

B → C>

Q = C̄> · C̄ → B̄ · B̄>
R = r · I → q · I

K → L>

Φ→ Ψ,

folgt die Lösung der Polplatzierung mit Freiheitsgrad L>:

L> = 1
q
· C ·Ψ

Ψ · C> · 1
q
· C ·Ψ−Ψ ·A> −A ·Ψ− B̄ · B̄> = 0.

(3)

Falls die Matrizen {A,C} beobachtbar und {A, B̄} steuerbar
sind, existiert eine eindeutige positiv definite Lösung Ψ.
Bemerkungen:

• Die Matrix L ist statisch. Sie muss für gegebene
{A>, C>, B̄ · B̄>, q · I} nur einmal berechnet werden.

• Die Matrizen B̄ und der Faktor q werden iterativ einge-
stellt, bis zufriedenstellende Performance erreicht wird.

• Falls Rauschen ny am Ausgangssignal vorhanden ist, lau-
tet die Fehlerdynamik:

d
dte(t) = (A− L · C) · e(t)− L · ny(t)

Das heisst L kann nicht beliebig gross gewählt werden,
da dies hochfrequentes Rauschen verstärken würde (siehe
Abb. 3).

5.2 State Observers 61

This contradictory requirements are best illustrated in an example. Figure
5.3 shows the transient behavior of the observation error, once without noise
(upper plots) and once with noise (lower plots), and once for a “slow” observer
design (left plots) and once for a “fast” observer (right plots). Clearly, without
noise the “fast” observer performs much better than the slow one (the errors
ei(t) converge to zero much faster), but much poorer when the unavoidable
noise signals are included.

00

00

11

11

t t

e1

e2

e3

Figure 5.3. Transient behavior of the error dynamics of a third-order example. Left
two plots: “slow” error dynamics, right two plots: “fast” error dynamics. Top two
plots: no noise, bottom two plots: with noise.

If no information on the stochastic properties of the noise signals is avail-
able, the gain L must be found iteratively as the best compromise between
fast error dynamics and acceptable noise amplifications. A rule of thumb is to
choose the eigenvalues of A − L · C approximately three times “faster” than
those of A (or A−B ·K, if the observer is to be used in an output-feedback
loop).

Abb. 3: Transiente der Fehlerdynamik für ein System dritter
Ordnung. Links: “langsame” Fehlerdynamik, Rechts: “schnel-
le” Fehlerdynamik. Oben: kein Rauschen. Unten: Rauschen.

3 Kalman Filter als Luenberger Beobachter
Falls die Störungen nu(t) und ny(t) Gaussian zero mean whi-
te noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung
bekannt ist, dann kann ein “optimales” L gefunden werden,
welches die Varianz des Beobachtungsfehlers e(t) minimiert.
Die Kovarianzmatrix eines zero mean white noise Signals ist:

E{n(t) · n>(t− τ)} = R · δ(τ), (4)

wobei E der Erwartungswert ist, δ ein Diracimpuls, und
R = R> � 0 eine konstante positiv semi-definite Matrix.
Gl. (4) besagt, dass das Signal n(t) perfektes Rauschen ist (es
korreliert nur für τ = 0 mit sich selber, sonst nicht (τ 6= 0)).
Um den Kalman Filter zu verwenden müssen die Kovarianz-
matrizen der Störungssignale bekannt sein:

E{nu(t) · nu(t− τ)} = Ru · δ(τ), Ru � 0
E{ny(t) · ny(t− τ)} = Ry · δ(τ), Ry � 0

Die Matrizen Ru und Ry können durch statistische Analyse
gefunden werden. Wie dies genau geschieht sprengt den Rah-
men von Regelungstechnik II. Deswegen wird im Folgenden
die Lösung präsentiert, ohne Beweis.
Beim Tunen des Luenberger Beobachter können wir B̄ · B̄>
und q einstellen. Es stellt sich heraus, dass die Änderung

B̄ · B̄> → B ·Ru ·B>
q · I → Ry

die Lösung des Kalman Filters liefert. Das heisst man muss
beim Kalman Filter nichts mehr tunen. Die Kovarianzen Ru

und Ry liefern direkt die optimalen Tuning-Parameter die va-
rianzminimierend wirken. Die Lösung kann wiederum über
die Riccati-Gleichung gefunden werden:

L>K = R−1
y · C · P

P · C> ·R−1
y · C · P − P ·A> −A · P −B ·Ru ·B> = 0,

(5)

wobei P = P> ∈ Rn×n, die positiv definite Lösung der Riccati
Gleichung, garantiert existiert wenn {A,C} beobachtbar ist.
Bemerkungen:

• Die Matrix LK ist statisch. Sie muss für gegebene
{A>, C>, B ·Ru ·B>, Ry} nur einmal berechnet werden.

• Der Kalman Filter hat keine Tuning-Parameter mehr; Ru

und Ry werden durch statistische Analyse bestimmt.
Zusammenfassung:
Gl. (2), Gl. (3) und Gl. (5) sind identisch in der Form und
können alle mit dem LQR-Formalismus gelöst werden. Fol-
gende Tabelle fasst die Ähnlichkeit zusammen:

LQR Luenberger Kalman

A A> A>

B C> C>

Q = C̄> · C̄ B̄ · B̄> B ·Ru ·B>
R q · I Ry

K L> L>K
Φ Ψ P

Tabelle 1: “Konvertierungstabelle” zwischen LQR-Regler,
Luenberger-Filter und Kalman-Filter.
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23 LQG

23.1 Herleitung
Die Kombination von LQR und Luenberger Beobachter wird LQG
(Linear Quadratic Gaussian) genannt.
Der LQG ist genau dann stabil, wenn Zustandsbeobachter und
LQ-Regulator selbst stabil sind.

Annahme: {A,B,C} bekannt, (perfektes Modell)

Alternative Darstellung

201

Die Übertragungsfunktion des Reglers wäre dann:

C(s) = K(sI− (A− BK − LC))
−1
L

Der Openloop des Systems ist dann:

L(s) = C(s) · P (s)

23.1.1 Resultierender Regelkreis
Regelgesetz:

u(t) = −K · x̂(t)
Die Dynamik der closed-loop LQG controller-structure ist:

d

dt
x(t) = A · x(t)− B ·K · x̂(t)

d

dt
x̂(t) = (A− B ·K − L · C) · x̂(t) + L · C · x(t)

Wenn wir nun einen kombinierten Zustandsvektor definieren:

x̃(t) =

[
x(t)
x̂(t)

]
Bekommen wir folgendes lineares System:

d

dt
x̃(t) =

[
A −BK
LC A− LC − BK

]
︸ ︷︷ ︸

Ãcl

·x̃(t)

Für den offenen Regelkreis bekommen wir:

d

dt
x̃(t) =

[
A 0
LC A− LC − BK

]
· x̃(t) +

[
B
0

]
· u(t)

23.2 Eigenschaften

23.2.1 Stabilität
Separation Principle

Mit einer geschickten Koordinatentransformation lässt sich Ãcl

auf folgende Form bringen.

d

dt
z̃(t) =

[
A− BK BK
0n×n A− LC

]
︸ ︷︷ ︸

Ãcl in coordinates z̃

·z̃(t) = T
−1 · Ãcl · T · z̃(t)

Die entstandene Blockmatrix hat die selben EW wie Ãcl. Die EW
der Hurwitz Matrizen A− BK und A− LC sind per Definition
stabil.

Die Eigenwerte von Ãcl haben also alle einen negativen Realteil.
Die Eigenwerte sind:

λi(Ãcl) = λi(A− BK) ∪ λi(A− LC)

Diesen Fakt nennt man das separation principle. Es impliziert, dass
der State-Feedback-Regler und der Beobachter separat voneinan-
der synthesiert und getuned werden können. Solange beide asym-
ptotisch stabil sind wird es auch der Beobachter basierte State-
Feedback-Controller sein.

23.2.2 Robustheit
Es gibt für den LQG gar keine Robustheitsgarantieen. Folglich
muss die Robustheit des LQG Controllers immer a posteriori
überprüft werden.

23.2.3 Störungsunterdrückung
Wie der LQR controller ist auch der LQG controller nicht in der
Lage störungen zu unterdrücken.
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23.2.4 Zusammenfassung
Ein control-loop der mit dem LQG verfahren synthetisiert wurde
liefert ein closed loop-system, welches:

• garantiert stabil ist

• keine Robustheitsgarantieen hat

• generell keine Störungen unterdrücken kann

• kann nicht für reference tracking genutzt werden

23.3 Folgeregelung

23.3.1 Nullpunktverschiebung
Verschiebung des Gleichgewichtspunkts nach {u∞, x∞}.

2 LQG mit Folgeregelung
Herleitung durch Nullpunktverschiebung
Das System nähert sich mit dem LQG-Regler asympto-
tisch dem Ursprung. Wir können nun identisch zur LQR-
Folgeregelung den Gleichgewichtspunkt des Systems verschie-
ben nach {u∞, x∞}, indem wir den Regelkreis wie gezeigt in
Abb. 2 ergänzen. Damit resultiert das Stellsignal als:

u(t) = u∞ −K · (x̂(t)− x̂∞) = u∞ −K · (x̂(t)− x∞).

Es gilt x∞ = x̂∞, da der Fehler e(t) = x(t)− x̂(t) asympto-
tisch gegen Null konvergiert. Somit entspricht der Gleichge-
wichtspunkt des Beobachters dem des wahren Systems.
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+
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Abb. 2: LQG Struktur mit Nullpunkverschiebung (blau).

Umsetzung mit Vorsteuerung
Die Struktur in Abb. 2, als Nullpunkverschiebung hergeleitet,
kann als Umsetzung einer Folgeregelung auf die Referenz
r(t) betrachtet werden, wie dargestellt in Abb. 3.

Die Referenz r(t) ist ein Vektor mit konstanten Einträgen:

r(t) =




r1
r2
...
rm



, r(t) = y∞ = C · x∞.
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Ĉ

Â
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Abb. 3: LQG Struktur mit Folgeregelung (blau), äquivalent
zu Abb. 2. wenn Γ gewählt wird wie definiert in Gl. (5).

Die Referenz r(t) in Abb. 3, ist mit x∞ und u∞ in Abb. 2
über die steady-state Gleichung des Regelkreises gekoppelt:

0 = A · x∞ +B · u∞,
r(t) = C · x∞.

Daraus ergibt sich das folgende Gleichungssystem:
[

0
r(t)

]
=
[
A B
C 0

]

︸ ︷︷ ︸
F

·
[
x∞
u∞

]
.

Die Signale x∞ und u∞ können also ersetzt werden mit
einem Signal, das aus der Referenz r(t) berechnet werden
kann. Die Umrechnung r(t)→ {x∞, u∞} ist nur möglich falls
die Matrix F vollen Rang hat. Für passende C und B lässt
sich folgende Beziehung finden:

u∞ +K · x∞ =
Γ︷ ︸︸ ︷

−(C · (A−BK)−1B)−1 · r(t)
= Γ · r(t) (5)

Im Skript ist dieses Vorgehen basierend auf einer leicht ande-
ren Darstellung hergeleitet. Die resultierenden Umsetzungen
sind jedoch äquivalent.

2

u(t) = u∞ −K · (x̂(t)− x∞)

0 = A · x∞ + B · u∞

23.3.2 Vorsteuerung

Die folgende Methode ist Äquivalent zur Folgeregelung durch Ver-
schiebung des GGWP.
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Das System nähert sich mit dem LQG-Regler asympto-
tisch dem Ursprung. Wir können nun identisch zur LQR-
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ben nach {u∞, x∞}, indem wir den Regelkreis wie gezeigt in
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Es gilt x∞ = x̂∞, da der Fehler e(t) = x(t)− x̂(t) asympto-
tisch gegen Null konvergiert. Somit entspricht der Gleichge-
wichtspunkt des Beobachters dem des wahren Systems.
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Die Struktur in Abb. 2, als Nullpunkverschiebung hergeleitet,
kann als Umsetzung einer Folgeregelung auf die Referenz
r(t) betrachtet werden, wie dargestellt in Abb. 3.

Die Referenz r(t) ist ein Vektor mit konstanten Einträgen:

r(t) =




r1
r2
...
rm



, r(t) = y∞ = C · x∞.
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Die Referenz r(t) in Abb. 3, ist mit x∞ und u∞ in Abb. 2
über die steady-state Gleichung des Regelkreises gekoppelt:

0 = A · x∞ +B · u∞,
r(t) = C · x∞.

Daraus ergibt sich das folgende Gleichungssystem:
[

0
r(t)

]
=
[
A B
C 0

]

︸ ︷︷ ︸
F

·
[
x∞
u∞

]
.

Die Signale x∞ und u∞ können also ersetzt werden mit
einem Signal, das aus der Referenz r(t) berechnet werden
kann. Die Umrechnung r(t)→ {x∞, u∞} ist nur möglich falls
die Matrix F vollen Rang hat. Für passende C und B lässt
sich folgende Beziehung finden:

u∞ +K · x∞ =
Γ︷ ︸︸ ︷

−(C · (A−BK)−1B)−1 · r(t)
= Γ · r(t) (5)

Im Skript ist dieses Vorgehen basierend auf einer leicht ande-
ren Darstellung hergeleitet. Die resultierenden Umsetzungen
sind jedoch äquivalent.

2

0 = A · x∞ + B · u∞

r(t) = C · x∞

Durch Vergleich mit dem obigen System ergibt sich:

Γ = −(C · (A− BK)
−1 · B)

−1

23.3.3 Resultierender Regelkreis
Regelgesetz:

u(t) = Γ · r(t)−K · x̂(t)
Offener Regelkreis:

d

dt
x̃(t) =

[
A 0
LC A− LC − BK

]
· x̃(t) +

[
B
0

]
· u(t)

Geschlossener Regelkreis:

d

dt
x̃(t) =

[
A −BK
LC A− LC − BK

]
· x̃(t) +

[
B
B

]
· Γ · r(t)

23.4 LQGI

23.4.1 Störungsunterdrückung
Analog zur LQRI Formulierung wird der Zustand um einen inte-
grativen Fehler v(t) erweitert.

3 LQGI zur Störungsunterdrückung
Die unbekannte Störung w(t) wirkt additiv auf den Eingang
u(t), der in das physikalische System geht3 (siehe Abb. 4). Die
Störung wirkt aber nicht auf den Beobachter, welcher nur das
störungsfreie Stellsignal u(t) kennt.
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Abb. 4: LQGI Struktur zur Störungsunterdrückung (rot).
Für die Störungsunterdrückung wird nun das Integral des Re-
gelfehlers 0− y(t) als Zustand eingeführt:

v(t) =
∫ t

0
(0− y(τ))dτ

Diese Erweiterung führt zum erweiterten Zustandsvektor:

x̃(t) =



x(t)
x̂(t)
v(t)


 , x̃(t) ∈ R2n+m,

mit Eingangssignal
u(t) = −K · x̂(t) +KI · v(t),

wobei die Variablen K und KI Teil der Lösung der bereits
bekannten LQRI-Formulierung sind:

{Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K, −KI ],

Ã =
[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
, Q̃ =

[
Q 0
0 QI

]

4 LQGI mit Folgeregelung
Wir können nun den Folgeregelungsansatz mit der Störungs-
unterdrückung kombinieren, wie gezeigt in Abb. 5.
Das Integral des Regelfehlers v(t) wird dabei neu definiert,
da die Referenz nun nicht mehr gleich null ist:

v(t) =
∫ t

0
(r(τ)− y(τ))dτ.

Das Stellsignal resultiert als:
u(t) = Γ · r(t)−K · x̂(t) +KI · v(t),

wobei Γ gleich definiert ist wie in Gl. (5), über die lineare
Systemdarstellung {A,B,C}.

3Bei einem realen System sind Störungen dieser Art nicht vermeidbar,
auch wenn sie sehr klein sein können. Die Störungen können ebenso an
einem anderen Punkt in die Strecke eintreten, denn das hier präsentierte
Vorgehen unterdrückt alle möglichen konstanten Störungen.

Der Workflow zu LQGI mit Folgeregelung lautet:

1. {Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K −KI ], dabei müssen Q̃ und R
iterativ eingestellt werden. Dieser Schritt geschieht ent-
weder in einer Simulation in der x(t) bekannt ist, oder auf
dem physischen System mit x̂(t) und einem “schlecht”
eingestellten L.

2. {A>, C>, B̄B̄>, qI} → L>, dabei müssen B̄ und q itera-
tiv eingestellt werden.

3. Hinzufügen der Vorsteuerung für die Folgeregelung über
die Matrix Γ .
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Abb. 5: LQGI mit zusätzlicher Folgeregelung (blau).

5 Bemerkungen zu Störungsunterdrückung
und Folgeregelung
Eine Vorsteuerung (ein zusätzliches Stellsignal, welches von
der Referenz r abhängt und nicht vom Regelfehler e,
äquivalent zur Matrix Γ) wurde bisher in RT1 und RT2 nicht
detailliert betrachtet. Vorsteuerungen können verwendet wer-
den um die Performance des Regelkreises zu verbessern: er
reagiert schneller auf Sollwertänderungen, da sich nicht zuerst
ein Fehler aufbauen muss, bevor der Reglerausgang angepasst
wird. Robustheit, Stabilität und das steady-state Verhalten
(kein statischer Nachlauffehler) des Regelkreises werden durch
die Vorsteuerung nicht beeinflusst.
Robustheit, Stabilität und steady-state Verhalten sind
generell die wichtigen Aspekte eines Regelkreises: meist ist es
nicht wichtig, sehr schnell zu regeln, viel eher wünscht man
sich garantierte Stabilität in allen möglichen Situationen.
Da Stabilität und Robustheit und fehlerfreies steady-state
Verhalten4 auch ohne Vorsteuerungssignale gegeben sind,
könnte man die Vorsteuerungssignale auch weglassen (so wie
in Abb. 4). Änderungen des Referenzsignales würden das
System als Störung beeinflussen und durch den Integrator
kompensiert werden.

4Durch die integrative Erweiterung zur Störungsunterdrückung.
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v(t) =

∫ t

o

(0− y(τ))dτ

Mit dieser Erweiterung ergibt sich der Zustand:

x̃(t) =

x(t)x̂(t)
v(t)


Das Eingangssignal

u(t) = −K · x̂(t) +KI · v(t)

folgt aus der Lösung der LQRI-Formulierung:

{Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K,−KI ]

Ã =

[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
, Q̃ =

[
Q 0
0 QI

]
Resultierender Regelkreis
Regelgesetz:

u(t) = −K · x̂(t) +KI · v(t)

Offener Regelkreis:

d

dt
x̃(t) =

 A 0 0
LC A− LC − BK 0
−C 0 0

 · x̃(t) +
B0
0

 · u(t)
Geschlossener Regelkreis:

d

dt
x̃(t) =

 A −BK BKI

LC A− LC − BK BKI

−C 0 0

·x̃(t)+
B0
0

·w(t)

23.4.2 Folgeregelung

3 LQGI zur Störungsunterdrückung
Die unbekannte Störung w(t) wirkt additiv auf den Eingang
u(t), der in das physikalische System geht3 (siehe Abb. 4). Die
Störung wirkt aber nicht auf den Beobachter, welcher nur das
störungsfreie Stellsignal u(t) kennt.
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Â

K

−KI

+ x(t)

+

+

++ x̂(t)

−

+

y(t)
−
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die Vorsteuerung nicht beeinflusst.
Robustheit, Stabilität und steady-state Verhalten sind
generell die wichtigen Aspekte eines Regelkreises: meist ist es
nicht wichtig, sehr schnell zu regeln, viel eher wünscht man
sich garantierte Stabilität in allen möglichen Situationen.
Da Stabilität und Robustheit und fehlerfreies steady-state
Verhalten4 auch ohne Vorsteuerungssignale gegeben sind,
könnte man die Vorsteuerungssignale auch weglassen (so wie
in Abb. 4). Änderungen des Referenzsignales würden das
System als Störung beeinflussen und durch den Integrator
kompensiert werden.

4Durch die integrative Erweiterung zur Störungsunterdrückung.

3

Alternative Darstellung:

Workflow für LQGI mit Folgeregelung:

1. LQRI: {Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K,−KI ], dabei müssen Q̃
und R iterativ eingestellt werden.

2. LB: {AT , CT , B̄B̄T , qI} → LT , dabei müssen B̄ und q
iterativ eingestellt werden.

3. Vorsteuerung: Γ = −(C · (A− BK)−1 · B)−1

Resultierender Regelkreis
Regelgesetz:

u(t) = Γ · r(t)−K · x̂(t) +KI · v(t)

Offener Regelkreis:
d

dt
x̃(t) = A 0 0

LC A− LC − BK 0
−C 0 0

 · x̃(t)+
B0
0

 ·u(t)+
00
I

 · r(t)
Geschlossener Regelkreis:

d

dt
x̃(t) =

 A −BK BKI

LC A− LC − BK BKI

−C 0 0

 · x̃(t)+
BΓ B
BΓ 0
I 0

 ·[r(t)
w(t)

]

23.5 LTR
LQG Regler sind zwar stabil aber nicht zwingend robust. Um die
Robustheit zu verbessern kann durch iteratives verkleinern von q
eine Robustere Dynamik erzeugt werden.
Der LQG Regler wird an LQR Regler angenähert
Die Beobachterverstärkung L wird wie folgt berechnet:

{AT
, C

T
, B · BT

, q · I} →
LQR

L
T

Durch verkleinern von q wird der Beobachter schneller.
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24 MatLab

24.1 Grundlagen

clear;

Remove items from workspace, freeing up system memory

close(fig); / close all;

Close one or all figures

clc;

Clear command window

plot(x,y)

Plots a graph with x and y being vectors

sim(’simulinkfile.slx’);

Simulates the specified simulink file

24.2 Systeme Definieren

ss(A,B,C,D);

Creates a state-space model

tf(ss model);

Creates a transfer function from a state-space model

tf(’s’);

Creates a special variable s with which tf’s can be defined

tf(numerator, denominator);

Creates a tf with numerator and denominator
Beispiel
tf([2,0], [4,0,3,-1]) ⇒ 2s

4s3+3s−1

T = feedback(P,C);

Berechnet die komplementäre Sensitivität und kürzt dabei

24.3 Zeitbereich Analyse

System Antworten

step(sys);

Step response plot of dynamic system; returns step response data
Accepts state-space model and transfer function

impulse(sys);

Impulse response plot of dynamic system; impulse response data
Accepts state-space model and transfer function

Eigenwerte / Stabilität

e = eig(A);

Returns column vec containing the eigenvalues of square matrix A

[V,D] = eig(A);

Returns diagonal matrix D of eigenvalues and matrix V whose co-
lumns are the corresponding right eigenvectors, so that A*V = V*D.

Steuerbarkeit / Beobachtbarkeit

C = ctrb(A,B);

Returns controllability matrix

C = ctrb(sys);

Returns controllability matrix

O = obsv(A,C);

Returns observability matrix

O = obsv(sys);

Returns observability matrix

24.4 Frequenzbereich Analysen

Pole / Nullstellen

pole(sys);

Returns the poles of the SISO or MIMO system

Z = zero(sys);

Returns the zeros of the SISO system

[Z, gain] = zero(sys);

Returns the zeros of the SISO system and the zero-pole-gain

Bode Plot

bode(sys1, sys2, ...);

Creates a Bode plot of the frequency responses of the systems

[mag, phase, wout] = bode(sys);

Returns magnitude, phase and the frequencies in 3 vectors
This function draws no plot!

[mag, phase, wout] = bode(sys, w);

Returns magnitude, phase and the frequencies in the specified fre-
quency range w. This function draws no plot!

evalfr(sys, j*w);

Evaluate frequency response at given frequency (j nicht vergessen!)

Nyquist Diagramm

nyquist(sys1, sys2, ...);

Creates a nyquist plot of the frequency response of the systems

[re, im, w] = nyquist(sys);

Returns the real and imaginary parts of the frequency response at
the frequencies w

[re, im] = nyquist(sys, w);

Returns the real and imaginary parts of the frequency response at
the frequencies w

Sonstiges

[Gm,Pm,Wcg,Wcp] = margin(sys);

Returns the gain margin Gm in absolute units, the phase margin
Pm, and the corresponding frequencies Wcg and Wcp, of sys

rlocus(sys);

Calculates and plots the root locus of the SISO model sys

[r,k]= rlocus(sys);

Eeturns the vector of feedback gains k and the complex root loca-
tions r for these gains

24.5 Diskrete Regelung

sysd = c2d(sysc,Ts);

Discretizes sysc using zero-order hold on the inputs and a sample
time of Ts

sysd = c2d(sysc,Ts,method);

Specifies the discretization method
Example for method: ’tustin’

24.6 MIMO spezifische Analyse

RGA
Es gibt keinen Standard Befehl für die RGA, man kann aber die
Definition benutzen:

P. * inv(P’);

Calculates the RGA matrix of P

Bode (nur Magnitude)

bodemag(sys);

Creates a Bode magnitude plot of the frequency response sys (no
phase)

Singulärwertzerlegung

sigma(sys);

Calculates the singular values of the frequency response of sys

24.7 LQR
K = lqr(A,B,Q,R);

Calculates the optimal gain matrix K

24.8 Arrays
Arrays können mit eckigen Klammern erstellt werden:
M = [a11 a12; a21 a22];
ergibt: [

a11 a12
a21 a22

]
24.8.1 Accessing
Um ein Element eines Arrays zu accessen benutzt man folgenden
Syntax:

[A]i,j = A(i,j);

Um Spalten-Vektor zu accessen benutzt man folgenden Syntax:

vj(A) = A(:,j);

Um Zeilen-Vektor zu accessen benutzt man folgenden Syntax:

vi(A) = A(i,:);

24.8.2 Creation
diag(v);

Returns a square diagonal matrix with the elements of vector v on
the main diagonal.

eye(n);

Returns an n-by-n identity matrix with ones on the main diagonal
and zeros elsewhere.

zeros(n,m);

Returns n by m matrix full of zeros

linspace(x1,x2,n);

Generates a vector containing n points. The spacing between the
points is (x2-x1)/(n-1)

24.8.3 Lineare Algebra
rank(A);

Returns the rank of matrix A

inv(A);

Returns inverse of matrix A
P.’;

Returns transpose of P

P’;

Returns complex transpose of P

e = eig(A);

Returns column vec containing the eigenvalues of square matrix A

[V,D] = eig(A);

Returns diagonal matrix D of eigenvalues and matrix V whose co-
lumns are the corresponding right eigenvectors, so that A*V = V*D

s = svd(A);

Returns the singular values of matrix A in descending order

[U,S,V] = svd(A);

Performs a singular value decomposition of matrix A, such that A
= U*S*V’

24.8.4 Beträge
abs(X);

Returns the absolute value of each element in array X

n = norm(v);

Returns the Euclidean norm of vector v

n = norm(v,p);

Returns the generalized vector p-norm

n = norm(X)

Returns the 2-norm or maximum singular value of matrix X

24.8.5 Elemtwise Operations

.*

Elementwise multiplication

.ˆ

Elementwise power

24.9 Sonstiges

24.9.1 Komplexe Zahlen
Komplexe Zahlen können mit j definiert werden:

z = 3 + 4*j;

real(z);

Returns the real part of z

imag(z);

Returns the imaginary part of z

conj(z);

Returns the complex conjugate of z

anlge(z);

Returns the phase angle in the interval [−π, π] for z
abs(z);

Returns the absolute value of z

24.9.2 Weitere Befehle

ydb = mag2db(y);

Expresses in decibels (dB) the magnitude measurements specified
in y

y = db2mag(ydb);

Returns the magnitude measurements, y that correspond to the
decibel (dB) values specified in ydb
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25 Sonstiges

26 Mathematik

26.1 Lineare Algebra
Inverse einer Matrix:

A
−1

=
adj(A)

det(A)
(4)

Adjunkten Formel: 2× 2

A =

[
a b

c d

]
adj(A) =

[
d −b
−c a

]
Adjunkten Formel: 3× 3

A =

a b c
d e f
g h i

 (5)

adj(A) =

ei− fh ch− bi bf − ce
fg − di ai− cg cd− af
dh− eg bg − ah ae− bd

 (6)

Matrix-Exponential:

D = diag(d1, ..., dn) eD =


ed1 0 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 edn


26.2 Komplexe Zahlen

(a+ j b) · (c+ j d) = (ac− bd) + j(ad+ bc)

(a+ j b)

(c+ j d)
=
ac+ bd

c2 + d2
+ j

bc− ad
c2 + d2

|z| =
√
a2 + b2, ∠z = arctan

(
b

a

)
z · z̄ = (a+ j b) · (a− j b) = a

2
+ b

2

1

(a+ j b)
=
a− j b
a2 + b2∣∣∣∣Z1 · Z2

Z3 · Z4

∣∣∣∣ = |Z1| · |Z2|
|Z3| · |Z4|

∠
Z1 · Z2

Z3 · Z4

= ∠Z1 + ∠Z2 − ∠Z3 − ∠Z4

27 Dynamiken
Dynamik eines Beobachter:

ẋ = (A− L · C) · x, EW (A− L · C)

Dynamik eines LQR Regler:

ẋ = (A− B ·K) · x, EW (A− B ·K)

Regler eines Smith Predictor:

C =
Cr

1 + CrP̂0(1− e−sτ̂ )
=

Cr

1 + Cr(P̂0 − P̂ )

wobei Cr berechnet wird durch den Fall ohne Totzeit
Ab jetzt kann man mit C und P rechnen und dann einsetzten.

28 RT II Sonstiges

28.0.1 Übertragungsfunktion

u ẋ x
∫

−F

Resultierende Übertragungsfunktion in:

P (s) =
1

s+ F
(7)

28.0.2 Zusammensetzen von zwei Zustands-
raumdarstellungen

ẋ(t) = A · x(t) + B · u(t) ż(t) = F · z(t) +G · e(t)
y(t) = C · x(t) u(t) = C · z(t)
oft r = 0 e(t) = r − y(t)

e
G

ż z
H

u∫
F

B
ẋ x

C
y∫

A

ζ̇ =

(
ẋ
ż

)
=

(
A BH
−GC F

)(
x
z

)
(8)

28.0.3 PID und LQR Vergleich
SISO:
y als funktion von x darstellen: y = Cx
u als Funktion von PID Parameter und x darstellen

u = −Kx !
= u(x, PID)

MIMO:
Verbindung zwischen den Einzelnen Zuständen finden.
y als funktion von x darstellen: y = Cx
u als Funktion von PID Parameter und x darstellen

u = −Kx !
= u(x, PID)

28.0.4 Eingeschwungener Zustand
Eingang der Integrale muss 0 sein:
Begründung:
1. keine Veränderung dx

dt = 0
2. Fehler ist = 0 → Eingang Fehlerintegral = 0
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1 PID - Recap
Im Zeitbereich besteht die Reglerstruktur aus 3 additiven
Termen: Proportional, Integral, und Derivative.

uPID(t) = kp ·
(

e(t)︸︷︷︸
P-Term

+ 1
Ti
·
∫ t

0
e(τ) dτ

︸ ︷︷ ︸
I-Term

+Td ·
d
dte(t)︸ ︷︷ ︸

D-Term

)

Im Frequenzbereich wird der Regler mit einem Roll-off Term
erweitert. Der Roll-off Term macht den Regler kausal und
dient zur Unterdrückung von Rauschen (hohe Frequenzen).

CPID(s) = kp ·

kausal︷ ︸︸ ︷(
Td · Ti · s2 + Ti · s+ 1

Ti · s︸ ︷︷ ︸
nicht kausal

)
· 1

(τ · s+ 1)2

In Regelungstechnik 1 wurde das Ziegler-Nichols-Verfahren
zur Bestimmung von Werten für kp, Ti und Td eingeführt. Im
Folgenden werden zwei weitere Verfahren diskutiert.
2 Åström-Hägglund Verfahren
Wie beim Ziegler-Nichols-Verfahren will man mit dem
Åström-Hägglund-Verfahren empirisch sinnvolle Werte für die
Parameter kp, Ti und Td finden. Das Verfahren basiert auf der
Auswertung sehr vieler Systeme P (s), für welche im Mittel ein
Regelkreis mit gewünschter Robustheit resultiert. Man kann
dabei wählen, ob man einen aggressiven Regler (µmin ≈ 0.5)
oder einen robusten Regler (µmin ≈ 0.7) will.
Vorgehen: Zuerst wird die Verstärkung eines reinen P-
Reglers eingestellt, sodass das System bei k∗p mit der Peri-
ode T ∗ grenzstabil oszilliert. Zusätzlich braucht man die sta-
tische Verstärkung |P (0)| sowie die gewünschte Robustheit
µmin. Die gegebenen Grössen parametrieren den PID-Regler.

Schema: { µmin︸ ︷︷ ︸
spezifiziert

, |P (0)|, k∗p, T ∗︸ ︷︷ ︸
aus System

} → {kp, Ti, Td}︸ ︷︷ ︸
resultiert

Die PID Parameter x ∈ {kp/k∗p, Ti/T ∗, Td/T ∗} berechnen sich
mit folgender Formel und den dazugehörigen Tabellen:

x = α0,x · eα1,x·κ+α2,x·κ2
, κ−1 = |P (0)| · k∗p (1)

µmin = 0.7 µmin = 0.5
x α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x

kp/k
∗
p 0.053 2.90 −2.60 0.13 1.90 −1.30

Ti/T
∗ 0.900 −4.40 2.70 0.90 −4.40 2.70

Tabelle 1: Åström-Hägglund Koeffizienten für den PI-Regler

µmin = 0.7 µmin = 0.5
x α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x

kp/k
∗
p 0.33 −0.31 −1.00 0.72 −1.60 1.20

Ti/T
∗ 0.76 −1.60 −0.36 0.59 −1.30 0.38

Td/T
∗ 0.17 −0.46 −2.10 0.15 −1.40 0.56

Tabelle 2: Åström-Hägglund Koeffizienten für den PID-Regler

Beispiel: Åström - Hägglund
Folgendes System ist gegeben:

P (s) = 1
(s2 + s+ 1)(s4 + 4s3 + 6s2 + 4s+ 1) (2)

Zuerst werden {k∗p, T ∗, |P (0)|, µmin} bestimmt. Aus Gl. (2)
ist ersichtlich dass |P (0)| = 1. Der Regler soll robust sein,
d.h. wir spezifizieren µmin = 0.7. Eine Erhöhung von kp = 1
auf k∗p = 1.75 ergibt T ∗ = 9.7 s:

10 30 50
t

y(t)
T (s) = kp · P (s) / (1 + kp · P (s))

kp = 1

T ∗ = 9.7 s

10 30 50
t

y(t)

k∗p = 1.75

Es wird ein PI-Regler mit Gl. (1) ausgelegt:

κ = 1/(|P (0)| · k∗p) ≈ 0.57 (3)

kp = 0.053 · e2.9·κ−2.6·κ2 · k∗p ≈ 0.21 (4)

Ti = 0.9 · e−4.4·κ+2.7·κ2 · T ∗ ≈ 1.71 s (5)

10 30 500

0.2
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1

t

y
(t

)

•
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Abb. 1: Sprungantwort links, Nyquist-Diagramm des open-
loop gain L(jω) rechts. Ziegler-Nichols Auslegung gestrichelt,
Åström-Hägglund solide.
Wichtig! Oftmals ergibt die Åström-Hägglund Methode bes-
sere Resultate als die Ziegler-Nichols Methode. Dies ist jedoch
nicht immer der Fall.

1

3 Direktspezifikationen
Folgende Parameter der resultierenden Übertragungsfunktion
L(jω) = P (jω) · C(jω) werden vorgänging spezifiziert:

• die Durchtrittsfrequenz ωc
• die Phasenreserve ϕ
• die Steigung ψ bei der Frequenz ωc

Spezifikationen an L(jω) sowie die Eigenschaften von P (jω)
werden dann in Anforderungen an C(jω) umgerechnet. Bei
gegebener PID-Reglerstruktur können diese eindeutig in die
Reglerparameter umgerechnet werden.

Schema: { ωc, ϕ, ψ︸ ︷︷ ︸
spezifiziert

, rP , ϕP , r
′
P , ϕ

′
P︸ ︷︷ ︸

aus P (jω)

} → {kp, Ti, Td}︸ ︷︷ ︸
resultiert

Für P (jω) werden bei gewünschter Durchtrittsfrequenz ωc die
Parameter {rP , ϕP , r′P , ϕ′P } ausgelesen.

P (jωc) = rP ·ej·ϕP , r′P = ∂rP (ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω=ωc

, ϕ′P = ∂ϕP (ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω=ωc

Folgende Formeln berechnen dann die Reglerparameter:

kp =− 1
rP

cos(ϕ− ϕP )

Td =1
2 ·
(

tan(ψ − ϕP ) ·
(
r′P
rP
− ϕ′P tan(ϕ− ϕP )

)

+ tan(ϕ− ϕP ) ·
(

1
ωc
− r′P
rP

)
− ϕ′P

)

Ti =(Td · ω2
c − tan(ϕ− ϕP ) · ωc)−1

Die Phase muss jeweils in Radian eingesetzt werden.
Vorsicht! Dieses Verfahren produziert nur für sinnvolle
Spezifikationen {ωc, ϕ, ψ} auch sinnvolle Reglerparameter
{kp, Ti, Td}. Ausserdem ist die Stabilität nicht garantiert.
4 Totzeiten - Recap

Regelstrecke und/oder Regler können Totzeiten enthalten.

C e−s·TC P e−s·TP

U(s)E(s) Y (s)

−

R(s)

CT PT

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten TC und TP

Die gesamte Totzeit T des Regelkreises ist:

e−s·T = e−s·TC · e−s·TP = e−s·(TC+TP )

Eine Totzeit T ist signifikant, falls sie gross ist relativ zur
Zeitkonstante τ des Systems. Faustregel:

T

T + τ
> 0.3 → Totzeit signifikant

Standard PID-Regler eignen sich nicht für Systeme mit signifi-
kanter Totzeit TP . Faktisch kann kein kausaler Regler die Tot-
zeit in der Systemantwort y(t) entfernen. Ein sinnvoller Reg-
ler resultiert nur, wenn die geschlossenen Regelkreisgrössen
{T (s), S(s)} dieselbe Totzeit TP beinhalten wie das System.
Das wird mit dem Entwurf prädiktiver Regler erreicht. Im
Folgenden werden zwei prädiktive Regler vorgestellt.

5 Prädiktiver PI-Regler für einfache Regel-
strecken
Gegeben: Eine Regelstrecke erster Ordnung mit Totzeit TP .

P (s) ≈ k

τ · s+ 1 · e
−s·TP

Gesucht: resultierende komplementäre Sensitivität T (s) als
System erster Ordnung mit gegebener Zeitkonstante, einstell-
bar durch den Tuningparameter σ:

T (s) = 1
σ · τ · s+ 1 · e

−s·TP = L(s)
1 + L(s)

Auflösen nach L(s) ergibt:

L(s) = T (s)
1− T (s) ⇒ C(s) = T (s)

P (s) · (1− T (s))

Einsetzen von T (s) und P (s) liefert:

C(s) = τ · s+ 1
k · (σ · τ · s+ 1− e−s·TP )

Die Eingangsgrösse U(s) lautet somit:

U(s) = 1
σk

(
1 + 1

τs

)
· E(s)

︸ ︷︷ ︸
PI-Regler

− 1
στs

(1− e−s·TP ) · U(s)
︸ ︷︷ ︸

Prädiktive Korrektur

Falls TP = 0 wird die prädiktive Korrektur 0 und der resul-
tierende Eingang wird zu einem einfachen PI-Regler.
6 Smith Predictor
Beim Smith Predictor nimmt man an, dass die Regelstrecke
einen rationalen Teil und eine Totzeit hat:

P (s) = Pr(s) · e−s·T

204 11 Feedback Control Design — I

1 2

y(t)

t (s)T = 1.1

T = 0.9

Figure 11.17. Closed-loop system behavior of a predictive PI controller with σ =
0.5, unit-step disturbance d(t) at t = 1. Solid curve: no modeling errors; dashed and
dashed-dotted curves ±10% error in the delay T .(Compare this results to the ones
shown in Figure 11.9 for the non-predictive case.)

11.6.2 Smith Predictors

The generalization of the ideas presented above to more general plants P (s)
is known as a Smith Predictor. Only some general facts are stated here. More
information on these controller structures can be found in [25].

r yr y

w

u

C(s) P (s)

Cr(s) Pr(s) T

−

−

T̂P̂r(s)
ŷr

ε

Figure 11.18. Block diagram of a Smith predictor control system structure.

Figure 11.18 shows a block diagram representation of this control system
structure. The rational part of the plant Pr(s) is assumed to be asymptotically
stable. The main idea of all Smith predictor systems is clearly visible: as long
as no plant/model mismatch (Pr(s) = P̂r(s), T = T̂ ) and no disturbance
w(t) are present, the reference step response y(t) will be identical to the step
response of the closed-loop system without delay (T = 0), shifted by the delay

;

Falls man eine perfekte Schätzung der Regelstrecke hat
(Pr(s) = P̂r(s), T = T̂ ) und keine Störung vorhanden ist
(w = 0), resultiert folgende komplementäre Sensitivität:

Y (s)
R(s) = e−s·T · Pr(s)Cr(s)

1 + Pr(s)Cr(s)
= e−s·T · Tr(s) (6)

Das heisst, die Form der Systemantwort y(t) ist dieselbe wie
die des rationalen Systems ohne Totzeit (Tr(s)). Jedoch ist
sie um die Totzeit verschoben (e−s·T ). Dies wird an der Re-
gelstruktur ersichtlich. Für Pr(s) = P̂r(s), T = T̂ , w = 0 wird
ε = 0. In dem Fall wird das unverschobene perfekt geschätzte
Signal ŷr rückgeführt, und somit wird die Totzeit überbrückt.
Modellfehler und Störungen (Pr(s) 6= P̂r(s), T 6= T̂ , w 6= 0)
werden durch das Fehlersignal ε 6= 0 kompensiert. In diesem
Fall werden die Übertragungsfunktionen jedoch um einiges
komplizierter als Gl. (6).
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1 Mulitplikative Unsicherheit der komple-
mentären Sensitivität
Zur Erinnerung. Aus der multiplikativen Modellunsicher-
heit W2(s) der Strecke wurde das robuste Nyquist Theo-
rem abgeleitet. Daraus kann eine Bedingung an die komple-
mentäre Sensitivität T (jω) abgeleitet werden.

|L(jω) ·W2(jω)| < |1+L(jω)| ⇒ |T (jω) ·W2(jω)| < 1 (1)

Das robuste Nyquist Theorem aus Gl. (1) kann in der Nyquist
Ebene interpretiert werden: Der rot eingezeichnete Unsicher-
heitsradius |L(jω) ·W2(jω)| darf nicht länger als das blaue
Verbindungsstück |1 + L(jω)| sein, um zusätzliche Umkrei-
sungen des Punktes (−1, 0) zu vermeiden.

L(jω)

1 + L(jω)

Re

Im

-1

|L(jω) ·W2(jω)|

Abb. 1: Robustes Stabilitätskriterium nach Nyquist.

2 Multiplikative Spezifikation an Sensitivität
Die Sensitivität S(s) ist bei jedem Regelsystem sehr wichtig.
Eine betragsmässig kleine Sensitivität garantiert eine gute
Störungsunterdrückung und gutes reference tracking. Eine
sinnvolle Spezifikation ist demnach, den Betrag der Sensi-
tivität |S(jω)| frequenzabhängig zu limitieren. Die Phase
spielt dabei praktisch keine Rolle.

Nominelle Regelgüte
Um die Sensitivität betragsmässig zu begrenzen wird mit ei-
ner rationalen Übertragungsfunktion W1(s) gefordert:

||S(s) ·W1(s)||∞ < 1 ⇒ |S(jω)| < |W−1
1 (jω)| (2)

Gl. (2) kann umgeschrieben werden:

|W1(jω)| < |1 + L(jω)| (3)

Die geometrische Interpretation von Gl. (3) in der Nyquist
Ebene ist, dass L(jω) nicht in einen in −1 zentrierten Kreis
mit Radius |W1(jω)| eintreten darf, siehe Abb. 2.

-1 0.5

-1

1

Re

Im

|W1(jω)|

Abb. 2: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (3).
Konstruktion von W1:
Ein Beispiel einer sinnvollen Sensitivitätsspezifikation W1(s)
hat folgende Form:

W1(s) = k · τ · s+ 1
α · τ · s+ 1 , k > 1, α > k

τ2 = k2 − 1
ω2

1 · (α2 − k2) , |W1(jω1)| = 1

Abb. 3: |W−1
1 |dB in blau. Einstellbare Grössen in rot.

|W−1
1 (jω)|dB ω1 ω [rad/s]

0 •

1/k

α/k

Robuste Regelgüte
Nun soll gleichzeitig das robuste Nyquist Theorem und die
nominelle Spezifikation der Sensitivität erfüllt sein. In ande-
ren Worten sollen Gl. (1) und Gl. (2) gleichzeitig gelten.

|W1(jω) · S(jω)|+ |W2(jω) · T (jω)| < 1

⇒ |W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |1 + L(jω)| (4)

L(jω)

1 + L(jω)

Re

Im

-1

|L(jω) ·W2(jω)|

|W1(jω)|

Abb. 4: Robuste Regelgüte.

1

Um Spezifikationen der Sensitivität und Modellunsicherhei-
ten in jedem Fall zu berücksichtigen darf die summierte Länge
der beiden roten Pfeile nie länger als die blaue Verbindung
werden. In anderen Worten: Die beiden roten Kreise dürfen
sich für alle Frequenzen nicht schneiden.
Approximative Spezifikationen
Um einen Regler zu finden, der Gl. (4) erfüllt, ist es einfacher,
wenn Gl. (4) auf L(jω) umformuliert wird. Dies ist einfach für
sehr hohe Frequenzen und sehr tiefe Frequenzen.
Tiefe Frequenzen: ω < 0.1 · ωc ⇒ |L(jω)| � 1
Gl. (4) kann approximiert werden:

|W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |L(jω)|

⇒|L(jω)| > |W1(jω)|
1− |W2(jω)|

Eine Lösung kann nur existieren falls |W2(jω)| < 1.
Hohe Frequenzen: ω > 10 · ωc ⇒ |L(jω)| � 1
Gl. (4) kann approximiert werden:

|W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < 1

⇒|L(jω)| < 1− |W1(jω)|
|W2(jω)|

Diese Approximationen berücksichtigen das Frequenzband
[0.1 ·ωc, 10 ·ωc] nicht. In diesem Band ist es vor allem wichtig
Stabilität und Robustheit zu garantieren.
Kompatibilitätsbedingung
Zur Erinnerung. Die Durchtrittsfrequenz ωc des open-loop
gains L(jω) soll folgende Bedingungen erfüllen.

max {10 · ωd, 2 · ωπ+} < ωc < min
{
ωn
10 ,

ω2
10 ,

ωτ
2 ,

ωζ+

2

}

konservativer mit 5 konservativer mit 1
5

Dabei ist ωd die Frequenz der Störung, ωπ+ der schnellste
instabile Pol von L(s), ωn die Frequenz des Rauschens, ω2 die
Frequenz bei der W2(jω2) = 1, ωτ die Frequenz der Totzeit
und ωζ+ die Frequenz der langsamsten nicht-minimalphasigen
Nullstelle.
Die Frequenz ω1, bei der |W1(jω1)| = 1 gilt, muss kleiner als
ω2 sein, sodass ωc genügend Marge hat. Jedoch muss ω1 auch
grösser sein als die untere Schranke für ωc. Als Faustregel
wählt man als erste Schätzung:

ω1 ≈ max{10 · ωd, 2 · ωπ+} (5)

Zusätzlich muss ω1 grösser gewählt werden, je grösser die
gewünschte Phasenreserve ϕ ist. Dies kann mit der Magni-
tude der Sensitivität bei ωc interpretiert werden:

|S(jωc)| =
1

|1 + L(jωc)|
= 1
|1 + 1 · e−j(π−ϕ)|

= 1
|1− ejϕ| = 1√

2 ·
√

1− cos(ϕ)

In der Regel nimmt |S(jω)| mit ansteigender Frequenz zu und
schneidet die 0 dB Linie einmalig, siehe Abb. 6.

45 60 75 90

0.8

1.0

1.2

|S(jωc)|

•
|S(jωc)| schneidet 0 dB
bei einer höheren Frequenz⇒ ω1 ↑

ϕ [Grad]
Abb. 5: |S(jωc)| in blau, |S(jωc)| = 1 in rot.

Abb. 5 zeigt die Magnitude der Sensitivität als Funktion der
Phasenreserve. Die Magnitude wird kleiner, je grösser die
gewünschte Phasenreserve ist. Das heisst, die Sensitivität
muss die 0 dB Linie bei einer höheren Frequenz schneiden, je
grösser die Phasenreserve sein soll. Dies hat zur Folge, dass
ω1 höher spezifiziert werden muss.

Die Schlussfolgerung, dass ω1 grösser sein muss, je grösser
die Phasenreserve ist, kann auch umgedreht werden. |W1(jω)|
wird bis zu ω1 grösser als 1 sein (siehe Abb. 3). Je grösser
|W1(jω)| ist, desto grösser muss die Phasenreserve sein (siehe
Abb. 4), da L(jω) nicht in den Kreis mit Radius |W1(jω)|
eintreten darf.

180 10 Specifications for Feedback Systems

10.5 Summary

This chapter closes with an illustration of a typical Bode magnitude plot
obtained for a well-posed control design problem. As Figure 10.7 shows, the
nonminimumphase zeros, the unstable poles, and the uncertainty define limits
that the controller design must respect, i.e., the loop gain must be shaped
such that it meets the specifications. This is done by designing an appropriate
controller C(s). How this is done is the topic of the next chapters.

ωd = specified maximum disturbance rejection frequency

π+ = dominant (“fastest”) unstable pole

ω1 = frequency until which the sensitivity may not be larger than 1

ωc = crossover frequency of loop gain

ζ+ = dominant (“slowest”) nonminimumphase zero

ω2 = frequency beyond which model uncertainty is larger than 100%

ωn = specified minimum noise rejection frequency

Quick Check 10.5.1: In Figure 10.7 it seems that at ωc the magnitude of
T (j ω) is equal to the magnitude of S(j ω). Is this a coincidence? y

| · · · |

0 dB

|W−1
1 (jω)||W−1

2 (jω)|

ω
ωd

ωn

ω1 ω2ωc

π+

ζ+

|T (jω)|

|S(jω)|

|L(jω)|

disturbance attenuation critical band noise attenuation

∼ 2 decades

Figure 10.7. Schematic representation of a well-posed design problem; low and
high-frequency specifications for |L(j ω)| as expressed in (10.32) and (10.33).

Abb. 6: Zusammenfassendes Bild aller Bedingungen und Spe-
zifikationen.
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1 Kaskadierte Regelsysteme
Kaskadierte Regelsysteme eignen sich für SIMO (single-input,
multiple-output) Systeme mit einer schnellen und einer lang-
samen Teildynamik. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszunützen werden separate Regler für das schnel-
le und für das langsame Teilsystem ausgelegt.
In Abb. 1 ist ersichtlich, dass das schnelle Teilsystem Pf den
Eingang us für das langsame Teilsystem Ps liefert. Das schnel-
le System wird geregelt, indem yf rückgeführt wird; yf ist oft-
mals proportional zu us, dies ist aber nicht immer der Fall.

Cs(s) Cf (s) Pf (s) Ps(s)
rf ef ufes ysus

−

rs

−

yf

Abb. 1: Kaskadierte Regelstruktur. Der Index s (‘slow’) steht
für langsame Teildynamiken, und f (‘fast’) für schnelle.
Um die Bandbreite des schnellen Teilsystems auszunutzen
wird für Cf (s) oftmals kein Integrator verwendet. Der
langsame Regler Cs(s) hingegen hat oftmals einen Integrator
um einen statischen Nachlauffehler zu eliminieren.

Beispiel: Die folgende Differentialgleichung beschreibt das
System in Abb. 2. Die Position y und die Geschwindigkeit ẏ
können direkt gemessen werden.

ÿ(t) + ẏ(t) + y(t) = u(t)

Wir wählen x = y und v = ẏ. Daraus folgt:

d
dt

x(t) = v(t)

d
dt

v(t) = −x(t) − v(t) + u(t) (1)

m
y(t)

u(t)

Abb. 2: Aktuiertes Feder-Dämpfer System.
Das Ziel ist, die Position zu regeln. Jedoch ist in Gl. (1) er-
sichtlich, dass u(t) direkt auf die Geschwindigkeit wirkt und
nur indirekt auf die Position. Folgende Teildynamiken können
hergeleitet werden:

u → v : Pf (s) = s

s2 + s + 1 (2)

v → x : Ps(s) = 1
s

(3)

u → x : P (s) = 1
s2 + s + 1 (4)

Zur Erinnerung:

Re(λ) = σ

Im(λ) = ω

Abb. 3: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot:
Einfluss Imaginärteil, Blau: Einfluss Realteil.
Pole mit grösserem negativen Realteil klingen schneller ab als
Pole mit kleinerem negativem Realteil. Die Pole in Gln. (2)
bis (4) sind:

u → v (Pf ) : s = −1
2 ± j

√
3

2
v → x (Ps) : s = 0

u → x (P ) : s = −1
2 ± j

√
3

2

Das System Pf ist also definitiv schneller als das System Ps.
Obwohl P die gleichen Pole wie Pf hat, wird Pf schneller
sein, da die zusätzliche Nullstelle bei s = 0 die Phase anhebt.

Cs(s) Cf (s) Pf (s) Ps(s)v∗ ∆v u∆x xv

−
x∗

−

Abb. 4: Kaskadierte Regelstruktur für das Beispiel.
Für den Regler Cf kann ein P-Regler verwendet werden. Für
den Regler Cs kann ein PI-Regler verwendet werden. Ein
detaillierter Vergleich zwischen kaskadiertem und nicht kas-
kadiertem Regelverhalten ist im Buch in Example 13.2.1 auf
Seiten 225ff zu finden.

2 Wurzelortskurven-Verfahren1

Mit diesem Verfahren kann man die Pole des geschlossenen
Regelkreises an einen spezifischen Ort setzen. Es wird folgen-
de Regelstruktur betrachtet:

kp C(s) P (s)e ur y

−

Abb. 5: Grundstruktur des Wurzelortskurven-Verfahrens.
Der Regler C(s) heisst in diesem Kontext Kompensator. Die
Verstärkung kp wird vom Kompensator abgespaltet und in
der Regelstruktur separat geschrieben. Wenn man die Pole
des geschlossenen Regelkreises für alle kp zeichnet, erhält man
die Wurzelortskurven.

1Englisch: Root-Locus

1

Vorsicht! Wir gehen im Folgenden von stabilen, minimal-
phasigen L(s) aus. Ausserdem muss gelten kp > 0.
Regeln des Wurzelortskurven-Verfahrens
Der geschlossene Regelkreis hat die Übertragungsfunktion:

T (s) = kp · C(s) · P (s)
1 + kp · C(s) · P (s) = kp · L(s)

1 + kp · L(s)

Die Pole des geschlossenen Regelkreises sind demnach
Lösungen folgender Gleichung:

1 + kp · L(s) = 0 (5)

Die offene Verstärkung L(s) ist eine reell-rationale
Übertragungsfunktion:

L(s) = b(s)
a(s) = (s − ζ1) · (s − ζ2) · . . . · (s − ζm)

(s − π1) · (s − π2) · . . . · (s − πn) (6)

Daraus folgt:

1 + kp · b(s)
a(s) = 0 ⇒ a(s) + kp · b(s) = p(s, kp)

Die Scharen der Nullstellen von p(s, kp) repräsentieren die
Wurzelortskurven. Das Polynom p(s, kp) hat Ordnung n. Das
Polynom kann für Extremfälle von kp betrachtet werden:

kp → 0 ⇒ p(s, kp) ≈ a(s) Für sehr kleine kp konvergieren die
n Nullstellen von p(s, kp) zu den n Nullstellen von a(s). Das
heisst, die Pole von T (s) nähern sich den Polen von L(s).

kp → ∞ ⇒ p(s, kp) ≈ kp · b(s) Für sehr grosse kp konvergie-
ren m Nullstellen von p(s, kp) zu den m endlichen Nullstellen
von b(s). Das heisst die Pole von T (s) nähern sich den Null-
stellen von L(s). Jedoch hat p(s, kp) Ordnung n, d.h. es blei-
ben n − m Nullstellen von p(s, kp) übrig. Was mit den restli-
chen Nullstellen passiert, kann wie folgt interpretiert werden:

L(s) =

m︷ ︸︸ ︷
(s − ζ1)(s − ζ2) . . . (s − ζm)

n−m︷ ︸︸ ︷
(−s/∞ + 1) . . . (−s/∞ + 1)

(s − π1)(s − π2) . . . (s − πm)︸ ︷︷ ︸
m

(s − πm+1) . . . (s − πn)︸ ︷︷ ︸
n−m

Zur Erinnerung: Nullstellen, die im Unendlichen platziert
sind, haben keinen Einfluss auf die Systemdynamik. Das
heisst, wir können L(s) mit n−m Nullstellen erweitern, ohne
das Systemverhalten zu ändern.
Die Hauptidee ist nun, dass sich die n − m übriggebliebenen
Pole von L(s) den n−m im Unendlichen platzierten Nullstel-
len asymptotisch nähern. Insbesondere starten alle Asympto-
ten im Punkt σa + j · 0, wobei:

σa = 1
n − m

·




n∑

i=1
Re(πi) −

m∑

i=1
Re(ζi)




Die Asymptoten verlassen den Punkt σa + j · 0 unter dem
Winkel δi, wobei:

δi = π

n − m
· (2 · (i − 1) + 1) [rad], i = 1, . . . , n − m

Zugehörigkeitstest
Um zu testen ob ein Punkt z ∈ C auf der Wurzelortskurve
liegt, wird Gl. (5) mit Hilfe von Gl. (6) umgeformt:

L(z) = −1/kp ⇒ ∠L(z) = −π mod 2π

m∑

i=1
∠(z − ζi) −

n∑

i=1
∠(z − πi) = −π ± k · 2π, k ∈ N (7)

Beispiel: L(s) sei:

L(s) = s + 4
(s + 1)(s + 2)(s + 3)

Es folgt: n = 3, m = 1, n − m = 2. Das heisst, zwei der Pole
nähern sich für kp → ∞ den Asymptoten, die bei σa + j · 0
starten, und denselben Punkt unter den Winkeln δi verlassen,
wobei:

σa = 1
2 ·

(
−1 − 2 − 3 − (−4)

)
= −1

δ1 = π

2 · (2 · 0 + 1) = π

2 , δ2 = π

2 · (2 · 1 + 1) = 3π

2
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-8

-4

4

8
kp → ∞

kp → ∞

Re

Im

δ1
δ2

σa = −1

Wir möchten nun testen ob der Punkt z = −3.5 + j · 0 auf
der Wurzelortskurve liegt. Dazu wenden wir Gl. (7) an:

∠(−3.5 + 4) −∠(−3.5 + 1) −∠(−3.5 + 2) −∠(−3.5 + 3) = 3π

3π hat die geforderte Form −π + k · 2π, für k = 2. Der Punkt
liegt also auf der Wurzelortskurve.

Kompensierung mit dem Wurzelortsverfahren
Der Zugehörigkeitstest aus Gl. (7) ist besonders hilfreich, um
einen Kompensator zu finden, der die Pole des geschlossenen
Regelkreises an einem gewünschten Ort in der komplexen
Ebene platziert. Diese Idee wird an einem Beispiel gezeigt.

Beispiel: Du möchtest einen Kompensator C(s) für das Sy-
stem P (s) auslegen, sodass die Pole von T (s) bei s∗

1,2 =
−4 ± j · 4 rad/s liegen.

P (s) = 1
(s + 1)(s + 3)

Du testest zuerst einen einfachen Kompensator C1(s) = 1.
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Abb. 6: Wurzelortskurve von L(s) = P (s) · C1(s) in blau und
grün. Gewünschte Polplatzierung in rot.
Aus Abb. 6 ist ersichtlich, dass die gewünschten Pole (×)
nicht auf der Wurzelortskurve liegen. Das heisst, für C1(s)
gibt es kein kp, sodass der geschlossene Regelkreis T (s) die
gewünschten Pole hat. Gl. (7) ist somit nicht erfüllt.
Die gewünschten Pole liegen links von den Polen von L(s).
Um die Wurzelortskurve nach links zu biegen, verwendest du
einen Kompensator mit Nullstelle: C2(s) = s + ζ.

-10 −ζ

-4
-2

2
4

C2(s, ζ)

Re

Im

Abb. 7: Wurzelortskurve von L(s) = P (s) · C2(s, ζ) in blau
und grün. Gewünschte Polplatzierung in rot.
Du möchtest nun ζ finden, sodass die gewünschten Pole auf
der Wurzelortskurve liegen. Dafür wendest du Gl. (7) an:

L = (s + ζ)
(s + 1)(s + 3) ⇒ ∠L = ∠(s + ζ) − ∠(s + 1) − ∠(s + 3)

Spezifisch für s = s∗
1:

∠(−4 + 4j + ζ) − ∠(−4 + 4j + 1) − ∠(−4 + 4j + 3) =

arctan
(

4
ζ − 4

)

︸ ︷︷ ︸
γ

− arctan
(

4
−3

)

︸ ︷︷ ︸
α

− arctan
(

4
−1

)

︸ ︷︷ ︸
β

!= −π

⇒ γ = −π + α + β, ζ = 4 + 4/ tan(γ) ≈ 7.25 rad/s

-10 -7.25 -5

-4
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2

4
C2(s, ζ = 7.25)

Re

Im

Abb. 8: Wurzelortskurve von L(s) = P (s) · C2(s, ζ) in blau
und grün. Gewünschte Polplatzierung in rot.
Die gewünschten Pole liegen auf den Wurzelortskurven von
L(s) = P (s) · C2(s, ζ = 7.25). Demnach ist es möglich, ein kp

zu finden, sodass T (s) die gewünschten Pole hat.

3 Numerische Verfahren
Mit numerischen Verfahren kann man für eine gegebene Re-
gelstruktur (z.B. PI) ein Optimierungsproblem lösen, um die
Parameter kp und Ti zu erhalten. Das Optimierungsproblem
involviert eine Kostenfunktion J(kp, Ti), die durch die Wahl
der optimalen Parameter kp und Ti minimiert werden soll.
Beispiel: Wir möchten einen PI-Regler auslegen, der auf eine
Sprungantwort kumulativ einen kleinen Fehler erzeugt, der
den maximalen Überschwinger möglichst klein hält, und der
möglichst robust ist.
Ein Mass für den kumulativen Fehler ist die Summe aller
quadrierten Fehler:

g1 =
∫ ∞

0
e2(t)dt

Der maximale Überschwinger ist wie folgt definiert:

g2 = max
t∈[0,∞)

(y(t) − 1)

Die Robustheit kann mit der minimum return difference µmin
quantifiziert werden. Wir definieren die Funktion g3 als

g3 = −µmin = − min
ω∈[0,∞)

|1 + L(jω)|

Durch das Minus-Zeichen gilt: Minimiert man g3, so maxi-
miert man die Robustheit. Schlussendlich benutzen wir die
Faktoren κi > 0 um die Kostenfunktion J als gewichtete
Summe zu definieren:

J(kp, Ti) = κ1 · g1 + κ2 · g2 + κ3 · g3

Der Wert der Kostenfunktion hängt von den Reglerparame-
tern kp und Ti ab, denn die Gütekriterien gi nehmen unter-
schiedliche Werte an, wenn man die Reglerparameter variiert.
Folglich kann man ein Optimierungsproblem formulieren, um
die Kostenfunktion zu minimieren:

min
kp,Ti

J(kp, Ti)

Um die optimalen Reglerparameter zu erhalten, kann dieses
Problem z.B. numerisch mit der Funktion fminsearch in
Matlab gelöst werden.

Die Faktoren κi sind dabei ein Mass für die Wichtigkeit der
Grösse gi in der Kostenfunktion J . Als Beispiel: Je grösser
κ3 (bei fixierten κ1,2) gewählt wird, desto robuster wird der
Regler. Jedoch werden die Gütekriterien g1 und g2 dadurch
relativ zu g3 weniger stark gewichtet. Weil er nur einen
geringen Einfluss auf den Wert der Kostenfunktion hat,
kann beispielsweise der Überschwinger in diesem Fall für die
optimalen Reglerparameter grösser ausfallen. Daher können
die Faktoren κi als Tuning-Parameter angesehen werden,
die es erlauben einen Trade-off zwischen verschiedenen
Zielen zu definieren. Dabei ist nur die relative Grösse der
κi zueinander von Relevanz. So ist z.B. das Minimum der
Kostenfunktion für κ1 = κ2 = κ3 = 1 an derselben Stelle wie
für κ1 = κ2 = κ3 = 100.
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1 PID-Regler in der Praxis
Der praktische Einsatz von Reglern bringt diverse bisher
unerwähnte Schwierigkeiten mit sich. Die wichtigsten Ein-
schränkungen werden im Folgenden diskutiert.
Set Point Weights
Die Standardregelstruktur dient vor allem zur Unterdrückung
von Störungen. Natürlich werden Regler auch verwendet
um spezifischen Referenzsignalen r(t) zu folgen. Schnelle
Änderungen im Referenzsignal können jedoch betragsmässig
sehr grosse Eingänge u(t) und ungewollte Transienten pro-
duzieren. Mit sogenannten set point weights (Abb. 1) kann
das Regelverhalten verbessert werden.

238 14 Control Systems Implementation∗

However, the vast majority of all modern control systems are realized as
digital control systems using microprocessors together with the appropriate
hardware components to connect the computers with the physical environ-
ment. These systems will be discussed below in Section 14.4. The main reasons
for this preference are that such digital controller systems are much cheaper4

to build and maintain,5 and they can easily include nonlinear and time-varying
parts that are important in wide-range operating modes.

14.2 PID Controllers in Practical Applications

14.2.1 Enhanced PID Structures

The first enhancement discussed in this chapter aims at improving the ref-
erence tracking behavior of PID controllers. The basic PID structure (11.1)
has been derived with a disturbance rejection problem in mind. However, PID
control systems are often used for reference tracking purposes as well.

−
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r
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d
dt

y
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Figure 14.1. Structure of a PID controller with setpoint weights.

In this situation, changes in the reference value r(t) can cause unwanted
and unnecessary transients of the control system. In particular, the D part
and, to a lesser extent, the P part should not be directly connected with
the reference input, in order to avoid high input signals u(t). Therefore, PID
controllers are often realized with separate reference signal gains for each

4 With appropriate real-time software, a single microprocessor can serve hundreds
of control loops.

5 Digital control systems do not age, their behavior does not drift with changing
temperature, humidity, etc., and improved software can be “downloaded” at very
low cost from a maintenance center that is far away from the physical location of
the device through appropriate communication networks. Obviously, this opens
the door to attacks and appropriate countermeasures must be implemented.

Abb. 1: PID-Regler mit Setpointverstärkungen a, b, c.
Das Referenzsignal wird für jeden Teil des Reglers (P, I, D)
mit einer separaten Verstärkung (a, b, c) multipliziert. Das
heisst, die Referenz wird ”vormassiert”, bevor sie durch den
Regler geht.

• I-Teil: Um keinen statischen Nachlauffehler zu produ-
zieren, falls der Referenzwert konstant wird, setzt man
normalerweise b = 1.

• D-Teil: Schnelle Referenzänderungen führen zu gros-
sen Signalen auf dem Differential-Pfad des Reglers
( d

dt (r − y) ≈ d
dtr). Deshalb setzt man oftmals c = 0,

damit grosse Ableitungen nicht auf den Eingang u
durchschlagen.

• P-Teil: Für die Verstärkung a auf dem proportionalen
Signal kann man die folgenden Åström und Hägglund
Regeln anwenden:

a = α0,x · eα1,x·κ+α2,x·κ2

µmin = 0.7 µmin = 0.5
a α0,x α1,x α2,x α0,x α1,x α2,x
PI 1.10 −0.0061 1.8 0.48 0.40 −0.17

PID 0.58 −1.3000 3.5 0.25 0.56 −1.20
Tabelle 1: Åström-Hägglund-Koeffizienten für PI und PID-Regler.

Typischerweise ist 0 < a < 1. Ein gut gewählter Wert von
a kann das closed-loop Regelverhalten häufig verbessern.

Saturationen und Anti Reset Windup (ARW)
Eine Saturation ist eine Nichtlinearität, die in jedem realen
Regelsystem vorhanden ist. Aktuatoren können in Realität
nie beliebig kleine oder beliebig grosse Sollsignale u(t) umset-
zen.

Die Nichtlinearität einer Saturation ist wie folgt definiert:

u(t) =





umin if u(t) < umin

umax if u(t) > umax

u(t) else

Falls der vom Regler C(s) geforderte Ausgang u grösser ist
als der maximal produzierbare Eingang umax des Aktuators,
saturiert der Eingang bei ū = umax. Die gleiche Logik gilt für
den minimal erreichbaren Eingang umin.
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channel, as shown in Figure 14.1. Typically, the parameters are chosen to be
0 < a < 1, b = 1 and c = 0. A careful tuning of the parameter a can improve
the closed-loop system behavior in many situations (see Section 11.3).

Quick Check 14.2.1: Explain why, in general, b = 1 and c = 0 is a good
choice. y

14.2.2 Dealing with Actuator Saturation

Almost all plants and control systems discussed in the previous chapters were
linear systems. However, all real control systems include some nonlinearities.
The most important nonlinear effect is caused by the limited range of the
actuators at the plant’s input. In the simplest situation,6 the control system
shown in Figure 9.1 must be altered to include a fixed-level saturation, as
shown in Figure 14.2.

−
r e

C(s)
u u

P (s)

d

y

Figure 14.2. Block diagram of the closed-loop system with input saturation.

The two signals u(t) and u(t) are identical as long as umin < u(t) < umax.
As soon as u(t) violates these inequalities, the control loop is broken, and it
operates in an open-loop manner with a constant input to the plant (either
umin or umax)

u(t) =





umax if u(t) > umax

u(t) else

umin if u(t) < umin

(14.1)

If both the plant and the controller are asymptotically stable systems,
this situation is not desirable, but it is not dangerous. If this is not the case,
particularly if both systems contain some marginally stable or even unstable
subsystems, very high overshoot and even instability can be observed.

6 More complex problems are encountered in practice. For instance, the saturation
level can be time-variant or it can depend on a system state variable. Other
nonlinearities such as rate limiters, backlash, or hysteresis are also quite common.

Abb. 2: Regelsystem mit Saturation auf u.
Beispiel: Das System P (s) soll mit einem PI-Regler CPI(s)
geregelt werden:

P (s) = 1
s · (3s2 + 4s+ 1) , CPI(s) = kp ·

(
1 + 1

Ti · s

)

Eine Simulation mit kp = 0.3 und Ti = 13 s führt zum gestri-
chelten Systemverhalten:

50

1

t

y(t)

∆t2∆t1

-0.045

0.045
t

u(t)

Abb. 3: Saturierendes Regelsystem.
Beim Auslegen wurde jedoch vernachlässigt, dass der Aktua-
tor bei |u(t)| = usat = 0.045 saturiert. Mit der Aktuator-
Sättigung resultiert effektiv die blaue Linie und damit eine
schlechtere Reglerperformance. Mit einem ARW (siehe fol-
genden Abschnitt) resultiert die viel bessere Performance der
roten Linie.
Um mit Saturationen umzugehen, muss man zuerst verste-
hen, was bei einem saturierten Regelsystem überhaupt pas-
siert. Dadurch, dass das System langsamer reagiert als er-
wartet, kann sich der Integrator über eine längere Zeit t
füllen (∆t1 < t < ∆t2). Sobald sich das Vorzeichen des Feh-
lers ändert, überschiesst die Antwort das Ziel stärker, da sich
der Integrator zuerst leeren muss.

1



Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein Anti Reset Windup (ARW) schwächen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siehe Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mögliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist q(t) = u(t) − u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist q(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grösse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
füllt. Das heisst je stärker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearität kennen.
Bumpless Transfer
Um ein System zu testen, macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie möglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:
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estingly, the ARW scheme shown in Figure 14.4 can be used for this purpose
as well.

-

manual

input

kBLT

s(t)

∫

∫ −

−− −

−

M

actuator

model

u(t)

A

q(t)
kARW

kp

kp

Ti

r(t)

y(t)

Figure 14.4. PI controller with combined ARW and BLT correction.

While in the manual mode, the signal q is used to control the integrator in
the PI controller to track the commands generated by the operator. Note that
the error signal e = r − y may change, provided that the corrections caused
by the loop kARW · q are faster than the changes in e.

While in the automatic mode, the signal12 kBLT ·s(t) adjusts the integrator
of the manual part to track the output signal generated by the automatic
part. If the operator decides to switch back to the manual mode, this tracking
guarantees a smooth (“bumpless”) transition.

Quick Check 14.2.4: What happens when the system operates in the manual
mode and the operator tries to impose a control signal u > umax? y

12 The symbol s(t) represents a time signal and must not be misinterpreted as the
Laplace symbol s. We are running out of letters . . . time to finish.

ARW

BLTbacon lettuce tomato

uM (t)

uA(t)

u(t)

Abb. 4: Anti Reset Windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.
Während man im Modus A ist, regelt man uM(t) auf uA(t),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der
Eingangsgrösse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M
mit Hilfe der ARW-Rückführung das Signal uA(t) auf uM (t).

Gain Scheduling
Gain Scheduling wird meist für nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Für jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.
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14.2.4 Gain Scheduling

Gain scheduling is often used when a nonlinear plant is controlled around
different operating points, which, after normalization and linearization, results
in linear systems with substantially different dynamics. The main idea of the
gain-scheduling approach, illustrated in Figure 14.5, is to adapt the controller
gains to the changing operating points of the nonlinear plant.
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Figure 14.5. Block diagram of a gain-scheduled control system. The block “lin-
earization & normalization” performs the operations illustrated in Figure 3.1.

The key assumption behind all gain-scheduling methods is that a system
variable o is available that defines the operating point of the plant and that
this variable changes much slower than the controlled variables w and v. Lin-
earizing the plant in each operating point and designing a controller for each
operating point yields a set of controller parameters, e.g., kp(o) and Ti(o) in
the PI case. During operation, these parameters are automatically changed
according to the actual operating point. If the operating point changes slowly,
the control system is expected to perform according to the design specifica-
tions. More information on how to deal with such nonlinear control systems
can be found in [27].

The adaptation of the controller parameters must be realized with some
care. In particular, the change must not cause any unwanted transients in the
system’s state variables. Interpolation and “bumpless transfer” schemes sim-
ilar to the one shown in Figure 14.4 must be implemented in gain-scheduling
systems as well.

Quick Check 14.2.5: In a PI controller, it is recommended that the gain of
the I part is placed in front of the integrator. Explain what happens if the
gain is placed after the integrator and a gain-scheduling system is in place. y

Abb. 5: Diagramm zu Gain Scheduling.
Beispielsweise werden für einen PI-Regler die Verstärkungen
kp(o), Ti(o) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung
Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
Ue in eine Ausgangsspannung Ua umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.
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14.3 Realization with Analog Components

The basic principle of all electronic analog controller realizations is shown
in Figure 14.6. The two transfer functions Z1(s) and Z2(s) are built using
RLC elements only. RLC elements do not satisfy the requirements of true
systems (see Section 1.2), i.e., their outputs cannot be used by other elements
as inputs without affecting them. True system transfer functions are obtained
only in the case where no current is drawn from the corresponding circuits.
This is the reason why an additional operational amplifier is needed. Such
devices are available now at very low cost as integrated circuits. Their open-
loop gain is very large (106 and higher) such that for all practical purposes
the assumption of an infinite gain is well justified. With this assumption, the
voltage difference U0 at the input terminals of the operational amplifier and
the current I0 flowing into it must be zero. Otherwise infinite output voltages
or currents would result.

Z2(s)

Z1(s)
I0I1

I2

U0

Ue
Ua

−

+
∞

Figure 14.6. Realization of a transfer function Σ(s) using ideal analog operational
amplifiers.

Using Kirchhoff’s second law and the assumption that U0 = 0, it follows
that

I1(s) =
Ue(s)

Z1(s)
, I2(s) =

Ua(s)

Z2(s)
(14.3)

Using Kirchhoff’s first law and the assumption that I0 = I1+I2 = 0, it follows
that

Σ(s) =
Ua(s)

Ue(s)
= −Z2(s)

Z1(s)
(14.4)

Note the negative sign which may be used in negative-sign feedback loops.
The transfer function Z1(s) and Z2(s) are synthesized using the following
basic building elements

resistance : ZR(s) = R

capacitance : ZC(s) = (s · C)−1

inductance : ZL(s) = s · L
(14.5)

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analogem Opamp.
Die Übertragungsfunktion von Ue(s) nach Ua(s) lautet

Σ(s) = Ua(s)
Ue(s)

= −Z2(s)
Z1(s) ,

wobei Z1(s) und Z2(s) aus Widerständen (R), Induktoren
(L) und Kapazitäten (C) aufgebaut sind. Die Impedanzen
der Standard RLC-Elemente lauten:

ZR(s) = R, ZL(s) = sL, ZC(s) = 1
sC

.

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln für Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.

2 Algebraische Stabilitätskriterien
Die folgenden zwei Verfahren testen, ob alle Realteile der
Nullstellen eines Polynoms p(s) negativen Realteil haben.

p(s) = an · sn + an−1 · sn−1 + . . .+ a1 · s+ a0, an > 0

Dabei ist ai > 0 ∀i notwendig, aber nicht hinreichend.
Die Verfahren können auf das Nennerpolynom der
Übertragungsfunktion eines Systems Σ(s) angewendet
werden, um zu bestimmen, ob das System Σ(s) stabil ist.
Hurwitz Kriterium
Die Koeffizienten ai sind exakt bekannt. Die Nullstellen des
Polynoms p(s) haben garantiert alle negative Realteile dann
und nur dann, wenn die n quadratischen Sub-Matrizen H1
bis Hn der Matrix Hn alle eine strikt positive Determinante
haben. H1 H2 H3 Hn

Kharitonov Kriterium
Die Koeffizienten ai seien nicht exakt bekannt, man weiss
jedoch, dass sie in einer gewissen Region liegen:

p(s, a) = [an, an] · sn + [an−1, an−1] · sn−1 + . . .+ [a0, a0]

Das Problem reduziert sich auf die Ecken eines Rechtecks in
der komplexen Ebene und es müssen nur folgende Polynome
mit dem Hurwitz-Kriterium getestet werden:

p1(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s3 + . . .

p2(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s3 + . . .

p3(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s3 + . . .

p4(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s3 + . . .

2
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1 Einleitung: Diskrete Regelung
In diesem Kapitel wird ein zeitkontinuierlicher Regler C(s) in
einen zeitdiskreten Regler C(z) umwandelt. Die Diskretisie-
rung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdiskretisierung.
Zeitdiskrete Realisierung
Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler C(s) in jedem
Zeitpunkt t berechnen kann, was u(t) sein soll. In der Rea-
lität läuft die Rechnung mit einer fixen Taktfrequenz fs. D.h.
es können in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten tk neue
Eingänge u(k · Ts) = u[k] berechnet werden, wobei Ts die
Samplingzeit bezeichnet:

tk = k

fs
= k · Ts, k ∈ {0, 1, . . .} (1)

Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (µP),
der die Rechnungen ausführt, mit einer fixen Frequenz läuft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 1).
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14.4 Realization with Digital Computers

14.4.1 Control Hardware and Software

Discrete-time dynamic systems form a topic of its own in system theory. A
thorough discussion of this subject is beyond the scope of this chapter and
is deferred to the corresponding courses offered later in the curriculum. A
detailed treatment of these topics can be found in many textbooks, for instance
in and [4], [12] or [26]. In this section, the most important concepts are briefly
mentioned and a “trick of the trade” is introduced that permits the realization
of a given continuous-time controller C(s) in a digital computer, provided that
this system is very fast (the precise definition follows below).

−

r(t) e(t)
AAF ADC DACµP P (s)

u(t) y(t)

Figure 14.7. Computer-controlled system as a sampled-data system.

Figure 14.7 shows a block diagram of a simplified discrete-time control sys-
tem. The key components are a digital computer and the appropriate process
interfaces. The input to and the output from the plant must be continuous-
time signals. The error can be a continuous-time signal (as shown in Fig-
ure 14.7) or a discrete-time signal generated inside of the digital control sys-
tem. The sampling occurs with a fixed frequency, ωs = 2 ·π/Ts, where Ts is the
sampling interval. All events (ADC, computation, DAC) are synchronized.

The conversion between the continuous-time and discrete-time signals is
realized by the ADC (analog-to-digital) and DAC (digital-to-analog) convert-
ers. The ADC converter discretizes the signal both in time and value. Most
of the time, the latter discretization may be neglected.14

Another problem must be addressed if the microprocessor does not have a
floating-point arithmetic unit, but rather only performs fixed-point computa-
tions. Such fixed-point calculations can overflow,15 such that a careful signal
scaling (as discussed in Section 3.2) becomes mandatory. Note that even if the
processor has a floating-point unit, all calculations will have a finite precision
such that numerical problems can occur in some circumstances.

14 In low-cost applications, where simple 8-bit ADC elements are used, this may not
be possible.

15 A 16-bit arithmetical unit has a numerical range of approximately ±3 · 104.

Abb. 1: Digitales Regelsystem.

ADC: Steht für Analog-to-Digital Converter. Konvertiert
zeitkontinuierliche Signale in zeitdiskrete Signale.

µP : Steht für Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
ten Eingang u[k].

DAC : Steht für Digital-to-Analog Converter. Konvertiert
zeitdiskrete Signale in zeitkontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-Order Hold (ZOH)
Element realisiert, wobei der Eingang u[k] zwischen zwei
Berechnungsschritten konstant gehalten wird:

u(t) = u[k] ∀t ∈ [k · Ts, (k + 1) · Ts)

Beispiel: Ein Signal x(t) wird zuerst abgetastet, und dann
wird ein ZOH angewandt.

2 4 6 8

2

4

6

8

t

x(t)

x(t)
x[k]

Zero-order hold

Abb. 2: Abgetastetes Signal in blauen Kreisen, ZOH in rot.
Das Sampling geschieht mit einem ADC. Der ZOH-Prozess
läuft im DAC ab.

In Abb. 1 ist in der grauen Box noch ein weiteres Element:
der analoge Anti-Aliasing Filter (AAF). Der AAF ist nötig,
da ein zeitdiskretes Signal nicht beliebig hohe Frequenzen re-
präsentieren kann. Energien der Frequenzen im analogen Si-
gnal, die höher als die maximal repräsentierbare Frequenz
sind, werden bei der Diskretisierung ungewollt auf das ge-
samte Frequenzspektrum verteilt und verzerren dieses somit.
Deshalb wählt man für den AAF einen Tiefpassfilter um hohe
Frequenzen vor der Diskretisierung zu eliminieren.
Beispiel: Du sollst ein diskretes Signal zeichnen, das für
eine fixe Rate fs = 1

Ts
die höchstmögliche Frequenz hat.

T = 2Ts

Ts 2Ts 3Ts 4Ts 5Ts 6Ts 7Ts
0 t

x(t)

Abb. 3: Signal mit höchstmöglicher Frequenz für ein gegebe-
nes Ts.

Die höchstmögliche Frequenz fmax, die man in das Zeitraster
{0, Ts, 2Ts, . . .} legen kann, wird als Nyquist-Frequenz
bezeichnet und lautet:

fmax = 1
T

= 1
2Ts

, [fmax] = Hz

z-Transformation
Um einen diskreten Regler C(z) zu erstellen, verwendet
man das diskrete Analogon der Laplace-Transformation, die
Z-Transformation:

X(z) = Z{x[k]} =
∞∑

k=0
z−k · x[k]

Einige wichtige Eigenschaften der Z-Transformation:
x[k + 1]↔ z ·X(z)− z · x[0] (2)
x[k − 1]↔ z−1 ·X(z) (3)

z = es·Ts (4)

In der diskreten Welt ist die unabhängige Variable nicht mehr
s, sondern z. Gl. (4) liefert die exakte Beziehung zwischen
s ∈ C und z ∈ C.
Beispiel: Mit Gl. (4) kann man das diskrete Äquivalent eines
asymptotisch stabilen Pols nach Lyapunov herleiten:

z = eσTs+ωTsj = eσTs · eωTsj = a · eωTsj

asympt. stabil → σ < 0 → 0 < a < 1
|z| = a → |z| < 1

D.h. die ganze linke Halbebene (σ < 0, asymptotisch stabile
Pole) im s-Raum wird zu einer Scheibe mit Radius 1 (|z| < 1)
im z-Raum. Der Kreis mit Radius 1 ist nicht inbegriffen.

1



2 Entwurf diskreter Regler
Beim Entwurf diskreter Regler werden grundsätzlich zwei
mögliche Pfade unterschieden, im Folgenden Pfad A und
Pfad B genannt.

P (s) C(s)

P (z) C(z)
C̃(z)

Emulationdirekt

discrete-time
Reglerentwurf

continuous-time 
Reglerentwurf

"A"

"B"

Ts "gross" Ts 
"klein"

Pfad A: Diskreter Reglerentwurf
Wenn die Samplingzeit Ts relativ gross ist im Vergleich zur
Dynamik/Zeitkonstante des Systems.

1. System P (s) mit einem Zero-Order Hold diskretisieren,
es resultiert P (z), eine diskrete Systembeschreibung.

2. Diskreten Regler C(z) basierend auf P (z) entwerfen.

Es existiert eine ausführliche Theorie zum Entwurf diskreter
Regler C(z) basierend auf diskreten Systemen P (z). Dies
wird in der Vorlesung RT2 jedoch nicht besprochen.

Pfad B: Emulation
Wenn die Samplingzeit Ts relativ klein ist im Vergleich zur
Dynamik des Systems (was häufig der Fall ist).

1. Mit der Theorie aus RT1 und RT2 wird ein kontinuierli-
cher Regler C(s) für das System P (s) ausgelegt.

2. Mit einer Emulation wird C̃(z), eine diskrete Version des
kontinuierlichen Reglers C(s), erstellt.

Emulation
Durch eine Emulation wird die Variable s im kontinuierlichen
Zeitbereich mit der Variable z im diskreten Zeitbereich
ersetzt. Exakt ist das möglich mit Gl. (4). Unglücklicherweise
ist Gl. (4) nichtlinear und deshalb praktisch nicht umsetzbar.
Deshalb approximiert man den Zusammenhang häufig, ein
Schritt der Emulation genannt wird. Emulationen sind dann
sinnvoll, wenn die diskreten Zeitschritte Ts klein sind im
Vergleich zur Dynamik des beschriebenen Systems. Es gibt
mehrere Approximationen für Gl. (4), die die Emulation mit
der Approximation ex ≈ 1 +x erleichtern. Dabei wird Gl. (4)
jeweils etwas anders geschrieben.

Welche der folgenden Emulationen am sinnvollsten ist,
hängt vom jeweiligen spezifischen Problem ab und muss über
Computersimulationen des Regelsystems oder über Experi-
mente am realen System ermittelt werden. Oft lohnt es sich
die einfachste, garantiert Stabilität erhaltende Methode zu
verwenden (Euler Backward), häufig wird jedoch auch die
Tustin Emulation benutzt.

Euler Forward Emulation

z = es·Ts

≈ 1 + s · Ts

⇒ s ≈ z − 1
Ts

The inverse mappings of the Euler forward, Euler backward, and

Tustin are

m1 : z = T · s+ 1, m2 : z =
1

1− T · s , m3 : z =
1 + s · T/2
1− s · T/2

For continuous-time systems the asymptotically stable poles are

known to be in the open complex left-hand plane. Figure 1 shows

how this set is mapped under the transformations mi.

ImIm Im

Re Re
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mEF(IC−)

m2(IC−)

m3(IC−)
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Mit der Euler Forward Emulation wird die linke Halbebene
in der s-Ebene (Re(s) < 0) auf den grau hinterlegten Bereich
in der z-Ebene abgebildet. D.h. stabile Pole in C(s) können
zu instabilen Polen in C̃(z) werden. (Siehe Beispiel oben: ein
stabiles System in der z-Ebene hat alle Pole innerhalb des
Kreises mit Radius 1 um den Ursprung.) Für den Regelkreis
kann das fatale Folgen haben, weshalb diese Emulation meist
nicht verwendet wird.

Euler Backward Emulation

z = 1
e−s·Ts

≈ 1
1− s · Ts

⇒ s ≈ z − 1
z · Ts

The inverse mappings of the Euler forward, Euler backward, and

Tustin are

m1 : z = T · s+ 1, m2 : z =
1

1− T · s , m3 : z =
1 + s · T/2
1− s · T/2

For continuous-time systems the asymptotically stable poles are

known to be in the open complex left-hand plane. Figure 1 shows

how this set is mapped under the transformations mi.

ImIm Im
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mEB(IC−)

m3(IC−)

Re

Mit der Euler Backward Emulation wird die linke Halbebene
in der s-Ebene auf den gezeigten Bereich in der z-Ebene
abgebildet. D.h. alle stabilen Pole in C(s) werden garantiert
zu stabilen Polen in C̃(z). Ein stabiler Regler C(s) resultiert
also in einem garantiert stabilen Regler C̃(z).

Tustin Emulation (Bilineare Emulation)

z = esTs/2

e−sTs/2

≈ 1 + sTs/2
1− sTs/2

⇒ s ≈ 2(z − 1)
Ts(z + 1)

The inverse mappings of the Euler forward, Euler backward, and

Tustin are

m1 : z = T · s+ 1, m2 : z =
1

1− T · s , m3 : z =
1 + s · T/2
1− s · T/2

For continuous-time systems the asymptotically stable poles are

known to be in the open complex left-hand plane. Figure 1 shows

how this set is mapped under the transformations mi.

ImIm Im

Re Re

11 1

m1(IC−)

m2(IC−)

mT(IC−)

Re

Mit der Tustin Emulation wird die linke Halbebene in der
s-Ebene auf den Kreis mit Radius kleiner eins (|z| < 1) in
der z-Ebene abgebildet. Das bedeutet, dass alle stabilen Pole
in C(s) garantiert zu stabilen Polen in C̃(z) werden. Ein
stabiler Regler C(s) wird also zu einem garantiert stabilen
Regler C̃(z).

2

Beispiel: Für ein System wurde ein zeitkontinuierlicher PI-
Regler C(s) ausgelegt:

C(s) = kp ·
(

1 + 1
Ti · s

)

Der Regler soll schlussendlich auf einem Mikroprozessor
laufen und muss daher in diskreter Form implementiert
werden. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor.

1. Emulation: Beispielhaft wenden wir die Euler Backward
Emulation an und erhalten so die diskrete Version C̃(z) des
PI-Reglers:

C̃(z) = C(s)
∣∣
s= z−1

z·T s

= kp ·
(Ti + Ts) · z − Ti

Ti · (z − 1)

2. Implementierung: Zur Erinnerung: die diskrete
Übertragungsfunktion C̃(z) des Reglers beschreibt den
Zusammenhang zwischen der Z-Transformation des Regel-
fehlers E(z) und dem Reglerausgang U(z):

C̃(z) = U(z)
E(z) → U(z) = C̃(z) · E(z)

Einsetzen der Übertragungsfunktion des Reglers liefert:

Ti · (z − 1) · U(z) = kp ·
(
(Ti + Ts) · z − Ti

)
· E(z)

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit z−1 und erhalten:

Ti ·U(z)−Ti ·z−1 ·U(z) = kp ·(Ti+Ts)·E(z)−kp ·Ti ·z−1 ·E(z)

Durch Anwendung der Definition der Z-Transformation in
Gl. (3) und Umformen erhalten wir schlussendlich eine Dif-
ferenzengleichung, die einfach implementiert werden kann:

u[k] = u[k − 1] + kp ·
Ti + Ts
Ti

· e[k]− kp · e[k − 1]

Dabei hängt der Input u[k] vom Fehler zum Zeitpunkt
k sowie vom Input und vom Fehler aus dem vorherigen
Zeitschritt k − 1 ab.

Bemerkung: Durch das Multiplizieren mit z−1 haben wir die
gesamte Differenzengleichung um einen Index verschoben.
Ohne diesen Zwischenschritt hätten wir Gl. (2) anwenden
können und hätten die folgende Beschreibung erhalten:

u[k + 1] = u[k] + kp ·
Ti + Ts
Ti

· e[k + 1]− kp · e[k]

Der Unterschied liegt nur in der Definition des aktuellen Zeit-
schrittes. Die Frage ist: verwenden wir die Werte aus dem vor-
herigen Zeitschritt (k − 1) um den jetztigen Reglerausgang
(k) zu berechnen, oder verwenden wir die aktuellen Werte
(k) um den nächsten Ausgangswert (k + 1) zu berechnen?
In jedem Fall ist der Reglerausgang während eines gegebe-
nen Zeitschrittes vom Fehler zu Beginn dieses Zeitschrittes
sowie vom Fehler und dem Reglerausgang aus dem vorheri-
gen Zeitschritt abhängig; für die Implementierung sind also
beide Beschreibungen äquivalent.

3
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1 Systembeschreibung
Bisher wurden SISO (single-input, single-output) Systeme
betrachtet, d.h. u(t) ∈ R und y(t) ∈ R.
Neu werden MIMO (multiple-input, multiple-output) Sy-
steme mit mehreren Ein- und Ausgängen betrachtet, wobei
u(t) ∈ Rm und y(t) ∈ Rp. Identisch zum SISO Fall kann das
MIMO System im Zustandsraum dargestellt werden:

d
dtx(t) = A · x(t) +B · u(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm

y(t) = C · x(t) +D · u(t), y(t) ∈ Rp
(1)

Da u(t) und y(t) jetzt Vektoren sind, müssen die Matrizen
B, C und D auf die Dimensionen der Eingänge und der
Ausgänge angepasst werden. Das I/O (Input-Output) Ver-
halten des Systems in Gl. (1) wird identisch wie beim SISO
Fall über die Laplace-Transformation hergeleitet:

s·X(s) = A ·X(s) +B · U(s)
⇒ X(s) = (s · In×n −A)−1 ·B · U(s)
⇒ Y (s) = (C · (sIn×n −A)−1 ·B +D)︸ ︷︷ ︸

P (s)

·U(s), (2)

wobei In×n eine Einheitsmatrix der Dimension n× n ist.

Da U(s) ∈ Cm und Y (s) ∈ Cp wird P (s) eine Matrix:

P (s) =




P1,1(s) P1,2(s) . . . P1,m(s)
P2,1(s) P2,2(s) . . . P2,m(s)

...
... . . . ...

Pp,1(s) Pp,2(s) . . . Pp,m(s)



,

wobei jede Übertragungsfunktion Pi,j(s) : uj → yi eine
gebrochen-rationale Funktion darstellt:

Pi,j(s) = bm,i,j · sm + · · ·+ b1,i,j · s+ b0,i,j

sn + an−1,i,j · sn−1 + · · ·+ a1,i,j · s+ a0,i,j
= bi,j(s)
ai,j(s)

Zur Erinnerung: P (s) beinhaltet nur die gleichzeitig steu-
erbaren und beobachtbaren Teile des Systems in Gl. (1).
Beispiel: Das folgende System soll geregelt werden:

P (s) =
[
P1,1(s) P1,2(s)
P2,1(s) P2,2(s)

]
=
[

a11
s+1

a12
s+1

a21
s+1

a22
s+1

]
, (3)

U(s) =
[
U1(s)
U2(s)

]
, Y (s) =

[
Y1(s)
Y2(s)

]
,

Dabei seien r1(t) = h(t) (Einheitssprung) und r2(t) = 0. Um
die Übertragungsfunktion von R(s) nach Y (s) zu finden
wird die folgende Regelstruktur betrachtet

C(s) P (s)

[
E1(s)
E2(s)

] [
Y1(s)
Y2(s)

][
R1(s)
R2(s)

]

−

Abb. 1: Regelstruktur ohne Störung und ohne Rauschen.

Der Ausgang als Funktion des Fehlers lautet:

Y (s) = P (s) · C(s) · E(s) = P (s) · C(s) ·
[
R(s)− Y (s)

]

Daraus folgt:

Y (s) =
[
I + P (s)C(s)

]−1 · P (s) · C(s) ·R(s)

Vorsicht! Die Reihenfolge der Matrixmultiplikation
P (s) · C(s) kann nicht umgedreht werden, da diese Operati-
on für allgemeine Matrizen nicht kommutiert.
Das System P (s) wird nun für drei verschiedene Fälle der
Verstärkung P (0) simuliert:

P (0) =
[
a11 a12
a21 a22

]
.

Fall 1: a11, a22 � a12, a21

Die Systemparameter werden beispielhaft a11 = a22 = 1 und
a12 = a21 = 0.1 gewählt. Die Matrix P (0) ist diagonaldomi-
nant, es folgt näherungsweise

P (s) ≈
[

a11
s+1 0
0 a22

s+1

]
.

D.h. der Eingang u1(t) wirkt nur auf y1(t) und u2(t) wirkt
nur auf y2(t). Somit kann das Gesamtsystem in zwei SISO
Systeme (r1 → y1 und r2 → y2) unterteilt werden. Die Reg-
lermatrix wird unter dieser Annahme diagonal:

C(s) =
[
C1(s) 0

0 C2(s)

]
,

wobei im gegebenen Beispiel für C1(s) und C2(s) zwei iden-
tische PI-Regler mit kp = 0.1 und Ti = 0.1 s gewählt werden.

5
0

1

t

y(t)

y1(t)
y2(t)

Abb. 2: Fall 1, MIMO Antwort für r1(t) = h(t) und r2(t) = 0.
Obwohl y2(t) in Realität leicht vom Eingang u1(t) abhängt
(an der leichten Erhöhung von y2(t) ersichtlich) lässt sich das
System mit zwei separaten SISO-Reglern gut regeln.
Fall 2: a11, a22 > a12, a21

Die Diagonalelemente von P (0) sind zwar immer noch
grösser, jedoch nicht gross genug um das MIMO System
klar in zwei SISO Systeme zu separieren. Beispielhaft wer-
den a11 = a22 = 1 und a12 = a21 = 0.8 gewählt. Der gleiche
Regler C(s) wie im Fall 1 wird verwendet.

1

5
0

1

t

y(t)

y1(t)
y2(t)

Abb. 3: Fall 2, MIMO Antwort für r1(t) = h(t) und r2(t) = 0.
Die Systemantwort ist sichtlich schlechter. Das liegt daran,
dass der Eingang u1(t) den Ausgang y2(t) nach oben zieht,
und der Eingang u2(t) den Ausgang y1(t) nach unten zieht.
Fall 3: a11, a22 � a12, a21

Falls die dominanten I/O Kanäle des Systems genau verkehrt
geschätzt werden, destabilisiert sich das System mit dem Reg-
ler C(s) aus Fall 1.

5
0
1

t

y(t) y1(t)
y2(t)

Abb. 4: Fall 3, MIMO Antwort für r1(t) = h(t) und r2(t) = 0.
Man könnte C(s) natürlich abändern, sodass C1(s) und C2(s)
auf der Nebendiagonale liegen, dann wäre das Verhalten
äquivalent zu Fall 1.
2 Stabilität, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Die Analyse von MIMO Systemen ist identisch zu derjenigen
von SISO Systemen.
Stabilität nach Lyapunov:
asymptotisch stabil nach Lyapunov:
Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil, Re(λi) < 0.

stabil nach Lyapunov:
Mindestens ein Eigenwert λk von A hat Realteil Re(λk) = 0
und alle anderen Eigenwerte haben negative Realteile.

instabil nach Lyapunov:
Mindestens ein Eigenwert λk von A hat einen positiven Re-
alteil Re(λk) > 0.

Steuerbarkeit
Das System {A,B,C,D} ist vollständig steuerbar, falls die
Steuerbarkeitsmatrix Rn vollen Rang n hat.

Rn =
[
B,AB, . . . , An−1B

]
∈ Rn×(n·m)

Beobachtbarkeit
Das System {A,B,C,D} ist vollständig beobachtbar falls die
Beobachtbarkeitsmatrix On vollen Rang n hat.

On =




C
CA

...
CAn−1



∈ R(n·p)×n

3 Pole und Nullstellen
Einfluss und Bestimmung von Polen und Nullstellen eines
Systems sind im MIMO Fall komplizierter als im SISO Fall.
Definition Matrix Minoren (wichtiges Werkzeug)
Minoren einer Matrix sind die Determinanten aller quadrati-
schen Submatrizen. Die Submatrizen werden durch Streichen
einzelner Zeilen und Spalten der Matrix gebildet.
Polstellen von MIMO Systemen
Die Pole von P (s) sind die Nullstellen des kleinsten gemein-
samen Vielfachen (kgV) der Nennerpolynome aller Minoren
von P (s).
Nullstellen von MIMO Systemen
Die Nullstellen von P (s) sind die Nullstellen des grössten
gemeinsamen Teilers (ggT) der Zähler der Minoren höchster
Ordnung von P (s) nach der Normalisierung, bei der alle Pole
von P (s) im Nenner stehen.1

Zur Erinnerung: Nullstellen s = ζi sind nicht-triviale Fre-
quenzen, bei denen für ein spezifisches Eingangssignal u(t)
und spezifische Anfangsbedingungen x(0) gilt: y(t) = 0∀t.
D.h. die Laplace-Transformation von Gl. (1) erfüllt

(s · In×n −A) ·X −B · U = 0,
C ·X +D · U = 0,

(4)

wobei Gl. (4) nur eine nichttriviale Lösung hat, falls die
folgende Matrix singulär ist:[

(s · In×n −A) −B
C D

]
.

Beispiel:

P (s) =
[

2(s+2)
s+1

3
s+1

1
s+1

1
s+2

]

wird auf Polstellen und Nullstellen analysiert.
Pole Schritt 1: Minoren finden

2(s+ 2)
s+ 1 ,

3
s+ 1 ,

1
s+ 1 ,

1
s+ 2 ,

2s− 1
(s+ 1)2

Pole Schritt 2: Das kgV der Pole aller Minoren finden
p(s) = (s+ 1)2 · (s+ 2)

⇒ P (s) hat somit eine zweifache Polstelle bei s = −1 und
eine einfache Polstelle bei s = −2.
Nullstellen Schritt 1: Minoren höchster Ordnung findena

2s− 1
(s+ 1)2

Nullstellen Schritt 2: Minoren höchster Ordnung norma-
lisieren, sodass alle Pole im Nenner stehen:

(2s− 1)
(s+ 1)2 ·

(s+ 2)
(s+ 2)

Nullstellen Schritt 3: Übertragungs-Nullstellen sind die
Nullstellen des ggT der Zähler der normalisierten Minoren
höchster Ordnung

ggT: (2s− 1)(s+ 2)
⇒ P (s) hat somit eine einfache Nullstelle bei s = 1

2 und eine
einfache Nullstelle bei s = −2.
aQuadratische Matrizen haben immer einen Minor höchster Ordnung.

1Die Textdefinition ist eher schwer verständlich. Es empfiehlt sich das
Verfahren mittels Beispielen zu verstehen.
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1 Relative Gain Array (RGA)
Mit dem Relative Gain Array (RGA) kann man bestimmen,
ob ein MIMO-System gut mit separaten SISO-Reglern
regelbar ist. Dazu wird die Verstärkung |Pij(jω)| jeder
Übertragungsfunktion von Eingang uj auf Ausgang yi bei
Frequenz ω für zwei Extremfälle betrachtet. Das Verhältnis
der beiden Werte ist der Relative Gain. Das RGA ist
schlussendlich eine Matrix mit den Verhältnissen aller
Übertragungsfunktionen bei einer gegebenen Frequenz ω.
Die Extremfälle für die Übertragungsfunktion P11 werden
illustrativ mit folgender Abbildung dargestellt:

24 2 Relative-Gain Arrays and Singular Values

−

u2(t)
C21

P11 P12

P22P21

u1(t)

y2(t)

y1(t)
P11 P12

P22P21

u1(t)

y2(t)

y1(t)

−

u2(t)
C22

Figure 2.1: System structure used to derive the RGA matrix of a 2× 2 plant;
left for the element [RGA(s)]11 and right for [RGA(s)]12.

Two extreme cases can now be distinguished:

� First assume almost open-loop conditions (C22 ≈ 0): in this case the
transfer function u1 → y1 is approximately equal to P11.

� Second assume high controller gains (P22C22 � 1): in this case the transfer
function u1 → y1 is approximately equal to (P11P22 − P12P21) /P22.

The element (1, 1) of the matrix RGA(s) is now defined as the ratio be-
tween these two transfer functions

[RGA]11 = P11/

(
P11P22 − P12P21

P22

)

=
P11P22

P11P22 − P12P21
(2.2)

By repeating these calculations with a controller C11 that closes the loop from
y1 to u1 the result [RGA(s)]22 = [RGA(s)]11 is obtained.

The main point is now that if the plant is diagonally dominant, the term
[RGA(s)]11 must be close to 1 because in this case the channel u1 → y1
is not affected substantially by the presence of C22 (similar open-loop and
closed-loop behaviors). As Equation (2.2) shows, this is the case if P12 · P21

is much smaller than P11 · P22. If [RGA(s)]11 substantially differs from 1, the
MIMO interactions (as defined by P12 and P21) are important, such that a
SISO-similar approach is not recommended.

To compute the element [RGA(s)]21, the transfer function u1 → y2 is ana-
lyzed closing the loop from y1 to u2, as shown on the right side of Figure 2.1.
As in the previous case, the element [RGA(s)]21 is the ratio between the
resulting open-loop (C21 ≈ 0) transfer function and the resulting high-gain
(P12C21 � 1) transfer function. The final result obtained after a few steps is

[RGA]21 =
−P12P21

P22P11 − P21P12
(2.3)

Der Regler C22 sollte dabei als eine Art hypothetische Grösse
verstanden werden, mit der entweder u2(t) = 0 oder y2(t) = 0
gesetzt werden kann, mehr dazu im Folgenden.

Extremfall 1: “open-loop” ↔ C22 = 0
Das System wird “open-loop” betrachtet: Es wird angenom-
men dass der Regler C22 = 0 ist, d.h. dass nur der Eingang u1
den Ausgang y1 beeinflusst während im allgemeinen Fall alle
anderen Eingänge null sind: uj = 0∀j\{1}. In diesem Fall ist
die Übertragungsfunktion von u1 auf y1:

Pu1→y1(s) = P11(s).

Extremfall 2: “perfect closed-loop” ↔ C22“=”∞
Es wird angenommen, dass im allgemeinen Fall alle Ausgänge
ausser der betrachtete Ausgang y1 perfekt auf null geregelt
werden, d.h. yi = 0∀i\{1}. Im gegebenen Beispiel heisst das,
dass u2(t) so gewählt ist, dass y2(t) = 0∀t. Dies wird sche-
matisch mit einem Regler unendlicher Verstärkung C22“=”∞
dargestellt. Dann ist die Übertragungsfunktion von u1 auf y1:

Pu1→y1(s) = P11(s) · P22(s)− P12(s) · P21(s)
P22(s) .

Der Relative Gain ist das resultierende Verhältnis zwi-
schen open-loop und closed-loop Verhalten:

[RGA(s)]11 = P11(s) · P22(s)
P11(s) · P22(s)− P12(s) · P21(s) .

Dieses Verhältnis hat eine sehr schöne Interpretation: Es wie-
derspiegelt die Änderung der Verstärkung von Eingang u1 auf
Ausgang y1 im Fall, dass alle anderen Regelkreise des MIMO
Systems perfekt geschlossen werden. Der Relative Gain beant-
wortet also die Frage: “Wenn ein Regler vom Eingang u1 auf
den Ausgang y1 basierend auf dem open-loop System P11 aus-
gelegt wird, welche veränderten Verhältnisse trifft dieser Reg-
ler an, wenn er schlussendlich im geregelten MIMO-System
verwendet wird?”

SISO-fähiges Pij(s) ↔ [RGA(s)]ij ≈ 1
Die Verstärkung von Eingang uj auf Ausgang yi im closed-
loop geregelten MIMO-System ist identisch zur Verstärkung
der Übertragungsfunktion Pij(s). Basierend auf Pij(s) kann
also ein sinnvoller Regler entworfen werden, der den Ausgang
yi mit dem Eingang uj regelt.

Nicht SISO-fähiges Pij(s) ↔ [RGA(s)]ij ≈ 0
Die Verstärkung der Übertragungsfunktion Pij(s) ist ver-
nachlässigbar im Vergleich zur resultierenden Verstärkung
von Eingang uj auf Ausgang yi im closed-loop geregelten MI-
MO System. Basierend auf Pij(s) kann also kein sinnvoller
Regler entworfen werden, der den Ausgang yi mit dem Ein-
gang uj regelt.

Instabiles Verhalten für Pij(s) ↔ [RGA(s)]ij < 0
Das Vorzeichen der Verstärkung der Übertragungsfunktion
von uj auf yi im MIMO System unterscheidet sich vom Vor-
zeichen von Pij(s). D.h. ein SISO-Regler, ausgelegt basierend
auf Pij(s), hat, wenn er im closed-loop geregelten MIMO-
System verwendet wird, eine entgegengesetzte Wirkung. Die-
ser Regler entspricht einem positiven Feedback, das MIMO
System kann mit diesem Regler also destabilisiert werden.
Das RGA ist die Matrix mit den Relative Gains aller
Übertragungsfunktionen als Einträgen.
Das RGA einer 2× 2 Regelstrecke P (s) ist:

RGA(s) =




P11P22
P11P22−P12P21

−P12P21
P22P11−P21P12

−P12P21
P22P11−P21P12

P11P22
P11P22−P12P21


 . (1)

Das RGA eines allgemeinen MIMO-Systems P (s) kann wie
folgt berechnet werden:

RGA(s) = P (s) .× P (s)−>,

wobei . × eine elementweise Multiplikation beschreibt und
P (s)−> die Inverse der Transponierten ist.
Eigenschaften des RGA:
Aus Gl. (1) ist ersichtlich, dass die Summe der Spalten und
der Zeilen des RGA immer 1 ergeben. Dies gilt auch für
RGAs höherer Ordnung.
Dies führt, kombiniert mit der obigen Analyse zu den
individuellen Einträgen [RGA(s)]ij , zu folgendem Fazit:
Falls das RGA bei einer gegebenen Frequenz ω ungefähr eine
Einheitsmatrix ist:

|RGA(jω)| ≈




1 0 0
0 . . . 0
0 0 1


 ,

dann ist das betrachtete MIMO-System bei dieser Frequenz
mit individuellen SISO-Reglern regelbar. Oder allgemein: falls
in jeder Zeile/Spalte ein Eintrag sehr nahe bei 1 ist und die
anderen nahe bei 0, sind diese Kombinationen von Ein- und
Ausgängen gut mit einem SISO-Regler regelbar.

1

Beispiel: Das RGA des Systems

P (s) =




a11
τs+1

a12
τs+1

a21
τs+1

a22
τs+1




lautet

RGA(s) =




a11a22
a11a22−a12a21

−a12a21
a22a11−a21a12

−a12a21
a22a11−a21a12

a11a22
a11a22−a12a21




Es werden 3 verschiedene Fälle betrachtet.
Fall 1: a11 = a22 = 1, a12 = a21 = 0.1
Das RGA lautet:

RGA(s) =
[

1.01 −0.01
−0.01 1.01

]
≈
[
1 0
0 1

]

⇒ Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden, y1 wird mit u1 geregelt, y2 mit u2.
Fall 2: a11 = a22 = 0.1, a12 = a21 = 1
Das RGA lautet:

RGA(s) =
[
−0.01 1.01
1.01 −0.01

]
≈
[
0 1
1 0

]

⇒ Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden. y1 wird mit u2 geregelt, y2 mit u1.
Fall 3: a11 = a22 = a12 = 1, a21 = −1
Das RGA lautet:

RGA(s) =
[
0.5 0.5
0.5 0.5

]

⇒ Die einzelnen Ausgänge lassen sich schlecht mit individu-
ellen Eingängen regeln, da im MIMO-System starke Querein-
flüsse vom jeweils anderen Eingang zu erwarten sind.

2 Singulärwerte
Im Folgenden werden Eigenschaften zur linearen Abbildung

y = M · u, u ∈ Cm, y ∈ Cp, M ∈ Cp×m

beschrieben. Insbesondere erfüllt der Ausgang y folgende
wichtige Eigenschaft:

σmin(M) ≤ ||y||||u|| ≤ σmax(M),

wobei ||.|| die euklidische Norm ist und

σi(M) =
√
λi(M

> ·M) > 0,

die Singulärwerte der Matrix M sind. M
> ist die

Transponierte der Komplex-konjugierten von M . Die Sin-
gulärwertzerlegung (SVD) der Matrix M lautet:

M = U · Σ · V >,
wobei Σ die Singulärwerte σi auf der Hauptdiagonalen hat.
U und V

> sind unitäre (längenerhaltende) Transformations-
matrizen:

U · U> = I, V · V > = I

Beispiel: Alle Eingänge {u | ||u|| = 1} sollen mit

M =
[
0.4009 −1.0133
1.4015 −1.0480

]

abgebildet werden. Die Singulärwertzerlegung lautet:

M =
[

1/2 −
√

3/2√
3/2 1/2

]

︸ ︷︷ ︸
U

·
[
2 0
0 0.5

]

︸ ︷︷ ︸
Σ

·
[

1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

]

︸ ︷︷ ︸
V >

Für die euklidische Norm beschreibt ||u|| = 1 einen Kreis mit
Radius 1. Der Kreis wird mit V > zuerst um π/4 rotiert, dann
werden die Hauptachsen des Kreises mit den Singulärwerten
in Σ skaliert, sodass eine Ellipse entsteht. Letztendlich wird
die Ellipse um π/3 rotiert.

-2 -1 0 1 2
-2
-1
0
1
2

-2 -1 0 1 2
-2
-1
0
1
2

V >·

-2 -1 0 1 2
-2
-1
0
1
2

Σ·

-2 -1 0 1 2
-2
-1
0
1
2

U ·

Abb. 1: Lineare Transformation M als Folge der Transforma-
tionen V >, Σ und U .
Die Transformationen V > und U beschreiben in diesem Bei-
spiel reine Rotationen. Spiegelungen sind auch möglich und
erfüllen somit auch Unitarität. Zusätzlich sollen die Eingänge
gefunden werden, die den Ausgang maximal und minimal an-
regen. Da die Zeilen der Matrix V > orthonormal sind, ent-
sprechen die Zeilen von V > den Eingängen, die die Haupt-
achsen anregen. Das heisst

||Y || = σmin für u =
[

1/
√

2
1/
√

2

]

||Y || = σmax für u =
[

1/
√

2
−1/
√

2

]

Abb. 2: Minimale und maximale Anregungsrichtung.

M · u

u

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

2
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1 Frequenzantworten SISO - Recap
Ein lineares asymptotisch stabiles System P (s), welches mit
einem harmonischen Eingang

u(t) = cos(ωt) · h(t)

bei der fixen Frequenz ω angeregt wird (h(t) ist der Einheits-
sprung), produziert im eingeschwungenen Zustand ein har-
monisches Signal bei derselben Frequenz:

y∞(t) = |P (jω)| · cos(ωt+ ∠P (jω))

Dabei ist die Systemantwort um ϕ(ω) = ∠P (jω) phasen-
verschoben, und um m(ω) = |P (jω)| skaliert. Um die Fre-
quenzantwort übersichtlich darzustellen, können ∠P (jω) und
|P (jω)| entweder gemeinsam in einem Nyquist-Diagramm
dargestellt werden, oder separat in einem Bode-Diagramm.
2 Frequenzantworten MIMO
Im MIMO-Fall ist der Eingang u(t) ein Vektor harmonischer
Funktionen:

u(t) =




µ1 · cos(ωt+ ϕ1) · h(t)
µ2 · cos(ωt+ ϕ2) · h(t)

. . .
µm · cos(ωt+ ϕm) · h(t)


 (1)

Die Frequenzanalyse beschränkt sich auf eine gemeinsame frei
wählbare Anregungsfrequenz ω auf allen Kanälen. Die Anre-
gungsmagnituden µi und Anregungsphasen ϕi können sepa-
rat gewählt werden. Die Laplace-Transformierte von Gl. (1)
lautet:

U(s) =




eϕ1·s/ω · µ1 · s
s2+ω2

eϕ2·s/ω · µ2 · s
s2+ω2

. . .

eϕm·s/ω · µm · s
s2+ω2




(2)

und kann mit den Definitionen Φ = diag(ϕi) ∈ Rm×m und
µ = [µ1, . . . , µm]> ∈ Rm umgeschrieben werden zu:

U(s) = eΦ·s/ω · µ · s

s2 + ω2 (3)

Ähnlich wie im SISO-Fall ist die Systemantwort im einge-
schwungenen Zustand ein Vektor harmonischer Funktionen
bei derselben Frequenz ω:

y∞(t) =




ν1 · cos(ωt+ ψ1) · h(t)
ν2 · cos(ωt+ ψ2) · h(t)

. . .
νm · cos(ωt+ ψm) · h(t)


 (4)

Identisch zu Gl. (3) wird die Laplace-Transformierte von
Gl. (4) mit den Definitionen Ψ = diag(ψi) ∈ Rm×m und
ν = [ν1, . . . , νm]> ∈ Rm zu

Y (s) = eΨ·s/ω · ν · s

s2 + ω2 . (5)

Die Frequenzantwort Y (jω) lautet

Y (jω) = P (jω) · U(jω).

Einsetzen von Gl. (5) und Gl. (3) liefert

ejΨ · ν = P (jω) · ejΦ · µ (6)

Bemerkung: Gl. (6) beinhaltet den Term s
s2+ω2 nur deshalb

nicht mehr, weil in der Konstruktion des Eingangs Gl. (1) die
Frequenz auf allen Kanälen identisch gewählt wurde.
Gl. (6) hat die Form einer linearen Abbildung:

y︸︷︷︸
ejΨ·ν

= M︸︷︷︸
P (jω)

· u︸︷︷︸
ejΦ·µ

(7)

Eine lineare Abbildung y = M · u erfüllt die Eigenschaft

σmin(M) ≤ ||y||||u|| ≤ σmax(M), (8)

wobei σmin(M) und σmax(M) der kleinste und grösste
Singulärwert der Matrix M sind.

Einsetzen von Gl. (7) in Gl. (8) liefert:

σmin(P (jω)) ≤ ||ν||||µ|| ≤ σmax(P (jω)) (9)

wobei die Eigenschaft ||ejΨ|| = ||ejΦ|| = 1 verwendet wurde.

Die Singulärwerte in Gl. (9) geben für den eingeschwungenen
Zustand Schranken vor für den Betrag der Amplituden ||ν||.
Sie sind ein Mass für die worst-case Amplitude die man bei
der Anregung mit einer gegebenen Frequenz ω erwarten kann.
Beispiel: Das System

P (s) =




1
s2+0.3s+1

0.2
s2+0.5s+1

0.2
s2+s+1

1
s2+s+1


 (10)

soll für {µ | ||µ|| = 1} bei ω = 0.7 rad/s so angeregt werden,
dass ||ν|| = σmax(P (j · 0.7)) gilt.

σmin/max 0.1 1 10

0

-40

σmax

σmin

ω0.7

Abb. 1: Singulärwerte von P (jω) als Funktion der Frequenz
Die Berechnung der maximalen Singulärwerte bei ω =
0.7 rad/s liefert σmax(P (j ·0.7)) = 1.914. Das heisst, man kann
erwarten, dass die Ausgänge y1 und y2 je Amplituden ν1 und
ν2 haben werden, die kleiner sind als 1.914.

1

Die Norm ||ν|| jedoch wird bei der maximalen Anregung 1.914
sein. Um die Anregungsrichtung zu finden, bei der ||ν|| maxi-
mal wird, verwendet man die Singulärwertzerlegung der Ma-
trix P (j · 0.7):

P (j · 0.7) = U · Σ · V > =
[
−0.8724 + 0.3635j 0.3089− 0.1068j
−0.2167 + 0.2447j −0.6691 + 0.6675j

]
·

[
1.914 0

0 1.056

]
·

[
−0.9344 −0.3525 + 0.0515j
0.3562 −0.9246 + 0.1351j

]

Die maximale Anregungsrichtung entspricht der ersten Spal-
te von V , wenn der maximale Singulärwert in Σ an erster
Stelle stehta. Zur Bemerkung: der maximale Singulärwert in
Σ stimmt mit dem aus Abb. 1 ausgelesenem Singulärwert
überein. Die maximale Richtung lautet somit:

ζmax =
[

−0.9344
−0.3525− 0.0515j

]
=
[
ej·π 0

0 e−j·2.9965

]
·
[
0.9344
0.3562

]

Der Eingang lautet damit:

u(t) =
[

0.9344 · cos(0.7 · t+ π)
0.3562 · cos(0.7 · t− 2.9965)

]

Eine Simulation des Systems mit Eingang u(t) liefert:

0 10 20 30 40 50-3
-2
-1
0
1
2
3

1.914

t

y 1
(t

)

|ν1| = 1.807

0 10 20 30 40 50-3
-2
-1
0
1
2
3

1.914

t
y 2

(t
)

|ν2| = 0.632

Abb. 2: Maximale kollektive Anregung der Eingänge y1(t)
und y2(t) bei der Frequenz ω = 0.7 rad/s.
Bemerkungen zu diesem Beispiel:

• |ν1| < σmax ⇒ y1,∞ < σmax

• |ν2| < σmax ⇒ y2,∞ < σmax

•
√
|ν1|2 + |ν2|2 = 1.914 = σmax (nur weil die maximale

Richtung angeregt wird)

• y1(t) > σmax für t ≈ 5 s, da das System noch nicht
eingeschwungen ist

aWo genau der maximale Singulärwert in der Matrix Σ eingetragen
ist, hängt vom Algorithmus ab, der zur Berechnung der Singulärwerte
verwendet wird. Normalerweise sind die Singulärwerte in der Matrix
Σ der Grösse nach sortiert, sodass links oben der grösste Singulärwert
steht und rechts unten der kleinste: Σ = diag(σmax, . . . , σmin).

3 Singulärwertverläufe als Werkzeug in der
Regelungstechnik
Die Singulärwertverläufe (wie in Abb. 1) können für beliebige
Übertragungsfunktionen, wie z.B. die Sensitivität S(s), die
komplementäre Sensitivität T (s) oder die ‘return difference’
Q(s) berechnet werden:

T (s) = (I + P (s) · C(s))−1 · P (s) · C(s)
S(s) = (I + P (s) · C(s))−1

Q(s) = I + P (s) · C(s)

Mit der Definition der Systemnorm

||G(s)||∞ = max
ω

(
max
i
σi(G(jω))

)
,

hat dann z.B. die Sensitivität eine schöne Interpretation.
Die Systemnorm ||S(s)||∞ ist die maximal zu erwartende
(worst-case) Verstärkung des Störungssignals.

σmin/max 0.1 1 10

0

-40

σmax

σmin

||S(s)||∞
ω

Abb. 3: Singulärwerte von S(jω) als Funktion der Frequenz
in blau. Systemnorm in rot.
Falls die Systemnorm ||S(s)||∞ sehr klein ist, weiss man, dass
man eine gute Störungsunterdrückung hat, da die Norm die
maximale Verstärkung beschreibt.
Eine ähnliche Überlegung erlaubt es, mit der Minimum Re-
turn Difference (analog zum SISO-Fall) die Robustheit des
Regelkreises im ‘worst case’ zu analysieren:

µmin = min
ω

(
min
i
σi(I + L(jω))

)
.

Singulärwertverläufe vs. Bode-Verstärkungsverläufe:
Die Singulärwertverläufe sind also das MIMO-Analogon
der SISO-Bode-Verstärkungsverläufe: basierend auf den
Singulärwertverläufen lassen sich im MIMO Fall bei der
Reglerauslegung und Sytemanalyse ähnliche Überlegungen
machen wie in der SISO Reglerauslegung mit den Bode-
Verstärkungsverläufen.

Der grosse Unterschied zwischen Singulärwertverläufen im
MIMO-Fall und Bode-Verstärkungsverläufen im SISO-Fall
ist, dass die Bode-Verläufe die effektive Verstärkung eines
harmonischen Eingangssignales darstellen, während die Sin-
gulärwertverläufe nur eine worst-case Abschätzung sind.

2
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1 Infinite Horizon LQR Formulierung
Im Vergleich zu SISO-Reglern ist das Auslegen von MIMO-
Reglern komplexer. Ein Ansatz, der einen intuitiven trade-off
zwischen Regelfehler und Regleraufwand erlaubt, ist die
linear quadratic regulator (LQR) Formulierung. Die Kompo-
nenten linear, quadratic und regulator werden nun separat
betrachtet.
Linear: Das System, welches geregelt wird, ist linear :

d
dtx(t) = A · x(t) +B · u(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm

Quadratic: Definition einer quadratischen Kostenfunktion:

J(u(t)) =
∫ ∞

0

(
x(u(t))> ·Q ·x(u(t))+u(t)> ·R ·u(t)

)
dt (1)

Der optimale Eingang u∗(t) minimiert die Kostenfunktion J :

u∗(t) = arg min J(u(t))

Die Zustände x(t) und Eingänge u(t) werden im Optimie-
rungsproblem mit Q und R gewichtet, wobei

Q = Q> ∈ Rn×n, Q < 0, und R = R> ∈ Rm×m, R � 0

Das Symbol < heisst positiv semidefinit und � positiv definit.
Die Definitheit der Matrizen Q und R ist notwendig, damit
das Argument des Integrals in Gl. (1) quadratisch konvex ist.
Somit ist das Minimum von J(u) einzigartig, falls es existiert.
Regulator: Der Regler löst das regulator Problem:

lim
t→∞

x(t) = 0

Das heisst, der Regler bringt den Zustandsvektor in unendli-
cher Zeit in seinen Ursprung.
Die Matrizen Q und R sind einstellbare Grössen, welche ver-
wendet werden, um das Optimierungsproblem so zu definie-
ren, dass die resultierende Lösung zufriedenstellend ist. Mehr
dazu später.
Beispielhaft werden zwei Fälle betrachtet:
Q ↑ =̂ R ↓ 1 Je grösser Q relativ zu R, desto teurer ist es,

wenn x(t) nicht im Ursprung ist. Das heisst, das System wird
schnell an den Ursprung geregelt, um die Kosten tiefstmöglich
zu halten. Dabei wird u(t) jedoch betragsmässig gross sein.
Q ↓ =̂ R ↑ Je grösser R relativ zu Q, desto teurer ist es, viel

Energie mit den Ausgangsgrössen auszugeben. Das heisst, das
System wird langsam (mit betragsmässig kleinem Regelsignal
u(t)) in den Ursprung geregelt.

1Eine Erhöhung der Eigenwerte von Q hat den gleichen Effekt wie eine
Reduzierung derer von R. Nur die relative Grösse ist von Relevanz.

2 Lösung der LQR-Formulierung
Die Lösung der LQR-Formulierung ist eine lineare Zu-
standsrückführung und lautet

u∗(t) = −K · x(t), wobei K = R−1 ·B> · Φ (2)

Dabei ist Φ die einzige positiv definite Lösung der algebrai-
schen Riccati Gleichung:

Φ ·B ·R−1 ·B> · Φ− Φ ·A−A> · Φ−Q = 0 (3)

Wählt man

Q = C̃> · C̃, C̃ ∈ Rp×n, wobei p = rank(Q)

dann existiert die positiv definite Matrix Φ garantiert, falls
{A,B} vollständig steuerbar und {A, C̃} vollständig beob-
achbar sind. Diese Bedingungen sind hinreichend, aber nicht
notwendig.

K

B
∫

A

x(t)

−

u(t)

x(0)

Abb. 1: Standard LQR: lineare Zustandsrückführung
Bemerkungen:

• Die Matrix C̃ hat generell nichts mit der Systemaus-
gangsmatrix C zu tun. Falls jedoch ein Systemausgang
y = C · x definiert wird, und C̃ = C gewählt wird, wird
die euklidische Norm des Systemausganges ||y(t)||2 in der
Kostenfunktion berücksichtigt, da:

x> ·Q ·x = x> · C̃> · C̃ ·x = x> ·C> ·C ·x = y> ·y = ||y||2

• Die Matrix K ist statisch, sie muss für gegebene
{A,B,Q,R} nur einmal berechnet werden.

• Der Begriff infinite horizon bezieht sich auf die Integra-
tionsschranken in Gl. (1): von null bis unendlich.

• Die Dynamik des nach Gl. (2) geregelten Systems lautet
d
dtx = (A−BK) · x. Die Matrix A−BK ist garantiert
Hurwitz (Realteil aller Eigenwerte kleiner null), d.h. der
geschlossene Regelkreis ist asymptotisch stabil.

• Der open loop gain lautet LLQR(s) = K · (sI −A)−1 ·B.
Dies entspricht einer Öffnung des Kreises am Systemein-
gang.

• Normalerweise steht nicht der ganze Zustand x(t) als
Messung zur Verfügung. Im späteren LQG Kapitel wird
der LQR Ansatz basierend auf einer Schätzung von x(t)
eingeführt.

• Der Regler (Gl. (2)) führt die Zustände linear zurück,
man spricht von einer linearen Zustandsrückführung oder
einem “linear state feedback controller”.

1

Beispiel 1: Ein Klotz mit Masse m = 1 sei in z1− und
in z2−Richtung mit einem Dämpfer und mit einer Feder
verbunden. (Der Einfachheit halber lassen wir im Folgenden
die Einheiten weg und betrachten normierte Grössen.) Die
Federn seien bei z̄1 = 1 und z̄2 = 1 im Gleichgewicht. Die
Federkonstante sei k = 0.5 und die Dämpferkonstante sei
c = 0.05.

z2

z1

m

u2

u1

Mit der Definition der
Zustände

x1 = z1 − z̄1

x2 = z2 − z̄2

x3 = ż1

x4 = ż2,

folgen die Zustandsgleichun-
gen des Systems:

ẋ =




0 0 1 0
0 0 0 1
−0.5 0 −0.05 0

0 −0.5 0 −0.05




︸ ︷︷ ︸
A

·




x1
x2
x3
x4


+




0 0
0 0
1 0
0 1




︸ ︷︷ ︸
B

·
[
u1
u2

]

Um das System mit der LQR-Formulierung an den Ursprung
zu regeln, müssen die Matrizen Q und R noch eingestellt
werden. Eine erste, willkürliche Wahl ist Q = I4×4 und
R = I2×2. Die Matrizen A, B, Q, und R werden nun in
Gl. (3) eingesetzt, und das Gleichungssystem wird nach Φ
aufgelöst. Anschliessend wird K mit Gl. (2) berechnet. Eine
Simulation des Systems, startend in x0 = [1, 1, 0, 5], liefert:

0 1

0

1

x1

x
2

0

0

5

ẋ1

ẋ
2

-0.6 0
-12

-6

0

u1

u
2

0 3 6 9 12

0

1.5

3

t

x1
x2

0 3 6 9 12

0

4

t

ẋ1
ẋ2

0 3 6 9 12
-12

-6

0

t

u1
u2

Abb. 2: Systemantwort für Q = I4×4 und R = I2×2.
Das System soll nun in x2−Richtung etwas schneller an den
Ursprung geregelt werden. Dafür kann man z.B. den Eintrag
Q(2, 2) auf 3 erhöhen, sodass:

Qneu =




1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




Dadurch, dass Q(2, 2) erhöht wird, macht man Werte un-
gleich null des zweiten Zustands x2 teurer. Das Minimum der
Kostenfunktion wird demnach in eine Richtung verschoben,
die x2 kleiner hält. Kneu wird berechnet und das System
wird simuliert, startend in x0:

0 1

0

1

x1

x
2

0

0

5

ẋ1

ẋ
2

-0.6 0
-12

-6

0

u1

u
2

0 3 6 9 12

0

1.5

3

t

x1
x2

0 3 6 9 12

0

4

t

ẋ1
ẋ2

0 3 6 9 12
-12

-6

0

t

u1
u2

Abb. 3: Systemantwort für Qneu und R = I2×2.
Im neuen x1−x2 Graph sieht man, dass x2 merklich weniger
ausschlägt, wie erwartet. Um x2 tief zu halten, wird u2 (siehe
u1 − u2 Graph) jedoch grösser.
Bemerkungen:

• Die Richtungen x1 und x2 sind in diesem Beispiel ent-
koppelt. Somit wären zwei SISO-Regler auch genügend.

• Der Workflow lautet: System modellieren → A und B
extrahieren → Q und R wählen → Φ mit Gl. (3) be-
rechnen → K mit Gl. (2) berechnen → x0 wählen und
simulieren.

3 Eigenschaften von Infinite Horizon Reglern
Stabilität:
Die Matrix A−B ·K des geschlossenen Regelkreises ist ga-
rantiert Hurwitz. Der resultierende geschlossene Regelkreis ist
also auch garantiert stabil.
Störungsunterdrückung:
Der Standard LQR Regelkreis kann konstante Störungen
nicht unterdrücken. Eine integrative Erweiterung, wie weiter
unten gezeigt, ermöglicht dies jedoch.
Robustheit:
Für die Wahl R = r · I hat die die minimum return difference
µmin,LQR folgende Eigenschaft:

µmin,LQR = min
ω

(
min
i
σi(I + LLQR(jω))

)
≥ 1 (4)

Im SISO-Fall hat diese Eigenschaft eine schöne Interpretati-
on: Gl. (4) garantiert, dass der Nyquist-Plot nie in den um −1
zentrierten Kreis mit Radius 1 eintritt. Wie in Abb. 4 geome-
trisch ersichtlich, garantiert dies wiederum, dass der Regel-
kreis auch bei einer Verstärkung k im Bereich k ∈ [0.5,∞)
noch garantiert stabil ist. Zudem hat der Kreis eine Phasen-
reserve (phase margin) von ϕ ≥ 60◦, was einer sehr guten
Robustheit entspricht.
Modifiziert man die Riccati-Gleichung mit β > 1 wie folgt

1
β
· Φβ ·B ·R−1 ·B> · Φβ − Φβ ·A−A> · Φβ −Q = 0

so resultiert die Lösung Φβ . Damit wird der Regelkreis noch
robuster, da dann gilt:

µmin,β = min
ω

(
min
i
σi(βI + LLQR(jω))

)
≥ β.

2



Das heisst, dass der Nyquist-Plot nie in dem um −β zentrier-
ten Kreis mit Radius β eintritt.

LLQR(jω)

ϕ

Imaginary Axis

Real Axis−1

Abb. 4: Nyquist Plot eines offenen LQR Regelkreises LLQR(s).

4 Folgeregelung - Infinite Horizon LQR
Die LQR-Formulierung löst nur das Regulator Problem
und erscheint zunächst etwas einschränkend. Man kann
jedoch die Linearität des Systems ausnützen, um einen
gewünschten konstanten Zustand x∞ oder eine gewünschte
konstante Referenz r∞ für einen gegebenen Systemausgang
y(t) anzusteuern.
Zustandsreferenz
Ein lineares System beschreibt die Dynamik von Differenzen.
Wir können den Ursprung des Systems demnach in einen
neuen Punkt {u∞, x∞} verschieben, mit den Definitionen
∆x = x− x∞, und ∆u = u− u∞. Die Dynamik des Systems
in den neuen Variablen lautet:

∆ẋ = A ·∆x+B ·∆u
Die Regelung auf den konstanten Zustand x∞ erfolgt durch
Subtraktion von x∞ sowie Addition von u∞ an der geeigneten
Stelle im Regelkreis, wie gezeigt in Abb. 5, oder analog und
identisch durch Addition eines einzigen konstanten Wertes am
Reglerausgang, wie in Abb. 6.

K

B
∫

A

x(t)

−

u(t)

x∞

−
u∞

∆x(t)

Abb. 5: Subtraktion von x∞ sowie Addition von u∞.

K

B
∫

A

x(t)

−

u(t)K · x∞ + u∞

Abb. 6: Addition eines konstanten Wertes am Systemeingang.
Bemerkungen

• Der Wert u∞ ist statisch für eine statische Referenz x∞.

• Die Folgeregelung mit feedforward kann keine Störungen
unterdrücken.

Ausgangsreferenz
Wenn das System ein Ausgangssignal y(t) = C · x(t) be-
sitzt, kann dieser Ausgang mit einer Vorsteuerung auf eine
gewünschte konstante Referenz r(t) = r∞ · h(t) geregelt

werden. Das dafür nötige konstante Vorsteuersignal (wie
gesehen bei der Zustandsreferenz) kann wie folgt berechnet
werden:

ur(t) = −
(
C(A−BK)−1B

)−1

︸ ︷︷ ︸
Γ

· r(t) (5)

Die Matrix Γ existiert garantiert, falls die
Übertragungsfunktion des linearen System {A,B,C,D}
keine Nullstellen im Ursprung hat.

Γ
r(t)

K

B
∫

A

C

x(t) y(t)

−

u(t)ur(t)

Abb. 7: Addition eines einzigen konstanten Wertes am Reg-
lerausgang durch eine Vorsteuerung.
Beispiel 2: Das System aus dem vorherigen Beispiel soll
nun zur Position x1,∞ = 2 und x2,∞ = 2 geregelt werden.
Falls das System im Punkt {x1,∞, x2,∞} im Gleichge-
wicht ist, werden die Geschwindigkeiten null sein, d.h.
x3,∞ = x4,∞ = 0. Der gewünschte Zustand lautet somit
x∞ = [2, 2, 0, 0]>.
Zuerst wird das statische feedforward Signal berechnet.
Intuitiv werden die Federn im Zustand x = x∞ komprimiert
sein. Im Gleichgewicht wird {u∞} demnach genau die Kraft
der komprimierten Federn ausgleichen. Das System soll nun
bei x = x∞ mit u = u∞ im Gleichgewicht sein:

A · x∞ +B · u∞ != 0
Einsetzen liefert:
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·
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+
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·
[
u1,∞
u2,∞

]
=




0
0
0
0




Auflösen nach u∞ ergibt u1,∞ = u2,∞ = 1. Intuitiv: Die
komprimierten Federn drücken im Gleichgewicht genau mit
einer Kraft von F(.) = k · r(.) = 0.5 · 2 = 1 = u(.),∞.
Das System wird simuliert, startend im Punkt
x0 = [1, 1, 0, 5]>, mit Q = I4×4, R = I2×2, x∞ = [2, 2, 0, 0]>,
und u = u∞ −K · (x− x∞):
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3
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ẋ1

ẋ
2 u1,∞

u2,∞

1

1

u1

u
2

Abb. 8: Systemantwort für das Referenzproblem.
Wie erwartet regelt das System auf den Punkt [2, 2, 0, 0]>.

5 Störungsunterdrückung - LQRI
Das Standard LQR-Problem eignet sich für theoretische Sy-
steme ohne Modellfehler und ohne Störungen. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, wie man konstante Störungen (z.B.
w(t) = w∞ ·h(t) am Eingang) und Modellfehler unterdrücken
kann. Dafür wird integratives Verhalten eingeführt.

3

Um die Struktur aus Abb. 1 mit einem integrativen Vehalten
zu erweitern, werden die Ausgangsgrösse y(t) = C · x(t) sowie
die Referenz r(t) eingeführt, wie illustriert in Abb. 9. Man
wünscht y(t) = r(t) = r∞ · h(t). Um konstante Störungen
zu unterdrücken, kann das Integral des Regelfehlers als neuer
Zustand definiert werden:

v(t) =
∫ t

0
e(τ) dτ =

∫ t

0
(r(τ)− y(τ)) dτ.

Der erweiterte Zustandsvektor des Systems lautet somit:

x̃(t) =
[
x(t)
v(t)

]
∈ Rn+m.

Die Ableitung des Zustandes lautet (siehe Abb. 9):

d
dt x̃(t) =

[
A · x(t) +B · (u(t) + w(t))

r(t)− y(t)

]

=
[
A 0
−C 0

]

︸ ︷︷ ︸
Ã

·
[
x(t)
v(t)

]
+
[
B
0

]

︸︷︷︸
B̃

·(u(t) + w(t)) +
[
0
I

]
· r(t).

Die Standard LQR-Formulierung kann nun mit den er-
weiterten Systemmatrizen Ã und B̃ gelöst werden. Der
erweiterte Zustand x̃(t) wird zu null geregelt und damit gilt
d
dtv(t) = e(t) = 0.

K

B
∫

A

C

x(t) y(t) v(t)

r(t)

−
−

−

e(t)u(t) ∫
w(t)

KI

Extended System

K̃

Extension

Abb. 9: Integrale Erweiterung am Systemausgang.
Die Dimension der Q Matrix muss angepasst werden:

Q̃ =
[
Q 0
0 QI

]
, QI =




γ1 0 . . . 0
0 γ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . γm




Mit QI kann man einstellen, wie stark die Integratoren wirken
sollen. Die Lösung des LQRI-Problems lautet:

{Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K, KI ] ∈ Rm×(n+m),

u(t) = −K̃ · x̃(t) = uK + uKI
= −K · x(t)−KI · v(t).

Bemerkung: Der Zustand v(t) ist nicht Teil des realen Sy-
stems und muss deshalb wie in Abb. 10 dargestellt im finalen
Regelsystem implementiert werden.

K

B
∫

A

C
x(t) y(t)u(t)

w(t)

e(t)r(t)

−

∫ v(t)

−

Controller Implementation

KI −

Abb. 10: Implementierung der integralen Erweiterung.

Beispiel 3: Das Masse-Feder-Dämpfer System soll mit ei-
nem Standard LQR-Regler in den Ursprung geregelt wer-
den. Dabei wirke nun eine statische Störung w(t) = w∞ ·
h(t) = [0.5, 0.5]>. Mit Q̃ = I4×4, R = I2×2, startend in
x0 = [1, 1, 0, 5]>:

0.46 1

0.46

1

x1

x
2

0

0

5

ẋ1

ẋ
2

u1,∞

u2,∞

-0.27

-0.27

u1

u
2

Abb. 11: Systemantwort für Q = I4×4, R = I2×2 und
w∞ = [0.5, 0.5]>

Das System kommt bei einem Zustand x∞ 6= 0 zum Still-
stand. Dies liegt daran, dass die erwartete Systemgleichung
im Gleichgewicht lautet:

0 = A · x∞ +B · u∞ (erwartet)

Jedoch ist die wahre Gleichgewichtsgleichung

0 = A · x∞ +B · (u∞ + w∞) (wahr)

Der Gleichgewichtspunkt lautet somit:

x∞ = −(A−B ·K)−1 ·B · w∞ = [0.46, 0.46, 0, 0]>

u∞ = −K · x∞ = [−0.27,−0.27, 0, 0]>

Da die unbekannte Störung das Erreichen des Ziels x∞ = 0
verhindert, wird die LQRI-Formulierung verwendet. Mit

C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, Ã =

[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
,

Q̃ = I6×6, R = I2×2, w∞ = [0.5, 0.5]>, startend im Zustand
x̃0 = [1, 1, 0, 5, 0, 0]>:
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u1,K
u2,K

0 3 6 9 12

-0.5

0

t

u1,KI
u2,KI

−w(.) = −0.5

Abb. 12: Systemantwort für Q̃ = I6×6, R = I2×2 und
w∞ = [0.5, 0.5]>.
Das System regelt an den gewünschten Ursprung, obwohl eine
konstante Störung w(t) vorhanden ist. Das Ziel wird erreicht,
da der integrative Teil des Eingangs genau die Störung kom-
pensiert.
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6 Folgeregelung mit Störungsunterdrückung
Wir können nun den LQRI Ansatz mit der Vorsteuerung
ur(t) = Γ·r(t) kombinieren, um ein besseres dynamisches Ver-
halten bei Referenzänderungen zu erreichen (siehe Abb. 13).

K

B
∫

A

C

Γ

x(t) y(t) v(t)

r(t)

−
−

−

e(t) ∫u(t)

KI

Abb. 13: Addition eines einzigen konstanten Wertes am Reg-
lerausgang durch eine Vorsteuerung.

Beispiel 4: Das Masse-Feder-Dämpfer System soll mit einem
LQRI mit Vorsteuerung an die Position r(t) = [2, 2] geregelt
werden. Mit Q̃ = I6×6, R = I2×2, w(t) = [0.25, 0.25]>,

C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, Ã =

[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
,

startend in x̃0 = [1, 1, 0, 1, 0, 0]>:
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Abb. 14: Systemantwort für Q̃ = I6×6, R = I2×2, r(t) =
[2, 2]>, w(t) = [0.25, 0.25]>.
Bemerkungen:

• QI könnte besser eingestellt werden, sodass das System
nicht so stark überschiesst.

• Betrachte Abb. 13. Die Vorsteuerungsgrösse ur(t) =
Γ · r(t) ist nicht zwingend notwendig um das System auf
die Referenz r(t) zu regeln. Falls sie weggelassen wird,
kann das Signal r(t) als eine auf y(t) wirkende Störung
interpretiert werden. Dadurch würde der Integrator die
Signale w(t) und r(t) kompensieren. Ohne das Vorsteue-
rungssignal kann das System allerdings unnötige Transi-
enten aufzeigen, da sich der Integrator für die Referenz
r(t) zuerst füllen müsste.

7 Finite Horizon LQR
Das Integral der Standardformulierung geht von null bis un-
endlich. Die Lösung des Standardproblems ist um einiges ein-
facher als wenn das Problem nur über ein Zeitintervall ta bis
tb integriert wird. In diesem Fall lautet die Kostenfunktion:

J(u) = x>(tb) ·P · x(tb) +
∫ tb

ta

(
x> ·Q(t) · x+ u> ·R(t) · u

)
dt

Mit der Kostenmatrix P ∈ Rn×n, P = P> < 0 (positiv semi-
definit) wird eine Abweichung des finalen Zustands x(tb) vom
Urpsrung bestraft.

Das System kann in diesem Fall zeitvariant sein:

d
dtx(t) = A(t) · x(t) +B(t) · u(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, x(ta) = xa (6)

Die Lösung der finite horizon Formulierung lautet:

u(t) = −K(t) · x(t), wobei K(t) = R−1(t) ·B>(t) · Φ(t).

Die Matrix Φ(t) ist die Lösung der Riccati Matrix-
Differentialgleichung:

d
dtΦ(t) = Φ(t) ·B(t) ·R−1(t) ·B>(t) · Φ(t)− Φ(t) ·A(t)−A>(t) · Φ(t)−Q(t)

wobei Φ(t) durch Rückwärtsintegration von Φ(tb) = P gefun-
den werden kann.
Bemerkungen:

• Die Matrix K(t) ist zeitabhängig. Sie muss ent-
sprechend der Zeitabhängigkeit der Matrizen
{A(t), B(t), Q(t), R(t)} berechnet werden.

• Die Matrix P ist eine neue Tuninggrösse.

• Die Matrix K(t) ist nur für das Zeitintervall t ∈ [ta, tb]
gültig. Für Zeiten t > tb muss K(t) neu evaluiert werden.

• Asymptotische Stabilität kann nicht garantiert werden,
da für t > tb nicht optimiert wird.

• Es wird nicht erwartet, dass Sie die Gleichungen von
Hand lösen können.

8 Finite Horizon Folgeregelung
Zusätzlich zur zeitvarianten Dynamik aus Gl. (6) wird nun
der zeitvariante Ausgang eingeführt:

y(t) = C(t) · x(t)

Die Kosten, die über ein Zeitintervall [ta, tb] integriert werden,
lauten:

J(u) = (r(tb) − y(tb))> · P · (r(tb) − y(tb))

+
∫ tb

ta

(
(r(t) − y(t))> · Q(t) · (r(t) − y(t)) + u(t)> · R(t) · u(t)

)
dt

Die Lösung der finite horizon Folgeregelung lautet:

u(t) = −K(t) · x(t) + ur(t)

Die Gleichungen zur Bestimmung von K(t) und v(t) sind
kompliziert und werden im Theory Sheet ausgelassen. Die re-
levanten Punkte sind in den Bemerkungen zusammengefasst.
Bemerkungen:

• Die Referenztrajektorie r(t) ist eine Wahl, die vor dem
Lösen des Optimierungsproblems festgelegt wird.

• Die Matrix K(t) ist zeitabhängig. Sie muss ent-
sprechend der Zeitabhängigkeit der Matrizen
{A(t), B(t), Q(t), R(t)} berechnet werden.

• Die Matrix K(t) ist nur für das Zeitintervall t ∈ [ta, tb]
gültig. Für Zeiten t > tb muss K(t) neu evaluiert werden.

• ur(t) ist ein zeitabhängiges Vorsteuerungssignal, welches
nur im Zeitintervall t ∈ [ta, tb] für eine spezifische Refe-
renz r(t) gültig ist.
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1 Zustandsbeobachter
Die linearen Zustandsregler, die im letzen Kapitel behandelt
wurden, sind praktisch nicht umsetzbar, da uns nur der Sy-
stemeingang u(t) und der Systemausgang y(t) zur Verfügung
stehen1. Es ist jedoch möglich, die Signale u(t) und y(t) mit
einem Beobachter zu kombinieren, um eine Schätzung x̂(t)
des Zustandes zu erhalten. Das System kann danach mit den
geschätzten Werten des Zustandes geregelt werden.

K

plant−
u(t) observery(t)

x̂(t)

Abb. 1: Beobachter zur Regelung mit Ausgangsrückfühung.

2 Luenberger-Beobachter
Das Ziel ist es, eine Beobachterdynamik d

dt x̂(t) so zu konstru-
ieren, dass der Beobachtungsfehler xe(t) asymptotisch gegen
null konvergiert:

xe(t) = x(t)− x̂(t), lim
t→∞

xe(t) = 0 (1)

Genau dann würde die Schätzung x̂(t) im Grenzfall dem wah-
ren Zustand x(t) entsprechen. Die folgende Beobachterdyna-
mik erfüllt diese Anforderung unter gewissen Bedingungen:

d
dt x̂(t) = Â · x̂(t) + B̂ · u(t) + L · (y − ŷ(t))

ŷ = Ĉ · x̂(t)

Dabei ist die Beobachterverstärkung L der Freiheitsgrad. Die-
se Struktur eines Beobachters wird Luenberger-Beobachter
genannt. Ein Blockdiagramm der Struktur ist in Abb. 2 er-
sichtlich.

B
∫

A

C

B̂
∫

Â

Ĉ

L

x(0)

x(t) y(t)

x̂(0)

x̂(t)

−

u(t)

Plant

Observer

nu(t) ny(t)

x̂(t)

ŷ(t)

Abb. 2: Blockdiagramm des Luenberger-Beobachters.
1Es kann durchaus sein, dass alle Zustände direkt messbar sind, dann
ist y(t) = x(t).

Unter der Annahme, dass die Systemmatrizen perfekt be-
stimmt wurden (Â = A, B̂ = B, Ĉ = C) und weder Störungen
noch Rauschen vorliegen (nu(t) = ny(t) = 0), kann die Dy-
namik des Fehlers hergeleitet werden:

d
dtxe(t) = d

dtx(t)− d
dt x̂(t)

= A · x(t) +B · u(t)− (A · x̂(t) +B · u(t) + L · (y(t)− ŷ(t)))
= A · (x(t)− x̂(t))− L · C · (x(t)− x̂(t))
= (A− L · C) · xe(t)

Ein initialer Fehler xe(0) = x(0) − x̂(0) 6= 0 in der Zu-
standsschätzung konvergiert also gegen null, falls die Matrix
A− L · C Hurwitz2 ist. Die Beobachterverstärkung L kann
verwendet werden um dies zu erreichen.

Beobachterentwurf mit dem LQR-Schema
Das Problem, eine stabilisierende Beobachterverstärkung
L zu finden, kann so formuliert werden, dass die LQR-
Formulierung verwendet werden kann, um eine Lösung zu
finden.

Recap: Die LQR-Formulierung nutzt den Freiheitsgrad K,
um zu erreichen, dass die Matrix A−B ·K Hurwitz ist.

→ LQR findet K sodass Re(λi(A−B ·K)) < 0

Wir wollen nun dasselbe mit der Matrix A− L · C erreichen,
wobei der Freiheitsgrad L eingestellt wird. L steht dabei je-
doch “vor” dem C, und K “nach” dem B. Wir müssen zuerst
folgenden Fakt der linearen Algebra verwenden:

λi(X) = λi(X>), X ∈ Rn×n

Somit folgt:

λi(A− L · C) = λi((A− L · C)>) = λi(A> − C> · L>)

Das heisst, wir können zur Berechnung der Beobachter-
verstärkung L auch die LQR-Formulierung verwenden. In-
dem wir die Eigenwerte der Matrix A> − C> · L> mit der
LQR-Formulierung platzieren, wissen wir sofort, dass A−L·C
auch Hurwitz ist. Somit ist garantiert, dass der Fehler xe(t)
asymptotisch gegen null konvergiert, so wie gewünscht.
Zur Erinnerung:
Die Lösung der LQR-Formulierung lautet

K = R−1 ·B> · Φ, wobei für Φ gilt:
Φ ·B ·R−1 ·B> · Φ− Φ ·A−A> · Φ−Q = 0.

(2)

2Eine Matrix ist Hurwitz, falls der Realteil aller ihrer Eigenwerte kleiner
null ist.
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Mit den Änderungen

A→ A>

B → C>

Q = C̄> · C̄ → B̄ · B̄>
R = r · I → q · I

K → L>

Φ→ Ψ,

folgt die Lösung der Polplatzierung mit Freiheitsgrad L>:

L> = 1
q
· C ·Ψ

Ψ · C> · 1
q
· C ·Ψ−Ψ ·A> −A ·Ψ− B̄ · B̄> = 0.

(3)

Falls die Matrizen {A,C} vollständig beobachtbar und {A, B̄}
vollständig steuerbar sind, existiert eine eindeutige positiv de-
finite Lösung Ψ.
Bemerkungen:

• Die Matrix L ist statisch. Sie muss für gegebene
{A>, C>, B̄ · B̄>, q · I} nur einmal berechnet werden.

• Die Matrizen B̄ und der Faktor q werden iterativ einge-
stellt, bis zufriedenstellende Performance erreicht wird.

• Falls Rauschen ny am Ausgangssignal vorhanden ist, lau-
tet die Fehlerdynamik:

d
dtxe(t) = (A− L · C) · xe(t)− L · ny(t)

Das heisst L kann nicht beliebig gross gewählt werden,
da dies hochfrequentes Rauschen verstärken würde (siehe
Abb. 3).

5.2 State Observers 61

This contradictory requirements are best illustrated in an example. Figure
5.3 shows the transient behavior of the observation error, once without noise
(upper plots) and once with noise (lower plots), and once for a “slow” observer
design (left plots) and once for a “fast” observer (right plots). Clearly, without
noise the “fast” observer performs much better than the slow one (the errors
ei(t) converge to zero much faster), but much poorer when the unavoidable
noise signals are included.

00

00

11

11

t t

e1

e2

e3

Figure 5.3. Transient behavior of the error dynamics of a third-order example. Left
two plots: “slow” error dynamics, right two plots: “fast” error dynamics. Top two
plots: no noise, bottom two plots: with noise.

If no information on the stochastic properties of the noise signals is avail-
able, the gain L must be found iteratively as the best compromise between
fast error dynamics and acceptable noise amplifications. A rule of thumb is to
choose the eigenvalues of A − L · C approximately three times “faster” than
those of A (or A−B ·K, if the observer is to be used in an output-feedback
loop).

Abb. 3: Transiente der Fehlerdynamik für ein System dritter
Ordnung. Links: “langsame” Fehlerdynamik, Rechts: “schnel-
le” Fehlerdynamik. Oben: kein Rauschen. Unten: Rauschen.

3 Kalman-Filter
Falls die Störungen nu(t) und ny(t) Gaussian zero mean whi-
te noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung
bekannt ist, dann kann ein “optimales” L gefunden werden,
welches die Varianz des Beobachtungsfehlers xe(t) minimiert.
Die Kovarianzmatrix eines zero mean white noise Signals ist:

E{n(t) · n>(t− τ)} = R · δ(τ), (4)

wobei E der Erwartungswert ist, δ ein Diracimpuls, und
R = R> � 0 eine konstante positiv semi-definite Matrix.
Gl. (4) besagt, dass das Signal n(t) perfektes Rauschen ist (es
korreliert nur für τ = 0 mit sich selber, sonst nicht (τ 6= 0)).
Um den Kalman-Filter zu verwenden, müssen die Kovarianz-
matrizen der Störungssignale bekannt sein:

E{nu(t) · n>u (t− τ)} = Ru · δ(τ), Ru � 0
E{ny(t) · n>y (t− τ)} = Ry · δ(τ), Ry � 0

Die Matrizen Ru und Ry können durch statistische Analyse
gefunden werden. Wie dies genau geschieht sprengt den Rah-
men von Regelungstechnik II. Deswegen wird im Folgenden
die Lösung präsentiert, ohne Beweis.
Beim Tunen des Luenberger-Beobachter können wir B̄ · B̄>
und q einstellen. Es stellt sich heraus, dass die Änderung

B̄ · B̄> → B ·Ru ·B>
q · I → Ry

die Lösung des Kalman-Filters liefert. Das heisst, man muss
beim Kalman-Filter nichts mehr tunen. Die Kovarianzen Ru

und Ry liefern direkt die optimalen Tuning-Parameter, die
varianzminimierend wirken. Die Lösung kann wiederum über
die Riccati-Gleichung gefunden werden:
L>K = R−1

y · C · P
P · C> ·R−1

y · C · P − P ·A> −A · P −B ·Ru ·B> = 0,
(5)

wobei die positiv definite Lösung P = P> ∈ Rn×n garantiert
existiert, wenn {A,C} vollständig beobachtbar ist.
Bemerkungen:

• Die Matrix LK ist statisch. Sie muss für gegebene
{A>, C>, B ·Ru ·B>, Ry} nur einmal berechnet werden.

• Der Kalman-Filter hat keine Tuning-Parameter mehr;Ru

und Ry werden durch statistische Analyse bestimmt.
Zusammenfassung:
Gl. (2), Gl. (3) und Gl. (5) sind identisch in der Form und
können alle mit dem LQR-Formalismus gelöst werden. Fol-
gende Tabelle fasst die Ähnlichkeit zusammen:

LQR Luenberger Kalman

A A> A>

B C> C>

Q = C̄> · C̄ B̄ · B̄> B ·Ru ·B>
R q · I Ry

K L> L>K
Φ Ψ P

Tabelle 1: “Konvertierungstabelle” zwischen LQR-Regler,
Luenberger-Filter und Kalman-Filter.
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Recap: Bis jetzt wurde das LQR-Entwurfsverfahren ana-
lysiert, das den Zustand x(t) zur Regelung verwendet.
Dies ist jedoch nicht praktisch, da in Realität nur die
Signale u(t) und y(t) verfügbar sind. Deswegen wurde der
Luenberger-Beobachter eingeführt, der basierend auf den
Signalen u(t) und y(t) und den Systemmatrizen {A,B,C}
eine Schätzung x̂(t) des realen Zustandes x(t) liefert1. Nun
zeigen wir, dass eine Kombination von LQR-Regler und
Luenberger-Beobachter sinnvoll ist, insbesondere weil der
resultierende geschlossene Regelkreis garantiert stabil ist2.

1 LQG-Regler
Eine Kombination aus LQR und Luenberger-Beobachter
wird LQG-Regler genannt (Linear Quadratic Gaussian).
Der zurückgeführte Zustandsvektor x(t) wird dabei mit der
Schätzung x̂(t) ersetzt:

u(t) = −K · x̂(t) (1)

Das Blockdiagramm eines LQG-Reglers sieht wie folgt aus:

K

B
∫

A

C

B
∫

A

C

L

x(t) y(t)

x̂(t)
−

u(t)

Plant

Observer

LQG Controller

−

Abb. 1: Struktur eines LQG-Reglers.
Stabilitätseigenschaften des LQG-Reglers
Das dynamische Verhalten von System und Beobachter in
Abb. 1 kann wie folgt beschrieben werden:

d
dtx(t) = A · x(t) +B · u(t) (2)

y(t) = C · x(t),
d
dt x̂(t) = A · x̂(t) +B · u(t) + L · (y(t)− ŷ(t)) (3)

ŷ(t) = C · x̂(t)
Unter der Annahme dass die Systemmatrizen {A,B,C} be-
kannt sind und im Beobachter zur Verfügung stehen, ersetzen
1Wir gehen für alle Herleitungen davon aus, dass die Systemmatrizen
exakt bekannt sind.

2Die Stabilitätsgarantie gilt nur, falls die lineare Systembeschreibung ex-
akt dem realen System entspricht, was im Normalfall nicht gegeben ist.
In der Praxis ist der präsentierte LQG-Regler trotzdem sehr mächtig,
da er mit genügend Robustheit auch für reale Systeme stabilisierend
wirken kann.

wir u(t) in Gln. (2) und (3) mit Gl. (1):
d
dtx(t) = A · x(t)−B ·K · x̂(t)

d
dt x̂(t) = (A−B ·K − L · C) · x̂(t) + L · C · x(t)

(4)

Nun zeigen wir, dass der geschlossene Regelkreis resultierend
aus Gl. (4) asymptotisch stabil ist. Dazu definieren wir den
folgenden Zustandsvektor x̃(t) und die Systemmatrix Ãcl:

x̃(t) =
[
x(t)
x̂(t)

]
,

d
dt x̃(t) =

[
A −B ·K

L · C A−B ·K − L · C

]

︸ ︷︷ ︸
Ãcl

·x̃(t)

Die Stabilität des geschlossenen Regelkreises wird definiert
durch die Eigenwerte der Matrix Ãcl. Diese sind in der ge-
zeigten Form nicht einfach zu berechnen. Nach der folgenden
Koordinatentransformation des Zustandsraumes wird die Be-
rechnung hingegen sehr einfach3:

z̃ =
[
x(t)
xe(t)

]
=
[

x(t)
x(t)− x̂(t)

]
=
[
In×n 0n×n

In×n −In×n

]
· x̃ = T−1 · x̃

Stabilitätseigenschaften - Separation Principle
In den neuen Koordinaten z̃ ergibt sich die Dynamik des ge-
schlossenen Regelkreises in Gl. (4) wie folgt:

d
dt z̃(t) =

[
A−B ·K B ·K

0n×n A− L · C

]

︸ ︷︷ ︸
gleiche Eigenwerte wie Ãcl

· z̃(t) = T−1 · Ãcl · T · z̃(t)

Die Eigenwerte sind durch die gegebene Block-Struktur der
Matrix nun direkt ablesbar.

n der Eigenwerte entsprechen den Eigenwerten der Hurwitz
Matrix A−B ·K und die anderen n Eigenwerte entsprechen
den Eigenwerten der Hurwitz Matrix A− L · C.

λi(T−1 · Ãcl · T ) = λi(Ãcl) = λi(A−B ·K) ∪ λi(A−L ·C)

Asymptotische Stabilität ist somit ohne explizite Berechnung
der Eigenwerte λi garantiert, da beide Matrizen Hurwitz sind,
wenn K und L mit dem LQR-Auslegeverfahren bestimmt
wurden.

3Die Umrechnung in die neuen Zustände erfolgt über eine
Ähnlichkeitsabbildung (Koordinatentransformation), welche die
Eigenwerte der Matrix nicht ändert, d.h. λi(T−1 · Ãcl · T ) = λi(Ãcl).
Bei der gewählten Transformation gilt T−1 = T .
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2 Erweiterungen: LQGI und Folgeregelung
Genau wie der Standard LQR-Regler, kann der Standard
LQG-Regler keine Störungen unterdrücken und keinen Re-
ferenzsignalen folgen. Die im LQR-Fall eingeführten Erweite-
rungen zur Folgeregelung (Vorsteuersignal auf die Referenz)
und Störungsunterdrückung (integrative Erweiterung am Sy-
stemausgang) können im LQG Fall genau gleich verwendet
werden, womit diese Schwächen des Standard LQG-Reglers
behoben werden können. Der resultierende Regler, erweitert
um die Störungsunterdrückung und die Vorsteuerung zur Fol-
geregelung, wird LQGI-Regler genannt und ist dargestellt in
Abb. 2.

Plant

Observer

K

B
∫

A

C

B
∫

A

C

L

Γ

x(t) y(t) v(t)

x̂(t)

r(t)

−
−

−

−

e(t) ∫

u(t)

KI

Abb. 2: LQGI-Regler zur Störungsunterdrückung, mit Vor-
steuersignal auf das Referenzsignal.
LQGI - Störungsunterdrückung
Für die Störungsunterdrückung wird wie beim LQRI-Regler
das Integral des Regelfehlers r(t)−y(t) als Zustand eingeführt:

v(t) =
∫ t

0
(r(τ)− y(τ))dτ

Diese Erweiterung führt zum erweiterten Zustandsvektor:

x̃(t) =



x(t)
x̂(t)
v(t)


 , x̃(t) ∈ R2n+m,

mit Eingangssignal
u(t) = −K · x̂(t)−KI · v(t),

wobei die Variablen K und KI Teil der Lösung der bereits
bekannten LQRI-Formulierung sind:

{Ã, B̃, Q̃, R} → K̃ = [K, KI ],

Ã =
[
A 0
−C 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
, Q̃ =

[
Q 0
0 QI

]

Folgeregelung
Die Vorsteuermatrix Γ berechnet sich als

Γ = −
(
C · (A−B ·K)−1 ·B

)−1
(5)

Die Matrix Γ sowie Bedingungen für deren Existenz wurden
in der Diskussion zum LQRI-Regler bresprochen.

3 LQGI Reglerentwurf - Workflow
Der Workflow, um einen LQGI-Regler mit Vorsteuerung zu
entwerfen, ist wie folgt.

1. Definiere die erweiterten Systemmatrizen {Ã, B̃, C̃},
wie besprochen im Kapitel zum LQRI-Regler.

2. Entwerfe einen Regler K̃ zur linearen Zu-
standsrückführung für das erweiterte System

K tilde=lqr(A tilde,B u tilde,Q tilde,r*eye(m,m))

und zerlege ihn wie folgt:

K̃ = [K, KI ]

Starte dabei mit einfachen Gewichten (R = r · I, etc.)
und iteriere r und γi. Falls das nicht reicht, versuche all-
gemeinere Gewichte bis das gewünschte Regelverhalten
resultiert.

3. Entwerfe eine Beobachterverstärkung L für das origi-
nale System {A, B, C} unter Verwendung des LQR-
Algorithmus, so wie beschrieben im Kapitel zum Beob-
achter.

L = lqr(A’,C’,B*B’,q*eye(m,m))’

4. Berechne die Vorsteuermatrix Γ wie folgt

Γ = −
(
C · (A−B ·K)−1 ·B

)−1

und füge den Vorsteuerungspfad hinzu.
Die resultierende Reglerstruktur, zerlegt in Vorsteuerung
(‘Feedforward Controller’) und Feedbackregler, ist dargestellt
in Abb. 3. Diese Struktur ist identisch zum Blockschaltdia-
gram in Abb. 2, jedoch sind in Abb. 3 die Vorsteuerung und
der Feedbackregler einfach ablesbar.

r(t)

−

Plant
KI

∫
B

L

−

−

BΓ+L

∫

A−BK−LC

K −

Γ

A

B
∫

C

x(t) y(t)

Feedback Controller

Feedforward Controller

x̂(t) u(t)e(t)

d(t)

n(t)

−
v(t)

−

Abb. 3: Implementierung: LQGI Regler mit Vorsteuerung.

4 Bemerkungen zu Störungsunterdrückung
und Folgeregelung
Eine Vorsteuerung (ein zusätzliches Stellsignal, welches von
der Referenz r(t) abhängt und nicht vom Regelfehler e(t),
äquivalent zur Matrix Γ) wurde bisher in RT1 und RT2 nicht
detailliert betrachtet. Vorsteuerungen können verwendet wer-
den, um die Performance des Regelkreises zu verbessern: er
reagiert schneller auf Sollwertänderungen, da sich nicht zuerst
ein Fehler aufbauen muss, bevor der Reglerausgang angepasst
wird. Robustheit, Stabilität und das steady-state Verhalten
(kein statischer Nachlauffehler) des Regelkreises werden durch
eine stabile Vorsteuerung grundsätzlich nicht beeinflusst.
Robustheit, Stabilität und steady-state Verhalten sind
generell die wichtigen Aspekte eines Regelkreises: meist ist es
nicht wichtig, sehr schnell zu regeln, viel eher wünscht man
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sich garantierte Stabilität in allen möglichen Situationen.
Da Stabilität und Robustheit und fehlerfreies steady-state
Verhalten4 auch ohne Vorsteuerungssignale gegeben sind,
könnte man die Vorsteuerungssignale auch weglassen.
Änderungen des Referenzsignales würden das System als
Störung beeinflussen und durch den Integrator kompensiert
werden.

5 Resultierende Regelkreise

Recap: Der offene LQR-Regelkreis LLQR(s) ist von u(t)
nach K · x(t) definiert. Für SISO-Systeme tritt dieser offene
Regelkreis nicht ein in den Kreis mit Radius 1 um den Punkt
-1 im Nyquist Diagramm.

KB
∫

A

−

uuref = 0

LLQR(s)
x

Um die LQG-Formulierung mit der LQR-Formulierung zu
vergleichen, muss LLQG(s) analog zu LLQR(s) definiert sein.
Der Regelkreis muss also beim Systemeingang u geschnitten
werden, so wie dargestellt in Abb. 1.5
Wir können die resultierenden Systemgleichungen der offenen
und geschlossenen Regelreise darstellen:

Offener Regelkreis : u→ −uLQG,

Geschlossener Regelkreis : r → y,

wobei gilt: uLQG = −[K, KI ] · [x̂(t), v(t)]>.
Die Betrachtung des offenen Regelkreises ist wichtig für die
Analyse der Robustheit. Der geschlossene Regelkreis dient der
Analyse der Stabilität und des zu erwartenden transienten
Verhalten des Systems. Ausgangspunkt zur Berechnung der
Regelkreise sind die Gleichungen des Systems und des Be-
obachters, welche in den Blockdiagrammen in Abb. 1 und 2
abgelesen werden können:

d
dtx(t) = A · x(t) +B · u(t)

d
dt x̂(t) = A · x̂(t) +B · u(t) + L · (y(t)− ŷ(t))

d
dtv(t) = r(t)− y(t), (für integrative Struktur)

y(t) = C · x(t), mit

x̃(t) =
[
x(t)
x̂(t)

]
oder x̃(t) =



x(t)
x̂(t)
v(t)




4Durch die integrative Erweiterung zur Störungsunterdrückung.
5Der offene LQG-Regelkreis kann bei Bedarf auch beim Ausgang y ge-
schnitten werden, er kann dann aber nicht direkt mit dem offenen LQR-
Regelkreis verglichen werden, da dies dort nicht möglich ist.

LQG-Regler (Abb. 1)
Regelgesetz:

u(t) = −K · x̂(t)

Offener Regelkreis:

d
dt x̃(t) =

[
A 0
LC A− LC −BK

]
· x̃(t) +

[
B
0

]
· u(t)

Geschlossener Regelkreis:

d
dt x̃(t) =

[
A −BK
LC A−BK − LC

]
· x̃(t)

LQGI mit Folgeregelung (Abb. 2)
Regelgesetz:

u(t) = −K · x̂(t)−KI · v(t) + Γ · r(t)

Offener Regelkreis:

d
dt x̃(t) =



A 0 0
LC A− LC −BK −BKI

−C 0 0


 · x̃(t) +



B
0
0


 · u(t) +




0
BΓ
I


 · r(t)

Geschlossener Regelkreis:

d
dt x̃(t) =



A −BK −BKI

LC A−BK − LC −BKI

−C 0 0


 · x̃(t) +



BΓ
BΓ
I


 · r(t)

Berechnung der Übertragungsfunktionen
Die offenen Regelkreise haben die Form:

d
dt x̃(t) = Ãol · x̃(t) + B̃ol · u(t) + B̃r · r(t)
uLQG = −

[
0 K KI

]
︸ ︷︷ ︸

−K̃

·x̃(t).

Die Übertragungsfunktion der offenen Regelkreise L(s) von u
nach −uLQG lautet somit

LLQG(s) = K̃ · (sI − Ãol)−1 · B̃ol, {u→ −uLQG}

3



6 Wiederherstellung der Robustheit: LTR
(Loop Transfer Recovery)

Recap: Der offene Regelkreis des LQR-Reglers ist:

LLQR(s) = K · (sI −A)−1 ·B,

welcher hervorragende Robustheitseigenschaften aufweist:
µmin,LQR = min

ω

(
min

i
σi(I + LLQR(jω))

)
≥ 1 (6)

Leider kann zur minimum return difference des LQG-Reglers

µmin,LQG = min
ω

(
min

i
σi(I + LLQG(jω))

)

keine Aussage getroffen werden. Insbesondere kann µmin,LQG
arbiträr klein sein. D.h. die Robustheit muss nach dem Aus-
legen des Reglers zwingend analysiert werden.
Loop-Transfer Recovery (LTR)
Es ist möglich, die Robustheit des originalen LQR-Problems
mit einem LQG zu approximieren, nämlich dann, wenn der
Beobachter sehr schnell eingestellt ist. Dann konvergiert der
Fehler in der Zustandsschätzung xe(t) = x(t) − x̂(t) sehr
schnell gegen null, im Grenzfall unendlich schnell. Die Wieder-
herstellung der Robustheit wird loop-transfer recovery (LTR)
genannt.
Zur Erinnerung: Die Beobachterverstärkung L kann wie
folgt gefunden werden:

{A>, C>, B ·B>, q · I} →
LQR

L>,

wobei q ein einstellbarer Tuningparameter ist. Die Dynamik
des Fehlers in der Zustandsschätzung (Gl. (7)) ist garantiert
stabil, da die LQR-Entwurfsmethodik Eigenwerte mit Real-
teil kleiner null garantiert:

d
dtxe(t) = (A− L(q) · C) · xe(t). (7)

Je kleiner q beim Tunen gewählt wird, desto schneller wird
die Dynamik des Fehlers. Schneller heisst in diesem Fall, dass
die Eigenwerte der Matrix (A− L(q) · C) weiter links in der
komplexen Ebene liegen und betragsmässig grösser sind. Ent-
sprechend konvergiert der Fehler schneller zu null.
Dynamik des Fehlers in der Zustandsschätzung
Wir analysieren nun die Fehlerdynamik für limq→0.
Bemerkung: Die Eigenwerte einer inversen Matrix entspre-
chen den Inversen der Eigenwerte der Matrix:

λi(X−1) = 1/λi(X) (8)

Mit Gln. (7) und (8) folgt:

lim
q→0

xe(t) = lim
q→0

(A− L(q) · C)−1 · ẋe(t) = 0, (9)

da die Eigenwerte von (A − L(q) · C)−1 asymptotisch gegen
null gehen. Mit Gl. (9) und xe(t) = x(t)− x̂(t), folgt:

lim
q→0

x̂(t) = x(t), ∀t

Das System verhält sich also für extrem kleine q als ob gar
keine Beobachterdynamik vorhanden wäre. Oder in anderen
Worten: Für q → 0 verhält sich der LQG-Regler wie ein LQR-
Regler und erfüllt somit die gleichen Robustheitsgarantien
(siehe Gl. (6) und Abb. 4).

8.2 Case Study: Levitating Sphere (LQR/LQG controller) 95

−1

1

LLQR(jω)

LLTR(jω)

Re

Im

q=10−6

q=10−4

q=10−8

q=10−11

Figure 8.10. Case study levitating sphere (LQR/LQG controller): regular LTR
procedure, loop gains obtained for different LTR parameters q.

|LLQR(j ω)|

| . |

10−2 100 102 ω (rad/s)

0 dB

−20 dB
q=10−4

q=10−11

Figure 8.11. Case study levitating sphere (LQR/LQG controller): regular LTR
procedure, loop gains |LLTR(j ω)| obtained for different LTR parameters q.

Abb. 4: LLTR für verschiedene q.
Bemerkungen:

• Der Wert von q sollte in Realität nicht beliebig klein
gewählt werden, da dies zur Verstärkung von hochfre-
quentem Rauschen führt.

• Falls die Regelstrecke nichtminimalphasige Nullstellen
hat, approximiert der LTR-Ansatz den LQR-Regler
häufig so gut wie möglich. (Bei nichtminimalphasigen
Systemen ist die Durchtrittsfrequenz der offenen Kreis-
verstärkung inhärent noch oben beschränkt, in diesem
Fall ist eine perfekte Approximation der offenen LQR-
Kreisverstärkung nicht möglich.)
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