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1 Mulitplikative Unsicherheit der komple-
mentären Sensitivität
Zur Erinnerung. Die Modellunsicherheit W2(s) wurde für
die komplementäre Sensitivität multiplikativ eingeführt:

|T (jω) ·W2(jω)| < 1 ⇒ |L(jω) ·W2(jω)| < |1+L(jω)| (1)

Das robuste Nyquist Theorem aus Gl. (1) kann in der
Nyquist Ebene interpretiert werden:
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Abb. 1: Robustes Stabilitätskriterium nach Nyquist.

Der rot eingezeichnete Unsicherheitsradius (|L(jω) ·W2(jω)|)
darf nicht länger als das blaue Verbindungsstück (|1+L(jω)|)
sein, um zusätzliche Umkreisungen des Punktes (−1, 0) zu
vermeiden.

2 Multiplikative Spezifikation an Sensitivität
Die Sensitivität S(s) ist bei jedem Regelsystem sehr wichtig.
Eine betragsmässig kleine Sensitivität garantiert eine gute
Störungsunterdrückung und gutes reference tracking. Eine
sinnvolle Spezifikation ist demnach den Betrag der Sensiti-
vität |S(jω)| frequenzabhängig zu limitieren Die Phase spielt
dabei praktisch keine Rolle.

Nominelle Regelgüte

Um die Sensitivität betragsmässig zu begrenzen wird mit ei-
ner rationalen Übertragungsfunktion W1(s) gefordert:

||S(s) ·W1(s)||∞ < 1 ⇒ |S(jω)| < |W−1
1 (jω)| (2)

Gl. (2) kann umgeschrieben werden:

|W1(jω)| < |1 + L(jω)| (3)

Die geometrische Interpretation von Gl. (3) ist, dass L(jω)
nicht in einen in −1 zentrierten Kreis mit Radius |W1(jω)|
eintreten darf, siehe Abb. 2.
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Abb. 2: Darstellung der nicht zulässigen Region aus Gl. (3).

Konstruktion von W1:
Ein Beispiel einer sinnvollen Sensitivitätsspezifikation W1(s)
hat folgende Form:

W1(s) = k · τ · s+ 1
α · τ · s+ 1 , k > 1, α > k

τ2 = k2 − 1
ω2

1 · (α2 − k2) , |W1(jω1)| = 1

Abb. 3: |W−1
1 |dB in blau. Einstellbare Grössen in rot.
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Robuste Regelgüte

Nun soll gleichzeitig das robuste Nyquist Theorem und die
nominelle Spezifikation der Sensitivität erfüllt sein. In ande-
ren Worten sollen Gl. (1) und Gl. (2) gleichzeitig gelten.

|W1(jω) · S(jω)|+ |W2(jω) · T (jω)| < 1

⇒ |W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |1 + L(jω)| (4)
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Abb. 4: Robuste Regelgüte.
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Um Spezifikationen der Sensitivität und Modellunsicherhei-
ten in jedem Fall zu berücksichtigen darf die summierte Länge
der beiden roten Pfeile nie länger als die blaue Verbindung
werden. In anderen Worten dürfen sich die beiden Kreise für
alle Frequenzen nicht schneiden.

Approximative Spezifikationen

Um einen Regler zu finden, der Gl. (4) erfüllt ist es einfacher,
wenn Gl. (4) auf L(jω) umformuliert wird. Dies ist einfach
für sehr hohe Frequenzen und sehr tiefe Frequenzen.

Tiefe Frequenzen: ω < 0.1 · ωc ⇒ |L(jω)| � 1

Gl. (4) wird approximativ:

|W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < |L(jω)|

⇒|L(jω)| > |W1(jω)|
1− |W2(jω)|

Eine Lösung kann nur existieren falls |W2(jω)| < 1.

Hohe Frequenzen: ω > 10 · ωc ⇒ |L(jω)| � 1

Gl. (4) wird approximativ:

|W1(jω)|+ |W2(jω) · L(jω)| < 1

⇒|L(jω)| < 1− |W1(jω)|
|W2(jω)|

Diese Approximationen berücksichtigen das Frequenzbandes
[0.1 · ωc, 10 · ωc] nicht. In diesem Band ist es vorallem wichtig
Stabilität und Robustheit zu garantieren.

Kompatibilitätsbedingung

Zur Erinnerung. Die Durchtrittsfrequenz ωc des open-loop
gains L(jω) soll folgende Bedingungen erfüllen.

max {10 · ωd, 2 · ωπ+} < ωc < min
{
ωn
10 ,

ω2
10 ,

ωτ
2 ,

ωζ+

2

}
konservativer mit 5 konservativer mit 1
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Dabei ist ωd die Frequenz der Störung, ωπ+ der schnellste
instabile Pol von L(s), ωn die Frequenz des Rauschens, ω2 die
Frequenz bei der W2(jω2) = 1, ωτ die Frequenz der Totzeit
und ωζ+ die Frequenz der langsamsten nicht-minimalphasigen
Nullstelle.
Die Frequenz ω1, bei der |W1(jω1)| = 1 gilt, muss kleiner als
ω2 sein, sodass ωc genügend Marge hat. Jedoch muss ω1 auch
grösser sein als die untere Schranke für ωc. Als Faustregel
wählt man als erste Schätzung:

ω1 ≈ max{10 · ωd, 2 · ωπ+} (5)

Zusätzlich muss ω1 grösser gewählt werden, je grösser die
gewünschte Phasenreserve ϕ ist. Dies kann mit der Magni-
tude der Sensitivität bei ωc interpretiert werden:

|S(jωc)| =
1

|1 + L(jωc)|
= 1
|1 + 1 · e−j(π−ϕ)|

= 1
|1− ejϕ| = 1√

2 ·
√

1− cos(ϕ)

In der Regel nimmt |S(jω)| mit ansteigender Frequenz zu und
schneidet die 0 dB Linie einmalig, siehe Abb. 6.
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Abb. 5: |S(jωc)| in blau, |S(jωc)| = 1 in rot.

Abb. 5 zeigt die Magnitude der Sensitivität als Funktion der
Phasenreserve. Die Magnitude wird kleiner, je grösser die
gewünschte Phasenreserve ist. Das heisst, die Sensitivität
muss die 0 dB Linie bei einer höheren Frequenz schneiden, je
grösser die Phasenreserve sein soll. Dies hat zur Folge, dass
ω1 höher spezifiziert werden muss.

Die Schlussfolgerung, dass ω1 grösser sein muss, je grösser
die Phasenreserve ist, kann auch umgedreht werden. |W1(jω)|
wird bis zu ω1 grösser als 1 sein (siehe Abb. 3). Je grösser
|W1(jω)| ist, desto grösser muss die Phasenreserve sein (siehe
Abb. 4), da L(jω) nicht in den Kreis mit Radius |W1(jω)|
eintreten darf.

180 10 Specifications for Feedback Systems

10.5 Summary

This chapter closes with an illustration of a typical Bode magnitude plot
obtained for a well-posed control design problem. As Figure 10.7 shows, the
nonminimumphase zeros, the unstable poles, and the uncertainty define limits
that the controller design must respect, i.e., the loop gain must be shaped
such that it meets the specifications. This is done by designing an appropriate
controller C(s). How this is done is the topic of the next chapters.

ωd = specified maximum disturbance rejection frequency

π+ = dominant (“fastest”) unstable pole

ω1 = frequency until which the sensitivity may not be larger than 1

ωc = crossover frequency of loop gain

ζ+ = dominant (“slowest”) nonminimumphase zero

ω2 = frequency beyond which model uncertainty is larger than 100%

ωn = specified minimum noise rejection frequency

Quick Check 10.5.1: In Figure 10.7 it seems that at ωc the magnitude of
T (j ω) is equal to the magnitude of S(j ω). Is this a coincidence? y
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Figure 10.7. Schematic representation of a well-posed design problem; low and
high-frequency specifications for |L(j ω)| as expressed in (10.32) and (10.33).

Abb. 6: Zusammenfassendes Bild aller Bedingungen und Spe-
zifikationen.
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