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ungstechnik | Grundlagen

SISO MIMO
Input/Output scalar Input/Output vektoriell
Linear Nichtlinear

S(a-ur +B-uz) # a-
B(u1) + B - B(uz2)

Anderung des Ausgangs ist
proportional zur Anderung
des Eingangs.

Kausal

Ein kausales System hangt
nicht von Eingdngen in der

Akausal
y(t) = u(t +5)
SrE R u(t)dt

Zukunft ab. UF: Zshler hat hhere Ord-
nung als Nenner
Statisch Dynamisch

DGL — Dynamisch
y(t) = [ Otu(r)dr

Der Ausgang bei statischen
Systemen zur Zeit t* hingt

nur vom Eingang zur Zeit t* | y(t) =u(t—7) V7T #0
ab.
y(t) =3 - u(t)

y(t) = Vu(®

Zeitinvariant

Zeitinvariante Sys geben bei
gleichen Eingdngen zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten und
gleicher  Anfangsbedingung

Zeitvariant
y(t) = sin(t) - u(t)
y(t) = u(t) +t

die gleichen Ausgange.
y(t) = gru(t)

wity = 20y = 20y = 20
24,0 vo wo

Durch Ersetzen von z1 (t), z2(¢), v(t) und w(t) im nichtlinearen
Modell resultiert das normierte nichtlineare Modell.
Es folgt:

2(t) = fo(z(t), u(t))

22

.0,
B “1o w2 (t)
- . k321 0 3 _ wvg
g sinle) = St m () = 50 - u(d) - wa(?)

21,0

y(t) = go(=(t), u(t)) = 1 (t)

wo

y(t) = 5" u(®)

3 Modellierung

d
ﬁ(mv) = ; F;

d A
E(JBG) =5T;

1. Identifiziere die Systemgrenze (Zufliisse, Ausfliisse)

. ldentifiziere die relevanten Speicher im System (Masse,
Energie, Ladung) und ihre zugehdrigen Pegelvariablen.

. Formuliere die Differentialgleichung fiir alle relevanten Spei-
cher

d
E(Speicherinhalt) = Y Zufliisse — X Abfliisse

. Formuliere algebraische Relationen um Zufliisse/Ausfliisse
eines Speichers als Funktion der Pegelvariablen auszu-
driicken. Nach Einsetzen sollten sowohl der Speicherinhalt
wie auch die Zufliisse/Ausfliisse als Funktion der Pegelva-
riablen ausgedriickt sein.

. ldentifiziere Systemparameter durch Experimente, Desi-

gnspezifikationen oder Systemoptimierung.

. Validiere das Modell mit Experimenten

!!0,1 !l0,1 !lo,l
dxq CED) t dxp
9f0,2 9fo.2 9f0,2
de dxq dxo Oz
A =f . . .
afO,n 8f0,n 8f0,n
dxq dxo Oz Te,ue
9f0,1
du
def .
8f0,n
ou dze,ue
def [Bgo 999 ] d def [890]
TesUe ou

5 Allgemeine | System

i(t) = A a(t) + b u(t)

y(t) =c-x(t) + d - u(t)
z(0) = zo

Ac Ran’b c Rnxl
ceR*" deRr

Die allgemeine L8sung der Zustandsgrésse x(t):

z(t)

t
et ap + / e P b u(p)dp
0

daraus folgt fiir die Ausgangsgrésse y(t):

t
At A-(t—p)
t)y=c- s xo + - b- dp+d - u(t
y(t) =c-e ' o, /o e u(p)dp 11;1(2

Ir

Die natiirliche Antwort des Systems (I) ist unabhingig von w.
Der Eingang wu tragt einerseits zum Beitrag der Systemdynamik
(IT) bei und andererseits zum Feedthrough Term (I11).

Lyapunov Stabilitdt bezieht sich auf das GGW der Zusténde.

Stabilitdt nach Lyapunov erlaubt die Stabilititsanalyse von
Gleichgewichtspunkten (GGWP) von linearen und linearisierten
Systemen. (A, b, ¢, d) Falls das System Asymptotisch stabil oder
instabil ist, gilt dies auch fiir die Stabilitdt desselben GGWP im
nichtlinearen System.

Wichtig: Falls ein GGWP eines linearisierten Systems einen
EW = 0 besitzt, l3sst sich keine Aussage iiber die Stabilitit
desselben GGWP im nichtlinearen System machen.

EW(A) =0 + jw;

1. Asymptotisch stabil:
2. Stabil:
3. Instabil:

o; < 0, fiir alle EW(A)
o; <0, min. ein EW(A) =0
o; > 0, min. ein EW(A) > 0

e Fiir w; # 0 oszilliert das System.

e Asymptotisch stabil — lim;_,  ||z(t)|| — 0
BIBO Stabilitit bezieht sich auf das 1/O Verhalten von 3(s)

Ein System ist BIBO stabil, falls fiir die Impulsantwort o(t)
folgendes gilt:

/Ooo|a(t)|dt < 0o

Ein System mit Ubertragungsfunktion 3(s) ist BIBO sta-
bil, falls alle Pole 7; negativen Realteil haben.

Anmerkung: Die Pole von () entsprechen den EW von A falls
das System vollstandig steuerbar und beobachtbar, also minimal
ist.

7 Systemanalyse Zeitbereich

Ein vollstandig steuerbar und vollstidndig beobachtbares System
ist minimal.

Das System ist vollstindig steuerbar/ erreichbar, wenn die Steu-
erbarkeitsmatrix R vollen Rang hat.
Fiir LZ| Systeme gilt steuerbar = erreichbar

[R=[, A-b 4%, LAt |

Ein Punkt z. € R"™ ist steuerbar, falls ein u(t) existiert, das
den Zustandsvektor des Systems von z(0) = x. zum Zustand
z(7) = 0 in endlicher Zeit 7 bringt.

Falls alle Punkt in R steuerbar sind, heisst das System vollstéandig
steuerbar.

Ein System ist potentiell stabilisierbar, falls alle nicht-steuerbaren
Zustdnde asymptotisch stabil sind.

Ein Punkt z, € R"™ ist erreichbar, falls ein w(t) existiert,
das den Zustandsvektor des Systems vom Zustand z(0) = 0 zum
Zustand z(7) = x, in endlicher Zeit T bringt.

Falls alle Punkte in R™ erreichbar sind, heisst das System
vollsténdig erreichbar.

Das System ist vollstindig beobachtbar, wenn die Beobachtbar-
keitsmatrix O (observability matrix) vollen Rang hat.

c- An—l

Das System ist vollstandig beobachtbar, wenn man mit der Mes-
sung des Ausgangssignals y(t),t € [0,7],7 > O eindeutig auf
den Anfangszustand x(0) des Systems schliessen kann.

|

Ein System ist detektierbar, wenn alle nicht beobachtbaren
Zusténde asymptotisch stabil sind.

8 Systemantwort 1.0rdnung

)= a®) 5w,y = 2(0)

S(s) = 5

Mit Zeitkonstante 7 und Eingangsstarke k.

t=0
t#£0

+o0,

u(t) =85 = §

Es folgt die allgemeine Lésung:

ys(t) = e - (zo+§)

t>0

Es folgt die allgemeine Ldsung:

—t —t
yn(t)=e7™ -xzo+k- <1—67)

RO w0k
wo=04-k/r 1
1 % 0 / A
w0=0 5617 Cayg=06-k
/// : IO:O
] \ i \
o 1 2 T o 1 o U7



9 Systeme 2. Ordnung 10 System Darstellungen 12 Bode

w§
s242-8-wo s+ w?

S(s) =k - $(0) =1

Das System hat zwei Pole:

S1,2 = T1,2 = wo * (—5:|: V62 — 1)

Der Parameter § wird als Dampfungsparameter bezeichnet.

e Fiir |§] < 1 wird werden die Pole komplex. (Uberschiessen)

e Fiir |§] > 1 wird werden die Pole reel.

— 27

Der Parameter wq To
mit T als natiirliche Periode.

entspricht der natiirlichen Frequenz,

Die Zeitnormierte Sprungantwort fiir verschiedene § sieht wie folgt
aus:

t
vy 1.0+ € bei § = 0.17
|
|
1+-- —
—0<d<1
— 0=1
— 6>1
t* 1 2 t/To
Eigenschaften des Dampfungsparameters §:
6 €(0,1) Unterkritisch gedampft
Komplexe Pole
Uberschiessen
6=1 Kritisch gedampft
Schnellstmégliches Konvergieren
Kein Uberschiessen
6>1 Uberkritisch gedampft
Reelle Pole
Kein Uberschiessen

o Je kleiner |¢], desto stirker der Einfluss dieser Nullstelle.
(— Uberschuss)

o Nullstelle nahe an einem Pol schwécht Einfluss des Pols.

e Fiir ¢ > 0 gibt es einen Undershoot. (Nicht-minimalphasig)

— Durch Anderung der Messgrésse, kann eine nicht-
minimalphasige Nullstelle minimalphasig werden.

y(t)
1+- A S s S
— (<0 |——
0.5+ ——(=+00| !
— (>0

y M+ a2 yP @) +ar -y (@) +aoy(t) =

by - ™ () 4+ 4 by P (8) + by - wP(#) + boeu(t)

Die 1/O Darstellung hat keine physikalische Koordinaten mehr,
weshalb alle Anfangsbedingungen auf Null gesetzt werden:

y™ =0,vn

Umwandlung von 1/O Darstellung zu Zustandsraumdarstellung
mittels kanonischer Koordinaten.

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

[ Alb ] . : : : :
cld 0 0 0 1 0
—ao —a] —as —Qn—1 1

bo b1 ba . |4

Ergibt minimale Darstellung unseres System. Nicht minimale
Zustinde werden gekiirzt.

S(s) = Y (s) e (sT— A b= c- Adj(sI — A)-b
U(s) det(sI — A)
_ by 8™ 4+ ... +b1 s+ b
T st an_1-s"L+...4a1-s+ao
|mg:c4u—Arﬁb|
11 Frequenzgang / Frequenzantwort

Harmonische Eingangsgrosse:

|Mﬂ:a.wqw¢+¢”

Amplitude o, Frequenz w in 224 Phasenverschiebung ¢

Der Ausgang eines Systems 3(s):

Y(t) = Yrransient (t) + Yoo (1)

Unter der Annahme, dass X(s) linear, zeitinvariant und asympto-
tisch stabil ist, gilt:

Jim Yrransient () — 0 = y(t) = Yoo
Es gilt:
Yoo (t) = m(w) - a - cos(w - t + ¢ + p(w))

Die Verstiarkung m(w) und die Phasenverschiebung ¢ (w) sind
systemabhangig:

| Yoo (t) = |Z(Jw)| - - cos(w - t + ¢ + £LE(jw)) |

Bode Diagramm 1.Ordnung:

dB 1

1o 120710812 ) 2(s) = 7

100

£y

3 +--- === == === ===

-20

401

0.1 100
Grad bt o

-45 +

90 -
Bode Diagramm 2.Ordnung:

dB 720 10g[2(5 - 2))

10 1 B(s) =

Wo
$24+28wo s+w?

w/wo

-10

-30 +

-180 ~

Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstirkung) ist
nicht bei der natiirlichen Frequenz w/wo = 1, sondern bei:

se (0.55)

Wimae = wo * V1 —2-62,

[Z(s)gp = 20 - logyo |5(s)]

(s
S(s)] = 10\ (Z)O\dB
Dezimalskala Dezibelskala

100 40
10 20

5 13.97

2 6.02

1 0
1/V2 -3.0103
0.1 -20
0.01 -40

0 -00

Pole/Zero Type Magnitude Phase
Re(m;) < 0 — stable pole —20 dB/dec | —90°
Re(m;) > 0 — unstable pole —20 dB/dec | +90°
Re(¢;) < 0 — minphase zero +20 dB/dec | +90°
Re(¢;) > 0 — non-minphase zero | +20 dB/dec | —90°
e~ °' 7 — Time delay 0 dB/dec —wT

The gradient of the magnitude plot (x - 20dB/dec) deter-
mines the phase shift (k- %)

Gilt fiir Systeme mit kK > 2

Struktur einer allgemeinen Ubertragungsfunktion:

by 8™ 4+ -+ b1-s+bo

S(s) = SF (5" F tan1n-s" 1Rt +ar-

s+ ap)

Systemtyp k
Der Systemtyp k entspricht der Vielfachkeit offener Integratoren
(Sik) des Systems. Die Phase bei w = 0 ist als folgende Funktion

definiert:
—k-Z ,sign ko) 59
Z5(s) = Lo
—m—k-% ,sign ag <0

Relativer Grad » = n — m — (Steigung fiir w — o)

oIS (jw)an| _

—r - 20dB/dec,
dlog(w) " /dec

w — 00

Beispiel: System X(s) mit k=1,r=2-0=2

[(jw)las 10

| decade
S~ e ]

| g
1 ‘7 S(s) = i

1 i
55%Fs — s'(5s11)

ZE(‘]‘L’J)Gracl

0.1 1
-90 ; :

10

-135 1

-180 +




Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jw hat
folgende Magnitude und Phase:

1
Siw) = ——
)] = e
£3(jw) = —arctan(T - w)

Nyquist Diagramm 1.Ordnung:

Im

— Re
0204 06 08
N AE0 )
W

-0.2

-0.4

Nyquist Diagramm 2.0rdnung:

Die wahre Ubertragungsfunktion 3¢(s) liegt in der Menge S:

‘s ={3(s)- (L+A-Wa(s) | |A] < 1,2A € [-m, 7]} ‘

e ¥(s): Nominelle UF, durch (imperfekte) Systemmodellie-
rung gefunden.

o A: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.

e Ws(s): UF der Unsicherheit; quantifiziert die frequenz-
abhingige Unsicherheit des Modells.

I
1

Re
2

E(jw (i)

Sy

15w) - Waljio")|

W(s) D(s)
R(s) _ E(s) Lo L ve
LR Tl B
(& O— N(s)
Yn(s)
ey )
O N(s)
wl(s) Dis)
D] e OB LS ] S0 Keis

__P(s)C(s) R
Vel = T pmo )
__P(s)C(s)
Yn(s) = 1+ P(5)C(s) - N(s)
_ P(s)
W= T Reem e
Yb(s) ! D(s)

T 11 P()C(s)

Die gesamte Ausgangsgrosse Y (s) ergibt sich somit aus:

Y (s) = Yr(s) + Yn(s) + Yw (s) + YD (s)

Kreisverstarkung | L(s) = P(s) - C(s) (e = y)
Sensitivitat S(s) = 1++<5> (d—y,r—e)
Kompl. Sens. T(s) = 141:23()5) (r—y,n—vy)

Mit diesen kompakten Schreibweisen ergibt sich die folgende Be-
ziehung:

Y(s) = S5(s) - [D(s) + P(s)W(s)] + T(s) - [R(s) + N(s)]

Umrechnung
z1(s) 22(s)
P(s) = s) =
(s) P (s) 2(5)
Z122 Z122 ning
L(s) = T(s) = —7—— S = —7—
ning ning + z1z2 ning + z1z2

Fiir geschlossene Regelkreise ist die Stabilitit gegeben, falls alle
UF asymptotisch stabil sind (Re(X;) < 0,4 =1,...,n).
Die Beziehungen zwischen den Signalen sind gegeben durch:

U(s) S(s) —S(s) - C(s) S(s) - C(s) W (s)
Y (s)| = | S(s)- P(s) S(s) T(s) D(s)
E(s) —S(s) - P(s) —S(s) S(s) R(s)

= 5(s),T(s),S(s)-C(s),S(s)- P(s) diirfen nur asymptotisch
stabile Pole haben.

Falls P(s) und C(s) nur asymptotisch stabile Pole haben, geniigt
es, die asymptotische Stabilitdt von S(s) und T'(s) zu priifen um
die interne Stabilitdt zu garantieren.

Das Nyquist-Theorem kann die asymptotische Stabilitat eines ge-

H_%s()s) durch Analyse sei-

ner Kreisverstirkung L(s) (offener Regelkreis!) voraussagen.
Voraussetzungen:

e Keine Modellunsicherheit W5 (s)

schlossenen Regelkreissystems T'(s) =

e Keine Kiirzungen von instabilen Polen/  nicht-
minimalphasigen Nullstellen in L(s)
14.3.1 Nominelles Stabilitatskriterium

! no
nc:?+n+

e n.: Anzahl Umrundungen von L(jw) um den Punkt (—1+
70), wenn w zwischen (—o0, co) variiert wird. (GGUZ po-
sitiv)

e n(: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil = 0

e n_: Anzahl Pole von L(s) mit Realteil > 0

14.3.2 Phasen- und Verstdrkungsreserve

1y Am
rl/ \ o
g 1 Re
Wi
e
we
|
L(jw)

e ~: Verstirkungsreserve zu (—1 + 0j) bei ZL(jw) = —180°
e : Phasenabstand zu —180° bei der Durchtrittsfrequenz w,
e 4 kleinste Distanz zwischen(—1 4 0j) und L(jw)

1
=min|l + L(jw)| = ——————
p=min |1 4 L(jw)] s [5G

Um die Phasenreserve berechnen zu kénnen, muss man die Phasen
des offenen Regelkreises bei der Durchtrittsfrequenz berechnen.

1. Die Durchtrittsfrequenz der
|C(jwe) - P(jwe)l =1

2. Nun wird die Phase bei der Durchtrittsfrequenz w. ausge-
rechnet. Z(L(jwc))

3. Um die Phasenreserve auszurechnen wird —7 mit der soeben
erhaltenen Phase bei der Durchtrittsfrequenz subtrahiert.

durch Losen Gleichung

Auslesen der Reserven bei Bode-Diagrammen
[E(jw)las

0.1 1 10 w

ZE(jw)arad 0.1 10 100

-90

-180

-270

14.3.3 Robustes Nyquist Theorem

Die wahre Kreisverstirkung des Systems L, (s) liegt in der Menge
SL:

Se={L(s)- (14 A-Wa(s)) | |A]| 1,24 € [—m, ]}

Es wird angenommen, dass L(s) und L.(s) dieselbe Anzahl
instabile (n) und stabile (ng) Pole haben.

Kriterium:

| ILGw) - Wa(jw)| < |1+ L(jw)|,Vw € [0,00) |

Frequenzeigenschaften von Stérungen und Rauschen
Intrinsische Kopplung von T'(s) und S(s):

1 N S
1+ L(s) 14 L(s)

Die Einfliisse des Rauschens (N fiir Noise) und der Stérung (D
fiir Disturbance) auf den Ausgang sind wie folgt:

Y(s) = Yp(s) + Yn(s) = S(s) - D(s) + T(s) - N(s)

T(s)+ S(s) =

e Rauschen normalerweise bei hohen Frequenzen (w > wy)
e Stdrungen normalerweise bei tiefen Frequenzen (w < wq)

Daraus folgt:
Fiir niedrige Frequenzen:

!
1S(jw)| = ‘ <<1 = |L(Gw)| >>1

i

Fiir hohe Frequenzen:
) L(jw ‘ ! .
Tw)| =] —— | <<1 = Ljw)| <<'1
IT(j)] '1+Luw> |L(Gw)]

Global betrachtet, iiber alle w, muss S(s) fiir alle stabilen ge-
schlossenen Regelkreise folgende Gleichung erfiillen:

nt

oo

/ In|S(jw)|dw = 7 - E 7r?',
0

i=1

wobei 14 die Anzahl der instabilen Pole 7 von L(s) ist.

Durchtrittsfrequenz: Schnittpt. O-Linie im Bode Diagramm
|L(jwe)| =0dB =1

Bandbreite - Closed Loop: Mass fiir héchste Frequenz des Ein-
gangssignals die Regelkreis verfolgen kann.

|T(jws)| = —3dB ~ 0.7,

eBeschrinkung durch Modellunsicherheit:
Aus dem robustem Stabilitatskriterium folgt:

IL(jw) - W2(jw)| < |1+ L(jw)|, Vw € [0,00)
] <
1+ L(jw) Wi (jw)

= IT(w)| < |Wg ' (jw)|

[W2(jw2)| =1




eBeschrinkung durch Totzeit 7:

L.(s)=C(s) P(s) e ™7et™)s = C(s) - P(s) - e ""°

1
T

N | =

CWe =

N | =

!
we <

Konservativer: %

eBeschriankung durch nicht-minimalphasige Nullstellen Wt

Statischer Nachlauffehler auf Sprungantwort (w(t) = h(t)):

h _ 9. h 1 . — 1 e,
€oo 7tll>ncloe (t)fshﬁr\r})s E(s) 51% s S(s)P(s)W(s)

P(s) 1

TSI PGs)-C(6) s

—P(0)
1+ P(0) - C(0)

s—0

‘Fu’r eco =0 folgt |C(0)|=oo‘

!
we < CWet

N =

Konservativer: %

eBeschriinkung durch instabile Pole 7 :

!
we > 2w 4

wobei w der schnellste instabile Pol von L(s) ist (Pol mit dem
grossten positiven Realteil)
Konservativer: 5

Zusitzlich fiir instabile Pole 71;" mit Modellunsicherheit W5 (s)

’Wz(wi*)’ <1, Vi

16 Spezifikationen

Es wird angenommen, dass der geschlossene Regelkreis T'(s) ei-
nem System 2. Ordnung entspricht:

Zusammenfassend fur alle Beschrankungen:
max {10 cwd, 2w, 4 } < We

1 1

1
wc<m1n{—-wn, fwa2, = Wr,

1
10 10 2 5'“’4*}

| E(s) = 5(s) - (R(s) + N(s) = D(s) = P(s) - W(s)) |

Statischer Nachlauffehler auf Sprungantwort:

h 9. h _ . ) R . —
eny = tgrge (t) = Sg%1+ s-S(s) S SE}I(%]_'_ S(s) = S(0)
1
h
=50)= —F—
el =50) = 11

L(0) hingt vom Systemtyp k und der Kreisverstirkung L(s) ab:

b - 8™ 4+ b1 - s + bo
sk (sm7F tan_1p-smTiTE 4 tag -

L(s) = ST a0)

Es ergeben sich zwei Fille fiir e :

b
0 = L(0) —» 2
ao

Bl
Il

=e _—
ap + bo

k>0 = L(0) 500 =€ =0

2
w,
T(s) = 0 T(0)=1
() s24+2-8-wo s+ w? ©
t
O S 10+¢
1, ,,,,, P —— - —— - —— - = _ == - -
0.9 1
1
I
I
I
L ‘
oo t* 1 2 t
—1In(é) 2.7
b= 29 =(0.14+0.4-8). —~
Jerm ( ) o
wc=wo~\/\/4~6(é)4+1—2~6(é)2
” VVES@T T1-2-6(e)2
<p—5—arctan 2.5(0)

Die obigen Gleichungen kdnnen fiir § € (0.45, 1) folgendermassen
vereinfacht werden:

—_, P T1° —117° - €

Um die Auswirkungen von Stérungen und Rauschen um die
Durchtrittsfrequenz zu minimieren, beschrinkt man S(s) und
T'(s) mit einem Maximalwert.

||S||OO < Smawv ||TH0° < T’VYLCL(I,‘7 Smaszmax > 17
wobei per Definition ||X|cc = max,, |2(jw)| Die Bedingungen
werden in Anforderungen an die Kreisverstirkung L(s) umgewan-

delt:
z € (C}

ISlloe < Smaz < L(jw) ¢ {|1 +z2| <

1
Smaw
ITlloo < Trnaz &

2

Tmaw
L(jw)ez{ e ] _1|ze<c}
Im
1 1t
Smax/<\
-1 0.5 Re
14

PID-Reglerstruktur im Zeitbereich:

1 t d
uprp(t) =kp- | e(t) +— - / e(r)dr+ Ty - —e(t)
~~ Ti Jo dt
P-Term \_\/_J
I-Term D-Term
Transformation in den Frequenzbereich:
1 Ul(s)
C =kp- (1 — + Ty - =
PID(8) = kp ( + T s +Tq S> Bo

u(t) wird durch den D-Term sehr empfindlich auf Rauschen. Un-
terdriicken des Rauschens bei hohen Frequenzen mittels roll-off
Term:

kausal

1
Cprp(s) = kyp - <1+ T s +Td'5> m
akausal roll-off

L Up(s)

E() r TG V)

— ky L Tis —>

Up(s
P L

Pro Term ein Freiheitsgrad: Dh. mit einem P Regler kann nur die
Durchtrittsfrequenz oder die Phasenreserve eines Systems indivi-
duell verdndert werden. Um beide Terme beeinflussen zu kdnnen
braucht man mehr Freiheitsgrade.

17.1.1 Proportionales Verhalten (P-Term)

up(t) = kp - e(t), Up(s) = kp - E(s)
Der P-Term reagiert auf den momentanen Wert des Fehlers e(t).
Die Stirke der Reaktion ist proportional zur Grésse des momen-
tanen Fehlers.

Kann nur Magpnitude beeinflussen.

17.1.2

uI(t) =

Integratives Verhalten (I-Term)

kp t kp 1
T /0 e(r)dr, Ur(s) = T E(s)
Der |-Term reagiert zum Zeitpunkt t proportional auf den kumu-
lierten Fehler, fiir t € [0, t].

Falls ein statischer Nachlauffehler vorhanden ist, wird dieser aufin-
tegriert und der Reglerausgang wird immer grésser, bis kein Fehler
mehr vorhanden ist.

Nachteil: Ausgang kann theoretisch beliebig gross werden.

Je grésser T}, desto langsamer die Reaktion.
T; T = positive Phasendrehung & verkleinerung der
Gesamtverst.

‘ I-Terme fithren immer zu einem Phasenverlust ‘

17.1.3 Derivatives Verhalten (D-Term)
uD(t):k:],,-Td-%e(t)7 Up(s) =kp-Tq-s-E(s)

Der D-Term reagiert auf die momentane Anderungsrate des Feh-
lers.

Der D-Term wirkt wie ein Dampfer gegen ein schnelles Erhéhen
oder Veringern des Fehlers.

Falls die Verdnderung stark ist, kann der Reglerausgang grosser
als der grosstmogliche Eingang eines Systems sein.

Faster initial response and less oscillative.

‘ D-Terme fiihren immer zu einem Phasenanstieg.

Bode Diagramm eines PID-Reglers mit roll-off Term

[CGw)l

20

dB
Vi
\

degrees

10? 10*

10°



1 Regelungstechnik Il 4 Reglerauslegung mit Totzeit

Nur P-Regler, finde kritische Verstirkung kj und T*
Mmin = 0.5 = aggressiver Regler

Hmin = 0.7 = konservativer/robuster Regler
Geeignet falls Totzeit nicht signifikant ist.

Es wird nicht unbedingt ein Modell der Strecke benétigt.

ky,w” und |P(0)| kénnen experimentell bestimmt werden.
e Diese Methode garantiert weder ein stabiles noch ein gutes
Design!
kX P(jw™) = —1+0-j
. 2w
T =
o
1 o kta 4n2
K= ———, =g,z e 1,z 2,z
[P(0)] - k3, ‘
Pmin = 0.7 Mmin = 0.5
x 00,z 1 Q2 | Qo Q1 oz
P2 10053 290 -26| 013 1.9 —1.30
% 0.900 —4.40 2.7 0.90 —4.4 2.70
fmin = 0.7 Mmin = 0.5
x @0,z (S a2z \ @0,z (S a2z
2 | 033 —031 -1.00 | 0.72 —1.60 1.20
% 0.76 —1.60 —0.36 0.59 —1.30 0.38
= 0.17 —0.46 —2.10 0.15 —1.40 0.56

3 Direktspezifikation

Durchtrittsfrequenz w., Phasenreserve ¢ und Steigung v von
L(jw) adS w, sind wahlbar.

Im
v [z24]
-1 P(jw) " [rad)
Re P [rad]
o dL(jw) "p (-]
et
-1
Pp [rad]
“p [s]
P(jwe) =1p - el e
r_ Orp(w) r Opp(w)
T T ow Rt I dw
w=we w=we
1
kp = ———cos(p — ¢p)
Tp
’
1 T,
Ty = - | tan(¢ — ¢p) — ), tan(p — ¢p)
2 T P

We

rp ,
+tan(p — ¢p) ol Bl
p

T = (Ta - w2 — tan(p — @p) - we) '

Ein Regler der nach dieser Methode designed wurde ist nie sicher
stabil. Stabilitdt muss immer im nach hinein noch iiberpriift wer-
den.

Ein geschlossener Regelkreis kann eine Totzeiten im Regler und/
oder in der Regelstrecke haben.
Die Totzeit ist signifikant falls gilt:

>03, mitT=(T.+Tp)

T+ T

Wobei T, die Totzeit des Reglers und T}, die Totzeit der Strecke
P(s) ist.

P(s) = —Tps

-e
T7s+ 1

Betragsmaissig grosse Pole vernachlassigbar falls System hoherer
Ordnung vorliegt.

Wir versuchen mit einem Modell die Totzeit zu iiberbriicken/ die
Zukunft vorauszusagen. Charakterisiert durch o.

Gegeben:
k
P(s) = .
Ts+1
Gewiinscht: 1
T*(S) - = . efTs
soT + 1
Es folgt:
T . 1
Cs) = (s) TS5+

P(s)-(1—-T(s)) k-(o-7-s+1—eT5)

Dieser Regler ist nur méglich weil der rationale Teil der Strecke
und der Sensitivitdt minimalphasig sind.

1
soT + 1

—Ts

S(s)y=1- e

Wie man sieht gilt: lims_,¢ S(s) = 0 das heisst es werden Fehler
unterdriickt und das ist nur mdglich wenn der Regler einen offenen
Integrator hat (die Strecke hat keinen offenen Intergrator).

Dass C(s) einen offenen Integrator hat kann man mit der Reihen-
definition von e zeigen.

Man kann die Reglerstruktur auch anderst darstellen:

U(s) kann dann folgendermassen dargestellt werden:

Us) = chk (1 + %) B(s) — i (1) ues)
N—— —_——

Pl-Regler Pradiktive Korrektur

Es kann gezeigt werden, dass diese Ubertragungsfunktion
dquivalent mit dem oben definierten C/(s) ist.

Man nimmt an, dass die Regelstrecke einen rationalen Teil und

eine Totzeit hat.

—Ts

P(s) = P.(s)-e

Dabei muss P,.(s) asymptotisch stabil sein.

C(s) Y1 p(s)

e R oy ey O

P,.(s) entspricht dabei einer Schitzung der Regelstrecke. Und T
entspricht einer Schatzung der Totzeit der Strecke.

Die Totzeit ist physikalischer Herkunft und kann daher nicht kom-
plett entfernt werden.

Fiir eine gute Robustheit, muss die Totzeit moglichst genau sein.
Wenn die Schitzungen perfekt sind und keine Stérung w am Steu-
ersignal wirkt, so ist € = 0. Das heisst der Regler hat in sich eine
Simulation mit welcher er die Strecke ohne Totzeit regelt. Der
wahre Output ist dann der Output der Simulation um die Totzeit
verschoben:

P.(s) - Cr(s)

YO =165 o)

‘R(s)-e T =T.(s)-R(s)-e*T

Die Ubertragungsfunktion des Reglers ist:

Cr(s)
14+ Cr(s) - P(s)- (1 —e~Ts)

Achtung je nach Aufgabe die Funktion neu Herleiten.
5 Regelgiite

[ ILGw) - Wa(jw)| < |1+ L(Gw)] |

C(s) =

|L(jw) - Walje)]

L(jw) darf also nicht in einen um -1 zentrierten Kreis mit Radius
|W1 (jw)| eintreten.

(W3 ()l

Gleichzeitiges erfiillen des robusten Nyquist Theorems und der
nominellen Regelgiite.

[Wi(jw) - SGw)| + [Wa(jw) - T(jw)| <1

IW1(Gw)| + [Wa(jw) - L(iw)| < 1+ L{jw)]

L(jw) - Wa(jw)|

Approximative Spezifikationen:
Wir formen obige Bedingung nach L(jw) um und untersuchen
sie fiir verschieden Frequenzen:

Tiefe Frequenzen: w < 0.1 - w. = |L(jw)|>1

Wi(w)l

> T Twa G

Eine Ldsung existiert fiir [W2(jw)| < 1 In Worten: Eine gute
Performance erreicht man nur mit einem guten Model.

Um zu iiberpriifen ob System dieses Kriterium erfiillt w — 0 lau-
fen lassen. Und schauen ob die beiden Grenzwerte die Ungleichung
erfiillen

Hohe Frequenzen: w > 10w, = |L(jw)| K< 1

1—[Wi(jw)l

N TAB]

Eine betragsmissig kleine Sensitivitdt S(s) garantiert eine gute
Stdrungsunterdriickung und gutes reference tracking.
Das Ziel ist es nun die Sensitivitdt Betragsmassig zu beschranken:

IS() - Wi()lloe <1 = [SGw)| < [Wi! ()|

Wi (jw)| < 1+ L(jw)] |

Eine L&sung existiert fiir |[Wa (jw)| < 1

Um zu iiberpriifen ob System dieses Kriterium erfiillt w — oo lau-
fen lassen. Und schauen ob die beiden Grenzwerte die Ungleichung
erfiillen

wy ist definiert als: |[W1(jw1)| = 1.

Unser System muss natiirlich alle die alten Kompatibi-
litatsbedingungen erfiillen aber fiir wy gibt es auch noch bedin-
gungen:

‘ w1 &~ max{10 - wq,2 w_4} ‘

Fiir genaue Beschreibung: Theory Sheet!



6 Kaskadierte Regelsysteme 7 Wurzelortskurven - Root-Locus _ 8 Numerische Regleroptimierung

Kaskadierte Regelsysteme eignen sich fiir Systeme mit langsamen
und schnellen Dynamiken. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszunutzen, werden verschiedene Regler fiir die Teilsys-
teme ausgelegt.

Culs) |—’lo_—’l| Cs(s) I“—f»| Py 4 Puts) F—i

s

:es

Fiir die schnelle Dynamik wird oft kein Integrator verwendet. (Sta-
tischer Nachlauffehler kann vom 'langsamen’ Regler eliminiert wer-
den.)

Regelstrecke muss nicht asymptotisch stabil sein.

Die Regelstrecke kann Totzeiten enthalten.

Es gibt keine Einschrankungen fiir den inneren Regelkreis.

Kann wie ein "normaler” Regler verwendet werden. (wenn SISO)
Dynamik des Inneren Systems:

Ys Cs Py
Ys _pp= S0
Ty 1 +CfPf
Dynamik des Ausseren System:
Y= _p CsPr C,CyPsPs
2 pp = =
Ts 1+ CsPr 1+CfPf+CSCfPfPS

Achtung je nach Aufgabe die Funktion neu Herleiten.

Mit diesem Verfahren kann man die Pole des geschlossenen Re-
gelkreises setzen.
Hierfiir wird folgende Regelstruktur betrachtet:

S D =

Die Verstirkung k;, des Reglers C(s) wird abgespaltet und sepa-
rat geschrieben.

Wenn man die Pole in Abhangigkeit von k,, plottet, erhdlt man
die Wurzelortskurven.

Annahmen:
e stabiles, minimalphasiges L(s)

e ky, >0

Die Pole der geschlossenen Regelstrecke ergeben sich aus folgender
Gleichung:
14+ ky-L(s)=0

Mit L(s) = Z(é; wird dieser Ausdruck zu:
b(s)
1+ kp- =
e

a(s) + kp - b(s) = p(s, kp)

Wobei p(s, kp) das Polynmom des Root-Locus darstellt.

Fallunterscheidung:
Fiir sehr kleine k;, nihern sich die Pole von T'(s) den Polen von
L(s).

kp — 0, p(s,kp) = a(s)

Fiir sehr grosse k,, nihern sich die Pole von T'(s) den Nullstellen
von L(s).

kp — o0, - b(s)

(s, kp) = kp

L(s) besitzt:
e m Nullstellen
e n Pole

Fiir kausale (physikalisch realisierbare) L(s) gilt:

Die n-m iibrigen Pole verschwinden gemé&ss den Asymptoten im
Unendlichen.
Die Asymptoten starten alle im Punkt o4 4+ 5 - 0

Oq =

— <Z Re(m) — 3 Re(@))
i=1 i=1

und verlassen diesen mit dem Winkel §;

Ist z € C Teil des Root-Locus bzw. méglicher Pol von T'(s)?

m n
Zé(z—{i)—Zé(z—ﬂi);—ﬂ:tk-%r, keN
i=1 i=1

geg.: P(s), gewiinschter Pol z von T'(s)
ges.: C(s)

e z ist nicht Teil des RL mit C'(s) = 1.

1. C(s) mit realer Pol- oder Nullstelle erweitern

2. Mittels Zugehérigkeitstest Betrag der Pol- bzw. Nullstelle
berechnen

o Immer symmetrisch zur reellen Achse
o Treffen sich zwei Pole — 90° in komplexer Ebene

o Alle Punkte auf der reellen Achse links von einer ungera-
den Anzahl Polen und Nullstellen, sind potentielle Pole von
T(s).

e Pole laufen immer auf Nullstellen zu.

e Pole sind durch Kreuze gekennzeichnet / Nullstellen durch
Kreise

e Pole von T'(s) wandern von den Polen von L(s) zu den
Nullstellen von L(s), symmetrisch zur Reellen Achse.

e Abschnitte der Reellen-Achse sind mégliche Pole von T'(s)
wenn die Anzahl an Polen und Nullstellen rechts davon eine
ungerade Zahl ist.

e Treffen sich zwei Polverldufe auf der Reellen Achse brechen
sie mit 90° in die Komplexe Ebene aus.

o Uberschiissige Pole wandern entlang von Asymptoten ins
Unendliche.

B 71_(773.14”)

5 = (2 (G —1)+1) [rad], i=1

ER

n-—m

Man kreiert eine Kostenfunktion J(kp,T;), die durch die Wahl
der optimalen Parameter k, und T; minimiert werden soll. Bsp.:

oo

J(kp, Ti) = u1~/ 2 (t)dt +
0
static error

p2 - max(y(t) — 1) +
%/_J

Uberschwingen

p3 - (1 —min(|1 + L(jw)l))

minimum return diff 1400

8.0.1 Beispiel

Man hat einen PID Regler, mit roll-off (Tiefpass erster Ordnung,
Eckfrequenz 10 [rad/s]). Dieser soll beziiglich Einheitssprung si-
muliert werden.

Simulations-file ist gegeben:

Constant

Strecke

Regler

Das Giitekriterium soll aus dem maximalen Uberschwinger von y
und der Summe der Quadrate der Regelfehler e im Verhiatlnis 2:1
bestehen. Die Simulation soll 15s dauern.

Das ganze kann mit folgendem Matlab-Code gemacht werden:

%

% mfile 1

global C Cr

pCco = [1,1,1];

Cr = t£(10,[1,10]1);

Cp-opt = fminsearch(Qopti,pCO)

% mfile 2

function J = opti(pC)

global C Cr

Cn = t£([pC(1)*pC(2)*pC(3),pC(1)*pC(2),pC(1)], [pC(2) 01);
C = CnxCr;

sim(’optiSys’,15);

J = e’xe+2¥max(y-1);




—

Kein Einfluss auf die Stabilitdt o. Robustheit des geschl.
Regelkreises oder Storungsunterdriickung.

— Kann reference tracking beeinflussen.
Vormassieren der Referenz r.

o Normalerweise b = 1: Kein statischer Nachlauffehler, wenn
r konstant 1 ist.

e Oft ¢ = 0: Schnelle Referenzen — grosse Signale auf D-
Teil. Normalerweise will man nur Anderungen des Ausgangs-
signals dampfen.

o a — Astrom-Hagglund

Bestimmung von a mittels AH Verfahren

. eale-n-f—aQ’w-nz

manual

input

r(t)

——
y(t)

9.2.1 Beispiel
P(s) = 13? und C(s) = 1+ L. Aktuator hat Saturation so

dass: —0.5 < u < 0.5. Anti-Reset-Windup ist nicht vorhanden.
Der Aktuator ist von Anfang an bis 2.3s saturiert bei einem Ein-
heitssprung. Frage: Wie gross ist y(¢t = 1s)?

Weil der Aktuator saturiert ist bis 2.3s miissen wir die Antwort der
Strecke auf einen Sprung der Hohe 0.5 berechnen:

1
s(1+s)

Y = P(s) 5o =

yH) =S (e~ 1) = y(t = 1) = 0.95

Aktuatoren kénnen in der Realitit nie beliebig kleine oder beliebig

a = g,z Gain scheduling wird meist fiir nichtlineare Systeme verwendet,

die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden. Fiir jeden

Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler ausgelegt werden.

fmin = 0.7 Mmin = 0.5
a a0,z Az Q2. Q0,2 Ql,z a2,z B
Pl 1.10  —0.0061 1.8 0.48 0.40 —0.17 p=f(0) Z 2
PID 0.58  —1.3000 3.5 0.25 0.56  —1.20 l E
r 2w 5= f(z0) w
Cls, £
Saturation T _ e 3 w=9(v)

El

grosse Sollsignale u(t) umsetzen.

Umin if U(t) < Umin
(t) = 4 Umax if u(t) > Umax
u(t) else

R

Anti Reset Windup (ARW)

Falls man saturiert, wird die zu integrierende Grosse reduziert,
sodass sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
fiillt.

Je starker die Aktuatoren saturieren, umso mehr wirkt man der
Integration des Fehlers entgegen.

Nur bei offenem Integrator im Regler sinnvoll und anwendbar.

Bumpless Transfer

Um ein System zu testen, macht es oft Sinn einen manuellen (M)
und einen automatischen Modus (A) zu haben.

Fiir einen reibungslosen Ubergang zwischen den zwei Modi ver-
wendet man folgende Regelstruktur:

Die Ubertragungsfunktion von U, (s) nach U, (s) lautet:

_Uals) _

S(s) = o= Z>(s)

Zy(s)

Z1(s) und Z3(s) bestehen aus Widerstanden (R), Induktoren (L)
und Kapazititen (C') mit den Impedanzen:

Zr(s)=R, Zp(s)=sL, Zc(s)

Es gelten die Kirchhoff’schen Regeln.

10

krete Systeme

Umwandlung eines continuous-time Reglers C(s) zu einem
discrete-time Regler C'(z). In der Realitit gibt es keine kontinu-
ierlichen Berechnungen. Die neuen Eingdnge u(t) werden nur zu
fixen Zeitpunkten berechnet.

O 0

r(t) e(t)

Uy I sy C g Bl v

AAF: Anti-Aliasing Filter; Tiefpassfilter (z-Transform ist nicht

eindeutig)
ADC: Analog-to-Digital Converter; Konvertiert kontinuierliche zu
diskreten Signalen.

nP: Mikroprozessor; Berechnet zeitdiskreten Eingang.

DAC: Digital-to-Analog Converter; Konvertiert diskrete zu kon-
tinuierlichen Signalen.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-order Hold (ZOH) reali-
siert. (Siehe Darstellung output Signal)

f = Anzahl Zwischenrdume pro Sekunde
n bit = 2™ — 1 Samples méglich

1
fSZQ'fmaac f:;:g
Totzeit T durch Abtasten Phasenverlust durch Abtasten
Ts T
T=—5
2

Ap =2
p=qw

!oe in !er z—E!ene sin! sta!l, wenn sie inner!a! !es Ein!eits—

kreises liegen. |m;| < 1 V1

27k (k)

gL

X(z) = Z2{z(k)}

k

0

Wichtige Eigenschaften:
z(k+1) < z- X(2) —z-2(0)
ok —1) < 271 X(2)

T z(k+n) =2"X(2)

z =€

Ein Diskretes System kann dargestellt werden als:
z(k+1)=F-x2(k)+G-u(k), y(k)C-z(k)+ D-u(k)
Wenn u(k) = 0 V k dann gilt:

z(k+1)=F-z(k),

bzw. x(n) = F"z(0)

y(k = n) eines Diskreten System berechnen:
Beispiel:

_Y(2) az+b
2G) = U(z) cz2+dz+e
— Y(2)(c2® +dz +e) = U(z)(az + b)

Einsetzen von Y (2)z" = y(k 4+ m) ergibt:
cy(k +2) +dy(k + 1) + ey(k) = au(k + 1) + bu(k)
Verschieben durch Koordinaten Transformation y(k +2) — y(k)
cy(k) + dy(k — 1) + ey(k — 2) = au(k — 1) + bu(k — 2)

Auflésen nach y(k), k = n setzen und gegeben Werte Einsetzen

Abtastzeit T's muss im Vergl. zur Systemdynamik T, klein sein.

1
Ts < ETC’ 10w, < ws
Tustin Emulation (Zeitkont. Pole bleiben stabil)
szZ-(z—l) zl—&-s-%
Ts-(z+1) 1—s~%
Euler Forward Emulation
B T, +1
s~ zrs-Ts
Ts
Euler Backward Emulation (Zeitkont. Pole bleiben stabil)
z—1 1
s~ & R —
Ts -z 1—s5-Ts

10.5.1 Abtastzeit bestimmen
Funktion gegeben und Abtastzeit gefragt.
1.
2.
3.

Entsprechende Emulation einsetzten(eine von oben)

Pole bestimmen in Abh&ngigkeit der Abtastzeit bestimmen
Bedingungen setzten damit Pole Betrag kleiner 1 haben
|mi| <1

4. Abtastzeit bestimmen

Beispiel:
Achtung das ist ein Beispiel mit der Euler Forward!!!
Am Test kann es eine andere sein!!!

2 1
Oy = M) =B s+l
b(s) (s +2)(s+ 10)
Emulation einsetzen:
z—1
s =

TS
Der Nenner wird zu:

(Tis(z - 1)+2) (Tis(z -1+ 10)

Die Pole werden somit:

b(z)

T =1—-2Ts, ma=1-—10T%

Da T real ist, kann man Extremfille einsetzen.

1-2Ts > —-1—-Ts <1s
1—-2Ty < +1 —Ts > 0s
1—-10Ts > -1 - Ts < 0.2s
1—-10Ts < +1 — Ts > 0s
Somit muss gelten:
0s < Ts <0.2s



11 Algebraische Stabilitdtskriterien

Im Folgenden werden zwei Verfahren gezeigt, die zeigen, ob ein
Polynom

an 8" Fan_1-s"" 4+ a1 s+ ao, n>0

alle Nulistellen in der linken komplexen Halbebene hat.
Die Bedingung a; > 0 Vi ist notwendig aber nicht hinreichend.

Die Koeffizienten a; seien bekannt. Alle Nullstellen des obigen
Polynoms liegen in der linken komplexen Halbebene, iff alle De-
terminanten der Untermatrizen von H strikt positiv sind.

an-1 an 0 0
Ap-3 Qp-2 Gp-1 an 0 0
Ap—5 Gp—a Qp-3 Qp-2 Gp-1 Gp O 0
H, =
0 0 ap ay ax az ag
0 0 a a a2
L 0 0 ap |
Hyp =R"™*" (1)

" Robuste Hurwitz Stabilitat”
Die Koeffizienten a; sind nicht exakt bekannt, man weiss jedoch
in welchem Intervall sie liegen.

—1

p(s,a) =la, . an] - s" +a,_1,8n-1] 8" +---+[ag, ao0]

Das Hurwitz Kriterium muss nur fiir die folgenden Polynome ge-
priift werden:

pi(s) =Go+a, s+a, s +a3-8 +...

pa(s) =To+a1-s+ay,-s°+ag-s°+...
Ps(s)=ﬁo+51'8+52's2+g3~83+4“
pa(s) =ag+a, - s+az-s+az-s> +...

13 Systembeschr

() = A x(t) + B - u(t),
y(t) =C z(t) + D - u(t),

z(t) € R™, u(t) € R™
y(t) € R?

|A€]R"X”, BeR"™™, CeRP*", DERPX’”|

Ubertragungsfunktion:
X(s)=(sI—A)" . B.U(®s) + {(sI At xo}

Y(s) = (C-(sI— A~ B+ D) -U(s) + {c S(sI— AL zo}
P(s)

P(s)

(C-(s1 - )B4 D)|ecrm

P(s) enthilt nur gleichzeitig steuerbare und beobachtbare Teile
des Systems. (minimal)

T(s) = (I+ PC)"'. PC
S(s) = 1+ PC)~"
Q(s) = (I+ PC)

(return difference)

Push-through rule:

G -(I1—G2G) P =10-G1Ga) -Gy

a BNT'_ 1 (d  —b

c d " ad —be —c a
a b c\ 7t 1 ei—fh ch—bi bf—ce
d e f :ﬂ~ fg—di ai—cg cd—af
g h i et dh —eg bg—ah ae—bd

Von Ubertragungsfunktion eine State-Space Darstellung erstellen

Das Realisationsproblem ist in MIMO viel schwieriger als mit SISO
Systemen vorallem weil man nicht weiss welches Koordinatensys-
tem man wahlen sollte.

Einfach eine State-Space Darstellung zu finden ist einfach, diese
hat aber meistens nicht beobachtbare/steuerbare Zustande.

Es gibt Methoden die das direkte Herleiten einer minimalen State-
Space Darstellung erlauben (nicht in dieser Vorlesung enthalten).

EW(A) = 0; + jw;

Asymptotisch stabil:
Stabil:
Instabil:

;< 0, far alle EW(A)
o; < 0, min. ein EW(A) =0
o; > 0, min. ein EW(A) > 0

Das System { A, B, C, D} ist vollstindig steuerbar, falls die Steu-
erbarkeitsmatrix R,, vollen Rang n hat.

R =[B,AB,..., A" B] e RMX(")

Das System {A, B, C, D} ist vollstindig beobachtbar, falls die
Beobachtbarkeitsmatrix O,, vollen Rang n hat.

C
CA

0, = eR(n»p)Xn

CAn—l

Wir definieren den Controller in der Time-Domain:

dizz(t) =F - z(t)+ G- e(t), 2(t) € RY,e(t) € R?

u(t) = H - 2(t) u(t) € R™

F eR?Y G eRI*P H ¢ R™*4

Dann ist die Standard-Feedback-Konfiguration asymptotisch stabil
iff alle Eigenwerte der Matrix

A
-GC

einen negativen Realteil haben.

BH
F

Nyquist Theorem:

Der Closed-Loop wird asymptotisch stabil sein iff der Nyquist plot:
N = det(I + P(jw) - C(jw), w € [~00,00])

den Urpsrung %+n+ mal umkreist. Wobei Umdrehungen im Ge-

genuhrzeigersinn positiv gezdhlt werden. ng ist die Anzahl stabiler

Pole und n die Anzahl instabiler Pole des Loop-Gains L(s)

Das MIMO Nyquist resultat bringt uns allerdings nur in diagonal-

dominanten Systemen voran. Fiir andere MIMO Systeme brauchen

wir andere Synthese-Tools.

15 Pole und Nullstellen

MIMO Pole (m;) und Nullstellen (¢{;) haben einen Betrag (Fre-
quenz), eine Eingangs-(5°™) und eine Ausgangsrichtung (5°“%).
Pole:

P(s)] oy, - 01"

out
0 - 67"1'

Nullstellen:

in out
P(5)|5=gj : 5<j =0- 5gj

Minoren einer Matrix sind die Determinanten aller quadratischen
Submatrizen. Die Submatrizen werden durch Streichen einzelner
Zeilen und Spalten der Matrix gebildet.

2(s+2) 3
T 1
P(s) = s+ s+
1
s+1 s+2
Die Minoren von P(s) sind:
2(s +2) 3 1 1 2s —1
s+1 "s+1 s+1 s+2 (s +1)2
Primitivminoren Hauptminor

(1. Ordnung) Héchste Ordnung

Die Pole von P(s) sind die Nullstellen des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen (kgV) der Nennerpolynome aller Minoren von P(s).

Das kgV der Nennerpolyome der Minoren:
p(s) = (s +1)*(s +2)
Die Pole sind folglich {—1, —1, —2}

Note: Jeder Pol der MIMO UF muss auch ein Pol der einzelnen
SISO UF sein.

15.3.1 Definition Nullstellen
Die Definition fiir die Nullstellen eines State-Space Systems ist:
Wir gehen davon aus, dass die Anfangsbedingung: z(t) = z¢ gilt.
Der Systemausgang y(t) ist nur Null fiir alle Zeiten ¢ falls folgende
Gleichungen erfiillt sind:

(sI—A)-X(s)—B-U(s)=0

C-X(s)+D-U(s) =0

Die Lésung dieser Gleichungen definieren wir als Nullstellen.
Es gibt nur nicht-triviale Lésungen iff die Matrix:

[(515 A) 7DB]

singulir ist. (Determinante = 0)

15.3.2 Kochrezept

Die Nullstellen von P(s) sind die Nullstellen des gréssten gemein-
samen Teilers (ggT) der Zshler der Minoren héchster Ordnung
von P(s) nach der Normalisierung, bei der alle Pole von P(s) im
Nenner stehen. (Phu!)

Die Ordnung der Minoren entspricht der Dimension der Unterma-
trix, aus welcher sie gebildet wurden.

1. Minoren héchster Ordnung finden:
2s —1
(s+1)2
2. Normalisieren, sodass alle Pole im Nenner stehen:

(s +2)
(s+2)

2s — 1

(s+1)2

3. Nullstellen des Zahlers sammeln (ggT):
geT: (2s —1)(s+2)
Die Nullstellen von P(s) sind somit: {1, —2}

Note: Nicht jede Nullstelle eines MIMO Systems ist auch eine der
Nullstellen, der SISO Ubertragungsfunktionen.

Note: Falls P(s) quadratisch ist gilt: die Nullstellen von P(s) sind
die Nullstellen von P(s)~!

minimal = vollst. steuerbar und beobachtbar

e System minimal < keine Kiirzung

e System nicht minimal < Kiirzung

o # MIMO Pole = # Zustinde <> keine Kiirzung < minimal
e # MIMO Pole < # Zusténde < Kiirzung

e Minimale Systemordnung = # MIMO Pole

Falls das System minimal ist sind die Eigenwerte der Zustands-
raumdarstellung Pole von der Ubertragungsfunktion.

Pole und Nullstellen, die sich kiirzen lassen, fallen mit den obigen
Methoden bereits raus!



16 Relative Gain Array (RGA)

“Wenn ein Regler vom Eingang w; auf den Ausgang y; basierend
auf dem open-loop System P;; ausgelegt wird, welche veranderten
Verhiltnisse trifft dieser Regler an, wenn er im geregelten MIMO-
System verwendet wird?"

Der (i,j)-Eintrag der RGA-Matrix beschreibt das Verhiltnis zwi-
schen den Ubertragungsfunktionen wj — y; im offenen (alle an-

deren Einginge Null) und geschlossenen (alle anderen Ausginge
Null durch perfekte Regelung) System.

UF open loo
[RGAJ;; = - open loop.
UF closed loop

[RGA]ij <0
Einfliisse der anderen Kreise das Vorzeichen wechseln kann — das

System wird leicht instabil. Eine solche Ein-/Ausgangspaarung ist
immer zu vermeiden.

Die Verstarkung von w; nach y; kann durch

[RGA];; > 1 |Die Verstirkung im offenen Fall ist grésser als im

geschlossenen. D.h. wenn wir einen Regler fiir den offenen Kreis
entwerfen und dann den zweiten Kreis schliessen, wird die re-
sultierende Verstarkung kleiner. Das Regelverhalten wird dadurch

=3
=
g
Icq
[}
=

geschlossenen. D.h. wenn wir einen Regler fiir den offenen Kreis
entwerfen und dann den zweiten Kreis schliessen, wird die resul-
tierende Verstirkung grésser. Das Regelverhalten wird dadurch
aggresiver.

Allgemeine Form einer 2 X 2 Regelstrecke P(s)

1 | Die Verstarkung im offenen Fall ist kleiner als im

—PyoPoy
Paa P11 =P P12

P11 Poo
P11 Paa—P12P21

RGA(s) =
P11 Pao
P11 P22 —P12P2

—P12P2
Pag P11 —Po1 P12

Allgemeine Formel

RGA(s) = P(s). x (P(s)*l)T

Wobei . X eine elementweise Multiplikation beschreibt.
-1
(P& = (P)7)

RGA fiir Gleichgewichtszustand (steady-state) = s — 0

e Jedes Steuersignal darf nur ein Output beeinflussen
= Von jeder Spalte nur ein RGA-Element auswéhlen

e Jeder Output muss von einem Steuersignal gesteuert werden
= Von jeder Zeile nur ein RGA-Element auswahlen

Beispiel:
1.1 0.8 -1 Uz — Y1
0.8 0.1 0| = |ur = y2
—1 0 2 usz — Y3

= Dieses MIMO System wiirde sich mit 3 SISO-Reglern regeln.

1. SISO-fihiges P;; (jw™) | [RGA(jw™)];; ~ 1

Sinnvoller SISO Regler fiir u; — y; existiert

2. Nicht SISO-fahiges P;; (jw™) « | [RGA(jw™)]s; ~ 0

Es existiert kein sinnvoller SISO Regler fiir u; — y;.

3. Instabiles Verhalten fiir P;; (jw™) <> | [RGA(jw")]i; <O
Ein SISO-Regler hat im MIMO System eine entgegengesetzte
Wirkung.

e Summe der Zeilen/Spalten = 1

RGA eines P(s) in Dreiecksform — I
[RGA(s)]11 = [RGA(s)]22 =1 — [RGA(s)]12
[RGA(s)]12 = [RGA(s)]21 =1 — [RGA(s)]11

RG A = Einheitsmatrix heisst nicht dass Ausgang nur durch
eine Eingangsgrosse beeinflusst wird.

17 Singuldrwertzerlegung - SVD
Die Singuldrwertzerlegung der Matrix M lautet:

M=U-=-VT

Singulidrwerte o; der Matrix M sind gegeben durch die positiven
Waurzeln der EW von M 7T . M.

MT = M7 konjugiert und transponiert
Anzahl (Singularwerte = 0) = Grésse - Rang

y=M-u
e '™ Eingangsrichtungen entsprechen den Zeilen von VT
e §°"" Ausgangsrichtungen entsprechen den Spalten von U
® 0;(M) € R stehen auf der Diagonalen von 3
® Omin < % < Omax
e U, V sind unitire Matrizen: UTU = UUT = U0~ =1
e Ein MIMO-System hat nicht zwangsweise gleichviele Singu-
larwerte, wie die Ordnung des Systems ist.
e Die Anzahl der Singularwerte eines Systems mit m

Eingingen und p Ausgingen ist: min(m, p)

2(s+2) 3
s+1 s+1

P(s) = ) X
s+1 s+2

mo={-1,-1,-2} &

)

N =

—

0 -3
N
svd | O —1 BES 0 ) 0o -1
~ -1 0 0 0 1 0
————— —— ~———
U bl vT

Input Richt. aus V7 ablesen
§in = 1. Zeile von vT

62’” = 2. Zeile von VT

Output Richt. aus U ablesen
524t = 1. Spalte von U

62‘” = 2. Spalte von U

. [21-055 0.2-0.75] svd
P@-4) = [0.1 —0.25 0.1-— 0.2j:| =
U —0.96 +0.215  0.04+0.105 |
—0.06 +0.105 —0.93 — 0.33;
. 2.3025 o]
0 0.2060
vT —0.94+0j —0.15—0.285
0.32+0j —0.45 —0.83;

Die maximale Anregungsrichtung (7% - 1) (zum SW 2.3025)

entspricht der ersten Zeile von V7.
1 pnpeden
ua| poed?2

| o
|

0.9476 - 7™
0.3195 . ¢792:06
Der Input im Zeitbereich (Inverse Fouriertransformation bei einer
einzigen, bestimmten Frequenz) lautet wie folgt:

0

eiP2

—0.9476 + 0]
—0.15 — 0.28;

¢ 0.9476 - cos(4 - t + )
w(t) =
0.3195 - cos(4 - t — 2.06)

18

MIMO Frequenzantworten

[ p1 - cos(wt + @1) - h(t) ]

u(t) = p2 - cos(wt + p2) - h(t)
Lt - cos(wt 4+ @) - h(t)]
[ v1 - cos(wt + 1) - h(t) ]

Yoo (t) = vy - cos(wt + b2 ) - h(t)
[V - cos(wt. + Ym) - h(t)]

Nach der Laplace Transformation mit

@ = diag(pi), p=[p1,.. ., pm]"
U = diag(shi), v=[v1,...,vm]"
s
Uls) = e®s/% ..
(s)=e sy
Y — Ves/w ;
(s)=e v o
Die Frequenzantwort lautet wie folgt:
Y (jw) = P(jw) - U(jw)
Yy =Pjw)-ed T

Die SVD Erkenntnisse liefern Schranken fiir die Verstarkung:

_ vl

Tmin(P(jw)) < =
[l

UmaX(P(jw))

Spezialfille
Wenn die Anregungsrichtung genau der Maximalen bzw. Minima-
len Richtung entspricht, dann gilt:

e Fiir Maximal:

(2

IVl = omaz - Il

e Fiir Minimal:

(©)

vl = omin - llull



19 Singuldrwertverlauf

Singuldrwertverlaufe bilden Schranken fiir den Betrag der Aus-
gangsamplituden ||| im steady state bei verschiedenen Frequen-
zen.

Singuldrwertverlauf von P(jw) aus Beispiel

Singular Values
20 T T T

Singular Values (dB)

50 . . .
102 107 10° 10’
Frequency (rad/s)

Die Systemnorm ist definiert als:
16l = max (maxai(GGw))
Minimal return difference:

Mmin = min (m_in o (I+ L(jw)))

)

Minimale Phasenreserve:
1

> 2arcsin | ——mMmM8MM—
v <2maxw 7 ()l

Geg.: Plot von u & Singularwertverlauf
Ges.: Mogliche Plots von y

1. Frequenz des Eingangssignals w( ablesen
Ausgangssignale haben die gleiche Frequenz wq (und Perioden-
dauer Tp) wie das Eingangssignal.

27
=T

2. Maximalen und minimalen Singuldrwert ablesen bei w = wq

wo

3. Amplituden 1 vom Input u ablesen

lui] = p1 = ...
= Jlull = \/lua® + |uz|?
|ug| = pe = ...
4. Amplituden v vom Ausgang y priifen
|lv|l = Norm der Vorfaktoren von Cosinus/Sinus!
1
lvll € lomin - lull, omax - [lull]

Im Allgemeinen gilt:

lyeo Il < VIl = omaz - 1]l
Aber der Transient y(t) kann grdsser sein:
kann
y(t) > vl = omaz - lull

20 LQR

Wir haben ein lineares und zeitinvariantes System gegeben:
d n m|
Em(t) = A-z(t)+B-u(t), x=(0)#0, z(t) €R", u(t) €R

Das Ziel ist es nun u®P%(t) zu finden, welches J(u) minimiert:

uP (1) = min J (u(t))

/0°° [27 (1) - @ - w(u(®) +uT (1) - R u(t)] dt

J(u)

Der optimale Eingang w* (¢) minimiert die Kostenfunktion J(u).
Asymptotische Stabilitét ist dem w*(¢) inhdrent, denn fiir ein
Minimum muss gelten:

tl_l)rr;o z(t) =0 und tgrgo u(t) =0

20.1.1

e ( gewichtet x(t) - Abweichung vom GGWP
e R gewichtet u(t) - Grésse des Inputs

Stellgréssen @ und R

Fiir ein |6sbares Problem miissen @ und R diese Beding. erfiillen:
Q=QT e rxn positiv semidefinit VA >0
R =RT e Rx™ positiv definit YA>0
Diese Bedingungen sorgen dafiir, dass Abweichungen von 0 fiir
z(t) und u(t) nur positiv positiv in die Kostenfunktion eintreten.

R | | Abweichung vom Ursprung ist teuer. (cheap control)

x(t) wird schnell in den Ursprung geregelt. u(t) wird gross.

Inputenergie ist teuer. (expensive control)

z(t) wird langsam in den Ursprung geregelt. u(t) bleibt klein.

Wobei die absoluten Gréssen dieser beiden Stellschrauben nicht
wichtig sind, es sind nur die relativen Gréssen wichtig!
Also Q, R und Q = 10Q, R = 10R ergeben das selbe K!

Fiir Q unbekannt und R?*? gilt:

b
c

u*(t) = —K - z(t)

R .BY . ®» KeRrR™X"

7
Gewichtungs- System
matrix Matrix

} = acTQac = aacf + 2bxi1xo + cxg

K=

Algebraische Riccati Gleichung:

<I>~B~R*1‘BT~<I>—¢-‘A—AT'<I>—Q=O‘

Wobei ® symmetrisch ist, ® € R™*" mit A € R™*" und
|
2=3">0 —VEW>0

Man braucht also folgende vier Matrizen fiir K:

{4,B,Q,R} -+ K

20.2.1 Diese positiv definite Losung fiir ®

existiert garantiert fiir
Cl1 {A, B} vollstindig steuerbar
C2 {A, C} volistindig beobachtbar
(Diese Bedingung garantiert, dass die Zahl xTQz genug
Information iiber die System-States beinhaltet)
Mit Q = CT - C, wobei: C € RPX™ mit p = rank(Q)
Falls Q = CT - C wird 27 - Q -  — ||y]| in der KF J(u).
20.2.2 Eine Losung @ existiert garantiert fiir

(Diese Lésung muss nicht unbedingt positiv definit sein!)

C1 {A, B} detektierbar
C2 {A,C} stabilisierbar
Niitzliche Beziehungen fiir Berechnung von ®
Fiir relle Zahlen gilt:
¢ RT =R
e positiv definit < positiv (R > 0)
e cig(a) =amita €R

Fiir eine symmetrische 2 X 2 Matrix gilt:
b
c

positivdeﬁnit©b2<ac & a>0 & c>0‘

a
b

20.2.3 Ubertragungsfunktionen

Ligr =K - [sl— A]71 - B, rot — blau
T‘LQR=C"[311—14]71'37 u—y
Hmin,LQR = Min omin(I + Lror(jw)) 2 1
20.3.1 Stabilitat
Die Closed-Loop-Dynamik eines Systems, das mit u°?* = —K -z

geregelt wird, ist:
(0)

i(t) = (A — BK) - x(t)

Falls die Bedingungen fiir ein positiv definites ® erfiillt sind, so ist
die Matrix A — BK garantiert Hurwitz, dh. alle Eigenwerte haben
einen negativen Realteil.

20.3.2 Robustheit

Wir definieren zuerst die Kreisverstirkung fiir ein LQR-geregeltes
System:

Lior(s)=K-(sl—A)""-B

Wir kénnen mit dieser Definition damit auch das Nyquist-Theorem
(SISO) und die min. return difference firin, (MIMO) verwenden.

Fiir die Wahl R = r - I hat pumin folgende Eigenschaft.
fmin, LQR = min <miin oi(I + LLQR(jw))) >1
Im SISO fall vereinfacht sich diese Bedingung zu:
Hmin, @R = min(| + Lrer(jw)]) = 1

Der Nyquist-Plot von Lgr(jw) tritt also nicht in einen Kreis
mit Radius 1 um den Kritischen Punkt -1 ein:

Lror(jw) Imaginary Axis

Real Axis

Unsere reale Strecke ist Li(jw) = e 9% - k - L(jw)
Unser System bleibt stabil fiir:

k€ [0.5,00] ¢ € [—60,60]
20.3.3 Robustheit verbessern

Die Robustheit kann durch Lésen der modifizierten Riccati Glei-
chung um einen Faktor 3 verbessert werden:

1
Ewbﬁ-B-R*l.BT.¢,3—4>g.A—AT.<b5—Q=o
Hmin, LQR = Min <miin0i(,3 I+ LLQR(jw))> >p

Fiir den SISO Fall tritt der
Nyquist-Plot von L1 gr nicht in
einen Kreis mit Radius 8 um den
Punkt —f3




20.3.4 Storungsunterdriickung

Der LQR Controller kann im all-
gemeinen keine Stérungen un-
terdriicken. Falls eine konstan-
te Stérung w(t) = weo - h(t)
am Eingang herrscht, so wird
das System nie instabil aber der
Zustand wird auf einen Wert:
limy o0 z(t) = Too # 0.

Dieser Endzustand lasst sich berechnen durch:
Zoo = —(A— BK) 'B-ws

Diese Matrix ist immer invertierbar!

Falls die Strecke selber ein Integratives verhalten aufweist, kann
man kleine Stérungsunterdriickungen erwarten. Aber im allgemei-
nen kann man damit nicht alle Stérungen unterdriicken.

20.3.5

e The LQR controller is a linear and time-invariant feedback of
the state variable x(t).

Zusammenfassung

e The resulting closed-loop system matrix A — BK is guaranteed
to be a Hurwitz matrix, i.e., all eigenvalues of A — BK have
negative real parts.

o The conditions C1 and C2 are sufficient, but not necessary for
a solution to the LQR problem to exist. Less restrictive conditi-
ons are known (C'1, C2) that guarantee a meaningful solution
as well.

e The resulting controller is not an optimal controller in the sense
that it is the best possible one. The term optimal only refers
to the fact that the controller is obtained as the solution to an
optimization problem.

o The matrices Q and R are the “tuning knobs” with which the
controller properties are influenced in a systematic way. The
choice of meaningful weights is not trivial.

e The loop gain in Equation of the LQR always has excellent
robustness properties.

e |t is simple to prove that the Ricatti-Equation indeed yields a
solution to the LQR problem, but it is more difficult to prove
that this solution is the only one.

e For the solution of the Riccati Equation reliable numerical algo-
rithms are known which are implemented in standard CACSD
tools.

&(t) = A-z(t) + B -u(t)

Eigenwerte von A sind charakterisierend.
Annahme: System vollst. steuerbar

20.4.1 Zustandsregelung

u(t) = —K - z(t)

i) = A x(t)— B-K-z(t)= (A— B - K) - x(t)

Eigenwerte von A — BK sind charakterisierend fiir das resultie-
rende geschlossene Regelsystem. (Lyapunov Stabilitit)

Die Eingenwerte von A — BK sind die Pole des geschlossenen
Regelkreises!

Fiir gegebene EW \; und gesuchte Zustandsriickfiihrungsmatrix
K ldsst sich nun das EW Problem I6sen.

det(diag()) — (A — BK)) = [J(x = A1)

Mit Koeffizientenvergleich kann dann auf die Elemente von K ge-
schlossen werden.

20.5.1 Zustands-Folgeregelung

(Zoo, Uoo ) ist ein GGWP des Systems. Falls folgende Bedingung
erfiillt ist:

A~mo<,+B‘uooéO

u(t) X #(1)
Um das System zu einem Zu- o—{r]—o —
stand o # 0 zu regeln, defi-

nieren wir zwei neue Variabeln:

Az(t) = z(t) — Too
Au(t) = u(t) — oo

Die neue Systemdynamik:

Az =A-Az+ B-Au

Und die neue Kostenfunktion:
& T T
J(Aw) :/ [Az Q- Az + Au ~R-Au] dt
0

Es gilt nun:
Au(t) = =K - Az(t)

K ist ist die Lésung der Ricattigleichungen des urspriinglichen Pro-
blems.

Man kann dies nun auf zwei verschiedene Varianten implementie-
ren. Fiir Variante b braucht man noch der Input der urspriinglichen
Dynamik:

U=1Uso — K+ (2 — Too)

20.5.2 Ausgangs-Folgeregelung

Um die Ausginge y(t) auf die gewiinschten Referenzen r(t) zu re-
geln, benutzt man die gleiche ldee wie oben: man gibt noch einen
weiteren konstanten Input zu —Kz(t) hinzu:

Diese Feedforward Matrix berechnet sich mit:
I'=—(C-(A-=BK) '-B) ' =—P(s)""

Diese existiert garantiert falls P(s) keine Nullstellen im Ursprung
hat.

Das alles funktioniert nur fiir:
r(t) = [r1 r2 oo ]t - h(t) = roch(t)

D=0

n = m = Gleich viele Eingdnge & Ausginge

Ausserdem muss 7o, zu einem GGWPunkt z., gehdren:

Too = Yoo = C  Too

205 Folgeregelung - Feedforward [T 213 LORIFolgeregelung

Der Zustand wir um einen integrativen Fehler v(t) erweitert. Die
LQR Formulierung fiihrt alle Zustinde asymptotisch in den Ur-

sprung. — eliminiert den integrativen Fehler.

Extension

‘ r(t)
y(t) | elt)
70_’@

Der neue Grundzustand lautet Z(t) = [m(t)] e R™T™,

v(t)

Daraus folgt die neue Zustandsraumdarstellung:

E(t) = [

-4

—y(t)

8} : [ﬁfiﬂ + ['3] (ut) + w(B) + m 0

A-z(t)+ B - (u(t) + w(t))}

=A-Z+By,-u+By -wH+DB,-r

Mit A € Rt X (ntm) g B e R(n+m)xm

Die LQR " Maschine” bringt die Zustinde ins GGW. (hier: 0)

Mit den teils neuen Stellgréssen (Q, R).

alternativ:

Durch 16sen des LQR Problems erhdlt man die neue Zustands-

Q‘[o Q,]

Qr=~-1

Q1 gewichtet Fehler v(t) (Integrator).

0

~ = ~ [c o
Q:CT-C C:|: ’Y'Hj|

mit C: Q = CT - C des LQR Problems

riickfiihrungsmatrix K € R X (mtn)

{A, Bu,Q, R} —

K = [K,—Kj]

Mit K € R™*™ und K; € R™*™
Es folgt der Output:

‘ w(t) = —K -3(t) = —K - z(t) + K1 - v(t) ‘

() ()

w(t)

Controller Tmplementation

u(t)
pha

Der LQRI wiirde an sich alleine schon eine konstanten Referenz
folgen, da der Fehler erst Null ist, wenn r = y ist. Um die Kon-
vergenz zu beschleunigen ist es ratsam einen Feedforward-Term
einzubauen:

| r(t

)

a(®) B w(t) | e I v(t)
I : 7
P

Hier berechnen sich alle Matrizen wie vorher.

Der LQRI Ansatz wird um die feedforward Signale uso und zo
ergdnzt. Wir wollen einer Referenz r(t) # 0 folgen.

lz(()) #0

&l
81
—~
o~
=
|

— [A cx(t) + B - (u(t) + w(t))]
r(t) —y(?)

- e o L]+ 7]
— % v

(u(t) +w(t)) +
N —
Input inkl. Stérung

g0

Es folgt der Output:

‘u(t):uoo —K'(ac(t)—xoo)—i-KI'v(t)‘

Kostenfunktion wird nur fiir ein bestimmtes Zeitintervall [tq, ts]
formuliert.

f— T . . tb T. . T. .
J=z (tb)Pac(tb)—i-/ta (gc Q) -z +u” - R(t) u) dt

Asymptotische Stabilitdt kann nicht mehr garantiert werden.
(Beschrinkung auf finites Zeitintervall)




22 Beobachter

Ny (t)
t +
e mtan ey
. y(t)
A fe— -—>
Beobachter |T|
L= _
y(t)
z(t)

Annahme: A= A, B=B,C=C (perfektes Modell)
Merke: z(0) ist trotzdem unbekannt. — y(t) # y(t)

Wir definieren nun den Beobachtungsfehler:
2 () = a(t) — 3(1)
Das Ziel ist nun, dass dieser Beobachtungsfehler asymptotisch sta-
bil gegen Null konvergiert.
Die Beobachterdynamik ist gegeben durch:

%:ﬁ(t) = Az(t) + Bu+ L - (y(t) — (1))

§=0Ci

Mit Hilfe des Blockdiagramms kdnnen wir nun die Dynamik des
Beobachtungsfehlers herleiten:

d
Zre(t) = (A= L-0)-ze(t)

Wir miissen also sicherstellen, dass die Matrix A — L - C Hurwitz
ist (alle Eigenwerte kleiner Null). Dabei kdnnen wir nur L wihlen,
weil A und C Strecken-Matrizen sind.

!
eig(A-LC)<0 = tl_i)rn ze(t) =0

Man [8se das EW-Problem mit den gewiinschten EW \; und dem
Freiheitsgrad L.

0 = det(A — (A — LC))

Die LQR-Formulierung platziert die EW der Matrix (X — Y Z)
mit dem Freiheitsgrad Z so, dass die Matrix (X —Y Z) hurwitz ist.

eig(A — LO) = eig ((A - LC)T) = cig (AT - CTLT)

Mit folgenden Anpassungen entsteht die entsprechende LQR For-
mulierung.

Es existiert eine eindeutige, positiv definite Lésung ¥ falls:
e {A,C} beobachtbar
e {A, B} steuerbar

Achtung: L kann nicht beliebig gross gewihlt werden. (Verstarkt
hochfrequentes Rauschen)

e g klein — schneller Beobachter, Rauschen 1, Abschitz. 1
e q gross — langsamer Beobachter, Rauschen |, Abschitz. |

Falls Rauschen am Ausgangssignal vorhanden ist, lautet die Dy-
namik des Beobachtungsfehlers:

%xe(t) =(A—L-C)-zc(t) — L-ny(t)

Falls die Stérungen m,, (t) und n,(t) Gaussian zero mean white
noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung bekannt
ist, kann diese Methode angewendet werden.

Die Losung fiir L£ kann wiederum mit der Algebraischen Riccati
Gleichung gefunden werden.

Ly =R;'.C-P

0=PC"R,'CP - PA" — AP - BR,B"

Wobei P = PT € R™*™ existiert, wenn {A, C'} beobachtbar
ist.

Die Eigenwerte des Kalman-Filters sind durch folgende Gleichung
gegeben:
det(sI — (A — LyC))

LQR Luenberger Kalman
A AT AT
B cT cT
Q=CT.-C| B-BT B-R,-BT
R q-1 R,
K LT Ly
[ v P

23

LQG

Die Kombination von LQR und Luenberger Beobachter wird LQG
(Linear Quadratic Gaussian) genannt.

Der LQG ist genau dann stabil, wenn Zustandsbeobachter und
LQ-Regulator selbst stabil sind.

<
~

~
=

i Observer

O
: LQG Controller

Annahme: {A, B, C} bekannt, (perfektes Modell)
Alternative Darstellung

Die Ubertragungsfunktion des Reglers wire dann:
C(s) = K(sl — (A— BK — LC))"'L

Der Openloop des Systems ist dann:

L(s) = C(s) - P(s)

23.1.1

Regelgesetz:

Resultierender Regelkreis

u(t) = —K - &(t)

Die Dynamik der closed-loop LQG controller-structure ist:
d .
Ez(t) =A-z(t)— B-K-i(t)

%i(t):(A—BAK—L-C)-aE(t)+L-C<z(t)

Wenn wir nun einen kombinierten Zustandsvektor definieren:

-5

Bekommen wir folgendes lineares System:

d_ A -BK .
7= [LC A-LC - BK] ()

A

cl
Fiir den offenen Regelkreis bekommen wir:

%5(” = [LAC A— L((Z)' - BK] B(t) + [g] ~u(t)

23.2.1 Stabilitat

Separation Principle
Mit einer geschickten Koordinatentransformation lasst sich A.;
auf folgende Form bringen.

A - BK
Onxn

BK

%E(t) = [ A LC] EW) =T ' Ay T Z(t)

Ay in coordinates Z

Die entstandene Blockmatrix hat die selben EW wie gcl. Die EW
der Hurwitz Matrizen A — BK und A — LC sind per Definition
stabil.

Die Eigenwerte von ch haben also alle einen negativen Realteil.
Die Eigenwerte sind:

Xi(Act) = Mi(A = BK) U X (A - LO)

Diesen Fakt nennt man das separation principle. Es impliziert, dass
der State-Feedback-Regler und der Beobachter separat voneinan-
der synthesiert und getuned werden kénnen. Solange beide asym-
ptotisch stabil sind wird es auch der Beobachter basierte State-
Feedback-Controller sein.

23.2.2 Robustheit

Es gibt fiir den LQG gar keine Robustheitsgarantieen. Folglich
muss die Robustheit des LQG Controllers immer a posteriori
iberpriift werden.

23.2.3 Stérungsunterdriickung

Wie der LQR controller ist auch der LQG controller nicht in der
Lage stdrungen zu unterdriicken.




23.2.4 Zusammenfassung

Ein control-loop der mit dem LQG verfahren synthetisiert wurde
liefert ein closed loop-system, welches:

e garantiert stabil ist
e keine Robustheitsgarantieen hat
o generell keine Stérungen unterdriicken kann

e kann nicht fiir reference tracking genutzt werden

233 Folgeregelng |
Ez(t) =

23.3.1 Nullpunktverschiebung

Verschiebung des Gleichgewichtspunkts nach {uoc, Zoo }-

i Beobachter

u(t)

[4(t) = uoo — K - (2(t) — 2) |

‘0=A-xoo+B~uoo‘

23.3.2 Vorsteuerung

Die folgende Methode ist Aquivalent zur Folgeregelung durch Ver-
schiebung des GGWP.

71
Lo =0)

iy By By
i

! Beobachter

—2]

0=A ZToo +B-ux
r(t) =C s

Durch Vergleich mit dem obigen System ergibt sich:

'=—(C-(A-BK)™'-B)™!

23.3.3 Resultierender Regelkreis

Regelgesetz:
u(t) =T r(t) — K -Z(t)

Offener Regelkreis:

%E(t) = [LAC A—ch—BK} 3(t) + [g} - u(t)

Geschlossener Regelkreis:

[LAC Aol BK] SE(t) + [g] T r(t)

23.4.1 Storungsunterdriickung

Analog zur LQRI Formulierung wird der Zustand um einen inte-
grativen Fehler v(t) erweitert.

O_»r(j)’

o) = [0 y(rar

Mit dieser Erweiterung ergibt sich der Zustand:

z(t)
z(t) = |Z(t)
v(t)

Das Eingangssignal

w(t) = —K - 2(t) + K1 - o(t) ‘

folgt aus der Lésung der LQRI-Formulierung:

{A,B,Q,R} - K = [K,—K/]

~ | A 0 =~ |B ~ |Q 0
St R R 1 A (A
Resultierender Regelkreis
Regelgesetz:

u(t) = —K - -Z(t) + K1 - v(t)
Offener Regelkreis:
d A 0 0 B
—z(t)= |LC A—LC—BK O -Z(t)+ |0] -u(t)
dt —-C 0 0 0

Geschlossener Regelkreis:

J A _BK BK; B
Z%¢)=|LC A—-LC—BK BK[|#t)+|0|w)
dt —c 0 0 0

23.4.2 Folgeregelung

E Beobachter
'

: 5 -
'

i ——

'_"’.B O—>

Alternative Darstellung:

H 1]
 Fecdforward Controller

d(t)
| ut)

n(t)

Feedback Controller

Workflow fiir LQGI mit Folgeregelung:

1. LQRI: {A,E,Cj, R} — K= [K, — K], dabei miissen @
und R iterativ eingestellt werden.

2. LB: {AT,CT,BBT,ql} — LT, dabei miissen B und g
iterativ eingestellt werden.

3. Vorsteuerung: I' = —(C - (A — BK)~!.B)~!
Resultierender Regelkreis
Regelgesetz:

u(t) =T -rt)— K -2Z(t) + K1 - v(t)
Offener Regelkreis:
.
dtx( N
A 0 0 B 0
|:LC A—LC — BK O:| -z(t) + |:O:| ~u(t) + |:0:| -r(t)
—-C 0 0 0 I

Geschlossener Regelkreis:

d
Em(t) =

A —-BK BK; BT B ®
LC A—-LC—-BK BK(| -#t)+|Bl 0 -{T )}
-c 0 0 1 of ¥

LQG Regler sind zwar stabil aber nicht zwingend robust. Um die
Robustheit zu verbessern kann durch iteratives verkleinern von ¢
eine Robustere Dynamik erzeugt werden.

Der LQG Regler wird an LQR Regler angendhert

Die Beobachterverstarkung L wird wie folgt berechnet:

AT cT BB q-1 LT
{A%,Cc7, ,q }LSR

Durch verkleinern von g wird der Beobachter schneller.




clear;

Pole / Nullstellen

pole(sys);
Returns the poles of the SISO or MIMO system

Remove items from workspace, freeing up system memory

close(fig); / close all;

Z = zero(sys);
Returns the zeros of the SISO system

Close one or all figures

clc;

[Z, gain] = zero(sys);
Returns the zeros of the SISO system and the zero-pole-gain

Clear command window

plot(x,y)
Plots a graph with x and y being vectors

Bode Plot
bode(sysl, sys2, ...);
Creates a Bode plot of the frequency responses of the systems

sim(’simulinkfile.slx’);
Simulates the specified simulink file

ss(A,B,C,D);
Creates a state-space model

[mag, phase, wout] = bode(sys);
Returns magnitude, phase and the frequencies in 3 vectors
This function draws no plot!

[mag, phase, wout] = bode(sys, w);
Returns magnitude, phase and the frequencies in the specified fre-|
quency range w. This function draws no plot!

tf(ss_model);
Creates a transfer function from a state-space model

evalfr(sys, j*w);
Evaluate frequency response at given frequency (j nicht vergessen!)

tf(’s’);
Creates a special variable s with which tf’s can be defined

tf(numerator, denominator);

Nyquist Diagramm
nyquist(sysl, sys2, ...);
Creates a nyquist plot of the frequency response of the systems

Creates a tf with numerator and denominator

the main diagonal.

K = Iqr(A,B,Q,R);
Calculates the optimal gain matrix K

Elementw:se multiplication

Arrays kdnnen mit eckigen Klammern erstellt werden:

Elementwise power

al2

a22

all
a2l

= [all al2; a21 a22];
ergibt:
24.8.1 Accessing
Um ein Element eines Arrays zu accessen benutzt man folgenden
Syntax:

24.9.1 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen kdnnen mit j definiert werden:
z =3 + 4%;

real(z);

[Ali,; = AG.D):
Um Spalten-Vektor zu accessen benutzt man folgenden Syntax: Returns the real part of z
imag(z);
vi (A) = AGi): Retugras) the imaginary part of z
Um Zeilen-Vektor zu accessen benutzt man folgenden Syntax: conj(2);
v; (A) = A(i,2); Returns the complex conjugate of z
. anlge(z);
24.8.2  Creation Returns the phase angle in the interval [—m, ] for z
diag(v); abs(z);

Returns a square diagonal matrix with the elements of vector v on|

[re, im, w] = nyquist(sys);
Returns the real and imaginary parts of the frequency response at|
the frequencies w

and zeros elsewhere.

eye(n);
Returns an n-by-n identity matrix with ones on the main diagona

Beispiel
tf([2,0], [4,0,3-1]) = mﬁ
T = feedback(P,C);

Berechnet die komplementire Sensitivitdt und kiirzt dabei

[re, im] = nyquist(sys, w);

System Antworten

step(sys);
Step response plot of dynamic system; returns step response data
Accepts state-space model and transfer function

Returns the real and imaginary parts of the frequency response at|

zeros(n,m);

Returns the absolute value of z
24.9.2 \Weitere Befehle

ydb = mag2db(y);
Expresses in decibels (dB) the magnitude measurements specified
iny

Returns n by m matrix full of zeros

the frequencies w
Sonstiges

points is (x2-x1)/(n-1)

linspace(x1,x2,n);
Generates a vector containing n points. The spacing between the

y = db2mag(ydb);
Returns the magnitude measurements, y
decibel (dB) values specified in ydb

that correspond to the

[Gm,Pm,Wcg,Wcp] = margin(sys);

impulse(sys);
Impulse response plot of dynamic system; impulse response data
Accepts state-space model and transfer function

Eigenwerte / Stabilitit
e = eig(A);
Returns column vec containing the eigenvalues of square matrix A

[V.D] = eig(A);

Returns diagonal matrix D of eigenvalues and matrix V whose co-|

lumns are the corresponding right eigenvectors, so that A*V = V*D.

Steuerbarkeit / Beobachtbarkeit
C = ctrb(A,B);
Returns controllability matrix

Specifies the discretization method
Example for method: 'tustin’

Returns the gain margin Gm in absolute units, the phase margin| 24.8.3 Lineare Algebra
Pm, and the corresponding frequencies Wcg and Wep, of sys k(A
a ;
rlocus(sys); ’; rtl ( )th i of matrix A
eturns the rank of ma
Calculates and plots the root locus of the SISO model sys invzl;\’;' ran matnx
[r.k]= rlocus(sys); Returns inverse of matrix A
Eeturns the vector of feedback gains k and the complex root loca-| p,’;
tions r for these gains Returns transpose of P
sysd = c2d(sysc,Ts); Return.s complex transpose of P
Discretizes sysc using zero-order hold on the inputs and a sample| e = eig(A);
time of Ts Returns column vec containing the eigenvalues of square matrix A
sysd = c2d(sysc, Ts,method); [V.D] = eig(A);

Returns diagonal matrix D of eigenvalues and matrix V whose co-|
lumns are the corresponding right eigenvectors, so that A*V = V*D

C = ctrb(sys);
Returns controllability matrix

s = svd(A);
Returns the singular values of matrix A in descending order

O = obsv(A,C);

Returns observability matrix

RGA
Es gibt keinen Standard Befehl fiir die RGA, man kann aber die
Definition benutzen:

O = obsv(sys);
Returns observability matrix

[U,S,V] = svd(A);
Performs a singular value decomposition of matrix A, such that A
= U*sS*v’

P. * inv(P’);
Calculates the RGA matrix of P

Bode (nur Magnitude)
bodemag(sys);

24.8.4 Betrdge
abs(X);
Returns the absolute value of each element in array X

Creates a Bode magnitude plot of the frequency response sys (no|
phase)

n = norm(v);
Returns the Euclidean norm of vector v

Singuldrwertzerlegung
sigma(sys);

n = norm(v,p);
Returns the generalized vector p-norm

Calculates the singular values of the frequency response of sys

n = norm(X)
Returns the 2-norm or maximum singular value of matrix X




26 Mathematik

Inverse einer Matrix:

-1 _ adj(A)

= 4
det(A) @)
Adjunkten Formel: 2 x 2
a b . d —b
A= c d adj(A) = [—c a]
Adjunkten Formel: 3 x 3
a b c
A=|d e f (5)
g h 1
et— fh ch—bi bf —ce
adj(A) = |fg—di ai—cg cd—af (6)
dh —eg bg—ah ae—bd
Matrix-Exponential:
et 0 0
D = diag(d1, ..., dn) P = -
0 0 ein

(a4+37b) - (c+jd) = (ac—bd)+ j(ad + bec)
(a+jb)_ac+bd bc — ad

ctrjd e+ lare
b

lz| = Va2 + b2, ZLz= arctan<7>
a

z-Z:(a+jb)-(a—jb):a2+b2

1 _a—jb

(a+jb) a2+ b2

‘Z1~Z2 21| - |22

Z3 - Zs |Z3| - | Z4]
D22 g sz 27— 22
ZS-Z4_ 1 2 3 4

27 Dynamiken

Dynamik eines Beobachter:

t=(A—-L-C)-z, EW(A-L-O)
Dynamik eines LQR Regler:

t=(A-B-K)-z, EW(A—-B-K)
Regler eines Smith Predictor:

C _ CT‘ _ C'T‘
1+ CoPo(1—e—57) 1+ Cn(Py— P)

wobei C,. berechnet wird durch den Fall ohne Totzeit
Ab jetzt kann man mit C und P rechnen und dann einsetzten.

25 Sonstiges 28 RT Il Sonstiges

28.0.1 Ubertragungsfunktion

1)

-F

Resultierende Ubertragungsfunktion in:

28.0.2 Zusammensetzen von zwei Zustands-

raumdarstellungen

i) = A-z(t) + B - u(t)
y(t) = C - a(t)

2(t)=F-z(t) + G - e(t)
u(t) = C - z(t)

e(t) =r—y(t)

™

._(¢\_( A BH
C‘(z)‘(-cc F

) ()

28.0.3 PID und LQR Vergleich

SISO:

y als funktion von x darstellen: y = Cz
u als Funktion von PID Parameter und x darstellen

w=—Kz = u(z, PID)
MIMO:

Verbindung zwischen den Einzelnen Zustanden finden.
y als funktion von x darstellen: y = Cx
w als Funktion von PID Parameter und x darstellen

!
uw=—Kz = u(z, PID)

28.0.4 Eingeschwungener Zustand

Eingang der Integrale muss 0 sein:

Begriindung:

1. keine Veranderung ‘é—f =0
2. Fehler ist = 0 — Eingang Fehlerintegral = 0

(®)
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1 PID - Recap

Im Zeitbereich besteht die Reglerstruktur aus 3 additiven
Termen: Proportional, Integral, und Derivative.

Lo d
uprp (t) = kp - < e\(ﬁ Jri/u 6(7’)d7’+Td'aB(t>)

>_Ter!
P-Term T D-Torm

Im Frequenzbereich wird der Regler mit einem Roll-off Term
erweitert. Der Roll-off Term macht den Regler kausal und
dient zur Unterdriickung von Rauschen (hohe Frequenzen).

kausal
Ty Ti-s>+T;-s+1 1
CPID(S):ICP.( T; s >'(T-s+1)2

nicht kausal

In Regelungstechnik 1 wurde das Ziegler-Nichols-Verfahren
zur Bestimmung von Werten fiir &, T; und Ty eingefiihrt. Im
Folgenden werden zwei weitere Verfahren diskutiert.

2 Astrom-Hiigglund Verfahren

Wie beim Ziegler-Nichols-Verfahren will man mit dem
Astrom-Hagglund-Verfahren empirisch sinnvolle Werte fiir die
Parameter k,, T; und Ty finden. Das Verfahren basiert auf der
Auswertung sehr vieler Systeme P(s), fiir welche im Mittel ein
Regelkreis mit gewiinschter Robustheit resultiert. Man kann
dabei wihlen, ob man einen aggressiven Regler (pmin =~ 0.5)
oder einen robusten Regler (fiyin &~ 0.7) will.

Vorgehen: Zuerst wird die Verstirkung eines reinen P-
Reglers eingestellt, sodass das System bei k, mit der Peri-
ode T* grenzstabil oszilliert. Zusétzlich braucht man die sta-
tische Verstirkung |P(0)| sowie die gewiinschte Robustheit
[imin- Die gegebenen Grossen parametrieren den PID-Regler.

Schema: { jumin PO, k3, T*} = {ky, T1, T}
N — ~ N————

spezifiziert  aus System resultiert

Die PID Parameter € {k,/kj, T;/T*,Tq/T*} berechnen sich

mit folgender Formel und den dazugehorigen Tabellen:

ottt = PO) Ky ()

T =gy €

Hmin = 0.7

fimin = 0.5
€ a0,z 3% a2,z

o,z a1z a2z
k,,/k; 0.053 290 —2.60 | 0.13 1.90 -1.30
T;/T* | 0.900 —4.40 2.70 | 0.90 —4.40 2.70

Tabelle 1: Astrém-Héigglund Koeffizienten fiir den PI-Regler

fimin = 0.7 Hmin = 0.5
T Qe Qe Qo ‘ Qe iz Qog
kp/k;; 0.33 —0.31 —-1.00 | 0.72 —1.60 1.20
T;/T* | 0.76 —1.60 —0.36 | 0.59 —1.30 0.38
Td/T* 0.17 —-0.46 —-2.10 | 0.15 —1.40 0.56

Tabelle 2: Astrom-Hagglund Koeffizienten fiir den PID-Regler

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 25. Februar 2021

Beispiel: Astréom - Higglund

Folgendes System ist gegeben:

_ 1

T (82 +s+1)(st+4s3+ 652 +4s+1)

P(s) 2
Zuerst werden {k,T*,|P(0)|, pmin} bestimmt. Aus Gl (2)
ist ersichtlich dass |P(0)| = 1. Der Regler soll robust sein,
d.h. wir spezifizieren fiymin = 0.7. Eine Erhohung von &, =1
auf k; = 1.75 ergibt 7" = 9.7s:

y(t)
[—T(s) =k, P(s) | L+ k- P(s) |
kp=1
} } + t
10 30 50
y(t) T =97s
ks =175
} } } t
10 30 50
Es wird ein PI-Regler mit Gl. (1) ausgelegt:
K =1/(|P(0)] - k3) ~ 0.57 3)
kp = 0.053 - 295 -26%"  px 0,91 (4)
T, =09 e 44+ 4275 . T* ~ 1715 (5)
0.5
0 ——+
= g 051 N
1k \\ |
I I I B I I
970 30 50 Y55 1050 05
t Re

Abb. 1: Sprungantwort links, Nyquist-Diagramm des open-
loop gain L(jw) rechts. Ziegler-Nichols Auslegung gestrichelt,
Astrom-Higglund solide.

Wichtig! Oftmals ergibt die Astrém-Hégglund Methode bes-
sere Resultate als die Ziegler-Nichols Methode. Dies ist jedoch
nicht immer der Fall.

3 Direktspezifikationen

Folgende Parameter der resultierenden ﬁbcrtragungsfunktion
L(jw) = P(jw) - C(jw) werden vorginging spezifiziert:

o die Durchtrittsfrequenz w,
o die Phasenreserve ¢
o die Steigung ¢ bei der Frequenz w,.

Spezifikationen an L(jw) sowie die Eigenschaften von P(jw)
werden dann in Anforderungen an C(jw) umgerechnet. Bei
gegebener PID-Reglerstruktur kénnen diese eindeutig in die
Reglerparameter umgerechnet werden.

Schema: { We, 0 77'1’~,$91’77';3=‘10’P} - {kvaide}

spezifiziert aus P(jw) resultiert
Fiir P(jw) werden bei gewiinschter Durchtrittsfrequenz w, die

Parameter {rp,op, s, ¢p} ausgelesen.

ro_ OWP(W)
» Pp = T ow

w=w, ’w:u),

Folgende Formeln berechnen dann die Reglerparameter:
1
by = — — cos(p — ¢p)
rp
1 p ,
Tu=3 - (tan —op) - (22 = gptan(y - or)
Tp
1 7
+ tan(p — op) - ( - l) - <ﬂ’p>

We Tp

T; =(Tq - wf — tan(p — pp) - we) ™!

Die Phase muss jeweils in Radian eingesetzt werden.
Vorsicht! Dieses Verfahren produziert nur fiir sinnvolle
Spezifikationen {wc, p, ¥} auch sinnvolle Reglerparameter
{kp,T;, Ta}. Ausserdem ist die Stabilitét nicht garantiert.

4 Totzeiten - Recap

Regelstrecke und/oder Regler konnen Totzeiten enthalten.

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten T und Tp
Die gesamte Totzeit 1" des Regelkreises ist:

e=sT — g=5Tc  o=sTp _ e—Sv(1b+1'p)
Eine Totzeit T ist signifikant, falls sie gross ist relativ zur
Zeitkonstante 7 des Systems. Faustregel:

T
— >03

—  Totzeit signifikant
Trr otzeit signifikan

Standard PID-Regler eignen sich nicht fiir Systeme mit signifi-
kanter Totzeit Tp. Faktisch kann kein kausaler Regler die Tot-
zeit in der Systemantwort y(¢) entfernen. Ein sinnvoller Reg-
ler resultiert nur, wenn die geschlossenen Regelkreisgrossen
{T'(s), S(s)} dieselbe Totzeit Tp beinhalten wie das System.
Das wird mit dem Entwurf pradiktiver Regler erreicht. Im
Folgenden werden zwei pradiktive Regler vorgestellt.

5 Pridiktiver PI-Regler fiir einfache Regel-
strecken

Gegeben: Eine Regelstrecke erster Ordnung mit Totzeit Tp.

P(s) ~ k

e Tr
T-s+1

Gesucht: resultierende komplementére Sensitivitat T'(s) als
System erster Ordnung mit gegebener Zeitkonstante, einstell-
bar durch den Tuningparameter o:

1 s L(s)
T(s)= —— .esTr = 7
(5) coros+1 ¢ 1+ L(s)
Auflosen nach L(s) ergibt:

__T(s)
1-T(s)

Einsetzen von T'(s) und P(s) liefert:

L(s)

T-s+1

Cls) = k-(oc-17-s+1—esTp)

Die Eingangsgrosse U(s) lautet somit:

U(s) = i (1 + %) -E(s)— L(1 — e ¥Tr) . U(s)

agTs

PLRoglor Prédiktive Korrektur

Falls Tp = 0 wird die pradiktive Korrektur 0 und der resul-
tierende Eingang wird zu einem einfachen PI-Regler.

6 Smith Predictor

Beim Smith Predictor nimmt man an, dass die Regelstrecke
einen rationalen Teil und eine Totzeit hat:

P(s) = Pu(s)-e=*T

Falls man _eine pcrfckyc Schatzung der Regelstrecke hat

(Py(s) = Pr(s), T = T) und keine Stérung vorhanden ist

(w = 0), resultiert folgende komplementére Sensitivitat:
Y() _ _r Ps)Cis)

=e Y — e T T(s
R(s) 1+ P(s)Cy(s) Tr(s) ©)

Das heisst, die Form der Systemantwort y(¢) ist dieselbe wie
die des rationalen Systems ohne Totzeit (T7.(s)). Jedoch ist
sie um die Totzeit verschoben (e=*7T). Dies wird an der Re-
gelstruktur ersichtlich. Fiir Py(s) = Po(s), T = T, w = 0 wird
¢ = 0. In dem Fall wird das unverschobene perfekt geschétzte
Signal ¢, riickgefiihrt, und somit wird die Totzeit iiberbriickt.
Modellfehler und Stérungen (P, (s) # P.(s), T # T, w # 0)
werden durch das Fehlersignal ¢ # 0 kompensiert. In diesem
Fall werden die Ubertragungsfunktionen jedoch um einiges
komplizierter als Gl. (6).
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1 Mulitplikative Unsicherheit der komple-
mentiren Sensitivitit

Zur Erinnerung. Aus der multiplikativen Modellunsicher-
heit Wa(s) der Strecke wurde das robuste Nyquist Theo-
rem abgeleitet. Daraus kann eine Bedingung an die komple-
mentére Sensitivitit T'(jw) abgeleitet werden.

IL(jw) Wa(jw)| < 1+ L{jw)| = |T(jw) - Wa(jw)] <1 (1)

Das robuste Nyquist Theorem aus Gl. (1) kann in der Nyquist
Ebene interpretiert werden: Der rot eingezeichnete Unsicher-
heitsradius |L(jw) - Wa(jw)| darf nicht linger als das blaue
Verbindungsstiick |1 4+ L(jw)| sein, um zusitzliche Umkrei-
sungen des Punktes (—1,0) zu vermeiden.

l‘l “
A S
|L(jw) - Wa(jw)| ‘ "‘:\ﬁ”

i)

Abb. 1: Robustes Stabilitatskriterium nach Nyquist.

2 Multiplikative Spezifikation an Sensitivitit

Die Sensitivitdt S(s) ist bei jedem Regelsystem sehr wichtig.
Eine betragsmissig kleine Sensitivitit garantiert eine gute
Storungsunterdriickung und gutes reference tracking. Eine
sinnvolle Spezifikation ist demnach, den Betrag der Sensi-
tivitdt |S(jw)| frequenzabhingig zu limitieren. Die Phase
spielt dabei praktisch keine Rolle.

Nominelle Regelgiite

Um die Scnsiti\{itéit betragsmaéssig zu begrenzen wird mit ei-
ner rationalen Ubertragungsfunktion Wi (s) gefordert:

15(s) Wi(s)lloe <1 = [SGw)l < W' Gw)l (2)

GL. (2) kann umgeschrieben werden:

[[W1Gw)] < |1+ L(w)l| ®)

Die geometrische Interpretation von Gl. (3) in der Nyquist
Ebene ist, dass L(jw) nicht in einen in —1 zentrierten Kreis
mit Radius |W;(jw)| eintreten darf, siche Abb. 2.

Bei Fragen: hraffaelQethz.ch, pduhr@ethz.ch, 4. Marz 2021
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Abb. 2: Darstellung der nicht zuldssigen Region aus Gl. (3).
Konstruktion von Wiy:

Ein Beispiel einer sinnvollen Sensitivititsspezifikation Wi (s)
hat folgende Form:

541
Wl(s):k-%, E>1, a>k
k21 ,
= e, [Wi(ju)| =1

RCEIO)

Abb. 3: W[ !|4p in blau. Einstellbare Grossen in rot.
Wi (jw)as I w [rad/s]

w
t T t
]
]
]
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Robuste Regelgiite

Nun soll gleichzeitig das robuste Nyquist Theorem und die
nominelle Spezifikation der Sensitivitit erfiillt sein. In ande-
ren Worten sollen Gl. (1) und Gl. (2) gleichzeitig gelten.

W1 (jw) - S| + [Wajw) - T(w)]| < 1
= [IWiGw)] + Wa(jw) - LGw)| < [1+ LGw) | (4)

L(jw) - Wa(jw)

Abb. 4: Robuste Regelgiite.

Um Spezifikationen der Sensitivitdt und Modellunsicherhei-
ten in jedem Fall zu berticksichtigen darf die summierte Lénge
der beiden roten Pfeile nie ldnger als die blaue Verbindung
werden. In anderen Worten: Die beiden roten Kreise diirfen
sich fiir alle Frequenzen nicht schneiden.

Approximative Spezifikationen

Um einen Regler zu finden, der Gl. (4) erfiillt, ist es einfacher,
wenn Gl. (4) auf L(jw) umformuliert wird. Dies ist einfach fiir
sehr hohe Frequenzen und sehr tiefe Frequenzen.

Tiefe Frequenzen: w < 0.1 - w. = |L(jw)| > 1
Gl. (4) kann approximiert werden:
W1 (jw)| + [Wa(jw) - L{jw)| < |L(jw)|

=[2G > (el
Eine Losung kann nur existieren falls |Ws(jw)| < 1.
Hohe Frequenzen: w > 10 - w, = |L(jw)| < 1
Gl. (4) kann approximiert werden:

W1 (jw)| + [Wa(jw) - Lijw)| <1
1-Wa(jw)|

LG9 < e

Diese Approximationen berticksichtigen das Frequenzband
[0.1-w,, 10 - w,] nicht. In diesem Band ist es vor allem wichtig
Stabilitédt und Robustheit zu garantieren.
Kompatibilitidtsbedingung

Zur Erinnerung. Die Durchtrittsfrequenz w. des open-loop
gains L(jw) soll folgende Bedingungen erfiillen.

e e Wet
n1ax{10-wd,2-w7r+}<wc<m111{“1’8,j’—57%,‘7}

konservativer mit 5 konservativer mit %

Dabei ist wy die Frequenz der Stérung, w,+ der schnellste
instabile Pol von L(s), w,, die Frequenz des Rauschens, wy die
Frequenz bei der W5 (jws) = 1, w, die Frequenz der Totzeit
und we+ die Frequenz der langsamsten nicht-minimalphasigen
Nullstelle.

Die Frequenz wy, bei der |Wi(jwi)| = 1 gilt, muss kleiner als
wo sein, sodass w. gentigend Marge hat. Jedoch muss w; auch
grosser sein als die untere Schranke fiir w.. Als Faustregel
wéhlt man als erste Schétzung:

‘wl znmx{l()-wd,2~w,,+}‘ (5)

Zusitzlich muss w; grosser gewihlt werden, je grosser die
gewiinschte Phasenreserve ¢ ist. Dies kann mit der Magni-
tude der Sensitivitdt bei w. interpretiert werden:

1 1

T LGw)l I 1ee i)
1

1
T T V2T cos(p)

In der Regel nimmt |S(jw)| mit ansteigender Frequenz zu und
schneidet die 0 dB Linie einmalig, sieche Abb. 6.

[S(jwe)l

|S(jwe)| schneidet 0 dB
bei ciner hoheren Frequenz — @1 T

75 90
¢ [Grad]
Abb. 5: [S(jw.)| in blau, |S(jw.)| = 1 in rot.

Abb. 5 zeigt die Magnitude der Sensitivitit als Funktion der
Phasenreserve. Die Magnitude wird kleiner, je grosser die
gewiinschte Phasenreserve ist. Das heisst, die Sensitivitét
muss die 0 dB Linie bei einer hoheren Frequenz schneiden, je
grosser die Phasenreserve sein soll. Dies hat zur Folge, dass
w1 hoher spezifiziert werden muss.

Die Schlussfolgerung, dass w; grosser sein muss, je grosser
die Phasenreserve ist, kann auch umgedreht werden. Wi (jw)|
wird bis zu wy grosser als 1 sein (siche Abb. 3). Je grosser
|[W1(jw)] ist, desto grosser muss die Phasenreserve sein (siehe
Abb. 4), da L(jw) nicht in den Kreis mit Radius [W;(jw)]
eintreten darf.

A
77% ()|
(W5 (G Wi (o)l
|7 (jew) wn
0d
wi | v
7r+
C+
. w1 We w2
IS ()l

disturbance attenuation critical band noise attenuation

~ 2 decades
Abb. 6: Zusammenfassendes Bild aller Bedingungen und Spe-
zifikationen.
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1 Kaskadierte Regelsysteme

Kaskadierte Regelsysteme eignen sich fiir SIMO (single-input,
multiple-output) Systeme mit einer schnellen und einer lang-
samen Teildynamik. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszuniitzen werden separate Regler fiir das schnel-
le und fiir das langsame Teilsystem ausgelegt.

In Abb. 1 ist ersichtlich, dass das schnelle Teilsystem Py den
Eingang u, fiir das langsame Teilsystem P; liefert. Das schnel-
le System wird geregelt, indem y riickgefiithrt wird; y ist oft-
mals proportional zu ug, dies ist aber nicht immer der Fall.

. 50 o) |“—f~| pro [P s

E) €s

Abb. 1: Kaskadierte Regelstruktur. Der Index s (‘slow’) steht
fiir langsame Teildynamiken, und f (‘fast’) fiir schnelle.

Um die Bandbreite des schnellen Teilsystems auszunutzen
wird fiir Cy(s) oftmals kein Integrator verwendet. Der
langsame Regler C;(s) hingegen hat oftmals einen Integrator
um einen statischen Nachlauffehler zu eliminieren.

Beispiel: Die folgende Differentialgleichung beschreibt das
System in Abb. 2. Die Position y und die Geschwindigkeit y
konnen direkt gemessen werden.

§(8) +9() +y(t) = u(?)

Wir wéhlen = y und v = g. Daraus folgt:

d

53 = v(t)

d

S0 = =a(®) = o(®) + u(t) (1)
y(®)

Zu(t) = m

Abb. 2: Aktuiertes Feder-Dampfer System.

Das Ziel ist, die Position zu regeln. Jedoch ist in Gl. (1) er-
sichtlich, dass u(t) direkt auf die Geschwindigkeit wirkt und
nur indirekt auf die Position. Folgende Teildynamiken konnen
hergeleitet werden:

s
: 2 == 2
. )=y @
1
v P;(s):g (3)
1
| — T P(s) = 4
u— T (s) o (4)

Bei Fragen: hraffaelCethz.ch, pduhr@ethz.ch, 18. Februar 2021

Zur Erinnerung:

i
=

Im(\) =

=
AV

| Re()) = o
Abb. 3: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot:
Einfluss Imaginérteil, Blau: Einfluss Realteil.

Pole mit grosserem negativen Realteil klingen schneller ab als
Pole mit kleinerem negativem Realteil. Die Pole in Gln. (2)
bis (4) sind:

u—v (Pf): s = ——+j—
u—v (Pf) s 3 %I
v—ox (Ps): s=0

1
u—z (P): 5:7§ij§

Das System P ist also definitiv schneller als das System Ps.
Obwohl P die gleichen Pole wie Py hat, wird P; schneller
sein, da die zusétzliche Nullstelle bei s = 0 die Phase anhebt.

Ag

Abb. 4: Kaskadierte Regelstruktur fiir das Beispiel.

Fiir den Regler Cy kann ein P-Regler verwendet werden. Fiir
den Regler C5 kann ein PI-Regler verwendet werden. Ein
detaillierter Vergleich zwischen kaskadiertem und nicht kas-
kadiertem Regelverhalten ist im Buch in Example 13.2.1 auf
Seiten 225ff zu finden.

2 Wurzelortskurven-Verfahren'

Mit diesem Verfahren kann man die Pole des geschlossenen
Regelkreises an einen spezifischen Ort setzen. Es wird folgen-
de Regelstruktur betrachtet:

o el

Abb. 5: Grundstruktur des Wurzelortskurven-Verfahrens.

Der Regler C(s) heisst in diesem Kontext Kompensator. Die
Verstirkung k, wird vom Kompensator abgespaltet und in
der Regelstruktur separat geschrieben. Wenn man die Pole
des geschlossenen Regelkreises fiir alle k, zeichnet, erhélt man
die Wurzelortskurven.

!Englisch: Root-Locus

Vorsicht! Wir gehen im Folgenden von stabilen, minimal-
phasigen L(s) aus. Ausserdem muss gelten k, > 0.

Regeln des Wurzelortskurven-Verfahrens
Der geschlossene Regelkreis hat die Ubertragungsfunktion:

T(s) = kp-C(s) - P(s) _ kyp - L(s)
( L+k,-C(s)- P(s)  1+kp-L(s)

Die Pole des geschlossenen Regelkreises sind demnach
Losungen folgender Gleichung:

14k, L(s) =0 (5)

Die offene Verstirkung L(s) ist eine reell-rationale
Ubertragungsfunktion:
b(S) (s_cl)‘(s_CZ)"“'(S_<m>

Ls) = a(s) = (s—=m) (s—m) ...-(s—m) ©)

Daraus folgt:

b(s)
14+k,-—5=0 =
T aG)
Die Scharen der Nullstellen von p(s,kp) représentieren die
Wurzelortskurven. Das Polynom p(s, k) hat Ordnung n. Das
Polynom kann fiir Extremfélle von k, betrachtet werden:

a(s) + kp - b(s) = p(s, kp)

‘ kp = 0= p(s, kp) =~ a(s) ‘Fiir sehr kleine k;, konvergieren die

n Nullstellen von p(s, kp) zu den n Nullstellen von a(s). Das
heisst, die Pole von T'(s) nihern sich den Polen von L(s).

‘ kp = 00 = p(s,kp) = kp - b(s) |Fﬁ1' sehr grosse k, konvergie-

ren m Nullstellen von p(s, k,) zu den m endlichen Nullstellen
von b(s). Das heisst die Pole von T'(s) néhern sich den Null-
stellen von L(s). Jedoch hat p(s, k,) Ordnung n, d.h. es blei-
ben n —m Nullstellen von p(s, k) tibrig. Was mit den restli-
chen Nullstellen passiert, kann wie folgt interpretiert werden:

m n—m

(5=C)(s=G) .- (s=Gm) (Yoo +1)...("o+1)
(s=m)(s—m2)...(s—=Tm) (8 = Tmg1) ... (s — mp)

m n—m

L(s) =

Zur Erinnerung: Nullstellen, die im Unendlichen platziert
sind, haben keinen Einfluss auf die Systemdynamik. Das
heisst, wir kénnen L(s) mit n —m Nullstellen erweitern, ohne
das Systemverhalten zu dndern.

Die Hauptidee ist nun, dass sich die n — m iibriggebliebenen
Pole von L(s) den n—m im Unendlichen platzierten Nullstel-
len asymptotisch nédhern. Insbesondere starten alle Asympto-
ten im Punkt o, + j - 0, wobei:

1 n m
Oa = | Do Relm) = D Re(G)
) i=1 i=1

Die Asymptoten verlassen den Punkt o, + j - 0 unter dem
Winkel d;, wobei:
™ . .
0; = (2-(t—1)+1)[rad], i=1,...

n—m

,n—m

Zugehorigkeitstest

Um zu testen ob ein Punkt z € C auf der Wurzelortskurve
liegt, wird Gl. (5) mit Hilfe von Gl. (6) umgeformt:

L(z)=-1/k, = ZL(z)=—mmod 27
D Lz=G) =D Lz—m)=—mk-2r, keN| ()
i=1 i=1

Beispiel: L(s) sei:

s+4

Ls)= 5+ 1)(s+2)(5+3)

Es folgt: n =3, m =1, n — m = 2. Das heisst, zwei der Pole
néhern sich fiir k, — oo den Asymptoten, die bei o, +j -0
starten, und denselben Punkt unter den Winkeln §; verlassen,
wobei:

1
a==-(-1-2-3-(-4)) =-1
r=2( (-4)

T T m 3T
S51==-(2-0+1)==, Jp=—=-(2-14+1)="—
=T eon=1 &=T.@1rn=7

kp = oo Im
: 31
4l
e
A\

O X % Re
-4 -3 2 N\Ue

Ll
kp = ooll
Wir mochten nun testen ob der Punkt z = —3.5 + j - 0 auf

der Wurzelortskurve liegt. Dazu wenden wir Gl. (7) an:
4(—35+4)—2£(—3.5+1)— £(—3.5+2) — £(—3.5+3) = 3w

3m hat die geforderte Form —m + k- 2, fir k = 2. Der Punkt
liegt also auf der Wurzelortskurve.

Kompensierung mit dem Wurzelortsverfahren

Der Zugehérigkeitstest aus Gl. (7) ist besonders hilfreich, um
einen Kompensator zu finden, der die Pole des geschlossenen
Regelkreises an einem gewiinschten Ort in der komplexen
Ebene platziert. Diese Idee wird an einem Beispiel gezeigt.

Beispiel: Du méchtest einen Kompensator C(s) fiir das Sy-
stem P(s) auslegen, sodass die Pole von T'(s) bei s, =
—4 =+ j -4 rad/s liegen.

1

Pls) = (s+1)(s+3)

Du testest zuerst einen einfachen Kompensator C;(s) = 1.
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Abb. 6: Wurzelortskurve von L(s) = P(s)-Ci(s) in blau und
griin. Gewiinschte Polplatzierung in rot.

Aus Abb. 6 ist ersichtlich, dass die gewiinschten Pole (x)
nicht auf der Wurzelortskurve liegen. Das heisst, fiir C;(s)
gibt es kein &, sodass der geschlossene Regelkreis T'(s) die
gewtinschten Pole hat. Gl. (7) ist somit nicht erfiillt.

Die gewiinschten Pole liegen links von den Polen von L(s).
Um die Wurzelortskurve nach links zu biegen, verwendest du
einen Kompensator mit Nullstelle: Cs(s) = s + C.

Im
@(s,QKki\é
10 A 3 , e

X -4

Abb. 7: Wurzelortskurve von L(s) = P(s) - Ca(s,¢) in blau
und grin. Gewiinschte Polplatzierung in rot.

Du mochtest nun ¢ finden, sodass die gewiinschten Pole auf
der Wurzelortskurve liegen. Dafiir wendest du Gl. (7) an:

(s+9) . ' ;
L= oDy = L=+ 0=Ls+1) = Ls+3)

Spezifisch fiir s = s7:
L(—4+454+Q) - L(—-4+4j+1) - L(-4+4j+3) =

arcta, 4 arcta; - arcta, 4 !
I n| —— | —arctan { — | —arctan | — = -7
¢—4 -3 =il

v a B
=>y=-14+a+p, (=4+4/tan(y)~7.25rad/s

Im

Abb. 8: Wurzelortskurve von L(s) = P(s) - Ca(s,() in blau
und grin. Gewiinschte Polplatzierung in rot.

Die gewiinschten Pole liegen auf den Wurzelortskurven von
L(s) = P(s)-Ca(s,¢ = 7.25). Demnach ist es moglich, ein &,
zu finden, sodass T'(s) die gewlinschten Pole hat.

3 Numerische Verfahren

Mit numerischen Verfahren kann man fiir eine gegebene Re-
gelstruktur (z.B. PI) ein Optimierungsproblem lésen, um die
Parameter k, und T; zu erhalten. Das Optimierungsproblem
involviert eine Kostenfunktion J(k,,T;), die durch die Wahl
der optimalen Parameter k, und 7; minimiert werden soll.

Beispiel: Wir méchten einen PI-Regler auslegen, der auf eine
Sprungantwort kumulativ einen kleinen Fehler erzeugt, der
den maximalen Uberschwinger méglichst klein hilt, und der
moglichst robust ist.

Ein Mass fiir den kumulativen Fehler ist die Summe aller

quadrierten Fehler:
o0
g = / e2(t)dt
0

Der maximale Uberschwinger ist wie folgt definiert:

= me t)—1
92 tér[l[]c}go)(y( )—1)
Die Robustheit kann mit der minimum return difference pimin
quantifiziert werden. Wir definieren die Funktion g3 als

93 = —Hmin = — min |1 aF L(]w)‘
we[0,00)

Durch das Minus-Zeichen gilt: Minimiert man g3, so maxi-
miert man die Robustheit. Schlussendlich benutzen wir die
Faktoren x; > 0 um die Kostenfunktion J als gewichtete
Summe zu definieren:

J(kp, Ti) = K1 - g1+ K2 - g2+ K3 - g3

Der Wert der Kostenfunktion héingt von den Reglerparame-
tern k, und T; ab, denn die Giitekriterien g; nehmen unter-
schiedliche Werte an, wenn man die Reglerparameter variiert.
Folglich kann man ein Optimierungsproblem formulieren, um
die Kostenfunktion zu minimieren:

min J(kp, T:)

Um die optimalen Reglerparameter zu erhalten, kann dieses
Problem z.B. numerisch mit der Funktion fminsearch in
Matlab gelost werden.

Die Faktoren r; sind dabei ein Mass fiir die Wichtigkeit der
Grosse g; in der Kostenfunktion .J. Als Beispiel: Je grosser
k3 (bei fixierten 1 2) gewéhlt wird, desto robuster wird der
Regler. Jedoch werden die Giitekriterien g1 und go dadurch
relativ zu g3 weniger stark gewichtet. Weil er nur einen
geringen Einfluss auf den Wert der Kostenfunktion hat,
kann beispielsweise der Uberschwinger in diesem Fall fiir die
optimalen Reglerparameter grosser ausfallen. Daher kénnen
die Faktoren k; als Tuning-Parameter angesehen werden,
die es erlauben einen Trade-off zwischen verschiedenen
Zielen zu definieren. Dabei ist nur die relative Grosse der
k; zueinander von Relevanz. So ist z.B. das Minimum der
Kostenfunktion fiir k1 = ko = k3 = 1 an derselben Stelle wie
fir k1 = ko = k3 = 100.
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1 PID-Regler in der Praxis

Der praktische Einsatz von Reglern bringt diverse bisher
unerwahnte Schwierigkeiten mit sich. Die wichtigsten Ein-
schrankungen werden im Folgenden diskutiert.

Set Point Weights

Die Standardregelstruktur dient vor allem zur Unterdriickung
von Storungen. Natiirlich werden Regler auch verwendet
um spezifischen Referenzsignalen r(t) zu folgen. Schnelle
Anderungen im Referenzsignal kénnen jedoch betragsméssig
sehr grosse Einginge u(t) und ungewollte Transienten pro-
duzieren. Mit sogenannten set point weights (Abb. 1) kann
das Regelverhalten verbessert werden.

0 ‘

‘ o

[~]
BlE

f u
c kpT d
e Ta p
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Abb. 1: PID-Regler mit Setpointverstarkungen a, b, c.

Das Referenzsignal wird fiir jeden Teil des Reglers (P, I, D)
mit einer separaten Verstéirkung (a, b, ¢) multipliziert. Das
heisst, die Referenz wird "vormassiert”, bevor sie durch den
Regler geht.

e I-Teil: Um keinen statischen Nachlauffehler zu produ-
zieren, falls der Referenzwert konstant wird, setzt man
normalerweise b = 1.

e D-Teil: Schnelle Referenzédnderungen fithren zu gros-
sen Signalen auf dem Differential-Pfad des Reglers

(%(r —y) =~ %r). Deshalb setzt man oftmals ¢ = 0,
damit grosse Ableitungen nicht auf den Eingang u
durchschlagen.

e P-Teil: Fiir die Verstirkung a auf dem proportionalen
Signal kann man die folgenden Astrém und Higglund
Regeln anwenden:

2
1,z Kt o K

4=, -e
fimin = 0.7 Hmin = 0.5
a Qe Q2q | Yo Qg a2,z

PID | 0.58 —1.3000 3.5 | 0.25 0.56 —1.20
Tabelle 1: Astrom-Higglund-Koeffizienten fiir PI und PID-Regler.

Q0,2
PI ‘].10 —0.0061 1.8 | 048 0.40 —0.17‘

Typischerweise ist 0 < a < 1. Ein gut gewéhlter Wert von
a kann das closed-loop Regelverhalten hiufig verbessern.

Saturationen und Anti Reset Windup (ARW)

Eine Saturation ist eine Nichtlinearitit, die in jedem realen
Regelsystem vorhanden ist. Aktuatoren konnen in Realitét
nie beliebig kleine oder beliebig grosse Sollsignale u(t) umset-
zen.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 19. Marz 2021
Die Nichtlinearitdt einer Saturation ist wie folgt definiert:
Umin i w(t) < Umin

U(t) = { Umax  if w(t) > Umax
u(t) else
Falls der vom Regler C(s) geforderte Ausgang u grosser ist
als der maximal produzierbare Eingang tmax des Aktuators,

saturiert der Eingang bei @ = umax. Die gleiche Logik gilt fur
den minimal erreichbaren Eingang wmin.

d
S pr Ee SR et

Abb. 2: Regelsystem mit Saturation auf u.

Beispiel: Das System P(s) soll mit einem PI-Regler Cpi(s)
geregelt werden:

P(s) = !

1
= >si(s) =k, - [ 1
s+ (382 +4s+1)’ Crils) =y < +Ti~s>

Eine Simulation mit &, = 0.3 und T; = 13s fithrt zum gestri-
chelten Systemverhalten:

y(t)

- : t
Aty Aty 50
u(t)y
0085 RS N
e e ~ ¢
-0.045 i 0 /

\
/

Abb. 3: Saturierendes Regelsystem.

Beim Auslegen wurde jedoch vernachléssigt, dass der Aktua-
tor bei |u(t)| = usy = 0.045 saturiert. Mit der Aktuator-
Séttigung resultiert effektiv die blaue Linie und damit eine
schlechtere Reglerperformance. Mit einem ARW (siehe fol-
genden Abschnitt) resultiert die viel bessere Performance der
roten Linie.

Um mit Saturationen umzugehen, muss man zuerst verste-
hen, was bei einem saturierten Regelsystem iiberhaupt pas-
siert. Dadurch, dass das System langsamer reagiert als er-
wartet, kann sich der Integrator {iber eine ldngere Zeit ¢
fiilllen (At; <t < Aty). Sobald sich das Vorzeichen des Feh-
lers andert, tiberschiesst die Antwort das Ziel starker, da sich
der Integrator zuerst leeren muss.



Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein Anti Reset Windup (ARW) schwéichen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siehe Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mogliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist ¢(t) = u(t) — u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist ¢(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grosse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
fiilllt. Das heisst je stiarker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearitéit kennen.

Bumpless Transfer

Um ein System zu testen, macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie méglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:

manual

I
I
I %
input !
> ! l L
I
i
T
|

‘actuator

model

Abb. 4: Anti Reset Windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.

Wihrend man im Modus A ist, regelt man un(t) auf ua(t),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der
Eingangsgrosse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M
mit Hilfe der ARW-Riickfithrung das Signal w4 (t) auf up(t).

Gain Scheduling

Gain Scheduling wird meist fiir nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Fiir jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.

w=g(z,v

llinearizat,ion & nnrmalizatinnl

Abb. 5: Diagramm zu Gain Scheduling.

Beispielsweise werden fiir einen PI-Regler die Verstirkungen
kp(0), T;(0) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung

Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
U, in eine Ausgangsspannung U, umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analoécm Opamp.
Die Ubertragungsfunktion von U, (s) nach U,(s) lautet

U,(s) Zs(s)
3(s) = =- s
RO o)
wobei Z;(s) und Zs(s) aus Widerstinden (R), Induktoren
(L) und Kapazititen (C) aufgebaut sind. Die Impedanzen
der Standard RLC-Elemente lauten:

1
sC”

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln fiir Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.

Zp(s) =R, Zp(s)=sL, Zo(s)=

2 Algebraische Stabilitatskriterien

Die folgenden zwei Verfahren testen, ob alle Realteile der
Nullstellen eines Polynoms p(s) negativen Realteil haben.

p(s) =an 8"+ an_1- 8" +...ta-s+ay, a,>0

Dabei ist a; > 0Vi notwendig, aber nicht hinreichend.

Die Verfahren koénnen auf das Nennerpolynom der
Ubertragungsfunktion eines Systems X(s) angewendet
werden, um zu bestimmen, ob das System X(s) stabil ist.
Hurwitz Kriterium

Die Koeffizienten a; sind exakt bekannt. Die Nullstellen des
Polynoms p(s) haben garantiert alle negative Realteile dann
und nur dann, wenn die n quadratischen Sub-Matrizen H;
bis H,, der Matrix H,, alle eine strikt positive Determinante

haben. Hy H»  Hs H,
Gl | 0 | e e e
Gp—3 Qp—2 | Gp—1 an, 0 0
An-5 Qn-4 Qn-3|Qun2 A1 a O --- 0

0 B ce- 0 ag ay as az a4

0 0 a a a

Kharitonov Kriterium

Die Koeffizienten a; seien nicht exakt bekannt, man weiss
)
deOCh7 dass sie in einer gcwisscn chion 1icgcn:

P(8,0) = [y, @] - 8" + (@1, @] - 8"+ [ag, o)

Das Problem reduziert sich auf die Ecken eines Rechtecks in
der komplexen Ebene und es miissen nur folgende Polynome
mit dem Hurwitz-Kriterium getestet werden:

pi(s) =To+ay-s+ay s> +as-s>+...

pz(s)*angul-s+g2-.s'2+gx-s3+...
pa(s) = %+alw+ﬁz-52+%453+...
pa(s) = ag+a; cs+ay st 4az-st 4.
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1 Einleitung: Diskrete Regelung

In diesem Kapitel wird ein zeitkontinuierlicher Regler C'(s) in
einen zeitdiskreten Regler C(z) umwandelt. Die Diskretisie-
rung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdiskretisierung.
Zeitdiskrete Realisierung
Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler C(s) in jedem
Zeitpunkt ¢ berechnen kann, was u(t) sein soll. In der Rea-
litat lauft die Rechnung mit einer fixen Taktfrequenz f,. D.h.
es konnen in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten t; neue
Eingénge u(k - Ts) = u[k] berechnet werden, wobei T die
Samplingzeit bezeichnet:

k

th=—+=4k-Ts, ke{0,1,...} (1)

s
Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (uP),
der die Rechnungen ausfiihrt, mit einer fixen Frequenz lauft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 1).

' $ T L
@Tﬂ, ADC }—»‘ uP '—»[ DAC |> u®) P(s) }_‘l@

Abb. 1: Digitales Regelsystem.

Steht fiir Analog-to-Digital Converter. Konvertiert

ADC: zeitkontinuierliche Signale in zeitdiskrete Signale.
Steht fiir Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
upP .
ten Eingang u[k].
DAC: Steht fiir Digital-to-Analog Converter. Konvertiert

zeitdiskrete Signale in zeitkontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-Order Hold (ZOH)
Element realisiert, wobei der Eingang u[k] zwischen zwei
Berechnungsschritten konstant gehalten wird:

u(t) =ulk] Vtek Ty, (k+1)-Ty)

Beispiel: Ein Signal z(t) wird zuerst abgetastet, und dann
wird ein ZOH angewandt.

x(t)
81
6 1
44+
— a(t)
9l o x[k]
—— Zero-order hold
t + t + t

2 4 6 8
Abb. 2: Abgetastetes Signal in blauen Kreisen, ZOH in rot.
Das Sampling geschieht mit einem ADC. Der ZOH-Prozess
lauft im DAC ab.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 25. Marz 2021

In Abb. 1 ist in der grauen Box noch ein weiteres Element:
der analoge Anti-Aliasing Filter (AAF). Der AAF ist notig,
da ein zeitdiskretes Signal nicht beliebig hohe Frequenzen re-
prisentieren kann. Energien der Frequenzen im analogen Si-
gnal, die hoher als die maximal reprisentierbare Frequenz
sind, werden bei der Diskretisierung ungewollt auf das ge-
samte Frequenzspektrum verteilt und verzerren dieses somit.
Deshalb wahlt man fiir den AAF einen Tiefpassfilter um hohe
Frequenzen vor der Diskretisierung zu eliminieren.

Beispiel: Du sollst ein diskretes Signal zeichnen, das fir
eine fixe Rate f, =

z(t)

% die hochstmogliche Frequenz hat.

: : : : | 1t
T, 2T, 3T, AT, 5T, 6T, 7T,

o o o o

Abb. 3: Signal mit héchstméoglicher Frequenz fiir ein gegebe-
nes T.

Die héchstmogliche Frequenz fax, die man in das Zeitraster
{0, Ty, 2Ty, ...} legen kann, wird als Nyquist-Frequenz
bezeichnet und lautet:

frnax = — = — - = Hz
ax T o7, f ax
z-Transformation

Um einen diskreten Regler C(z) zu erstellen, verwendet
man das diskrete Analogon der Laplace-Transformation, die
Z-Transformation:

X(z) = 2{alk]} =Y 27" 2k
k=0

Einige wichtige Eigenschaften der Z-Transformation:

zlk+1] ¢ z- X(2) — z - z[0] (2)
zk—1] < 271 X(2) 3)
z =T (4)

In der diskreten Welt ist die unabhéngige Variable nicht mehr
s, sondern z. Gl (4) liefert die exakte Beziehung zwischen
se€Cund z € C.

Beispiel: Mit Gl. (4) kann man das diskrete Aquivalent eines
asymptotisch stabilen Pols nach Lyapunov herleiten:

5= eoTsHwTsj _ 0Ty owTsj _ o . owTsj

asympt. stabil — oc<0 — 0<a<l1

lz2l=a — |z| <1

D.h. die ganze linke Halbebene (o < 0, asymptotisch stabile
Pole) im s-Raum wird zu einer Scheibe mit Radius 1 (]z| < 1)
im z-Raum. Der Kreis mit Radius 1 ist nicht inbegriffen.



2 Entwurf diskreter Regler

Beim Entwurf diskreter Regler werden grundsétzlich zwei
mogliche Pfade unterschieden, im Folgenden Pfad A und
Pfad B genannt.

continuous-time

Reglerentwurf
P(s) C(s)
direkt "B’ Emulation
Ts "gross" Ts
"klein"
A

az)

P(z) C(2)

discrete-time
Reglerentwurf

Pfad A: Diskreter Reglerentwurf
Wenn die Samplingzeit Ty relativ gross ist im Vergleich zur
Dynamik/Zeitkonstante des Systems.
1. System P(s) mit einem Zero-Order Hold diskretisieren,
es resultiert P(z), eine diskrete Systembeschreibung.

2. Diskreten Regler C(z) basierend auf P(z) entwerfen.

Es existiert eine ausfiihrliche Theorie zum Entwurf diskreter
Regler C(z) basierend auf diskreten Systemen P(z). Dies
wird in der Vorlesung RT2 jedoch nicht besprochen.

Pfad B: Emulation
Wenn die Samplingzeit T relativ klein ist im Vergleich zur
Dynamik des Systems (was héaufig der Fall ist).
1. Mit der Theorie aus RT1 und RT2 wird ein kontinuierli-
cher Regler C(s) fiir das System P(s) ausgelegt.

2. Mit einer Emulation wird C(z), eine diskrete Version des
kontinuierlichen Reglers C(s), erstellt.

Emulation

Durch eine Emulation wird die Variable s im kontinuierlichen
Zeitbereich mit der Variable z im diskreten Zeitbereich
ersetzt. Exakt ist das moglich mit Gl. (4). Ungliicklicherweise
ist Gl. (4) nichtlinear und deshalb praktisch nicht umsetzbar.
Deshalb approximiert man den Zusammenhang héufig, ein
Schritt der Emulation genannt wird. Emulationen sind dann
sinnvoll, wenn die diskreten Zeitschritte T klein sind im
Vergleich zur Dynamik des beschriebenen Systems. Es gibt
mehrere Approximationen fiir Gl. (4), die die Emulation mit
der Approximation e* ~ 1+ erleichtern. Dabei wird Gl. (4)
jeweils etwas anders geschrieben.

Welche der folgenden Emulationen am sinnvollsten ist,
héangt vom jeweiligen spezifischen Problem ab und muss iiber
Computersimulationen des Regelsystems oder iiber Experi-
mente am realen System ermittelt werden. Oft lohnt es sich
die einfachste, garantiert Stabilitit erhaltende Methode zu
verwenden (Euler Backward), hiufig wird jedoch auch die
Tustin Emulation benutzt.

Euler Forward Emulation

z=e"T
~1+s-T;

z—1
T Re

S~

Mit der Euler Forward Emulation wird die linke Halbebene
in der s-Ebene (Re(s) < 0) auf den grau hinterlegten Bereich
in der z-Ebene abgebildet. D.h. stabile Pole in C(s) kénnen
zu instabilen Polen in C(z) werden. (Siche Beispiel oben: ein
stabiles System in der z-Ebene hat alle Pole innerhalb des
Kreises mit Radius 1 um den Ursprung.) Fiir den Regelkreis
kann das fatale Folgen haben, weshalb diese Emulation meist
nicht verwendet wird.

Euler Backward Emulation

-~ 1
T ems T Im
1

1T
’ mep(C-)

= sr W Re

Mit der Euler Backward Emulation wird die linke Halbebene
in der s-Ebene auf den gezeigten Bereich in der z-Ebene
abgebildet. D.h. alle stabilen Pole in C(s) werden garantiert
zu stabilen Polen in C(z). Ein stabiler Regler C(s) resultiert
also in cinem garantiert stabilen Regler C/(2).

Tustin Emulation (Bilineare Emulation)
T2
= e—sTs/2
_14sT,/2
T 1-sT./2

221
T T(z+1)

Mit der Tustin Emulation wird die linke Halbebene in der
s-Ebene auf den Kreis mit Radius kleiner eins (|]z| < 1) in
der 2-Ebene abgebildet. Das bedeutet, dass alle stabilen Pole
in C(s) garantiert zu stabilen Polen in C(z) werden. Ein
stabiler Regler C'(s) wird also zu einem garantiert stabilen
Regler C(2).

Beispiel: Fiir ein System wurde ein zeitkontinuierlicher PI-
Regler C(s) ausgelegt:

C(s) = ky - (1+ nl.s>

Der Regler soll schlussendlich auf einem Mikroprozessor
laufen und muss daher in diskreter Form implementiert
werden. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor.

1. Emulation: Beispielhaft wenden wir die Euler Backward
Emulation an und erhalten so die diskrete Version C(z) des
PI-Reglers:

(Ti+Ts) 2 =T,
1 =k o ——
=TS T;-(2—-1)

2. Implementierung: ~Zur Erinnerung: die diskrete
Ubertragungsfunktion C(z) des Reglers beschreibt den
Zusammenhang zwischen der Z-Transformation des Regel-
fehlers E(z) und dem Reglerausgang U (z):

C(2) = gg - U(2) = C(2) - Ez)

Einsetzen der Ubertragungsfunktion des Reglers liefert:
T;-(z=1)-U(z) =kp- (1 +Ts) - 2 —T;) - B(z)

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit z~! und erhalten:

T;-U(2)~Ti-27 - U(2) = kp- (T;+Ts) - E(2) —kp - Ti- 271 E(2)

Durch Anwendung der Definition der Z-Transformation in
Gl. (3) und Umformen erhalten wir schlussendlich eine Dif-
ferenzengleichung, die einfach implementiert werden kann:

ulk] = ulk — 1] + k,

T + T
-T-e[k]—kp-e[k—l]

i

Dabei héngt der Input u[k] vom Fehler zum Zeitpunkt
k sowie vom Input und vom Fehler aus dem vorherigen
Zeitschritt k — 1 ab.

Bemerkung: Durch das Multiplizieren mit z~! haben wir die
gesamte Differenzengleichung um einen Index verschoben.
Ohne diesen Zwischenschritt hétten wir Gl. (2) anwenden
konnen und hétten die folgende Beschreibung erhalten:

T; + T
T;

ulk + 1] = u[k] + kp - e[k +1] — ky - e[k]

Der Unterschied liegt nur in der Definition des aktuellen Zeit-
schrittes. Die Frage ist: verwenden wir die Werte aus dem vor-
herigen Zeitschritt (k — 1) um den jetztigen Reglerausgang
(k) zu berechnen, oder verwenden wir die aktuellen Werte
(k) um den néchsten Ausgangswert (k + 1) zu berechnen?
In jedem Fall ist der Reglerausgang wihrend eines gegebe-
nen Zeitschrittes vom Fehler zu Beginn dieses Zeitschrittes
sowie vom Fehler und dem Reglerausgang aus dem vorheri-
gen Zeitschritt abhéngig; fiir die Implementierung sind also
beide Beschreibungen dquivalent.
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1 Systembeschreibung

Bisher wurden SISO (single-input, single-output) Systeme
betrachtet, d.h. u(t) € R und y(t) € R.

Neu werden MIMO (multiple-input, multiple-output) Sy-
steme mit mehreren Ein- und Ausgéingen betrachtet, wobei
u(t) € R™ und y(t) € RP. Identisch zum SISO Fall kann das
MIMO System im Zustandsraum dargestellt werden:

d
ET(t) =A-z(t)+ B-ult),

y(t) =C-x(t)+ D - u(t),

z(t) € R", u(t) e R™
y(t) e R?

)

Da u(t) und y(t) jetzt Vektoren sind, miissen die Matrizen
B, C und D auf die Dimensionen der Eingéinge und der
Ausgiinge angepasst werden. Das I/O (Input-Output) Ver-
halten des Systems in Gl. (1) wird identisch wie beim SISO
Fall iiber die Laplace-Transformation hergeleitet:
sX(s)=A-X(s)+B-U(s)
= X(s)=(s-Tnxn—A)"'-B-U(s)
S Y(3) = (C- (sTien— )L B+ D) U(s),  (2)
P(s)

wobei I, «, eine Einheitsmatrix der Dimension n X n ist.

Da U(s) € C™ und Y(s) € CP wird P(s) eine Matrix:

Prai(s) Pia(s) Py (s)

Pyi(s) Paa(s) Py (s)
Py | ap

Ppa(s) Ppa(s) Pym(s)

wobei jede Ubertragungsfunktion P; j(s)
gebrochen-rationale Funktion darstellt:

T ou; — y; eine

bmyij - s™+ -+ b s +boi; bi7](8)

P j(s) = =

§h g st A s+ aoay  aig(s)

Zur Erinnerung: P(s) beinhaltet nur die gleichzeitig steu-

erbaren und beobachtbaren Teile des Systems in Gl. (1).

Beispiel: Das folgende System soll geregelt werden:

_ [Pra(s) Pra(s)] _
P(s) = [Pz,l(s) Pz.z“)} B

Erlies) O
otT 54l
_ |Ua(s) _ ¥l
Uls) = [U2<s) YO = )
Dabei seien r1(t) = h(t) (Einheitssprung) und r3(t) = 0. Um

die Ubertragungsfunktion von R(s) nach Y(s) zu finden
wird die folgende Regelstruktur betrachtet

[

By (s) zl(::)
Rz(S)]I[bz(S)]- - [ 2( )]

Abb. 1: Regelstruktur ohne Stérung und ohne Rauschen.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 8. April 2021

Der Ausgang als Funktion des Fehlers lautet:

Daraus folgt:
Y(s) = [T+ P(s)C(s)] - P(s) - C(s) - R(s)

Vorsicht! Die Reihenfolge der Matrixmultiplikation
P(s) - C(s) kann nicht umgedreht werden, da diese Operati-
on fiir allgemeine Matrizen nicht kommutiert.

Das System P(s) wird nun fiir drei verschiedene Félle der
Verstérkung P(0) simuliert:

P(0) = ap a2
a1 az|’

Fall 1: a1, ase > aia, as

Die Systemparameter werden beispielhaft a1 = azs = 1 und
a1z = az; = 0.1 gewéhlt. Die Matrix P(0) ist diagonaldomi-
nant, es folgt niherungsweise

aii O
P(s) ~ {“61 %} .

s+1

D.h. der Eingang u,(t) wirkt nur auf y;(¢) und ua(t) wirkt
nur auf yo(¢). Somit kann das Gesamtsystem in zwei SISO
Systeme (r1 — y; und ro — y2) unterteilt werden. Die Reg-
lermatrix wird unter dieser Annahme diagonal:

Cs) = [Clg“ Cf(s)} :

wobei im gegebenen Beispiel fiir Cy(s) und Cy(s) zwei iden-
tische PI-Regler mit k, = 0.1 und T; = 0.1s gewéhlt werden.

y(t)

1 o B =

% ---(t)
5 — (1)

0 +- . t
5
Abb. 2: Fall 1, MIMO Antwort fiir 1 (t) = h(t) und r2(t) = 0.

Obwohl y»(t) in Realitéit leicht vom Eingang u,(t) abhdngt
(an der leichten Erhohung von ys(¢) ersichtlich) lisst sich das
System mit zwei separaten SISO-Reglern gut regeln.

Fall 2: a1, aze > a1z, ax

Die Diagonalelemente von P(0) sind zwar immer noch
grosser, jedoch mnicht gross genug um das MIMO System
klar in zwei SISO Systeme zu separieren. Beispielhaft wer-
den a1; = aze = 1 und a12 = az; = 0.8 gewihlt. Der gleiche
Regler C(s) wie im Fall 1 wird verwendet.

0 t t

Abb. 3: Fall 2, MIMO Antwort fiir 1 (t) = h(t) und r2(t) = 0.

Die Systemantwort ist sichtlich schlechter. Das liegt daran,
dass der Eingang u4(t) den Ausgang y»(t) nach oben zieht,
und der Eingang us(t) den Ausgang y;(¢) nach unten zieht.

Fall 3: a31, aze < a1z, as

Falls die dominanten I/O Kanile des Systems genau verkehrt
geschétzt werden, destabilisiert sich das System mit dem Reg-
ler C(s) aus Fall 1.

y(t) ===t
—ya(t)
1
0 ——"""""* T t
’ i“““‘~~

Abb. 4: Fall 3, MIMO Antwort fiir 71 (t) = h(t) und ro(t) = 0.

Man kénnte C'(s) natiirlich abéndern, sodass C;(s) und Cs(s)
auf der Nebendiagonale liegen, dann wére das Verhalten
dquivalent zu Fall 1.

2 Stabilitdt, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Die Analyse von MIMO Systemen ist identisch zu derjenigen
von SISO Systemen.

Stabilitédt nach Lyapunov:
asymptotisch stabil nach Lyapunov:

Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil, Re()\;) < 0.

stabil nach Lyapunov:
Mindestens ein Eigenwert A\, von A hat Realteil Re(A\g) =0
und alle anderen Eigenwerte haben negative Realteile.
instabil nach Lyapunov:
Mindestens ein Eigenwert \; von A hat einen positiven Re-
alteil Re(\) > 0.
Steuerbarkeit
Das System {4, B,C, D} ist vollstindig steuerbar, falls die
Steuerbarkeitsmatrix R,, vollen Rang n hat.
Ry = [B,AB,..., A" B] e Rrx(mm)

Beobachtbarkeit
Das System {A, B, C, D} ist vollstandig beobachtbar falls die
Beobachtbarkeitsmatrix O,, vollen Rang n hat.

C
CA
On — ) c ]R(n-p)xn

CAn—l

3 Pole und Nullstellen

Einfluss und Bestimmung von Polen und Nullstellen eines
Systems sind im MIMO Fall komplizierter als im SISO Fall.

Definition Matrix Minoren (wichtiges Werkzeug)
Minoren einer Matrix sind die Determinanten aller quadrati-
schen Submatrizen. Die Submatrizen werden durch Streichen
einzelner Zeilen und Spalten der Matrix gebildet.

Polstellen von MIMO Systemen
Die Pole von P(s) sind die Nullstellen des kleinsten gemein-
samen Vielfachen (kgV) der Nennerpolynome aller Minoren
von P(s).
Nullstellen von MIMO Systemen
Die Nullstellen von P(s) sind die Nullstellen des grossten
gemeinsamen Teilers (ggT) der Zihler der Minoren héchster
Ordnung von P(s) nach der Normalisierung, bei der alle Pole
von P(s) im Nenner stehen.!
Zur Erinnerung: Nullstellen s = (; sind nicht-triviale Fre-
quenzen, bei denen fiir ein spezifisches Eingangssignal u(t)
und spezifische Anfangsbedingungen z(0) gilt: y(¢t) = 0V¢.
D.h. die Laplace-Transformation von Gl. (1) erfiillt

(s Iyxn—A)-X—-—B-U=0, @)

C-X+D-U=0,
wobei Gl. (4) nur eine nichttriviale Losung hat, falls die
folgende Matrix singulér ist:
(s Inxn—A) —B
C D

Beispiel:

P(S) = |: sﬁl»l s+1~1
s+1 s+2
wird auf Polstellen und Nullstellen analysiert.
Pole Schritt 1: Minoren finden
2(s+2) 3 1 1 2s—1
s+1 s+1s+1 s+2 (s+1)2
Pole Schritt 2: Das kgV der Pole aller Minoren finden

p(s)=(s+1)° (s +2)

2(s+2) 3 }

= P(s) hat somit eine zweifache Polstelle bei s = —1 und
eine einfache Polstelle bei s = —2.
Nullstellen Schritt 1: Minoren hochster Ordnung finden®
25s—1
(s+1)2

Nullstellen Schritt 2: Minoren héchster Ordnung norma-
lisieren, sodass alle Pole im Nenner stehen:

@2s—1) (s+2)

(+12 (s+2)
Nullstellen Schritt 3: Ubertragungs-Nullstellen sind die
Nullstellen des ggT der Zéhler der normalisierten Minoren
hochster Ordnung

geT: (2s —1)(s+2)
1

= P(s) hat somit eine einfache Nullstelle bei s = 5 und eine
einfache Nullstelle bei s = —2.

“Quadratische Matrizen haben immer einen Minor héchster Ordnung.

1Die Textdefinition ist eher schwer verstindlich. Es empfiehlt sich das
Verfahren mittels Beispielen zu verstehen.
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1 Relative Gain Array (RGA)

Mit dem Relative Gain Array (RGA) kann man bestimmen,
ob ein MIMO-System gut mit separaten SISO-Reglern
regelbar ist. Dazu wird die Verstarkung |Pj;(jw)| jeder
Ubertragungsfunktion von Eingang u; auf Ausgang y; bei
Frequenz w fiir zwei Extremfille betrachtet. Das Verhéltnis
der beiden Werte ist der Relative Gain. Das RGA ist
schlussendlich eine Matrix mit den Verhéltnissen aller
Ubertragungsfunktionen bei einer gegebenen Frequenz w.

Die Extremfille fiir die Ubertragungsfunktion Py werden
illustrativ mit folgender Abbildung dargestellt:

n(t) wi(t)
P | P2

y2(t) us(t)

Der Regler Cys sollte dabei als eine Art hypothetische Grosse
verstanden werden, mit der entweder us(t) = 0 oder y2(t) =0
gesetzt werden kann, mehr dazu im Folgenden.

Extremfall 1: “open-loop” <>

Das System wird “open-loop” betrachtet: Es wird angenom-
men dass der Regler Cos = 0 ist, d.h. dass nur der Eingang uy
den Ausgang y; beeinflusst wihrend im allgemeinen Fall alle
anderen Eingénge null sind: u; = 0V;\{1}. In diesem Fall ist
die Ubertragungsfunktion von u; auf y;:

Puy sy (8) = Pra(s).

Extremfall 2: “perfect closed-loop” m

Es wird angenommen, dass im allgemeinen Fall alle Ausgéinge
ausser der betrachtete Ausgang y; perfekt auf null geregelt
werden, d.h. y; = 0Vi\{1}. Im gegebenen Beispiel heisst das,
dass ua(t) so gewdhlt ist, dass ya(t) = 0Vt. Dies wird sche-

matisch mit einem Regler unendlicher Verstarkung Cas“="00
dargestellt. Dann ist die Ubertragungsfunktion von u; auf y;:

_ P]l(S) . P22(5> - Pu(s) . P21<S)
- PzQ(S) ’

Pul"yl (‘S)

Der Relative Gain ist das resultierende Verhéltnis zwi-
schen open-loop und closed-loop Verhalten:

_ Pyi(s) - Pya(s)
Pi1(5) - Paa(s) — Pra(s) - Pai(s)”

[RGA(s)]11

Dieses Verhéltnis hat eine sehr schone Interpretation: Es wie-
derspiegelt die Anderung der Verstirkung von Eingang u; auf
Ausgang y; im Fall, dass alle anderen Regelkreise des MIMO
Systems perfekt geschlossen werden. Der Relative Gain beant-
wortet also die Frage: “Wenn ein Regler vom Eingang uy auf
den Ausgang y1 basierend auf dem open-loop System Pii aus-
gelegt wird, welche verdnderten Verhdltnisse trifft dieser Reg-
ler an, wenn er schlussendlich im geregelten MIMO-System
verwendet wird?”

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 22. April 2021

SISO-fihiges P;;(s) < | [RGA(s)]i; = 1

Die Verstiarkung von Eingang u; auf Ausgang y; im closed-
loop geregelten MIMO-System ist identisch zur Verstirkung
der Ubertragungsfunktion P,;(s). Basierend auf P;(s) kann
also ein sinnvoller Regler entworfen werden, der den Ausgang
y; mit dem Eingang u; regelt.

Nicht SISO-fiahiges Pj;(s) <> | [RGA(s)]i; = 0

Die Verstirkung der Ubertragungsfunktion P;j(s) ist ver-
nachléssigbar im Vergleich zur resultierenden Verstirkung
von Eingang u; auf Ausgang y; im closed-loop geregelten MI-
MO System. Basierend auf Pj;(s) kann also kein sinnvoller
Regler entworfen werden, der den Ausgang y; mit dem Ein-
gang u; regelt.

Instabiles Verhalten fiir P;;(s) <> |[RGA(s)];; <0

Das Vorzeichen der Verstirkung der Ubertragungsfunktion
von u; auf y; im MIMO System unterscheidet sich vom Vor-
zeichen von Pj;(s). D.h. ein SISO-Regler, ausgelegt basierend
auf Pj;(s), hat, wenn er im closed-loop geregelten MIMO-
System verwendet wird, eine entgegengesetzte Wirkung. Die-
ser Regler entspricht einem positiven Feedback, das MIMO
System kann mit diesem Regler also destabilisiert werden.

Das RGA ist die Matrix mit den Relative Gains aller
Ubertragungsfunktionen als Eintréigen.
Das RGA einer 2 x 2 Regelstrecke P(s) ist:

Py Ppy —Pyp Py
P11 Prpy—P1aPy PaaPri—PaPra
RGA(s) =1 " p ) P11 Py -
Py P11—P21Pi2 PriPaa—PiaPa

Das RGA eines allgemeinen MIMO-Systems P(s) kann wie
folgt berechnet werden:

RGA(s) = P(s) . x P(s)™ ",

wobei . x eine elementweise Multiplikation beschreibt und
P(s)~T die Inverse der Transponierten ist.

Eigenschaften des RGA:

Aus Gl (1) ist ersichtlich, dass die Summe der Spalten und
der Zeilen des RGA immer 1 ergeben. Dies gilt auch fir
RGAs hoherer Ordnung.

Dies fiihrt, kombiniert mit der obigen Analyse zu den
individuellen Eintrigen [RGA(s)];, zu folgendem Fazit:
Falls das RGA bei einer gegebenen Frequenz w ungefihr eine
Einheitsmatrix ist:

1 0 0
[RGAGjw)| ~ |0 . 0
0 0 1

dann ist das betrachtete MIMO-System bei dieser Frequenz
mit individuellen SISO-Reglern regelbar. Oder allgemein: falls
in jeder Zeile/Spalte ein Eintrag sehr nahe bei 1 ist und die
anderen nahe bei 0, sind diese Kombinationen von Ein- und
Ausgéngen gut mit einem SISO-Regler regelbar.

Beispiel: Das RGA des Systems

aiy a2
Ts+l  Tstl
P(s) =
az) a22
Ts+l  Tstl
lautet
ajjas; —a120a21

RGA(?) _ | a11az22—aizaz az2a11—az1a12
—a12a21 a1)1a22
22011 —0a21G12  A11G22—a1202]1

Es werden 3 verschiedene Félle betrachtet.
Fall 1: a1y = axx =1, aj2 = ag; = 0.1
Das RGA lautet:

101 —0.01] [t 0
RGA(s) = [70,01 1.01 ] ~ [0 1]

= Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden, y; wird mit u; geregelt, yo mit us.

Fall 2: a;; = a2 = 0.1, a2 =ag; =1
Das RGA lautet:

.01 —0.01] 0

RGA(s) = [*0-01 1.01] _ [0 1]

= Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden. y; wird mit uy geregelt, yo mit u;.

Fall 3: a;1 = age = a2 =1, as1 = —1

Das RGA lautet:

ReAG) = [0 (7]

= Die einzelnen Ausgénge lassen sich schlecht mit individu-
ellen Eingéngen regeln, da im MIMO-System starke Querein-
fliisse vom jeweils anderen Eingang zu erwarten sind.

2 Singulidrwerte
Im Folgenden werden Eigenschaften zur linearen Abbildung
y=M-u, ueC™, yeCP, M eCP™

beschrieben. Insbesondere erfiillt der Ausgang y folgende
wichtige Eigenschaft:

Cmin(M) < % < (M),
u

wobei ||.|| die euklidische Norm ist und

oi(M) =\ XM M) >0,

die Singularwerte der Matrix M sind. HT ist die
Transponierte der Komplex-konjugierten von M. Die Sin-
guldrwertzerlegung (SVD) der Matrix M lautet:

M=U-%.V',

wobei ¥ die Singulidrwerte o; auf der Hauptdiagonalen hat.
=T

U und V  sind unitére (lingenerhaltende) Transformations-

matrizen:

UT =1, V.V =T

Beispiel: Alle Eingéinge {u | [|u|| = 1} sollen mit

M= [0.4009 71.0133}

1.4015 —1.0480

abgebildet werden. Die Singuldrwertzerlegung lautet:

M { 1/2 7\/3*/2} _ [2 0 ] 4 {1/\/5 71/\/5}

V32 172 |0 05 |1v2 143
U 2 VT

Fiir die euklidische Norm beschreibt ||u|| = 1 einen Kreis mit
Radius 1. Der Kreis wird mit V' zuerst um /4 rotiert, dann
werden die Hauptachsen des Kreises mit den Singuldrwerten
in ¥ skaliert, sodass eine Ellipse entsteht. Letztendlich wird
die Ellipse um 7/3 rotiert.

2 - 2 -
1F B 1r B
IR /8
1k i 1k i
20 T 20 00T

2-101 2 2-101 2

JVT~ U

o[ T T T 1] o[ T T T 1]
1F B 5 1+ B
of () {2 or=—>]
1k 4 1k i
-2 N -2 L]

2-101 2 2-101 2

Abb. 1: Lineare Transformation M als Folge der Transforma-
tionen V', ¥ und U.

Die Transformationen V' und U beschreiben in diesem Bei-
spiel reine Rotationen. Spiegelungen sind auch moglich und
erfiillen somit auch Unitaritét. Zusétzlich sollen die Eingénge
gefunden werden, die den Ausgang maximal und minimal an-
regen. Da die Zeilen der Matrix VT orthonormal sind, ent-
sprechen die Zeilen von VT den Eingéngen, die die Haupt-
achsen anregen. Das heisst

, 1/V2
[IY]| = omin fiir w= [1/\/5}

1/v2
-1/v2

Abb. 2: Minimale und maximale Anregungsrichtung.
T T T T T

Y]] = 0max  fir uw=

2L -
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1 Frequenzantworten SISO - Recap

Ein lineares asymptotisch stabiles System P(s), welches mit
einem harmonischen Eingang

u(t) = cos(wt) - h(t)

bei der fixen Frequenz w angeregt wird (h(t) ist der Einheits-
sprung), produziert im eingeschwungenen Zustand ein har-
monisches Signal bei derselben Frequenz:

Yoo (1) = | P(jw)] - cos(wt + ZP(jw))

Dabei ist die Systemantwort um ¢(w) = ZP(jw) phasen-
verschoben, und um m(w) = |P(jw)| skaliert. Um die Fre-
quenzantwort iibersichtlich darzustellen, konnen ZP(jw) und
|P(jw)| entweder gemeinsam in einem Nyquist-Diagramm
dargestellt werden, oder separat in einem Bode-Diagramm.

2 Frequenzantworten MIMO

Im MIMO-Fall ist der Eingang u(t) ein Vektor harmonischer
Funktionen:

i1 - cos(wt + @1) - h(t)
ult) = fi2 - cos(wt + @a) - h(t) o

o - cos(wt + @) - h(t)

Die Frequenzanalyse beschrinkt sich auf eine gemeinsame frei
wéhlbare Anregungsfrequenz w auf allen Kanélen. Die Anre-
gungsmagnituden p; und Anregungsphasen ¢; kénnen sepa-
rat gewéhlt werden. Die Laplace-Transformierte von Gl. (1)
lautet:

ePrs/v .y,

S
10 T

e iy e ey
U(s) = e (2)

s/w s
ePms/ im

und kann mit den Definitionen ® = diag(y;) € R™*™ und

= [p1,- ] € R™ umgeschrieben werden zu:
_ dDes/w S
U(s)=¢ 'N'32+w2 3)

Ahnlich wie im SISO-Fall ist die Systemantwort im einge-
schwungenen Zustand ein Vektor harmonischer Funktionen
bei derselben Frequenz w:

vy - cos(wt +1p1) - h(t)

Vo - cos(wt + 1h2) - h(t)

Yoo (t) = (4)

Vpy, - cos(wt + 1yy,) - h(t)
Identisch zu Gl. (3) wird die Laplace-Transformierte von

Gl. (4) mit den Definitionen ¥ = diag(¢);) € R™™ und
v=[v1,..,Vm]" €R™ zu

s
2 +w?’

Y(s)=e¥s/v . p. (5)

Bei Fragen: hraffaelCethz.ch, pduhrethz.ch, 29. April 2021
Die Frequenzantwort Y (jw) lautet

Y (jw) = P(jw) - U(jw).
Einsetzen von Gl. (5) und Gl. (3) liefert

&V v=P(jw) % p (6)

Bemerkung: Gl. (6) beinhaltet den Term — J:J nur deshalb

nicht mehr, weil in der Konstruktion des Eingangs Gl. (1) die
Frequenz auf allen Kanilen identisch gewéhlt wurde.

GL. (6) hat die Form einer linearen Abbildung:

y = M - u (7
eiv.y  Piw) e®p

Eine lineare Abbildung y = M - u erfiillt die Eigenschaft

Tmin(M) < % < Omax (M), ®)

wobel opin(M) und omax(M) der kleinste und grosste
Singuldrwert der Matrix M sind.

Einsetzen von Gl. (7) in Gl. (8) liefert:

”nlin(P(jW>) < H/LJH < meaX(P(jw)) (9>

wobei die Eigenschaft ||e/¥|| = ||e’®|| = 1 verwendet wurde.

Die Singuldrwerte in Gl. (9) geben fiir den eingeschwungenen
Zustand Schranken vor fiir den Betrag der Amplituden ||v||.
Sie sind ein Mass fiir die worst-case Amplitude die man bei
der Anregung mit einer gegebenen Frequenz w erwarten kann.

Beispiel: Das System
0.2
57705541

1
P(S) _ s24+0.3s5+1 (10>

0.2 1
ST4s Tl STFst1L

soll fiir {y | ||p|| = 1} bei w = 0.7rad/s so angeregt werden,
dass [|V|| = omax(P(j - 0.7)) gilt.

Ormin/max 0.1 0.71 10 w

Omax

Omin

Abb. 1: Singuldrwerte von P(jw) als Funktion der Frequenz

Die Berechnung der maximalen Singuldrwerte bei w =
0.7 rad/s liefert omax(P(j-0.7)) = 1.914. Das heisst, man kann
erwarten, dass die Ausgénge y; und yo je Amplituden vy und
v haben werden, die kleiner sind als 1.914.

Die Norm ||v|| jedoch wird bei der maximalen Anregung 1.914
sein. Um die Anregungsrichtung zu finden, bei der ||v|| maxi-
mal wird, verwendet man die Singuldrwertzerlegung der Ma-
trix P(j-0.7):

PG-07)=U-%-V' =

—0.8724 +0.36355  0.3089 — 0.10685 |
—0.2167 + 0.24475 —0.6691 + 0.6675;

1914 0 |
0 1.056

—0.9344 —0.3525+ 0.05155
0.3562  —0.9246 + 0.13515

Die maximale Anregungsrichtung entspricht der ersten Spal-
te von V, wenn der maximale Singuldrwert in ¥ an erster
Stelle steht®. Zur Bemerkung: der maximale Singuldrwert in
Y stimmt mit dem aus Abb. 1 ausgelesenem Singuldrwert
iiberein. Die maximale Richtung lautet somit:

o = —0.9344 e 0 [0.9344
max = | _0.3525 —0.05155| ~ | 0 e929965| " |0.3562

Der Eingang lautet damit:

u(ty = | 09344 cosO.7 ¢ + )
U= 10,3562 - cos(0.7 - t — 2.9965)

Eine Simulation des Systems mit Eingang u(t) liefert:

| |v1| = 1.807

0 10 20 30 40 50

|va| = 0.632

ya(t

0 10 20 30 40 50

Abb. 2: Maximale kollektive Anregung der Eingiinge y;(t)
und y2(t) bei der Frequenz w = 0.7 rad/s.
Bemerkungen zu diesem Beispiel:

e |[Y1] < Omax = Y100 < Tmax

o |V2| < Omax = ¥Y2,00 < Omax

o |2+ |ra]? = 1.914 = opax (nur weil die maximale

Richtung angeregt wird)

e yi1(t) > Omax fiir t & 5 s, da das System noch nicht
eingeschwungen ist

“Wo genau der maximale Singulirwert in der Matrix X eingetragen
ist, hingt vom Algorithmus ab, der zur Berechnung der Singuldrwerte
verwendet wird. Normalerweise sind die Singuldrwerte in der Matrix
3 der Grésse nach sortiert, sodass links oben der grésste Singuldrwert
steht und rechts unten der kleinste: ¥ = diag(omax; - - - , Omin)-

3 Singulidrwertverldufe als Werkzeug in der
Regelungstechnik
Die Singuldrwertverldufe (wie in Abb. 1) knnen fiir beliebige
Ubertragungsfunktionen, wie z.B. die Sensitivitdt S(s), die
komplementére Sensitivitdt T'(s) oder die ‘return difference’
Q(s) berechnet werden:

T(s) = (I +P(s)- C(s))~" - P(s) - C(s)

S(s) = (I +P(s)-C(s))~!

Q(s)=1+P(s)-C(s

Mit der Definition der Systemnorm

GO = (s (G2
hat dann z.B. die Sensitivitdt eine schone Interpretation.
Die Systemnorm |[|S(s)||s ist die maximal zu erwartende

worst-case) Verstirkung des Storungssignals.
g g851g;

Omin/max 0.1 1 10 w

Tmax 2= IS (s) 1o
0+

Omin

-40 +

Abb. 3: Singuldrwerte von S(jw) als Funktion der Frequenz
in blau. Systemnorm in rot.

Falls die Systemnorm ||.S(s)||oo sehr klein ist, weiss man, dass
man eine gute Storungsunterdriickung hat, da die Norm die
maximale Verstirkung beschreibt.

Eine dhnliche Uberlegung erlaubt es, mit der Minimum Re-
turn Difference (analog zum SISO-Fall) die Robustheit des
Regelkreises im ‘worst case’ zu analysieren:

fmin = Min <min o (I + L(]w))) .
w k3

Singulidrwertverlidufe vs. Bode-Verstirkungsverldufe:
Die Singuldrwertverlaufe sind also das MIMO-Analogon
der SISO-Bode-Verstarkungsverldufe: basierend auf den
Singuldrwertverldufen lassen sich im MIMO Fall bei der
Reglerauslegung und Sytemanalyse #hnliche Uberlegungen
machen wie in der SISO Reglerauslegung mit den Bode-
Verstarkungsverlaufen.

Der grosse Unterschied zwischen Singuldrwertverlaufen im
MIMO-Fall und Bode-Verstérkungsverlaufen im SISO-Fall
ist, dass die Bode-Verldufe die effektive Verstérkung eines
harmonischen Eingangssignales darstellen, wéihrend die Sin-
guldrwertverldufe nur eine worst-case Abschétzung sind.
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1 Infinite Horizon LQR Formulierung

Im Vergleich zu SISO-Reglern ist das Auslegen von MIMO-
Reglern komplexer. Ein Ansatz, der einen intuitiven trade-off
zwischen Regelfehler und Regleraufwand erlaubt, ist die
linear quadratic regulator (LQR) Formulierung. Die Kompo-
nenten linear, quadratic und regulator werden nun separat
betrachtet.

Linear: Das System, welches geregelt wird, ist linear:

%z(t) =A-a(t)+ B-u(t), =(t)€R", u(t) e R™

Quadratic: Definition einer quadratischen Kostenfunktion:
Tt = [ (oule)-Q-au(t) +u®)” - Rult)) dt (1)
0
Der optimale Eingang u*(¢) minimiert die Kostenfunktion J:
w*(t) = arg min J(u(t))

Die Zustéinde z(t) und Eingénge wu(t) werden im Optimie-
rungsproblem mit  und R gewichtet, wobei

Q=QT eR™™, Q=0, und R=R" e R™™, R>0

Das Symbol 3= heisst positiv semidefinit und > positiv definit.
Die Definitheit der Matrizen ) und R ist notwendig, damit
das Argument des Integrals in Gl. (1) quadratisch konvex ist.
Somit ist das Minimum von J(u) einzigartig, falls es existiert.

Regulator: Der Regler 16st das regulator Problem:
A e(t) =0

Das heisst, der Regler bringt den Zustandsvektor in unendli-
cher Zeit in seinen Ursprung.

Die Matrizen @ und R sind einstellbare Grossen, welche ver-
wendet werden, um das Optimierungsproblem so zu definie-
ren, dass die resultierende Losung zufriedenstellend ist. Mehr
dazu spater.

Beispielhaft werden zwei Fille betrachtet:

Q1= R|[' Je grosser Q relativ zu R, desto teurer ist es,

wenn z(t) nicht im Ursprung ist. Das heisst, das System wird
schnell an den Ursprung geregelt, um die Kosten tiefstmoglich
zu halten. Dabei wird u(t) jedoch betragsméissig gross sein.

Je grosser R relativ zu @, desto teurer ist es, viel
Energie mit den Ausgangsgrossen auszugeben. Das heisst, das
System wird langsam (mit betragsmissig kleinem Regelsignal
u(t)) in den Ursprung geregelt.

1Eine Erhohung der Eigenwerte von @ hat den gleichen Effekt wie eine
Reduzierung derer von R. Nur die relative Grosse ist von Relevanz.

Bei Fragen: hraffaclQethz.ch, pduhr@ethz.ch, 6. Mai 2021

2 Losung der LQR-Formulierung

Die Losung der LQR-Formulierung ist eine lineare Zu-
standsriickfiihrung und lautet

u*(t) = —K - z(t), wobei K =R™'-B"-® (2)
Dabei ist ¢ die einzige positiv definite Losung der algebrai-
schen Riccati Gleichung:

®-B-R'.BT - d-0-A-AT . a-Q=0 (3)
Wé&hlt man

Q=CT-C, CeRP*™, wobei p = rank(Q)
dann existiert die positiv definite Matrix ® garantiert, falls
{A, B} vollstindig steuerbar und {4,C} vollstindig beob-

achbar sind. Diese Bedingungen sind hinreichend, aber nicht
notwendig.

Abb. 1: Standard LQR: lineare Zustandsriickfithrung
Bemerkungen:

« Die Matrix C hat generell nichts mit der Systemaus-
gangsmatrix C zu tun. Falls jedoch ein Systemausgang
y = C -z definiert wird, und C' = C' gewéhlt wird, wird
die euklidische Norm des Systemausganges ||y(t)||2 in der
Kostenfunktion beriicksichtigt, da:

g;T.Qw:xT@T@.z:xTACTACw:yT.y: [ly]]2

e Die Matrix K ist statisch, sie muss fiir gegebene
{4, B,Q, R} nur einmal berechnet werden.

o Der Begriff infinite horizon bezieht sich auf die Integra-
tionsschranken in Gl. (1): von null bis unendlich.

o Die Dynamik des nach Gl. (2) geregelten Systems lautet
%1: = (A - BK) - z. Die Matrix A — BK ist garantiert
Hurwitz (Realteil aller Eigenwerte kleiner null), d.h. der
geschlossene Regelkreis ist asymptotisch stabil.

+ Der open loop gain lautet Lrqr(s) = K - (sI — A)~" - B.
Dies entspricht einer Offnung des Kreises am Systemein-
gang.

o Normalerweise steht nicht der ganze Zustand z(t) als
Messung zur Verfiigung. Im spéteren LQG Kapitel wird
der LQR Ansatz basierend auf einer Schitzung von z(t)
eingefiihrt.

o Der Regler (Gl (2)) fithrt die Zusténde linear zuriick,
man spricht von einer linearen Zustandsriickfiihrung oder
einem “linear state feedback controller”.

Beispiel 1: Ein Klotz mit Masse m = 1 sei in 23— und
in zp—Richtung mit einem Dampfer und mit einer Feder
verbunden. (Der Einfachheit halber lassen wir im Folgenden
die Einheiten weg und betrachten normierte Grossen.) Die
Federn seien bei z; = 1 und 2z = 1 im Gleichgewicht. Die
Federkonstante sei k= 0.5 und die Dampferkonstante sei
c=0.05.

sy, Mt der Definition  der
2, Zustinde
2 Tl =21 — 21
'|' zé To = 29 — 2o
z3 =4
B T4 = 59,
. — %
2 g 7, folgen die Zustandsgleichun-
2 é gen des Systems:

0 0 1 0 1 0 0
o 0o o0 1 @ |0 0| [u
=105 0 —005 0 | |as| |1 0 LQ]

0  -05 0 —0.05 T4 0 1

A B

Um das System mit der LQR-Formulierung an den Ursprung
zu regeln, miissen die Matrizen ) und R noch eingestellt
werden. Eine erste, willkiirliche Wahl ist @ = I4x4 und
R = Isx5. Die Matrizen A, B, @, und R werden nun in
Gl. (3) eingesetzt, und das Gleichungssystem wird nach @
aufgelost. Anschliessend wird K mit Gl. (2) berechnet. Eine
Simulation des Systems, startend in 2o = [1, 1, 0, 5], liefert:

@2
T
|
E23
o

Abb. 2: Systemantwort fiir Q = I4x4 und R = Ioyo.

Das System soll nun in z;—Richtung etwas schneller an den
Ursprung geregelt werden. Daftir kann man z.B. den Eintrag
Q(2,2) auf 3 erhéhen, sodass:

Qneu =

oo O
o O wo
o= OO
o oo

Dadurch, dass Q(2,2) erh6ht wird, macht man Werte un-
gleich null des zweiten Zustands xs teurer. Das Minimum der
Kostenfunktion wird demnach in eine Richtung verschoben,
die o kleiner hélt. K,e, wird berechnet und das System
wird simuliert, startend in xq:

Abb. 3: Systemantwort fir Qney und R = Ioyo.

Im neuen x; — zo Graph sieht man, dass xo merklich weniger
ausschligt, wie erwartet. Um x tief zu halten, wird uy (siehe
uy — us Graph) jedoch grosser.

Bemerkungen:

o Die Richtungen z; und z3 sind in diesem Beispiel ent-
koppelt. Somit wiren zwei SISO-Regler auch geniigend.

o Der Workflow lautet: System modellieren — A und B
extrahieren — @ und R wéhlen — & mit Gl (3) be-
rechnen — K mit Gl. (2) berechnen — x¢ wihlen und
simulieren.

3 Eigenschaften von Infinite Horizon Reglern
Stabilitét:

Die Matrix A — B - K des geschlossenen Regelkreises ist ga-
rantiert Hurwitz. Der resultierende geschlossene Regelkreis ist
also auch garantiert stabil.

Storungsunterdriickung:

Der Standard LQR Regelkreis kann konstante Stérungen
nicht unterdriicken. Eine integrative Erweiterung, wie weiter
unten gezeigt, ermoglicht dies jedoch.

Robustheit:

Fiir die Wahl R = r- I hat die die minimum return difference
fmin,LQR folgende Eigenschaft:

pminscn = i (miner (1 4 ncn(i)) =1 (0

Im SISO-Fall hat diese Eigenschaft eine schone Interpretati-
on: Gl. (4) garantiert, dass der Nyquist-Plot nie in den um —1
zentrierten Kreis mit Radius 1 eintritt. Wie in Abb. 4 geome-
trisch ersichtlich, garantiert dies wiederum, dass der Regel-
kreis auch bei einer Verstérkung k im Bereich k € [0.5,00)
noch garantiert stabil ist. Zudem hat der Kreis eine Phasen-
reserve (phase margin) von ¢ > 60°, was einer sehr guten
Robustheit entspricht.

Modifiziert man die Riccati-Gleichung mit 5 > 1 wie folgt

%~<I>5~B~R“~BT~<I>5—<I>5~A—AT~<I>5—Q:O

so resultiert die Losung ®g. Damit wird der Regelkreis noch
robuster, da dann gilt:

fimin,g = Min <min o; (BT + LLQR(jw)>> > B.
w k3



Das heisst, dass der Nyquist-Plot nie in dem um —/3 zentrier-
ten Kreis mit Radius 3 eintritt.

Liqr(jw) Imaginary Axis

T Y Real Axis

Abb. 4: Nyquist Plot eines offenen LQR Regelkreises Lyqr (s)-

4 Folgeregelung - Infinite Horizon LQR

Die LQR-Formulierung lést nur das Regulator Problem
und erscheint zunéchst etwas einschrinkend. Man kann
jedoch die Linearitdt des Systems ausniitzen, um einen
gewilinschten konstanten Zustand z., oder eine gewiinschte
konstante Referenz 7o, fiir einen gegebenen Systemausgang
y(t) anzusteuern.

Zustandsreferenz

Ein lineares System beschreibt die Dynamik von Differenzen.
Wir kénnen den Ursprung des Systems demnach in einen
neuen Punkt {uso,Zoo} verschieben, mit den Definitionen
Az = — Too, und Au = u — Us. Die Dynamik des Systems
in den neuen Variablen lautet:

Ai=A-Azx+ B-Au

Die Regelung auf den konstanten Zustand x., erfolgt durch
Subtraktion von z., sowie Addition von us, an der geeigneten
Stelle im Regelkreis, wie gezeigt in Abb. 5, oder analog und
identisch durch Addition eines einzigen konstanten Wertes am
Reglerausgang, wie in Abb. 6.

u(t)

Abb. 6: Addition eines konstanten Wertes am Systemeingang.
Bemerkungen
o Der Wert u, ist statisch fiir eine statische Referenz x ...

o Die Folgeregelung mit feedforward kann keine Stérungen
unterdriicken.

Ausgangsreferenz

Wenn das System ein Ausgangssignal y(t) = C - z(t) be-
sitzt, kann dieser Ausgang mit einer Vorsteuerung auf eine
gewiinschte konstante Referenz r(t) = ro - h(t) geregelt

werden. Das dafiir notige konstante Vorsteuersignal (wie
gesehen bei der Zustandsreferenz) kann wie folgt berechnet
werden:

un(t) = — (C(A - BK)’IB)A T (t) (5)
— ————
T

Die  Matrix = I' existiert  garantiert, falls  die
Ubertragungsfunktion des linearen System {A,B,C,D}
keine Nullstellen im Ursprung hat.

Abb. 7: Addition eines einzigen konstanten Wertes am Reg-
lerausgang durch eine Vorsteuerung.

Beispiel 2: Das System aus dem vorherigen Beispiel soll
nun zur Position 21 . = 2 und z3 o = 2 geregelt werden.
Falls das System im Punkt {210,220} im Gleichge-
wicht ist, werden die Geschwindigkeiten null sein, d.h.
T3.00 = T400 = 0. Der gewiinschte Zustand lautet somit
Too = [2,2,0,0]7.

Zuerst wird das statische feedforward Signal berechnet.
Intuitiv werden die Federn im Zustand z = 2., komprimiert
sein. Im Gleichgewicht wird {uo.} demnach genau die Kraft
der komprimierten Federn ausgleichen. Das System soll nun
bei & = 2o, mit u = us, im Gleichgewicht sein:

A Zoo+ B-us L 0
Einsetzen liefert:

o 0 1 0 77[2] fo o 0
o0 0 L2 o o{ul,ﬂfo
05 0 005 0 [fo|"]|1 0] [uze [0
0 -05 0 005 |0] [0 1 0

Auflosen nach ue, ergibt 41,0 = uz = 1. Intuitiv: Die
komprimierten Federn driicken im Gleichgewicht genau mit
einer Kraft von Fy =k -r) =05-2=1=u() -

Das System wird simuliert, startend im Punkt
20 =[1,1,0,5]T, mit Q = Lixs, R = Iox2, Too = [2,2,0,0]T,
und U = Ueo — K+ (z — Zoo):

4

2
&2
L VI TR

1 1
0.8 1.5 2
@1

Abb. 8: Systemantwort fiir das Referenzproblem.
Wie erwartet regelt das System auf den Punkt [2,2,0,0] .

5 Storungsunterdriickung - LQRI

Das Standard LQR-Problem eignet sich fiir theoretische Sy-
steme ohne Modellfehler und ohne Stérungen. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, wie man konstante Stérungen (z.B.
w(t) = Weo - h(t) am Eingang) und Modellfehler unterdriicken
kann. Dafiir wird integratives Verhalten eingefiihrt.

Um die Struktur aus Abb. 1 mit einem integrativen Vehalten
zu erweitern, werden die Ausgangsgrosse y(t) = C - z(t) sowie
die Referenz r(t) eingefithrt, wie illustriert in Abb. 9. Man
wiinscht y(t) = r(t) = ro - h(t). Um konstante Stérungen
zu unterdriicken, kann das Integral des Regelfehlers als neuer
Zustand definiert werden:

v(t) = ./05 e(r) dr = ‘/01(7’(7') —y(7)) dr.

Der erweiterte Zustandsvektor des Systems lautet somit:
o _ |2 n+tm
Z(t) = [u(t)] e R™™.

Die Ableitung des Zustandes lautet (siche Abb. 9):

o= {A x(t)+ B (u(t) + w(t))]
dt r(t) —y(t)
L 3 Bl oo ] o
— ~—~

A B

Die Standard LQR-Formulierung kann nun mit den er-
weiterten Systemmatrizen A und B gelost werden. Der
erweiterte Zustand Z(¢) wird zu null geregelt und damit gilt
Lo(t) =e(t) =0.

w(t) Extended System § r(t)
u(t) y(t)

Abb. 9: Integrale Erweiterung am Systemausgang.

Die Dimension der @ Matrix muss angepasst werden:

m 0 ... 0
~ [Q@ o B 0 v ... 0
AR
0 0 ...

Mit @; kann man einstellen, wie stark die Integratoren wirken
sollen. Die Losung des LQRI-Problems lautet:

{4,B,Q,R} — K =[K, K ] € R™*(+m)
u(t) = =K - Z(t) = ug +ug, = —K - z(t) — K7 - o(t).

Bemerkung: Der Zustand v(t) ist nicht Teil des realen Sy-
stems und muss deshalb wie in Abb. 10 dargestellt im finalen
Regelsystem implementiert werden.

w(t)

ey elt) um ult)
—— [ Ki f—O—it

Controller Implementation .

Abb. 10: Implementierung der integralen Erweiterung.

Beispiel 3: Das Masse-Feder-Dampfer System soll mit ei-

nem Standard LQR-Regler in den Ursprung geregelt wer-

den. Dabei wirke nun eine statische Stérung w(t) = we -
h(t) = [0.5,0.5]T. Mit Q@ = Ix4, R = Isxo, startend in
xo = [1,1,0,5]T:

1 H] — L -

o U100

0.46 —
1 ! ! i

0.46 1 0 -0.27
£ @ u1

Abb. 11: Systemantwort fir @ = Isx4, R =Iox2 und
Wao = [0.5,0.5] T

Das System kommt bei einem Zustand zo, # 0 zum Still-
stand. Dies liegt daran, dass die erwartete Systemgleichung
im Gleichgewicht lautet:

0=A T+ B-us (erwartet)
Jedoch ist die wahre Gleichgewichtsgleichung
0=A Too + B (U + W) (wahr)
Der Gleichgewichtspunkt lautet somit:
Too = —(A—B-K)™'-B-ws = [0.46,0.46,0,0] "
Uoo = —K - Too = [—0.27,-0.27,0,0] "

Da die unbekannte Stérung das Erreichen des Ziels zo, =0
verhindert, wird die LQRI-Formulierung verwendet. Mit

1000 v [A 0 5 [B
02[0100]"4:[70 o]’B:[o]’

Q = Isxe, R = Irxo, Weo = [0.5,0.5]T, startend im Zustand
%o =[1,1,0,5,0,0]:

Abb. 12: Systemantwort fiir Q:IGX(;, R =155 und
Woo = [0.5,0.5] .

Das System regelt an den gewiinschten Ursprung, obwohl eine
konstante Stérung w(t) vorhanden ist. Das Ziel wird erreicht,
da der integrative Teil des Eingangs genau die Stérung kom-
pensiert.



6 Folgeregelung mit Stérungsunterdriickung

Wir kénnen nun den LQRI Ansatz mit der Vorsteuerung
u,(t) = T'-r(t) kombinieren, um ein besseres dynamisches Ver-
halten bei Referenzénderungen zu erreichen (sieche Abb. 13).

o
T ]
Abb. 13: Addition eines einzigen konstanten Wertes am Reg-
lerausgang durch eine Vorsteuerung.

Beispiel 4: Das Masse-Feder-Dampfer System soll mit einem
LQRI mit Vorsteuerung an die Position r(t) = [2, 2] geregelt
werden. Mit Q = Isxe, R = Iax2, w(t) = [0.25,0.25]T,

1000 7 [A 0 5_[B
02[0100]*‘4:{70 0]’32[0]’

startend in @ = [1,1,0,1,0,0]":

2
&2
uz

°
T
1

. | | o | |

a . 2 0 . 0 1 " 2 3
Abb. 14: Systemantwort fir Q = Igxg, R = loxa, r(t) =
12,2]7, w(t) = [0.25,0.25] .

Bemerkungen:

o Qr konnte besser eingestellt werden, sodass das System
nicht so stark tiberschiesst.

Betrachte Abb. 13. Die Vorsteuerungsgrosse u,(t) =
T - r(t) ist nicht zwingend notwendig um das System auf
die Referenz r(t) zu regeln. Falls sie weggelassen wird,
kann das Signal r(t) als eine auf y(t) wirkende Stérung
interpretiert werden. Dadurch wiirde der Integrator die
Signale w(t) und r(t) kompensieren. Ohne das Vorsteue-
rungssignal kann das System allerdings unnotige Transi-
enten aufzeigen, da sich der Integrator fiir die Referenz
r(t) zuerst fiillen miisste.

7 Finite Horizon LQR

Das Integral der Standardformulierung geht von null bis un-
endlich. Die Losung des Standardproblems ist um einiges ein-
facher als wenn das Problem nur iiber ein Zeitintervall ¢, bis
tp integriert wird. In diesem Fall lautet die Kostenfunktion:

ty

Ju) =z (ty) - P-ax(ty) + / (zT “Qt)-x+u’ - R(t)- u)dt
ta

Mit der Kostenmatrix P € R**" P = PT = 0 (positiv semi-

definit) wird eine Abweichung des finalen Zustands x(t,) vom

Urpsrung bestraft.

ot

Das System kann in diesem Fall zeitvariant sein:

La(t) = A(t) - o(t) + B(t) - ult), =(t) € R", u(t) € R™, a(t,) =z, (6)
Die Losung der finite horizon Formulierung lautet:

u(t) = —K(t) - 2(t), wobei K(t) = R7'(t) - B (t) - ®(¢).

Die Matrix ®(t) ist die Losung der Riccati Matrix-
Differentialgleichung:

S8(t) = B(1)- B(H)- R1(1) - BT(1)-2(1) — (1) - A() ~ AT(1) - (1) - Q)

at

wobei ®(t) durch Riickwértsintegration von ®(t,) = P gefun-
den werden kann.

Bemerkungen:

e Die Matrix K(t) ist zeitabhéingig. Sie muss ent-
sprechend  der  Zeitabhingigkeit der  Matrizen
{A(t), B(t), Q(t), R(t)} berechnet werden.

o Die Matrix P ist eine neue Tuninggrosse.

Die Matrix K (t) ist nur fiir das Zeitintervall ¢t € [t,, ty)]
giiltig. Fiir Zeiten ¢ > ¢, muss K (t) neu evaluiert werden.

o Asymptotische Stabilitdt kann nicht garantiert werden,
da fiir ¢ > ¢, nicht optimiert wird.

e Es wird nicht erwartet, dass Sie die Gleichungen von
Hand l6sen kénnen.

8 Finite Horizon Folgeregelung

Zusétzlich zur zeitvarianten Dynamik aus Gl. (6) wird nun
der zeitvariante Ausgang eingefiihrt:

y(t) = C(t) - a(t)

Die Kosten, die iiber ein Zeitintervall [t,, ] integriert werden,
lauten:

I) = (r(t) = y(8) - P (r(ts) — y(ts))
+f " (O v @) - 00) o) + )" RO 00t
Die aL('isung der finite horizon Folgeregelung lautet:

u(t) = —K(t) - 2(t) + up(t)

Die Gleichungen zur Bestimmung von K (t) und v(t) sind
kompliziert und werden im Theory Sheet ausgelassen. Die re-
levanten Punkte sind in den Bemerkungen zusammengefasst.

Bemerkungen:

o Die Referenztrajektorie r(t) ist eine Wahl, die vor dem
Losen des Optimierungsproblems festgelegt wird.

o Die Matrix K(t) ist zeitabhéingig. Sie muss ent-
sprechend  der  Zeitabhingigkeit der  Matrizen
{A(t), B(t), Q(t), R(t)} berechnet werden.

Die Matrix K (t) ist nur fiir das Zeitintervall ¢ € [t,, ty)]
giiltig. Fiir Zeiten t > ¢, muss K (t) neu evaluiert werden.

o u,(t) ist ein zeitabhingiges Vorsteuerungssignal, welches
nur im Zeitintervall ¢ € [t,, ] fiir eine spezifische Refe-
renz r(t) giltig ist.
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1 Zustandsbeobachter

Die linearen Zustandsregler, die im letzen Kapitel behandelt
wurden, sind praktisch nicht umsetzbar, da uns nur der Sy-
stemeingang u(t) und der Systemausgang y(t) zur Verfiigung
stehen'. Es ist jedoch méglich, die Signale u(t) und y(t) mit
einem Beobachter zu kombinieren, um eine Schétzung &(t)
des Zustandes zu erhalten. Das System kann danach mit den
geschitzten Werten des Zustandes geregelt werden.

u(t) —— y(t) observer 20
— 1 plant I
(]

Abb. 1: Beobachter zur Regelung mit Ausgangsriickfithung.

2 Luenberger-Beobachter

Das Ziel ist es, eine Beobachterdynamik d%fr(z‘) so zu konstru-
ieren, dass der Beobachtungsfehler x.(t) asymptotisch gegen
null konvergiert:

rl(t) = () — a(t),  Jim a(t) =0 (1)

Genau dann wiirde die Schitzung 2(t) im Grenzfall dem wah-
ren Zustand z(t) entsprechen. Die folgende Beobachterdyna-
mik erfiillt diese Anforderung unter gewissen Bedingungen:

%w) = A-2(t)+B-u(t) + L - (y— (1))
§=C-i(t)

Dabei ist die Beobachterverstérkung L der Freiheitsgrad. Die-
se Struktur eines Beobachters wird Luenberger-Beobachter
genannt. Ein Blockdiagramm der Struktur ist in Abb. 2 er-
sichtlich.

nu(t) ny(t)
u(t) y(t)
E f a(t) o] L)
i 0

e 1
1 Observer

Abb. 2: Blockdiagramm des Luenberger-Beobachters.

1Es kann durchaus sein, dass alle Zustinde direkt messbar sind, dann
ist y(t) = (t).

Bei Fragen: hraffacl@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 12. Mai 2021

Unter der Annahme, dass die Systemmatrizen perfekt be-
stimmt wurden (A = A, B = B, C = C) und weder Stérungen
noch Rauschen vorliegen (n,(t) = n,(t) = 0), kann die Dy-
namik des Fehlers hergeleitet werden:

d d d
Saelt) = Salt) = 8(0)
=A-z(t)+B-ult)—(A-&t)+ B-ult)+L-(yt)—9(t)))
= A-(alt) ~ 2(t) — L- C - (a(t) - (1))

=(A=L-C)-ze(t)

Ein initialer Fehler z.(0) = x(0) — 2(0) # 0 in der Zu-
standsschitzung konvergiert also gegen null, falls die Matrix
A — L-C Hurwitz? ist. Die Beobachterverstirkung L kann
verwendet werden um dies zu erreichen.

Beobachterentwurf mit dem LQR-Schema

Das Problem, eine stabilisierende Beobachterverstirkung
L zu finden, kann so formuliert werden, dass die LQR-
Formulierung verwendet werden kann, um eine Losung zu
finden.

Recap: Die LQR-Formulierung nutzt den Freiheitsgrad K,
um zu erreichen, dass die Matrix A — B - K Hurwitz ist.

— LQR findet K sodass Re(\;(A—B-K)) <0

Wir wollen nun dasselbe mit der Matrix A — L - C erreichen,
wobei der Freiheitsgrad L eingestellt wird. L steht dabei je-
doch “vor” dem C, und K “nach” dem B. Wir miissen zuerst
folgenden Fakt der linearen Algebra verwenden:

M(X)=M(XT), X eRV™

Somit folgt:
MNA-L-C)=MN((A-L-C)T)y =0T -0T-LT)

Das heisst, wir koénnen zur Berechnung der Beobachter-
verstarkung L auch die LQR-Formulierung verwenden. In-
dem wir die Eigenwerte der Matrix AT —CT - LT mit der
LQR-Formulierung platzieren, wissen wir sofort, dass A—L-C
auch Hurwitz ist. Somit ist garantiert, dass der Fehler z(t)
asymptotisch gegen null konvergiert, so wie gewiinscht.

Zur Erinnerung:

Die Losung der LQR-Formulierung lautet

K=R"'-BT".®, wobei fiir ® gilt:

2
. B-RYBT. -0 A-AT . ®-Q=0. @

2Eine Matrix ist Hurwitz, falls der Realteil aller ihrer Eigenwerte kleiner
null ist.



Mit den Anderungen

A= AT

B—CT
Q=CT-CB-B"

R=r-I—q-I

K—L"

b — U,

folgt die Losung der Polplatzierung mit Freiheitsgrad L :

T=lcow
‘ (3)

U.CT.=2.C-U—U-AT-A-U-B-B" =0.

1
q
Falls die Matrizen {A, C} vollsténdig beobachtbar und {A, B}
vollstiandig steuerbar sind, existiert eine eindeutige positiv de-
finite Losung .
Bemerkungen:

e Die Matrix L ist statisch. Sie muss fiir gegebene
{AT,CT,B- BT, q- I} nur einmal berechnet werden.

« Die Matrizen B und der Faktor ¢ werden iterativ einge-
stellt, bis zufriedenstellende Performance erreicht wird.

e Falls Rauschen n, am Ausgangssignal vorhanden ist, lau-
tet die Fehlerdynamik:

d
aare(t) =(A—L-C)-ze(t) — L-nyt)

Das heisst L kann nicht beliebig gross gewéhlt werden,
da dies hochfrequentes Rauschen verstiarken wiirde (siehe
Abb. 3).

e1
1 1
ez
0

Abb. 3: Transiente der Fehlerdynamik fiir ein System dritter
Ordnung. Links: “langsame” Fehlerdynamik, Rechts: “schnel-
le” Fehlerdynamik. Oben: kein Rauschen. Unten: Rauschen.

2

3 Kalman-Filter

Falls die Stérungen n,,(t) und n,(t) Gaussian zero mean whi-
te noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung
bekannt ist, dann kann ein “optimales” L gefunden werden,
welches die Varianz des Beobachtungsfehlers z(¢) minimiert.
Die Kovarianzmatrix eines zero mean white noise Signals ist:

E{n(t)-nT(t-7)} = R- (), 4)
wobei E der Erwartungswert ist, 6 ein Diracimpuls, und
R=R" =0 eine konstante positiv semi-definite Matrix.

Gl. (4) besagt, dass das Signal n(t) perfektes Rauschen ist (es
korreliert nur fiir 7 = 0 mit sich selber, sonst nicht (7 # 0)).

Um den Kalman-Filter zu verwenden, miissen die Kovarianz-
matrizen der Storungssignale bekannt sein:

E{n,(t) - nI(t —7)} =Ry -6(1), Ry =0

E{n,(t) - n;(t —-7)} =Ry -4(1), Ry =0
Die Matrizen R, und R, kénnen durch statistische Analyse
gefunden werden. Wie dies genau geschieht sprengt den Rah-

men von Regelungstechnik II. Deswegen wird im Folgenden
die Losung présentiert, ohne Beweis.

Beim Tunen des Luenberger-Beobachter kénnen wir B-BT
und q einstellen. Es stellt sich heraus, dass die Anderung

B-B" - B-R,-B'
q-I— R,

die Losung des Kalman-Filters liefert. Das heisst, man muss
beim Kalman-Filter nichts mehr tunen. Die Kovarianzen R,
und R, liefern direkt die optimalen Tuning-Parameter, die

varianzminimierend wirken. Die Losung kann wiederum tiber
die Riccati-Gleichung gefunden werden:

Li=R,'-C-P
pP.CT-R'C-P-P-A"T-A-P-B R, B =0,
(5)
wobei die positiv definite Losung P = PT € R™ " garantiert
existiert, wenn {A, C'} vollstindig beobachtbar ist.
Bemerkungen:
e Die Matrix Ly ist statisch. Sie muss fiir gegebene
{AT, CT",B-R,-BT, R, } nur einmal berechnet werden.

¢ Der Kalman-Filter hat keine Tuning-Parameter mehr; R,
und R, werden durch statistische Analyse bestimmt.
Zusammenfassung:
GL (2), GL (3) und Gl. (5) sind identisch in der Form und

konnen alle mit dem LQR-Formalismus gelost werden. Fol-
gende Tabelle fasst die Ahnlichkeit zusammen:

LQR Luenberger Kalman
A AT AT
B cT cT
Q=CT.C B-BT B-R,-BT
R q-1 R,
K LT Lk
P v P

Tabelle 1: “Konvertierungstabelle” zwischen LQR-Regler,
Luenberger-Filter und Kalman-Filter.
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Recap: Bis jetzt wurde das LQR-Entwurfsverfahren ana-
lysiert, das den Zustand z(t) zur Regelung verwendet.
Dies ist jedoch nicht praktisch, da in Realitdt nur die
Signale u(t) und y(t) verfigbar sind. Deswegen wurde der
Luenberger-Beobachter eingefiihrt, der basierend auf den
Signalen u(t) und y(t) und den Systemmatrizen {A, B,C}
eine Schitzung #(t) des realen Zustandes z(t) liefert!. Nun
zeigen wir, dass eine Kombination von LQR-Regler und
Luenberger-Beobachter sinnvoll ist, insbesondere weil der
resultierende geschlossene Regelkreis garantiert stabil ist?.

1 LQG-Regler

Eine Kombination aus LQR und Luenberger-Beobachter
wird LQG-Regler genannt (Linear Quadratic Gaussian).
Der zuriickgefiihrte Zustandsvektor z(t) wird dabei mit der
Schéitzung Z(t) ersetzt:

u(t) = —K - &(t) (1)

Das Blockdiagramm eines LQG-Reglers sieht wie folgt aus:

0

—

— o
i(t)

/

|

i Observer

. LQG Controller

Abb. 1: Struktur eines LQG-Reglers.

Stabilitéitseigenschaften des LQG-Reglers
Das dynamische Verhalten von System und Beobachter in
Abb. 1 kann wie folgt beschrieben werden:

d

51(25) =A-z(t)+ B-u(t) (2)
u(t) = C (0,
Lo =420+ B-u(®) + L) - 90) G

i(t) = C-&()

Unter der Annahme dass die Systemmatrizen {4, B,C} be-
kannt sind und im Beobachter zur Verfiigung stehen, ersetzen

IWir gehen fiir alle Herleitungen davon aus, dass die Systemmatrizen
exakt bekannt sind.

2Die Stabilitdtsgarantie gilt nur, falls die lineare Systembeschreibung ex-
akt dem realen System entspricht, was im Normalfall nicht gegeben ist.
In der Praxis ist der préasentierte LQG-Regler trotzdem sehr méchtig,
da er mit geniigend Robustheit auch fiir reale Systeme stabilisierend
wirken kann.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 19. Mai 2021
wir u(t) in Gln. (2) und (3) mit GL. (1):

d N
Ef(t) =A-z(t)-B-K-2(t) @
%i(t):(A7B<K7L-C)-i(t)JrL-C-z(t)

Nun zeigen wir, dass der geschlossene Regelkreis resultierend
aus Gl (4) asymptotisch stabil ist. Dazu definieren wir den
folgenden Zustandsvektor Z(t) und die Systemmatrix Aq:

_ o)) d. A “B'K _
() = [;(t)]’ at= [L~C A-B.K—L.c| "W

Xn,l

Die Stabilitiat des geschlossenen Regelkreises wird definiert
durch die Eigenwerte der Matrix A.). Diese sind in der ge-
zeigten Form nicht einfach zu berechnen. Nach der folgenden
Koordinatentransformation des Zustandsraumes wird die Be-
rechnung hingegen sehr einfach®:

o I I N

Stabilitéitseigenschaften - Separation Principle

Oper ] 5112

—Inxn

In den neuen Koordinaten Z ergibt sich die Dynamik des ge-
schlossenen Regelkreises in Gl. (4) wie folgt:

B-K

d_ A-B-K
A-L-C

20 = } ) =T " Ag-T-3(t)

Onxn

gleiche Eigenwerte wie A

Die Eigenwerte sind durch die gegebene Block-Struktur der
Matrix nun direkt ablesbar.

n der Eigenwerte entsprechen den Eigenwerten der Hurwitz
Matrix A— B- K und die anderen n Eigenwerte entsprechen
den Eigenwerten der Hurwitz Matrix A — L - C.

M(T™' - Ag-T) = A\(Aa) = M(A—B-K) U \(A—L-C)

Asymptotische Stabilitét ist somit ohne explizite Berechnung
der Eigenwerte \; garantiert, da beide Matrizen Hurwitz sind,
wenn K und L mit dem LQR-Auslegeverfahren bestimmt
wurden.

3]?ie Umrechnung in die neuen Zustdnde erfolgt iiber eine
Ahnlichkeitsabbildung  (Koordinatentransformation), welche die

Eigenwerte der Matrix nicht dndert, d.h. \;(T~'- Ay - T) = A,,(ch).
Bei der gewihlten Transformation gilt 71 = 7.



2 Erweiterungen: LQGI und Folgeregelung

Genau wie der Standard LQR-Regler, kann der Standard
LQG-Regler keine Stérungen unterdriicken und keinen Re-
ferenzsignalen folgen. Die im LQR-Fall eingefiihrten Erweite-
rungen zur Folgeregelung (Vorsteuersignal auf die Referenz)
und Storungsunterdriickung (integrative Erweiterung am Sy-
stemausgang) konnen im LQG Fall genau gleich verwendet
werden, womit diese Schwéchen des Standard LQG-Reglers
behoben werden kénnen. Der resultierende Regler, erweitert
um die Stérungsunterdriickung und die Vorsteuerung zur Fol-
geregelung, wird LQGI-Regler genannt und ist dargestellt in
Abb. 2.

Plant

u(t)

Observer

ra

[l
Abb. 2: LQGI-Regler zur Stoérungsunterdriickung, mit Vor-
steuersignal auf das Referenzsignal.

LQGI - Storungsunterdriickung
Fiir die Stérungsunterdriickung wird wie beim LQRI-Regler
das Integral des Regelfehlers r(t) —y(t) als Zustand eingefiihrt:

Diese Erweiterung fiihrt zum erweiterten Zustandsvektor:
x(t)

w0 = |a0)] .
v(t)

i(t) c RZW,+m,
mit Eingangssignal
u(t)=—K-2(t) — K1 -v(t),

wobei die Variablen K und K Teil der Losung der bereits
bekannten LQRI-Formulierung sind:

{A,B,Q,R} - K = [K, K],
SEERERA T
Folgeregelung
Die Vorsteuermatrix I'" berechnet sich als
r-—(c-(a-B.K"-B)" 5)

Die Matrix I' sowie Bedingungen fiir deren Existenz wurden
in der Diskussion zum LQRI-Regler bresprochen.

3 LQGI Reglerentwurf - Workflow

Der Workflow, um einen LQGI-Regler mit Vorsteuerung zu
entwerfen, ist wie folgt.

1. Definiere die erweiterten Systemmatrizen {g, B, 5’},
wie besprochen im Kapitel zum LQRI-Regler.

2. Entwerfe einen Regler K zur linearen Zu-
standsriickfithrung fur das erweiterte System

K_tilde=1qr(A_tilde,B_u_tilde,Q_tilde,r*eye(m,m))

und zerlege ihn wie folgt:

K =K, K]

Starte dabei mit einfachen Gewichten (R = r - I, etc.)
und iteriere r und ;. Falls das nicht reicht, versuche all-
gemeinere Gewichte bis das gewiinschte Regelverhalten
resultiert.

3. Entwerfe eine Beobachterverstiarkung L fir das origi-
nale System {A, B, C} unter Verwendung des LQR-
Algorithmus, so wie beschrieben im Kapitel zum Beob-
achter.

L = 1lgr(A’,C’,B*B’ ,q*eye(m,m))’
4. Berechne die Vorsteuermatrix I' wie folgt
—1
F:—(C-(A—B-K)’I-B)

und fiige den Vorsteuerungspfad hinzu.

Die resultierende Reglerstruktur, zerlegt in Vorsteuerung
(‘Feedforward Controller’) und Feedbackregler, ist dargestellt
in Abb. 3. Diese Struktur ist identisch zum Blockschaltdia-
gram in Abb. 2, jedoch sind in Abb. 3 die Vorsteuerung und
der Feedbackregler einfach ablesbar.

Feedback Controller

Abb. 3: Implementierung: LQGI Regler mit Vorsteuerung.

4 Bemerkungen zu Storungsunterdriickung
und Folgeregelung

Eine Vorsteuerung (ein zusitzliches Stellsignal, welches von
der Referenz r(t) abhidngt und nicht vom Regelfehler e(t),
dquivalent zur Matrix I') wurde bisher in RT1 und RT2 nicht
detailliert betrachtet. Vorsteuerungen kénnen verwendet wer-
den, um die Performance des Regelkreises zu verbessern: er
reagiert schneller auf Sollwerténderungen, da sich nicht zuerst
ein Fehler aufbauen muss, bevor der Reglerausgang angepasst
wird. Robustheit, Stabilitdt und das steady-state Verhalten
(kein statischer Nachlauffehler) des Regelkreises werden durch
eine stabile Vorsteuerung grundsétzlich nicht beeinflusst.

Robustheit, Stabilitit und steady-state Verhalten sind
generell die wichtigen Aspekte eines Regelkreises: meist ist es
nicht wichtig, sehr schnell zu regeln, viel eher wiinscht man

sich garantierte Stabilitdt in allen moglichen Situationen.
Da Stabilitdt und Robustheit und fehlerfreies steady-state
Verhalten* auch ohne Vorsteuerungssignale gegeben sind,
konnte man die Vorsteuerungssignale auch weglassen.
Anderungen des Referenzsignales wiirden das System als
Storung beeinflussen und durch den Integrator kompensiert
werden.

5 Resultierende Regelkreise

Recap: Der offene LQR-Regelkreis Liqr(s) ist von u(t)
nach K - z(t) definiert. Fiir SISO-Systeme tritt dieser offene
Regelkreis nicht ein in den Kreis mit Radius 1 um den Punkt
-1 im Nyquist Diagramm.

Um die LQG-Formulierung mit der LQR-Formulierung zu
vergleichen, muss Lyqq(s) analog zu Lyqr(s) definiert sein.
Der Regelkreis muss also beim Systemeingang w geschnitten
werden, so wie dargestellt in Abb. 1.%

Wir kénnen die resultierenden Systemgleichungen der offenen
und geschlossenen Regelreise darstellen:

Offener Regelkreis : u = —uLqa,
Geschlossener Regelkreis : r — y,

wobei gilt: uLqa = —[K, Ki] - [#(t), v(t)]".

Die Betrachtung des offenen Regelkreises ist wichtig fiir die
Analyse der Robustheit. Der geschlossene Regelkreis dient der
Analyse der Stabilitdt und des zu erwartenden transienten
Verhalten des Systems. Ausgangspunkt zur Berechnung der
Regelkreise sind die Gleichungen des Systems und des Be-
obachters, welche in den Blockdiagrammen in Abb. 1 und 2
abgelesen werden konnen:

d
Ez(t) =A-z(t)+ B-ult)
Sa(t) = A~ 5(6) + B-ult) + L (5(1) — (1)

(fitr integrative Struktur)

o
=
S
=S
=
=
Il
=
=S
=
=
|
<
=
=
&

4Durch die integrative Erweiterung zur Stérungsunterdriickung.

5Der offene LQG-Regelkreis kann bei Bedarf auch beim Ausgang y ge-
schnitten werden, er kann dann aber nicht direkt mit dem offenen LQR-
Regelkreis verglichen werden, da dies dort nicht méglich ist.

LQG-Regler (Abb. 1)
Regelgesetz:

u(t) = —K-&(t)
Offener Regelkreis:

%i(t) = [LAC A—LCO—BK} CE() + H ~u(t)

Geschlossener Regelkreis:

Aoy [A -BK ] -
W =lrc A-BK-1ILC

LQGI mit Folgeregelung (Abb. 2)
Regelgesetz:

u(t) = —K-&(t) — K;-o(t)+ I'-r(t)

Offener Regelkreis:

4 4 0 0 B 0
Qs =|Lc A-LC-BK —BE;| #t)+ 0| -ut)+ |Br|-r@)
dt e 0 0 T

Geschlossener Regelkreis:

J A _BK _BEK; BI
Qi) = |LC A-BK-LC —BK;| #t)+ |BT|-r(t)
dt —C 0 0 I

Berechnung der Ubertragungsfunktionen

Die offenen Regelkreise haben die Form:

%E(t) = Aol - T(t) + Boy - u(t) + By - r(t)

ULQG = — [0 K K[} i(t)
—_——
-K

Die Ubertragungsfunktion der offenen Regelkreise L(s) von u
nach —urqq lautet somit

LLQg(s) = I} . (SI — A’ol)71 'Eol: {11, — 7uLQg}



6 Wiederherstellung der Robustheit: LTR
(Loop Transfer Recovery)

Recap: Der offene Regelkreis des LQR-Reglers ist:
Liqr(s) =K - (s — A)™' - B,

welcher hervorragende Robustheitseigenschaften aufweist:

(6)

Hnin,LQR = min | min oi(I + Lrqr(jw)) | > 1

Leider kann zur minimum return difference des LQG-Reglers
fimin LQG = Min <le,111 oi(I + LLQG(jw)))

keine Aussage getroffen werden. Insbesondere kann fimin,1.qa
arbitrdr klein sein. D.h. die Robustheit muss nach dem Aus-
legen des Reglers zwingend analysiert werden.

Loop-Transfer Recovery (LTR)

Es ist moglich, die Robustheit des originalen LQR-Problems
mit einem LQG zu approximieren, ndmlich dann, wenn der
Beobachter sehr schnell eingestellt ist. Dann konvergiert der
Fehler in der Zustandsschitzung z.(t) = z(t) — &(t) sehr
schnell gegen null, im Grenzfall unendlich schnell. Die Wieder-
herstellung der Robustheit wird loop-transfer recovery (LTR)
genannt.

Zur Erinnerung: Die Beobachterverstirkung L kann wie
folgt gefunden werden:

AT.CcT.B-BT,q- 1 L
{A",C", q }LER :

wobei ¢ ein einstellbarer Tuningparameter ist. Die Dynamik
des Fehlers in der Zustandsschétzung (Gl. (7)) ist garantiert
stabil, da die LQR-Entwurfsmethodik Eigenwerte mit Real-
teil kleiner null garantiert:

L re®) = (A= L{g) - C) - 2elt).

T ()

Je kleiner ¢ beim Tunen gewéhlt wird, desto schneller wird
die Dynamik des Fehlers. Schneller heisst in diesem Fall, dass
die Eigenwerte der Matrix (A — L(q) - C) weiter links in der
komplexen Ebene liegen und betragsmassig grosser sind. Ent-
sprechend konvergiert der Fehler schneller zu null.

Dynamik des Fehlers in der Zustandsschétzung
Wir analysieren nun die Fehlerdynamik fiir lim,_,o.

Bemerkung: Die Eigenwerte einer inversen Matrix entspre-
chen den Inversen der Eigenwerte der Matrix:

(XY =1/0(X)
Mit Gln. (7) und (8) folgt:

lim zo(t) = lim (A — L(g) - C)™" - de(t) = 0,

q—0 q—0

da die Eigenwerte von (A — L(q) - C)~! asymptotisch gegen
null gehen. Mit Gl (9) und z.(t) = z(t) — &(t), folgt:

lim 2(t) = z(t), Vt

q—0

Das System verhilt sich also fiir extrem kleine ¢ als ob gar
keine Beobachterdynamik vorhanden wére. Oder in anderen
Worten: Fiir ¢ — 0 verhilt sich der LQG-Regler wie ein LQR-
Regler und erfiillt somit die gleichen Robustheitsgarantien
(siehe GI. (6) und Abb. 4).

Lyrr(jw)

Liqr(jw)

Re

Abb. 4: Lyg fir verschiedene q.

Bemerkungen:

e Der Wert von ¢ sollte in Realitdt nicht beliebig klein
gewdhlt werden, da dies zur Verstédrkung von hochfre-
quentem Rauschen fiihrt.

o Falls die Regelstrecke nichtminimalphasige Nullstellen
hat, approximiert der LTR-Ansatz den LQR-Regler
héufig so gut wie moglich. (Bei nichtminimalphasigen
Systemen ist die Durchtrittsfrequenz der offenen Kreis-
verstdrkung inhédrent noch oben beschriankt, in diesem
Fall ist eine perfekte Approximation der offenen LQR-
Kreisverstarkung nicht maoglich.)
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