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Zusammenfassung der Vorlesung

Beispiel: Betrachte Abb.1. Die Masse m ist an einer Fe-
der mit Federkonstante kr aufgehédngt. Man kann ein Gas-
fluss mit Geschwindigkeit v(¢) von unten einstellen. Die Kraft
der Anstromung auf die Masse m sei proportional zum Qua-
drat der relativen Geschwindigkeit. Die Gleichgewichtsposi-
tion des Objekt bei gegebenem v, sei bei p.. Die Position des
Systems ist die Ausgangsgrosse und wird mit einem Sensor
gemessen.

///////

mZ = Fg — Freder — Fwind
=mg—krz— k(2 +v(t))?

Dieses Beispiel wird in den
folgenden Abschnitten nor-
T T T T Tv(t) miert und linearisiert.
Abb. 1: Angestromte, auf-
gehdngte Masse

1 Zustandsgleichung erster Ordnung

In diesem Abschnitt wird erkldrt, wie man eine nichtlineare
Differentialgleichung (Gl. (1)) in eine Zustandsgleichung er-
ster Ordnung (Gl. (2)) umwandelt. Aus dem Modellierungs-
schritt erhédlt man generell nichtlineare Differentialgleichun-
gen der Ordnung n:

gz 2 20 ) = () (1)
i=flzv), w=yg(zv), (2)
wobei z(t) der Zustandsvektor, v(t) die Eingangsgrosse, und

w(t) die Ausgangrosse ist. f(.) und g¢(.) sind generell nichtli-
neare Funktionen.

1
Beispiel —(mg — krpz — k(2 +v(t))?) = .
m

Durch die Wahl

T
Z:[Zm) (1) (n—2) Z(n—l)}

(3)
=l 2= Zn—1 zn]T

lasst sich Gl. (1) in eine Zustandsgleichung erster Ordnung
umwandeln. Aus Gl. (3) und Gl. (1) folgt

{Zu) L(n—1) Z(n)}T
[

fi fa
f(z,0).

22

Z" =
T
= fnfl Q(an-wZ%Zl,U)]

Beispiel

=l - LL(mg b kGt v(t))?)]
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2 Normierung

Die Grossen im Zustandsvektor z weisen verschiedene Ein-
heiten auf. Die Normierung dient einerseits einer vereinfach-
ten Interpretation und andererseits zur Vorbeugung von nu-
merischen Problemen. Falls der Betrachter die physikalischen
Grossen bevorzugt und die Numerik kein Problem darstellt,
kann man den Normierungsschritt iiberspringen.

Zl(t) = 20" xl(t), 23,0 S R\ {0}
In Vektornotation
z=T- -z, T=diag(z1,0,---,%n,0)

Die Ein- und Ausgangsgrosse werden analog normiert:

v(t) = vg - u(t)
w(t) =wo - y(t)

v € R\ {0}
wo € R\ {0}

Generell gilt
T -&=2%= f(z,0)
wo -y =w = g(z,v)
Nun normiert man das System:
E=T"1 (T x,v0-u) = folx,u)
y=wy " g(T - 00 u) = golx,u)

Die Einheit der normierten Gleichung (4) ist [1].

Beispiel:

i = [Z] = li(mg — kpzy z k(22 4 v(t))?)

Es liege im Interesse des Betrachters, dass die normierte Posi-
tion x1 der Masse m im Gleichgewichtszustand p. (bei Wind
Ve), T1,, = 1 entspreche. Ausserdem weiss der Betrachter,
dass gilt: 0 < v(t) < Umax. Dies ist hilfreich, um die Ein-
gangsgrosse in die Region 0 < w(t) < 1 zu normieren. Die
maximale Geschwindigkeit 2.« sei h :

T = [%e 2} , 0(t) = Vimax - u(t)

De

h
. e )
= L.lm (mg — kp - pe - 1 — k(h - T2 + Vmax - u(t))?)




3 Linearisierung von nichtlinearen Systemen

Das normierte nichtlineare System wird nun um den Gleich-
gewichtspunkt linearisiert. Die Linearisierung vereinfacht die
Analyse um den Gleichgewichtspunkt.

y(t)
Ue = fo(z,u) = Az +bu
; u(t) ~
\1§,,‘ y = go(z,u) y=cz+du
Abb. 2: Graphische Interpretation der Eingangs-
Ausgangslinearisierung. Nichtlineares System in blau.

Linearisiertes System in rot.

Berechung der Gleichgewichtslage

Um das System zu linearisieren wird zuerst die Gleichge-
wichtslage berechnet. Im Gleichgewichtszustand gilt per De-
finition:

O]T = f(xe, Ue)-

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in x1, s, ..., %, und
u. Flir einen gewiinschten Zustand x. lasst sich ein u. be-
rechnen. Dabei ist zu beachten, dass nicht alle gewiinschten
z. moglich sind. Umgekehrt l&sst sich fiir ein konstantes wu,
der resultierende Gleichgewichtszustand z. berechnen.

& = [ ] = [0

Beispiel:

o L‘xZe
Te=| 4 e 2
m(mg - kF *PeTle — k(h cT2e + Umax ° ue) )

1 1
\/k(mg - kae : xl,e)v

Umaz

0
= |:0:| = T2 = 0, ue=

mit 1, = 1.

Linearisierung
Um das System um den Gleichgewichtspunkt zu linearisieren,
werden die Matrizen A, b, ¢, d berechnet:

[0fon  8fon 9fo1 |
Oz Oxa Oxy,
9fo,1
9fo,2 9fo,2 0fo,2 ou
A déf Oz Oz Oy, b déf .
dfo,n
du Te,Ue
9fo,n  Ofo,n 9fo,n
oz, e 0xn | |,
= = 1 Te,Ue
c def [9g0  8go 990 d def [ 9go
- Oz Oxo Oy, - ou
- Te,Ue Te,Ue

Die Matrizen sind eine direkte Konsequenz der Taylorentwick-
lung! erster Ordnung von & = fo(6x + xe, Su + ue) UM T, U,

afo(x€7u€) 8f0('reaue)
Or oz + ou

A B

ou

0t ~ fo(xe, ue) +
—_——

=0

I Analog fiir y = go(6x + xe, 6u + ue)

Wichtig: Bei linearisierten Systemen betrachtet man nur die
Dynamik der Differenzen mit Ursprung x., u. und lasst das §

weg (0x def x, 0u def u, 0y aof Y)
0y =y —Ye i = Adz + bdu
/ 0y = cdx + dou
U = U — U \L
= Ax +bu
y=cx+du

Abb. 3: Graphische Interpretation der Delta-Formulierung.
Beispiel: Das System wird nun um wu., z. linearisiert

0 h/pe ]

A= 'kF'pE _%'2k.(h"x2,e+vmax'ue)

‘ Ll

b~

m

B =

0
_ﬁ : Qk * Umax ° (h : x2,e ar Umax * ue)]

Die Ausgangsgrosse ist die Position z; = z der Masse. Wahlt
man die normierte Ausgangsgrosse p. -y = z, folgt

[xl} . d=0.
~—— [ T2

Das normierte System hat
kg die Gleichgewichtslage bei
21, = 1. Das linearisierte Sy-
stem beschreibt das originale
nichtlineare Systemverhalten
sehr genau fiir kleine Abwei-
chungen 0z (t) um den linea-
risierten Punkt.
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