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1 Zustandsbeobachter

Die linearen Zustandsregler, die im letzen Kapitel behandelt
wurden, sind praktisch nicht umsetzbar, da uns nur der Sy-
stemeingang u(t) und der Systemausgang y(t) zur Verfiigung
stehen!. Es ist jedoch moglich die Signale u(t) und y(t) mit
einem Beobachter zu kombinieren um eine Schdatzung T(t)
des Zustandes zu erhalten. Das System kann danach mit den
geschitzten Werten des Zustandes geregelt werden.
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Abb. 1: Beobachter zur Regelung mit Ausgangsriickfithung.
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2 Luenberger Beobachter

Das Ziel ist, eine Beobachterdynamik < 5 2(t) so zu konstru-
ieren, dass der Beobachtungsfehler e(¢) asymptotisch gegen
null konvergiert:

e(t) = z(t)

—Z(t), lim e(t) =0.

t—o0

(1)

Genau dann wiirde die Schatzung Z(t) im Grenzfall dem wah-
ren Zustand z(t) entsprechen. Die folgende Beobachterdyna-
mik erfiillt diese Anforderung unter gewissen Bedingungen:

%g(t) =A-Zt)+B-ult)+ L-(y—75t)
7=C %)

Dabei ist die Beobachterverstirkung L der Freiheitsgrad. Die-
se Struktur eines Beobachters wird Luenberger Beobachter
genannt. Ein Blockdiagramm der Struktur ist in Abb. 2 er-
sichtlich.
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Abb. 2: Blockdiagramm des Luenberger Beobachters.
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1Es kann durchaus sein, dass alle Zustdnde direkt messbar sind, dann
ist y(t) = z(¢).
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Die Dynamik des physikalischen Systems ist an Abb. 2 ables-
bar und lautet:

d
(1) = A-a(t) + B (u(t) + nu (1))

y(t) = C - z(t) +ny (1)

Unter der Annahme, dass die Systemmatrizen perfekt be-
stimmt wurden (A = A, B = B, C = C) und weder Stérungen
noch Rauschen vorliegen (nu(t) = ny(t) = 0), kann die Dy-
namik des Fehlers hergeleitet werden:

d d d_
ae(t) = ax(t) - &x(t)

= A-2(t) + B-u(t) - ( (t)

=A-(2(t) —2(t) -
=(A-L-C)- (),

Der Fehler konvergiert also gegen 0 (siehe Gl. (1)), falls die
Matrix A — L - C Hurwitz? ist. Die Beobachterverstirkung
L wird verwendet um dies zu erreichen. Im Folgenden wer-
den zwei Methoden gezeigt, die die Platzierung der Pole
ermoglichen.

Polplatzierung von Hand:

Man kann sich ein charakteristisches Wunsch-Polynom defi-
nieren, und nach dem Freiheitsgrad L auflésen:

1

det(A—L-C—X)=(\

— ) Qo= A) o (A = A) =0,

wobei \; die gewiinschten Eigenwerte sind.

Polplatzierung mit der LQR Formulierung:

Recap: die LQR-Formulierung platziert die Eigenwerte der
Matrix A — B - K mit dem Freiheitsgrad K so, dass die Ma-
trix A — B - K Hurwitz ist.

LQR findet K sodass Re(eig(A— B-K)) <0

Wir wollen nun dasselbe mit der Matrix A — L - C erreichen,
wobei der Freiheitsgrad L eingestellt wird. L steht dabei je-
doch “vor” dem C', und K “nach” dem B. Wir miissen zuerst
folgenden Fakt der linearen Algebra verwenden:

cig(X) = eig(X "), X € R™"

Somit folgt:

cig(A—L-C) =cig(A—L-O)") =ecig(AT —CT - L")
Das heisst wir kénnen zur Berechnung der Beobachter-
verstdrkung L auch die LQR-Formulierung verwenden. In-
dem wir die Eigenwerte der Matrix AT — CT - LT mit der
LQR-Formulierung platzieren, wissen wir sofort, dass A—L-C
auch Hurwitz ist (Realteile der Eigenwerte kleiner null). So-
mit ist garantiert, dass der Fehler e(t) asymptotisch gegen
null konvergiert, so wie gewiinscht in Gl. (1).

2Realteil aller Eigenwerte ist kleiner null



Zur Erinnerung:

Die Losung der LQR-Formulierung lautet

K=R1' B".®, wobei fiir ® gilt:

2
.- B-R*BT.d—-d-A—AT . d-Q=0. @)

Mit den Anderungen

A— AT
B—CT

Q=C"-C—-B-B'
R=r-IT—q-1
K—L"
d— U,

folgt die Losung der Polplatzierung mit Freiheitsgrad LT:

1
LT==.C.-7
q

v.CT.

(3)
C-UV—U.-AT-A.V—-B-BT =0.

| =

Falls die Matrizen {A, C'} beobachtbar und {A, B} steuerbar
sind, existiert eine eindeutige positiv definite Losung .

Bemerkungen:

e Die Matrix L ist statisch. Sie muss fiir gegebene
{AT,CT B-BT,q-I} nur einmal berechnet werden.

Die Matrizen B und der Faktor ¢ werden iterativ einge-
stellt, bis zufriedenstellende Performance erreicht wird.

Falls Rauschen n, am Ausgangssignal vorhanden ist, lau-
tet die Fehlerdynamik:

d

et =(A=L-C) e(t) = L-ny(t)

Das heisst L kann nicht beliebig gross gewéhlt werden,
da dies hochfrequentes Rauschen verstéirken wiirde (siehe
Abb. 3).
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Abb. 3: Transiente der Fehlerdynamik fiir ein System dritter
Ordnung. Links: “langsame” Fehlerdynamik, Rechts: “schnel-
le” Fehlerdynamik. Oben: kein Rauschen. Unten: Rauschen.
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3 Kalman Filter als Luenberger Beobachter

Falls die Stérungen n,, (¢) und n,(t) Gaussian zero mean whi-
te noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung
bekannt ist, dann kann ein “optimales” L gefunden werden,
welches die Varianz des Beobachtungsfehlers e(t) minimiert.
Die Kovarianzmatrix eines zero mean white noise Signals ist:

E{n(t) n'(t-7)} = R-§(r), (4)

wobei E der Erwartungswert ist,  ein Diracimpuls, und
R=R" =0 eine konstante positiv semi-definite Matrix.
Gl. (4) besagt, dass das Signal n(t) perfektes Rauschen ist (es
korreliert nur fiir 7 = 0 mit sich selber, sonst nicht (7 # 0)).

Um den Kalman Filter zu verwenden miissen die Kovarianz-
matrizen der Stérungssignale bekannt sein:

E{n,(t) -nu(t —7)} = Ry -6(7), Ry = 0

E{ny(t) - ny(t —7)} = Ry - 6(7), Ry = 0
Die Matrizen R, und R, kénnen durch statistische Analyse
gefunden werden. Wie dies genau geschieht sprengt den Rah-

men von Regelungstechnik II. Deswegen wird im Folgenden
die Losung présentiert, ohne Beweis.

Beim Tunen des Luenberger Beobachter kénnen wir B-BT
und q einstellen. Es stellt sich heraus, dass die Anderung

B-B" - B-R,-B"

qg-1— Ry
die Losung des Kalman Filters liefert. Das heisst man muss
beim Kalman Filter nichts mehr tunen. Die Kovarianzen R,
und R, liefern direkt die optimalen Tuning-Parameter die va-

rianzminimierend wirken. Die Loésung kann wiederum iiber
die Riccati-Gleichung gefunden werden:

Lig=R,'-C-P
p.cT-R'C-P-P-A"T—A-P-B-R,-B' =0,
(5)

wobei P = PT € R™*", die positiv definite Losung der Riccati
Gleichung, garantiert existiert wenn {A, C'} beobachtbar ist.

Bemerkungen:

e Die Matrix Ly ist statisch. Sie muss fir gegebene
{AT,C",B-R,-B",R,} nur einmal berechnet werden.

e Der Kalman Filter hat keine Tuning-Parameter mehr; R,,
und R, werden durch statistische Analyse bestimmt.

Zusammenfassung:

Gl (2), Gl. (3) und GI. (5) sind identisch in der Form und
kénnen alle mit dem LQR-Formalismus gelost werden. Fol-
gende Tabelle fasst die Ahnlichkeit zusammen:

LQR Luenberger Kalman
A AT AT
B ct cr
Q=C".C B-BT B-R,-BT
R q-1 R,
K LT L}
d U P

Tabelle 1: “Konvertierungstabelle” zwischen LQR-Regler,
Luenberger-Filter und Kalman-Filter.



