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Kapitel 8.3-8.5 Asymptotische Eigenschaften von Frequenzantworten, nichtparametrische Modellunsicherheit

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, morettog@ethz.ch, 7. November 2019

1 Asymptotische Eigenschaften von Fre-
quenzantworten
Betrachte die folgende Struktur einer allgemeinen
Übertragungsfunktion:

Σ(s) = bm · sm + . . .+ b1 · s+ b0

sk · (sn−k + an−1−k · sn−1−k + . . .+ a1 · s+ a0)

Zwei wichtige Eigenschaften zur Frequenzantwort werden
im folgenden beschrieben. Einerseits kann man aus der
Übertragungsfunktion direkt die Phase bei ω = 0 aus
dem Systemtyp k bestimmen. Andererseits kann man das
Asymptotische Verhalten der Magnitude |Σ(jω)| für ω → ∞
direkt aus dem relativen Grad r = n−m bestimmen.

Systemtyp k

Der Systemtyp k entspricht der Vielfachheit offener Integra-
toren ( 1

sk ) des Systems. Die Phase bei ω = 0 ist als folgende
Funktion definiert:

∠Σ(0) =

−k ·
π
2 , sgn

(
b0
a0

)
> 0

−π − k · π2 , sgn
(
b0
a0

)
< 0

Relativer Grad r = n−m

Die Steigung des Magnitudenverlauf im Bode-Diagramm kon-
vergiert asymptotisch zu:

∂|Σ(jω)|dB

∂ log(ω) = −r · 20 dB/decade

Beispiel: System Σ(s) mit k = 1, r = 2− 0 = 2

•

decade

−40 dB

|Σ(jω)|dB 0.1 1 10

20
0

-20
-40
-60

ω

Σ(s) = 1
5s2+s = 1

s1(5s+1)

−π/2

∠Σ(jω)Grad 0.1 1 10
-90

-135

-180

2 Systemidentifikation
Generell wird zwischen drei Arten von Systemmodellen
unterschieden:
White box model: Es existiert eine explizite Darstellung
der Physik des Systems mit bekannten Parameterwerten.
Grey box model: Es existiert eine explizite Darstellung der
Physik des Systems mit unbekannten Parameterwerten.
Black box model: Es existiert keine explizite Darstellung
der Physik des Systems. Das Systemverhalten muss durch
empirische Datenanalyse ermittelt werden.
Black box Modelle werden verwendet wenn die Physik des
Systems nicht genau bekannt oder zu komplex ist um einfach
modelliert zu werden. Durch experimentelle Modellbildung
(Systemidentifikation) kann ein Modell des Systems abgelei-
tet werden, das für die Reglerentwicklung erforderlich ist.
Systemidentifikation mittels Frequenzgang

Ein unbekanntes System kann wie folgt identifiziert werden:
1. Das System wird mit einem bekannten harmonischen
Eingangssignal angeregt: u(t) = cos(ωt), ω ∈ [0,∞).
2. Die Verstärkung |Σ(jω)| und die Phase ∠Σ(jω) der
Systemantwort y∞ = |Σ(jω)| · cos(ωt+ ∠Σ(jω)) werden
gemessen. Somit kann das Bodediagramm des Systems
experimentell bestimmt werden.
3. Eine Übertragungsfunktion wird an die Daten angepasst.
Hier ist es wichtig, die Auswirkung verschiedener Standard-
elemente auf Magnitude und Phase zu verstehen.

Beispiel zu Black-box System Identifikation
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Extensives testen bei verschiedenen Frequenzen ergibt die
blauen Datenpunkte. Du erkennst die Form als System erster
Ordnung. Durch auslesen der Zeitkonstante bei ωc = 1

τ = 10,
schätzt du das System als (rot eingezeichnet):

Σ(s) = 1
τs+ 1 = 1

0.1s+ 1

1



3 Modellunsicherheit
Ein Modell eines physikalischen Systems kann das wahre
System nicht perfekt reproduzieren. Durch die Beücksichti-
gung der maximal zu erwartenden Modellierungsunsicherheit
beim Entwurf eines Regelsystems kann robustes Verhalten
garantiert werden.
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Figure 8.10. Graphic interpretation of the set S (gray), the “true system” frequency
response Σt(j ω), the nominal frequency response Σ(j ω), and the uncertainty bound
with radius |Σ(j ω∗) ·W2(j ω

∗)| at a fixed frequency ω∗.

• the nominal frequency response Σ(j ω∗) at a fixed frequency ω∗;

• a unit disc centered in the origin generated by ∆; and

• this disc translated by Σ(j ω∗) and scaled by a factor |Σ(j ω∗) ·W2(j ω
∗)|.

This procedure is repeated for all frequencies ω such that the complete area S
is generated in the complex plane. The “true” system Σt(s) is only assumed
to be in the set S and to have the same number of unstable poles as Σ(s).
Even if this formulation appears to be rather general, the assumption that a
“true” system which is linear and time-invariant exists is not trivial. Note that
both Σ(s) and Σt(s) may include some parts that are not real-rational (time
delays); this is one of the several advantages of frequency-domain formulations.

Aside from this multiplicative uncertainty representation, there are sev-
eral other formulations that all use the same “uncertainty generator” ∆. A
concise treatment of this topic can be found in [10]. The main advantage of
the multiplicative uncertainty description (8.46) is that it can be used very
easily to analyze and synthesize control systems. The price that one must pay
for that is an inherent conservatism of all results obtained with this method.

Annahme: es existiert eine lineare, zeitinvariante wahre
Übertragungsfunktion Σt(s), die das System exakt beschreibt,
die jedoch wegen Modellunsicherheiten nicht bekannt ist.
Die wahre Übertragungsfunktion Σt(s) liegt in der Menge S:

S =
{

Σ(s) · (1 + ∆ ·W2(s))
∣∣|∆| ≤ 1, ∠∆ ∈ [−π, π]

}
Σ(s): Nominelle Übertragungsfunktion, durch (imperfekte)
Systemmodellierung gefunden.
∆: Unsicherheitsgenerator: Kreis in der komplexen Ebene.
W2(s): Übertragungsfunktion der Unsichersicherheits: quan-
tifiziert die frequenzabhängige Unsicherheit des Modells
Bei jeder Frequenz ω∗ liegt die wahre Übertragungs-
funktion Σt(jω∗) innerhalb von einem Kreis mit Radius
|Σ(jω∗) ·W2(jω∗)| um die nominelle Übertragungsfunktion
Σ(jω∗).

3.2 Unsicherheitsübertragungsfunktion W2(s)

Es gibt mehrere Methoden, um ein Modell für die Unsicher-
heitsübertragungsfunktion zu bestimmen.

3.2.1 Unsicherheitsschätzung mittels Messdaten

Diese Methode verwendet Messungen am realen System, um
die Unsicherheitsgrenzen des Modells davon zu bestimmen.
1. Es werden k = 1, . . . ,K Messungen des Frequenzgangs
durchgeführt. Für jede Messung bei Frequenz ωi, i = 1, . . . , I
werden die Werte |Σ(jωi,k)| und ∠Σ(jωi,k) identifiziert.
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phase of the system’s frequency response obtained for the frequency ωi in the
k-th experiment.

Plotting the measured magnitude and phase data typically yields a distri-
bution similar to the one shown in Figure 8.11. Two characteristic features
are present in most cases:

• The higher the frequency, the less coherent and the less reliable the ex-
perimental data will be.

• The phase information is less consistent than the magnitude information.

dB m(ω) deg ϕ(ω)

ω (rad/s)ω (rad/s)

1

1

1010

-20

-40
-200

-100

Figure 8.11. Measured frequency response (dots), mean values for each frequency
(circles) and nominal model (solid).

As shown in Figure 8.11, the experimental data is used to fit the parame-
ters of a nominal model Σ(s) with

Σ(j ωi) = mi · ej·ϕi , i = 1, . . . , I (8.48)

This may be done using the techniques described in Section 8.4.

The “true” plant

Σt(j ωi) = mt
i · ej·ϕ

t
i , i = 1, . . . , I (8.49)

is not known, but the following relation must be satisfied for a suitable un-
certainty W2(s)

mt
i · ej·ϕ

t
i ∈

{
mi · ej·ϕi ·

(
1 +∆ ·W2(j ωi)

) ∣∣ |∆| ≤ 1
}

(8.50)

Since for a fixed frequency ωi the phase is not relevant, the magnitude
information alone can be used to formulate a condition for the magnitude of
the uncertainty bound W2(s)

Abb. 1: Repräsentation der Messung des Ausgangs für ver-
schiedene Frequenzen.

2. Eine nominelle Übertragungsfunktion Σ(s) wird an die ex-
perimentellen Daten angepasst (analog zur Methode der Sy-
stemidentifikation).

Σ(jωi) = mi · ej·ϕi

3. Bei jeder Frequenz ωi sind die Werte der K Messungen
von |Σ(jωi,k)| verteilt um den Wert der nominellen Übertra-
gungsfunktion |Σ(jωi)|. Die Unsicherheitsübertragungsfunk-
tion bildet einen Kreis mit Radius |W2(jωi)| um |Σ(jωi)| so
dass alle Messpunkte von |Σ(jωi,k)| darin enthalten sind:∣∣∣∣Σ(jωi,k)

Σ(jωi)
− 1
∣∣∣∣ < |W2(jωi)|k ∈ [1,K] i ∈ [1, I] (1)

Die Ungleichung Gl. (1) definiert eine Bedingung bei jeder
Frequenz ωi. Wird die Linke Seite der Ungleichung als
Funktion der Frequenz dargestellt, ergibt sich:
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∣∣∣∣∣
mt
i · ej·ϕ

t
i

mi · ej·ϕi
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ |W2(j ωi)|, i = 1, . . . , I (8.51)

Of course, neither the magnitudemt
i nor the phase ϕ

t
i of the “true system”

are known. However, the measured data may be taken as an estimate for this
“true system” such that the following estimation of the uncertainty bound
can be formulated

∣∣∣∣
mi,k · ej·ϕi,k

mi · ej·ϕi
− 1

∣∣∣∣ < |W2(j ωi)|, i = 1, . . . , I, k = 1, . . . ,K (8.52)
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Figure 8.12. Measured differences and upper uncertainty bound |W2(j ω)|.

Plotting the values of the left-hand side of Equation (8.52) with ωi as the
independent variable yields a picture similar to the one shown in Figure 8.12.
With these preparations, it is quite easy to fit an appropriate transfer function
W2(s) that satisfies the condition expressed in Equation (8.52). Usually, this
process will be an iteration starting with a simple gain W2,0(s) = kW , which
bounds the uncertainty at very low frequencies, with the addition of some
lead elements

W2,l(s) =W2,l−1(s) ·
s/ωa,l + 1

s/(kl · ωa,l) + 1
, l = 1, 2, . . . (8.53)

The first tuning parameter kl determines the shaping effect, i.e., the choice
of kl > 1 increases the magnitude of the uncertainty at higher frequencies

Wie erwartet, steigt die Unsicherheit bei höheren Frequenzen.
Den Daten kann eine Unsicherheitsübertragungsfunktion
W2(s) zugeordnet werden.

Bemerkung: Die Unsicherheitsübertragungsfunktion W2(s)
enthält keine Phaseninformation.

Beispiel zu Unsicherheit
Um eine Unsicherheitsschranke W2 für das identifizierte Sy-
stem aus dem vorherigen Beispiel zu erhalten, wendest du
Gl. (1) an:
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Du findest eine Übertragungsfunktion W2(s), die die Daten-
punkte umhüllt:

W2(s) = 3/4 · s
1/4 · s+ 1
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