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1 Relative Gain Array (RGA)
Mit dem Relative-Gain Array (RGA) kann man bestimmen,
ob ein MIMO-System gut mit separaten SISO-Reglern
regelbar ist. Dazu wird die Verstärkung |Pij(jω)| jeder
Übertragungsfunktion von Eingang uj auf Ausgang yi bei
Frequenz ω für zwei Extremfälle betrachtet. Das Verhältnis
der beiden Werte ist der Relative-Gain. Das RGA ist
schlussendlich eine Matrix mit den Verhältnissen aller
Übertragungsfunktionen bei einer gegebenen Frequenz ω.
Die Extremfälle für die Übertragungsfunktion P11 werden
illustrativ mit folgender Abbildung dargestellt:22 2 Relative-Gain Arrays and Singular Values
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Figure 2.1. System structure used to derive the RGA matrix of a 2× 2 plant; left
for the element [RGA(s)]11 and right for [RGA(s)]12.

• First assume almost open-loop conditions (C22 ≈ 0): in this case the
transfer function u1 → y1 is approximately equal to P11.

• Second assume high controller gains (P22C22 ≫ 1): in this case the transfer
function u1 → y1 is approximately equal to (P11P22 − P12P21) /P22.

The element (1, 1) of the matrix RGA(s) is now defined as the ratio be-
tween these two transfer functions

[RGA]11 = P11/

(
P11P22 − P12P21

P22

)

=
P11P22

P11P22 − P12P21
(2.2)

By repeating these calculations with a controller C11 that closes the loop from
y1 to u1 the result [RGA(s)]22 = [RGA(s)]11 is obtained.

The main point is now that if the plant is diagonally dominant, the term
[RGA(s)]11 must be close to 1 because in this case the channel u1 → y1 is not
affected substantially by the presence of C22 (similar open-loop and closed-
loop behaviors). As (2.2) shows, this is the case if P12 ·P21 is much smaller than
P11 · P22. If [RGA(s)]11 substantially differs from 1, the MIMO interactions
(as defined by P12 and P21) are important, such that a SISO-similar approach
is not recommended.

To compute the element [RGA(s)]21, the transfer function u1 → y2 is ana-
lyzed closing the loop from y1 to u2, as shown on the right side of Figure 2.1.
As in the previous case, the element [RGA(s)]21 is the ratio between the
resulting open-loop (C21 ≈ 0) transfer function and the resulting high-gain
(P12C21 ≫ 1) transfer function. The final result obtained after a few steps is

[RGA]21 =
−P12P21

P22P11 − P21P12
(2.3)

Quick Check 2.2.1: Verify equation 2.3. y

Der Regler C22 sollte dabei als eine Art hypothetische Grösse
verstanden werden, mit der entweder u2(t) = 0 oder y2(t) = 0
gesetzt werden kann, mehr dazu gleich jetzt.

Extremfall 1: “open-loop” ↔ C22 = 0
Das System wird “open-loop” betrachtet: Es wird angenom-
men dass der Regler C22 = 0 ist, d.h. dass nur der Eingang u1
den Ausgang y1 beeinflusst während im allgemeinen Fall alle
anderen Eingänge null sind: uj = 0∀j\{1}. In diesem Fall ist
die Übertragungsfunktion von u1 auf y1:

Pu1→y1(s) = P11(s).

Extremfall 2: “perfect closed-loop” ↔ C22“=“∞
Es wird angenommen, dass im allgemeinen Fall alle Ausgänge
ausser der betrachtete Ausgang y1 perfekt auf null geregelt
werden, d.h. yi = 0∀i\{1}. Im gegebenen Beispiel heisst das,
dass u2(t) so gewählt ist, dass y2(t) = 0∀t. Dies wird sche-
matisch mit einem Regler unendlicher Verstärkung C22“=“∞
dargestellt. Dann ist die Übertragungsfunktion von u1 auf y1:

Pu1→y1(s) = P11(s) · P22(s)− P12(s) · P21(s)
P22(s) .

Der Relative Gain ist das resultierende Verhältnis zwi-
schen open-loop und closed-loop Verhalten:

[RGA(s)]11 = P11(s) · P22(s)
P11(s) · P22(s)− P12(s) · P21(s) .

Dieses Verhältnis hat eine sehr schöne Interpretation: Es wie-
derspiegelt die änderung der Verstärkung von Eingang u1 auf
Ausgang y1 im Fall, dass alle anderen Regelkreise des MIMO
Systems perfekt geschlossen werden. Der Relative Gain beant-
wortet also die Frage: “Wenn ein Regler vom Eingang u1 auf
den Ausgang y1 basierend auf dem open-loop System P11 aus-
gelegt wird, welche veränderten Verhältnisse trifft dieser Reg-
ler an, wenn er schlussendlich im geregelten MIMO-System
verwendet wird?”

SISO-fähiges Pij(s) ↔ [RGA(s)]ij ≈ 1
Die Verstärkung von Eingang uj auf Ausgang yi
im MIMO-System ist identisch zur Verstärkung der
Übertragungsfunktion Pij(s). Basierend auf Pij(s) kann
also ein sinnvoller Regler entworfen werden, der den Ausgang
yi mit dem Eingang uj regelt.

Nicht SISO-fähiges Pij(s) ↔ [RGA(s)]ij ≈ 0
Die Verstärkung der Übertragungsfunktion Pij(s) ist ver-
nachlässigbar im Vergleich zur resultierenden Verstärkung
von Eingang uj auf Ausgang yi im MIMO System. Basierend
auf Pij(s) kann also kein sinnvoller Regler entworfen werden,
der den Ausgang yi mit dem Eingang uj regelt.

Instabiles Verhalten für Pij(s) ↔ [RGA(s)]ij < 0
Das Vorzeichen der Verstärkung der Übertragungsfunktion
von uj auf yi im MIMO System ist unterschiedlich vom Vor-
zeichen von Pij(s). D.h. ein SISO-Regler, ausgelegt basierend
auf Pij(s), hat, wenn er im MIMO-System verwendet wird,
eine entgegengesetzte Wirkung. Der Regler führt also z.B. als
Reaktion auf einen Sollsprung in yi dazu, dass die Variable
yi nach unten anstatt nach oben geregelt wird, das MIMO
System kann mit diesem Regler also destabilisiert werden.
Das RGA ist die Matrix mit den relativen gains aller
Übertragungsfunktionen als Einträgen.
Das RGA einer 2× 2 Regelstrecke P (s) ist:

RGA(s) =

 P11P22
P11P22−P12P21

−P12P21
P22P11−P21P12

−P12P21
P22P11−P21P12

P11P22
P11P22−P12P21

 . (1)

Das RGA eines allgemeinen MIMO-Systems P (s) kann wie
folgt berechnet werden:

RGA(s) = P (s) .× P (s)−>,

wobei . × eine elementweise Multiplikation beschreibt und
P (s)−> die Inverse der Transponierten ist.
Eigenschaften des RGA:
Aus Gl. (1) ist ersichtlich, dass die Summe der Spalten und
der Zeilen des RGA immer 1 ergeben. Dies gilt auch für
RGAs höherer Ordnung.
Dies führt, kombiniert mit der obigen Analyse zu den
individuellen Einträgen [RGA(s)]ij zu folgendem Fazit:
Falls das RGA bei einer gegebenen Frequenz ω ungefähr eine
Einheitsmatrix ist:

|RGA(jω)| ≈

1 0 0
0

. . . 0
0 0 1

 ,
dann ist das betrachtete MIMO-Sytem bei dieser Frequenz
mit individuellen SISO-Reglern regelbar. Oder allgemein: falls
in jeder Zeile/Spalte ein Eintrag sehr nahe bei eins ist und die
anderen nahe bei Null, sind diese Kombinationen von Ein-
und Ausgängen gut mit einem SISO-Regler regelbar.
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Beispiel: Das RGA des Systems

P (s) =

 a11
τs+1

a12
τs+1

a21
τs+1

a22
τs+1


lautet

RGA(s) =

 a11a22
a11a22−a12a21

−a12a21
a22a11−a21a12

−a12a21
a22a11−a21a12

a11a22
a11a22−a12a21


Es werden 3 verschiedene Fälle betrachtet.

Fall 1: a11 = a22 = 1, a12 = a21 = 0.1

Das RGA lautet:

RGA(s) =
[

1.01 −0.01
−0.01 1.01

]
≈
[
1 0
0 1

]
⇒ Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden, y1 wird mit u1 geregelt, y2 mit u2.

Fall 2: a11 = a22 = 0.1, a12 = a21 = 1

Das RGA lautet:

RGA(s) =
[
−0.01 1.01
1.01 −0.01

]
≈
[
0 1
1 0

]
⇒ Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden. y1 wird mit u2 geregelt, y2 mit u1.

Fall 3: a11 = a22 = a12 = 1, a21 = −1

Das RGA lautet:

RGA(s) =
[
0.5 0.5
0.5 0.5

]
⇒ Die einzelnen Ausgänge lassen sich schlecht mit individu-
ellen Eingängen regeln, da im MIMO-System starke Querein-
flüsse vom jeweils anderen Eingang zu erwarten sind.

2 Singulärwerte
Im Folgenden werden Eigenschaften zur linearen Abbildung

y = M · u, u ∈ Cm, y ∈ Cp, M ∈ Cp×m

beschrieben. Insbesondere erfüllt der Ausgang y folgende
wichtige Eigenschaft:

σmin(M) ≤ ||y||
||u||

≤ σmax(M),

wobei ||.|| die euklidische Norm ist und

σi(M) =
√
λi(M

> ·M) > 0,

die Singulärwerte der Matrix M sind. M
> ist die

Transponierte der komplex-Konjugierten von M . Die Sin-
gulärwertzerlegung (SVD) der Matrix M lautet:

M = U · Σ · V >,

wobei Σ die Singulärwerte σi auf der Hauptdiagonalen hat.
U und V > sind unitäre (längenerhaltende) Transformations-
matrizen:

U · U> = I, V · V > = I

Beispiel: Alle Eingänge {u | ||u|| = 1} sollen mit

M =
[
0.4009 −1.0133
1.4015 −1.0480

]
abgebildet werden. Die Singulärwertzerlegung lautet:

M =
[

1/2 −
√

3/2√
3/2 1/2

]
︸ ︷︷ ︸

U

·
[
2 0
0 0.5

]
︸ ︷︷ ︸

Σ

·

[
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

]
︸ ︷︷ ︸

V >

Für die euklidische Norm beschreibt ||u|| = 1 einen Kreis mit
Radius 1. Der Kreis wird mit V > zuerst um π/4 rotiert, dann
werden die Hauptachsen des Kreises mit den Singulärwerten
in Σ skaliert, sodass eine Ellipse entsteht. Letztendlich wird
die Ellipse um π/3 rotiert.
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Abb. 1: Lineare Transformation M als Folge der Transforma-
tionen V >, Σ und U .
Die Transformationen V > und U beschreiben in diesem Bei-
spiel reine Rotationen. Spiegelungen sind auch möglich und
erfüllen somit auch Unitarität. Zusätzlich sollen die Eingänge
gefunden werden, die den Ausgang maximal und minimal an-
regen. Da die Zeilen der Matrix V > orthonormal sind, ent-
sprechen die Zeilen von V > den Eingängen, die die Haupt-
achsen anregen. Das heisst

||Y || = σmin für u =
[

1/
√

2
1/
√

2

]

||Y || = σmax für u =
[

1/
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2
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√

2

]
Abb. 2: Minimale und maximale Anregungsrichtung.
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