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Zusammenfassung der Vorlesung

1 Frequenzantworten

In Kapitel 4 wurden zwei verschiedene Eingangsgrossen ein-
gefiihrt: Der Sprung h(t) und der Impuls 6(¢). Als néchstes
wird die harmonische Eingangsgrosse eingefiihrt:

u(t) = a-cos(w -t + ¢),

wobei a die Amplitude, w die Frequenz in %, und ¢ die
Phasenverschiebung ist. Der Ausgang eines Systems X(s) mit
harmonischen Eingang hat die Form:

y(t) = VYtransient (t) + Yoo (t)

Unter der Annahme, dass das System X(s) linear, zeitinvari-
ant und asymptotisch stabil ist, gilt:

hm Ytransient (t) — 0 = y(t) — Yoo
t—o0

Die asymptotische Systemantwort ist ein verstarkter und pha-
senverschobener cosinus bei derselben Frequenz wie der Ein-
gang:

Yoo (t) = m(w) - - cos(w - t + ¢ + p(w))
Die Verstarkung m(w) und die Phasenverschiebung ¢(w) sind
systemabhéngig. Es gilt:

Yoo(t) = [E(jw)| - - cos(w -t + ¢ + £ (jw)) (1)

D.h. die Verstiarkung entspricht der Systemverstarkung bei
der Eingangsfrequenz und die Phasenverschiebung entspricht
der Systemphase bei der Eingangsfrequenz.

Wichtig! Lineare Systeme generieren keine neue Frequenzen.
Dies ist in Gl. (1) ersichtlich. Es kommen immer dieselben
Frequenzen aus dem System, wie in das System gehen. D.h
die Phasenverschiebung und Verstirkung ist nur frequenz-
abhéngig und somit eine Eigenschaft des Systems.

Beispiel 1 Gegeben sei:
5+8 (s+8)
di(s) = = 2
)= 618 672 (79 @)

Berechne die asymptotische Frequenzantwort y., auf den
Eingang;:

u(t) = cos(8 - t)
Ohne etwas zu rechnen, kennt man die Form von y.,
Yoo = |E(87)| - cos(8 -t + £3(8j))
Einsetzen von s = 8j, liefert:
x(8j) =

Die Magnitude ist:

(8 +38)
(87 +2)- (8 +4)

[(85 + 8)] B V82 4 82
|87 +2)- (8 +4)] 82 +22./8 + 42

1%(84)| =
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= (0.1534, und die Phase ist:

/5(85) = £(8j +8) — £(85 +2) — £(8] + 4)

8 8 8
=arctan ( — | —arctan [ — | — arctan | —
8 2 4

= —1.648 rad. Die asymptotische Frequenzantwort ist folg-
lich:
Yoo (t) = 0.1534 - cos(8 - t — 1.648)

Beispiel 2 Als nachstes wird mit einem Beispiel illustriert,
wie man viele Frequenzen eines Systems auf einmal te-
sten konnte. Betrachte Abb. 1. Die Masse m ist mit ei-
ner Feder mit Federkonstante krp und einem Dampfer mit
Déampferkonstante cp verbunden. Das System kann mit ei-
ner Kraft u(t) aktuiert werden.

Impulserhaltung:
Huy > m | 2 | 9= u(0) = Fruaer = Foumps
2 = u(t) — kry — cpy
////////////// m
Abb. 1. Aktuiertes Feder- | = >(8) = $24 D g FR (4)
Déampfer System.

Mit kp =1, cp = 1, m = 0.25, folgt:

4 4
15

E(S) — 3 =
siatd (s 5+ B+~ 55
Das System ist asymptotisch stabil nach Lyapunov, und
erfiillt somit die Bedingung um mit Methoden der Frequenz-
analyse betrachtet zu werden.

Als Eingangssignal wird u(t) = cos(w(t) - t) gewéahlt, wobei:

4 rad

w(t) = 155 5

D.h. iiber 100 Sekunden hinweg werden alle Frequenzen von
0 bis 4 % getestet. Die Systemantwort sieht wie folgt aus:
Abb. 2: Rot: input u(t) , blau: output y(t)




Man bemerke folgende Eigenschaften des Systems:

Bei w = 0 springt der Wert des Eingangssignals
von 0 auf 1. Das Feder-Dampfer System erfihrt etwas
dhnliches wie eine Sprungantwort. Aufgrund der Eigenwerte
mit negativem Realteil, konvergiert das System schnell
zur harmonischen Systemantwort. Ausserdem ist bei tiefen
Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Ausgangs quasi
der Phase des Eingangs entspricht.

(b)| Die natiirliche Frequenz des Systems ist bei

wo = V4 = 2. Da w(t) linear gewihlt wurde (w € [0,4]),
folgt: wp = w(t = 50). Aus der Antwort ist ersichtlich,
dass y(t) in der Néhe der natiirlichen Frequenz die grosste
Magnitude hat. Ausserdem ist der Ausgang gegeniiber dem
Eingang phasenverschoben.

Bei sehr hohen Frequenzen kann das Feder-Dampfer
System nicht mehr schnell genug auf die Anregung reagieren,
und die Amplitude seiner Schwingung nimmt ab. Zuséatzlich
ist bei hohen Frequenzen ersichtlich, dass die Phase des Aus-
gangs um ca. —7 verschoben ist.

Es gibt verschiedene Methoden, wie man die Magnitude m(w)
und Phasenantwort ¢(w) von Systemen Y(s) reprasentieren
kann. Im folgenden werden zwei Methoden beschrieben:
Bode Diagramme und Nyquist Diagramme.

2 Bode Diagramme

Bei Bodediagrammen werden die Magnitude
m(w) = |2(j-w)| und die Phase @(w)=/2%(j -w) ge-
geniiber einer logarithmischen Frequenzskala eingezeichnet.
Dabei ist die Magnitude iiblicherweise in Dezibel, und die
Phase in Grad dargestellt.

Umrechnung zwischen dezimal und dezibel

1X(8)]as = 20 - logy [%(s)|

|E(s)| — 10 \2(;3)\(113
Dezimalskala | Dezibelskala

100 40

10 20

5 13.97...

2 6.02...

1 0
1/v2 —-3.0103
0.1 —20
0.01 —40

0 -Inf

Tabelle 1: Einige wichtige Skalenumrechnungen

Beispiel: System erster Ordnung

Viele reale Regelkreise koénnen als Systeme erster Ord-
nung approximiert werden. Ein solches System reagiert auf
tiefe Frequenzen, die kleiner als die Eckfrequenz (Cutoff-
Frequency) w. = 1/7 sind. Bei Anregungsfrequenzen hoher
als w. verhindert die Trégheit des Systems eine starke
Anderung des Ausgangs. Ausserdem reagiert das System fiir
w > w, zuhnemend verzogert, wie an der Phase des Bode-
Diagramms ersichtlich ist. Eine wichtiges Merkmal: die Ma-

9 q B S 1
gnitude bei w, = - ist immer bei WA —3 dB.

aB t ‘
10 7720-10g|2(]-w)| %(s) = ﬁ
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3 F-=-= e s + f—
20 +

-90
Abb. 3: Bode-Diagramme von Systemen erster Ordnung.

Beispiel: System zweiter Ordnung

Viele mechanischen Systeme zeigen resonantes Verhalten
(grossere Verstarkung bei mittleren Frequenzen als bei tie-
fen - eine sogenannte Resonanziiberhohung). Solche Systeme
werden oft als Systeme zweiter Ordnung approximiert.
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Abb. 4: Frequenznormiertes Bode-Diagramm fiir ein System
2. Ordnung bei unterschiedlichen Dédmpfungsparametern.

Vorsicht! Die resonante Frequenz (maximale Verstarkung)
ist nicht bei der natiirlichen Frequenz w/wy = 1, sondern bei:

1
Wmax:wO'\/l_Q'(sz, 0<5<ﬁ

Jedoch gilt flir kleine Dampfungsparameter wpax = wp.
Ausserdem zeigen Systeme 2. Ordnung fir § > % kein
resonantes Verhalten.



‘Vergleich Abb. 2 und Abb. 4‘ Beide Abbildungen beinhal-
ten dieselbe Information, jedoch dient das Bode-Diagramm
zur vereinfachten Nutzung. Bei tiefen Frequenzen wurde in
Abb. 2 identifiziert, dass quasi keine Phasenverschiebung und
eine Verstarkung von 1 vorzufinden ist. Dies lasst sich direkt
am Bode-Diagramm in Abb. 4 ablesen. Um die natiirliche
Frequenz ist in Abb. 2 eine starke Verstédrkung ersichtlich.
Zusétzlich kénnte man eine Phase von —m/2 erahnen. Am
Bode-Diagramm ist die Phase von —90 Grad direkt ersicht-
lich.

Einfluss von Polen und Nullstellen auf das Bode

Diagramm

Standardelemente A\I;e izzszuﬁg Bode Dl?)ir;;:m
Stabiler Pol -20dB/dec bei w, -90° bei w,
Instabiler Pol -20 dB/dec bei w, +90° bei w,
Minimalphasige NS +20dB/dec bei we | +90° bei w,
Nicht-Minimalphasige NS | 420 dB/dec bei w, -90° bei w,
Delay um 7 [s] (Vw(rad/s]) 0dB/dec —180/% - w - 7°

Fir Pole oder Nullstellen mit Vielfachkeit grosser als
eins, muss sowohl die Anderung der Verstirkung wie auch die
gesamte Phasendnderung mit der Vielfachkeit multipliziert
werden. Beispielsweise fiithrt eine doppelte minimalphasige
Nullstelle zu einer Steigung von +40 dB/Dekade und eine
Phasenénderung von +180°.

Allgemeine I"qurtragungsfunktionen
Gegeben sei eine Ubertragungsfunktion als Serienschaltung:

Y(s) = X1(s) - Xa(s)

Das Bode-Diagramm der Serienschaltung X(s) ldsst sich ein-
fach aus den Bode-Diagrammen der einzelnen Subsysteme
31(s) und Xo(s) konstruieren.

Die Magnitude der Serienschaltung 3(s) in Bode Diagram
ergibt sich aus der Summe der Magnituden der Subsysteme
31(s) und 3s(s). Dies, weil dB eine logarithmische Einheit
ist und somit gilt: log(a - b) = log(a) + log(b).

X(jw)| = [E1(jw)] - [Z2(jw)]
(1ZGw)as = (Z1(jw)] - [Z2(jw)|)as
X (jw)las = [E1las + [Z2]as
Die Phase der Ubetrtragungsfunktion /% (jw) wird in Grad
oder Bogenmass angegeben. Da el#1 . gi¥2 = ei(#1+92) oi]t,

ergibt sich auch die Phase der Serienschaltung als Summe
der Phasen der einzelnen Subsysteme:

LY =131 + L3

3 Nyquist Diagramme

Das Nyquist Diagram ist die Darstellung des Frequenzganges
(Magnitude und Phase iiber die Anregungsfrequenz w) direkt
in der komplexen Ebene.

Beispiel: System erster Ordnung

Ein allgemeines System 1. Ordnung bei der Frequenz s = jw
hat folgende Magnituden und Phasen:

1
Y(jw)| = ———
[2)] = ey

£¥(jw) = —arctan(7 - w)
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Beispiel: System zweiter Ordnung
Ein allgemeines System 2. Ordnung bei der Frequenz s = jw
hat folgende Magnituden und Phasen:

w

X - w)l =

V(W —w?2)2+4-82. 02 w2

/3(j - w) = —arctan (W)

— P
wj —w

Das Nyquist Diagramm wird im Kapitel 9 im Zusammen-
hang mit der Stabilitdtsanalyse eines Regelkreises niitzlich.
Wir werden sehen, dass Aussagen zum geschlossenen Regel-
kreis anhand des Nyquist Diagramms des offenen Regelkreises
getroffen werden koénnen.



