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1 PID - Recap

Im Zeitbereich besteht die Reglerstruktur aus 3 additiven
Termen: Proportional, Integral, und Derivative.

I d
uPID(t):k:p-< ) + 7+ [ e(T)dT—i-Td-dte(t))
P-Term d/_/ —

L-Term D-Term

Im Frequenzbereich wird der Regler mit einem Roll-off Term
erweitert. Der Roll-off Term macht den Regler kausal und
dient zur Unterdriickung von Rauschen (hohe Frequenzen).

In Regelungstechnik 1 wurde das Ziegler-Nichols-Verfahren

zur Bestimmung von Werten fiir k,,, T; und Ty eingefiihrt. Im
Folgenden werden zwei weitere Verfahren diskutiert.

kausal

1
(t-s4+1)2

Ty T -s>+T;-s+1
Ti-S

nicht kausal

CPID(S) = kp . (

2 Astrom-Higglund Verfahren

Wie beim Ziegler-Nichols-Verfahren will man mit dem
Astrom-Héagglund-Verfahren empirisch sinnvolle Werte fiir die
Parameter k,, T; und Ty finden. Das Verfahren basiert auf der
Auswertung sehr vieler Systeme P(s), fiir welche im Mittel ein
Regelkreis mit gewiinschter Robustheit resultiert. Man kann
dabei wihlen, ob man einen aggressiven Regler (pmin =~ 0.5)
oder einen robusten Regler (pmin =~ 0.7) will.

Vorgehen: Zuerst wird die Verstarkung eines reinen P-
Reglers eingestellt, sodass das System bei &, mit der Peri-
ode T grenzstabil oszilliert. Zusédtzlich braucht man die sta-
tische Verstdarkung |P(0)| sowie die gewiinschte Robustheit
Mmin- Die gegebenen Grossen parametrieren den PID-Regler.

{ ;[ P(0)]

aus System

kX T

Schema: Ky,

Hmin

} = {kp, Tiy Ta}

resultiert

spezifiziert

Die PID Parameter x € {k,/ky,T;/T*,T;/T*} berechnen sich
mit folgender Formel und den dazugehorigen Tabellen:

T =g, et T PO)] k(1)

Mmin = 0.7 Hmin = 0.5
x Qo aq a2z | Q0,x Qq gz Q2 gz
kp/k; 0.053 290 -2.60 | 0.13 1.90 -1.30
T;/T* | 0.900 —4.40 2.70 | 0.90 —4.40 2.70

Tabelle 1: Astrom-Higglund Koeffizienten fiir den PI-Regler

Mmin = 0.7 Mmin = 0.5
X Q0 z Qaq gz Q2 gz Qo aq gz Q2 o
kp/k; 0.33 -0.31 —-1.00 | 0.72 —-1.60 1.20
T,/T* | 0.76 —-1.60 —0.36 | 0.59 —1.30 0.38
T;/T* | 0.17 —0.46 —2.10 | 0.15 —1.40 0.56

Tabelle 2: Astrom-Hégglund Koeffizienten fiir den PID-Regler

1

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 25. Februar 2021

Beispiel: Astrom - Hiigglund
Folgendes System ist gegeben:

1
(s24+s+1)(s*+4s3 + 652 +4s+1)

P(s) = (2)
Zuerst werden {k;,T*,|P(0)], pmin} bestimmt. Aus Gl (2)
ist ersichtlich dass |P(0)] = 1. Der Regler soll robust sein,

d.h. wir spezifizieren pimin, = 0.7. Eine Erhéhung von k, =1
auf k; = 1.75 ergibt T = 9.7s:

30 50

Es wird ein PI-Regler mit Gl. (1) ausgelegt:
k=1/(|P(0)| - k) ~ 0.57
kp = 0.053 - 29726 x5 0,21 (4)
T, = 0.9. e +4R+2T6 x 1 715
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Abb. 1: Sprungantwort links, Nyquist-Diagramm des open-
loop gain L(jw) rechts. Ziegler-Nichols Auslegung gestrichelt,
Astrom-Higglund solide.

Wichtig! Oftmals ergibt die Astrom-Hégglund Methode bes-
sere Resultate als die Ziegler-Nichols Methode. Dies ist jedoch
nicht immer der Fall.



3 Direktspezifikationen
Folgende Parameter der resultierenden Ubertragungsfunktion
L(jw) = P(jw) - C(jw) werden vorgianging spezifiziert:

e die Durchtrittsfrequenz w,

o die Phasenreserve ¢

o die Steigung ¥ bei der Frequenz w,

Spezifikationen an L(jw) sowie die Eigenschaften von P(jw)
werden dann in Anforderungen an C(jw) umgerechnet. Bei
gegebener PID-Reglerstruktur kénnen diese eindeutig in die
Reglerparameter umgerechnet werden.

Schema:

{wcawaw 7TP7SDP7T;37(PIP} - {kvaiaTd}

spezifiziert aus P(jw) resultiert

Fiir P(jw) werden bei gewiinschter Durchtrittsfrequenz w, die
Parameter {rp, op, s, ¢p} ausgelesen.

dpp(w)
ow

el — Irp(w)

A
Ow )y Pp =

W=We

P(jw.) =rp-

W=we
Folgende Formeln berechnen dann die Reglerparameter:

1

kp = — — cos(p — ¢p)
rp

1 !
Ty =g - (tanw o)+ (22 = ptancip - or) )
rp
AN
t — . _— = —
+ tan(e —¢p) (wc rp) Pp
T; =(Ty - w? — tan(p — pp) - we) "
Die Phase muss jeweils in Radian eingesetzt werden.
Vorsicht! Dieses Verfahren produziert nur fir sinnvolle

Spezifikationen {we,p,®¥} auch sinnvolle Reglerparameter
{kp,T;,Tq}. Ausserdem ist die Stabilitét nicht garantiert.

4 Totzeiten - Recap

Regelstrecke und/oder Regler konnen Totzeiten enthalten.

Abb. 2: Regelstruktur mit Totzeiten T und Tp
Die gesamte Totzeit T' des Regelkreises ist:

—s-T

e _ e*S'TC . e*S'TP _ efsv(TchTp)

Eine Totzeit T ist signifikant, falls sie gross ist relativ zur
Zeitkonstante 7 des Systems. Faustregel:

> 0.3 — Totzeit signifikant

T+
Standard PID-Regler eignen sich nicht fiir Systeme mit signifi-
kanter Totzeit Tp. Faktisch kann kein kausaler Regler die Tot-
zeit in der Systemantwort y(¢) entfernen. Ein sinnvoller Reg-
ler resultiert nur, wenn die geschlossenen Regelkreisgrossen
{T(s), S(s)} dieselbe Totzeit Tp beinhalten wie das System.
Das wird mit dem Entwurf pradiktiver Regler erreicht. Im
Folgenden werden zwei pradiktive Regler vorgestellt.

5 Pradiktiver PI-Regler fiir einfache Regel-
strecken

Gegeben: Eine Regelstrecke erster Ordnung mit Totzeit Tp.

k
T-5+1

P(s) ~ e Tp

Gesucht: resultierende komplementére Sensitivitdt T'(s) als
System erster Ordnung mit gegebener Zeitkonstante, einstell-
bar durch den Tuningparameter o:

_ 1 —sTp __ L(S)
T(S)_O"T-S—Fl. 1+ L(s)
Auflésen nach L(s) ergibt:
__T() _ T(s)
B B (R (R O)

Einsetzen von T'(s) und P(s) liefert:

T-s+1

C(s):k-(U-T-s—i—l—e—s'TP)

Die Eingangsgrosse U(s) lautet somit:

U(s) = i <1+ ;)

PI-Regler

CE(s)— L(l _

TS

e TPy . U(s)

Pradiktive Korrektur

Falls Tp = 0 wird die pradiktive Korrektur 0 und der resul-
tierende Eingang wird zu einem einfachen PI-Regler.

6 Smith Predictor

Beim Smith Predictor nimmt man an, dass die Regelstrecke
einen rationalen Teil und eine Totzeit hat:

P(s) = P,(s)-e =T

Y P(s)
,i—» Pus) o T Y

Pi(s) T T >
O

)
p\

Falls man eine perfek‘ge Schatzung der Regelstrecke hat

(P-(s) = Py(s), T = T) und keine Storung vorhanden ist

(w = 0), resultiert folgende komplementére Sensitivitét:
Y(s) P (s)Cr(s)

_ e—s'T . _ e—s‘T X s
Rls) ~ 15 B (5)C(5) T (s)

(6)

Das heisst, die Form der Systemantwort y(t) ist dieselbe wie
die des rationalen Systems ohne Totzeit (T;.(s)). Jedoch ist
sie um die Totzeit verschoben (e=*7). Dies wird an der Re-
gelstruktur ersichtlich. Fiir P.(s) = P,(s), T =T, w = 0 wird
€ = 0. In dem Fall wird das unverschobene perfekt geschitzte
Signal g, riickgefiihrt, und somit wird die Totzeit iiberbriickt.
Modellfehler und Stérungen (Pr(s) # Po(s), T # T, w # 0)
werden durch das Fehlersignal ¢ # 0 kompensiert. In diesem
Fall werden die Ubertragungsfunktionen jedoch um einiges
komplizierter als Gl. (6).
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1 Mulitplikative Unsicherheit der komple-
mentiren Sensitivitit

Zur Erinnerung. Aus der multiplikativen Modellunsicher-
heit Wa(s) der Strecke wurde das robuste Nyquist Theo-
rem abgeleitet. Daraus kann eine Bedingung an die komple-
mentére Sensitivitdt T'(jw) abgeleitet werden.

[L(jw) - W2(jw)| < [1+L(jw)| = |T(jw) Wa(jw)] <1 (1)

Das robuste Nyquist Theorem aus Gl. (1) kann in der Nyquist
Ebene interpretiert werden: Der rot eingezeichnete Unsicher-
heitsradius |L(jw) - Wa(jw)| darf nicht ldnger als das blaue
Verbindungsstiick |1 + L(jw)| sein, um zusétzliche Umkrei-
sungen des Punktes (—1,0) zu vermeiden.

Im

Abb. 1: Robustes Stabilitatskriterium nach Nyquist.

2 Multiplikative Spezifikation an Sensitivitéit

Die Sensitivitdt S(s) ist bei jedem Regelsystem sehr wichtig.
Eine betragsmiéssig kleine Sensitivitdt garantiert eine gute
Storungsunterdriickung und gutes reference tracking. Eine
sinnvolle Spezifikation ist demnach, den Betrag der Sensi-
tivitdt |S(jw)| frequenzabhingig zu limitieren. Die Phase
spielt dabei praktisch keine Rolle.

Nominelle Regelgiite

Um die Sensitivitdt betragsmassig zu begrenzen wird mit ei-
ner rationalen Ubertragungsfunktion Wi (s) gefordert:

15(s) Wi(s)lloe <1 = [S(w)| < Wi (w)l  (2)

Gl. (2) kann umgeschrieben werden:

[IWi(jw)| < |1+ L(jw)l] (3)
Die geometrische Interpretation von Gl. (3) in der Nyquist
Ebene ist, dass L(jw) nicht in einen in —1 zentrierten Kreis
mit Radius |W7(jw)| eintreten darf, siehe Abb. 2.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 4. Marz 2021
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Abb. 2: Darstellung der nicht zuléssigen Region aus Gl. (3).
Konstruktion von Wjy:

Ein Beispiel einer sinnvollen Sensitivitéatsspezifikation Wi (s)
hat folgende Form:

s+ 1
Wl(s):k-%, k>1, a>k
xQ-T-S
k2 -1 ,
7= [W1(jwi)| =1

(=)

Abb. 3: [W; !|4p in blau. Einstellbare Grossen in rot.

(Wi (jw)las w1 w [rad/s]

Robuste Regelgiite

Nun soll gleichzeitig das robuste Nyquist Theorem und die
nominelle Spezifikation der Sensitivitéit erfiillt sein. In ande-
ren Worten sollen Gl. (1) und Gl. (2) gleichzeitig gelten.

Wi (jw) - S(jew)| + Wa(jew) - T(jw)| < 1
= |[[Wi(gw)] + [Wa(w) - L)l < 1+ LGw)|| - (4)

Abb. 4: Robuste Regelgiite.



Um Spezifikationen der Sensitivitdt und Modellunsicherhei-
ten in jedem Fall zu beriicksichtigen darf die summierte Linge
der beiden roten Pfeile nie ldnger als die blaue Verbindung
werden. In anderen Worten: Die beiden roten Kreise diirfen
sich fir alle Frequenzen nicht schneiden.

Approximative Spezifikationen

Um einen Regler zu finden, der Gl. (4) erfiillt, ist es einfacher,
wenn Gl. (4) auf L(jw) umformuliert wird. Dies ist einfach fiir
sehr hohe Frequenzen und sehr tiefe Frequenzen.

Tiefe Frequenzen: w < 0.1 - w. = |L(jw)| > 1

Gl. (4) kann approximiert werden:

[Wr(jw)| + [Wa(jw) - L(jw)| < |L(jw)]
(W1 (jw)l

Eine Losung kann nur existieren falls |[Ws(jw)| < 1.

Hohe Frequenzen: w > 10 - w. = |L(jw)| < 1

Gl. (4) kann approximiert werden:

(W1 (jw)| + W2 (jw) - L{jw)| <1
1 — [Wh(jw)

Diese Approximationen beriicksichtigen das Frequenzband
[0.1-we, 10w nicht. In diesem Band ist es vor allem wichtig
Stabilitdt und Robustheit zu garantieren.

Kompatibilitdtsbedingung

Zur Erinnerung. Die Durchtrittsfrequenz w. des open-loop
gains L(jw) soll folgende Bedingungen erfiillen.

. W, ws wr Yt
max {10 - wg, 2wt } < we < mln{l—g,l—g,f,%}

s

konservativer mit 5 konservativer mit %

Dabei ist wy die Frequenz der Stérung, w,+ der schnellste
instabile Pol von L(s), wy, die Frequenz des Rauschens, wo die
Frequenz bei der Wy (jws) = 1, w; die Frequenz der Totzeit
und w¢+ die Frequenz der langsamsten nicht-minimalphasigen
Nullstelle.

Die Frequenz wy, bei der [W1(jwy)| =1 gilt, muss kleiner als
wy sein, sodass w, geniigend Marge hat. Jedoch muss w; auch
grosser sein als die untere Schranke fiir w.. Als Faustregel
wahlt man als erste Schatzung:

‘wl zmax{10~wd,2~wﬂ+}‘ (5)
Zuséitzlich muss wy grosser gewédhlt werden, je grosser die
gewiinschte Phasenreserve ¢ ist. Dies kann mit der Magni-
tude der Sensitivitéit bei w. interpretiert werden:

1 1
S ] c)| — ; = -
Sl = T3 LG = T4 1 e
_ 1 _ 1
1 —ei?]  /2.,/1—cos(p)

In der Regel nimmt |S(jw)| mit ansteigender Frequenz zu und
schneidet die 0 dB Linie einmalig, siehe Abb. 6.

L2+ |S(jwe)| schneidet 0 dB =
bei einer htheren Frequenz wi T
1.0 1 >

0.8 t

45 60 75 90
¢ [Grad]
Abb. 5: |S(jw.)| in blau, |S(jw.)| =1 in rot.

Abb. 5 zeigt die Magnitude der Sensitivitdt als Funktion der
Phasenreserve. Die Magnitude wird kleiner, je grosser die
gewiinschte Phasenreserve ist. Das heisst, die Sensitivitét
muss die 0 dB Linie bei einer hoheren Frequenz schneiden, je
grosser die Phasenreserve sein soll. Dies hat zur Folge, dass
w1 hoher spezifiziert werden muss.

Die Schlussfolgerung, dass w; grosser sein muss, je grosser
die Phasenreserve ist, kann auch umgedreht werden. |W7 (jw)|
wird bis zu w; grosser als 1 sein (sieche Abb. 3). Je grosser
|[W1(jw)] ist, desto grosser muss die Phasenreserve sein (siehe
Abb. 4), da L(jw) nicht in den Kreis mit Radius |[W;(jw)]
eintreten darf.

A
% |L(jw)
Wy ()l Wi (jw)|
IT(jw) wn
0dB -
wi | y
ﬂ.+
<+
. w1 We w2
[S(jw)l
Y Y

disturbance attenuation critical band noise attenuation

~ 2 decades
Abb. 6: Zusammenfassendes Bild aller Bedingungen und Spe-
zifikationen.
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1 Kaskadierte Regelsysteme

Kaskadierte Regelsysteme eignen sich fiir SIMO (single-input,
multiple-output) Systeme mit einer schnellen und einer lang-
samen Teildynamik. Um die volle Bandbreite der schnellen
Dynamik auszuniitzen werden separate Regler fiir das schnel-
le und fiir das langsame Teilsystem ausgelegt.

In Abb. 1 ist ersichtlich, dass das schnelle Teilsystem P den
Eingang u fiir das langsame Teilsystem P; liefert. Das schnel-
le System wird geregelt, indem y ¢ riickgefiihrt wird; y ist oft-
mals proportional zu us, dies ist aber nicht immer der Fall.

Ts €s Tf ef Uy

Cs(s) Cy(s)

Abb. 1: Kaskadierte Regelstruktur. Der Index s (‘slow’) steht
fiir langsame Teildynamiken, und f (‘fast’) fur schnelle.

Um die Bandbreite des schnellen Teilsystems auszunutzen
wird fiir Cy(s) oftmals kein Integrator verwendet. Der
langsame Regler C(s) hingegen hat oftmals einen Integrator
um einen statischen Nachlauffehler zu eliminieren.

Beispiel: Die folgende Differentialgleichung beschreibt das
System in Abb. 2. Die Position y und die Geschwindigkeit 3
koénnen direkt gemessen werden.

§(t) +9(t) +y(t) = u(?)
Wir wéihlen z = y und v = ¢. Daraus folgt:

d
ax(t) =(t)

d
av(t) = —z(t) —v(t) + u(t)

77
77

Abb. 2: Aktuiertes Feder-Dampfer System.

Das Ziel ist, die Position zu regeln. Jedoch ist in Gl. (1) er-
sichtlich, dass u(t) direkt auf die Geschwindigkeit wirkt und
nur indirekt auf die Position. Folgende Teildynamiken kénnen
hergeleitet werden:

s
— v P = 2
W 1) = )
1
v Pe) == (3)
s
1
— X P(s) = 4
ura () = s @

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 18. Februar 2021

Zur Erinnerung:

o= I
VVavs

Im(\) =w
VAVA

(|
AV

Re(A) =0
Abb. 3: Systemantwort als Funktion der Eigenwerte. Rot:
Einfluss Imaginérteil, Blau: Einfluss Realteil.

Pole mit grosserem negativen Realteil klingen schneller ab als
Pole mit kleinerem negativem Realteil. Die Pole in Gln. (2)
bis (4) sind:

Su (P — o4 ¥
u—v  (P) s=—5Eig
v—=xz (P): s=0

1 3
u—a (P): S__§ij§

Das System P ist also definitiv schneller als das System F;.
Obwohl P die gleichen Pole wie Py hat, wird P; schneller
sein, da die zusétzliche Nullstelle bei s = 0 die Phase anhebt.

H@f_—> Cs(s) H@F_—* Cy(s) : Py (s) T Ps(s) ‘

Abb. 4: Kaskadierte Regelstruktur fur das Beispiel.

Fiir den Regler C¢ kann ein P-Regler verwendet werden. Fiir
den Regler C; kann ein PI-Regler verwendet werden. Ein
detaillierter Vergleich zwischen kaskadiertem und nicht kas-
kadiertem Regelverhalten ist im Buch in Example 13.2.1 auf
Seiten 225ff zu finden.

2 Wurzelortskurven-Verfahren'

Mit diesem Verfahren kann man die Pole des geschlossenen
Regelkreises an einen spezifischen Ort setzen. Es wird folgen-
de Regelstruktur betrachtet:

T (&

*{ﬁ_—ﬂ%

Abb. 5: Grundstruktur des Wurzelortskurven-Verfahrens.

o C(s)

P(s)

Der Regler C(s) heisst in diesem Kontext Kompensator. Die
Verstarkung k, wird vom Kompensator abgespaltet und in
der Regelstruktur separat geschrieben. Wenn man die Pole
des geschlossenen Regelkreises fiir alle k,, zeichnet, erhilt man
die Wurzelortskurven.

1Englisch: Root-Locus



Vorsicht! Wir gehen im Folgenden von stabilen, minimal-
phasigen L(s) aus. Ausserdem muss gelten k, > 0.

Regeln des Wurzelortskurven-Verfahrens

Der geschlossene Regelkreis hat die Ubertragungsfunktion:

k- C(s)-P(s)  ky-L(s)
) = 5%, 00) P(s) ~ Tk L(3)

Die Pole des geschlossenen Regelkreises sind demnach
Losungen folgender Gleichung:

14k, L(s) =0 (5)

Die offene Verstarkung L(s) ist eine reell-rationale

Ubertragungsfunktion:
_ (S_Cl)'(S_CQ)'---'(S_Cm)

L) =) " 6o om) ) ¥
Daraus folgt:
1+/€p-% =0 = a(s)+ky b(s)=p(skp)

Die Scharen der Nullstellen von p(s,k,) reprasentieren die
Waurzelortskurven. Das Polynom p(s, k) hat Ordnung n. Das
Polynom kann fiir Extremfélle von k, betrachtet werden:

‘ kp = 0= p(s,kp) = a(s) ‘Fﬁr sehr kleine &, konvergieren die

n Nullstellen von p(s, kp) zu den n Nullstellen von a(s). Das
heisst, die Pole von T'(s) nédhern sich den Polen von L(s).

‘ kp — 00 = p(s, kp) = ky - b(s) ‘ Fiir sehr grosse k, konvergie-

ren m Nullstellen von p(s, kp) zu den m endlichen Nullstellen
von b(s). Das heisst die Pole von T'(s) ndhern sich den Null-
stellen von L(s). Jedoch hat p(s, k) Ordnung n, d.h. es blei-
ben n —m Nullstellen von p(s, k;,) tibrig. Was mit den restli-
chen Nullstellen passiert, kann wie folgt interpretiert werden:

(s —=C)(s—C2) .. (s —Cm) ("5/co+1) ... (5[0 + 1)
(s—m)(s—m2)...(s—7m) (5§ — Tmt1) ... (s —7n)

m n—m

L(s) =

Zur Erinnerung: Nullstellen, die im Unendlichen platziert
sind, haben keinen Einfluss auf die Systemdynamik. Das
heisst, wir konnen L(s) mit n —m Nullstellen erweitern, ohne
das Systemverhalten zu dndern.

Die Hauptidee ist nun, dass sich die n — m iibriggebliebenen
Pole von L(s) den n—m im Unendlichen platzierten Nullstel-

len asymptotisch ndhern. Insbesondere starten alle Asympto-
ten im Punkt o, + j - 0, wobei:

m

. _1 - > Re(m) =Y _Re(G)
i=1

i=1

Oq —

Die Asymptoten verlassen den Punkt o, + j - 0 unter dem
Winkel §;, wobei:

™

(2-(i—=1)+1)[rad], i=1,...

,m—m
n—m

Zugehorigkeitstest

Um zu testen ob ein Punkt z € C auf der Wurzelortskurve
liegt, wird Gl. (5) mit Hilfe von Gl. (6) umgeformt:

L(z)=-1/k, = ZL(2)= —m mod 2w

m

Zl(z—@)—ZA(z—m):—7T:|:k-2ﬂ', keN
i=1

=1

Beispiel: L(s) sei:

s+4
(s+1)(s+2)(s+3)

L(s) =

Es folgt: n =3, m = 1, n — m = 2. Das heisst, zwei der Pole
ndhern sich fiir k, — oo den Asymptoten, die bei o4 4 j - 0
starten, und denselben Punkt unter den Winkeln §; verlassen,
wobei:

Oq —

01 =

Wir méchten nun testen ob der Punkt z = —3.5 + 5 - 0 auf
der Wurzelortskurve liegt. Dazu wenden wir Gl. (7) an:

£(=35+4)— £(—35+1)— £(—3.5+2) — £(—3.5+3) = 3

37 hat die geforderte Form —m + k- 27, fiir £ = 2. Der Punkt
liegt also auf der Wurzelortskurve.

Kompensierung mit dem Wurzelortsverfahren

Der Zugehorigkeitstest aus Gl. (7) ist besonders hilfreich, um
einen Kompensator zu finden, der die Pole des geschlossenen
Regelkreises an einem gewiinschten Ort in der komplexen
Ebene platziert. Diese Idee wird an einem Beispiel gezeigt.

Beispiel: Du mochtest einen Kompensator C(s) fiir das Sy-
stem P(s) auslegen, sodass die Pole von T'(s) bei sj, =
—4 + j - 4 rad/s liegen.

1

PO =619

Du testest zuerst einen einfachen Kompensator Ci(s) = 1.
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Abb. 6: Wurzelortskurve von L(s) = P(s)-C1(s) in blau und
griin. Gewiinschte Polplatzierung in rot.

Aus Abb. 6 ist ersichtlich, dass die gewiinschten Pole ()
nicht auf der Wurzelortskurve liegen. Das heisst, fir C(s)
gibt es kein k,, sodass der geschlossene Regelkreis T'(s) die
gewiinschten Pole hat. Gl. (7) ist somit nicht erfillt.

Die gewiinschten Pole liegen links von den Polen von L(s).
Um die Wurzelortskurve nach links zu biegen, verwendest du
einen Kompensator mit Nullstelle: Cy(s) = s + .

Im
Ca(s,0) - :
0 EBC—X > ?Re
X -4 +

Abb. 7: Wurzelortskurve von L(s) = P(s) - Ca(s, () in blau
und griin. Gewiinschte Polplatzierung in rot.

Du mochtest nun (¢ finden, sodass die gewiinschten Pole auf
der Wurzelortskurve liegen. Dafiir wendest du Gl. (7) an:

(s+9)

L= (s+1)(s+3)

=/L=/(s+()—Z(s+1)— Z(s+3)

Spezifisch fiir s = s7:
L(—4+45+CQ) —L(—4+4j+1)—L(-4+4j+3) =

arcta 4 arcta 4 arcta 4 I
it n|{ —— — ar n| — — ar n|{ — = —
C—4 —3 1 i

v a B
=>y=-nm+a+p, (=4+4/tan(y)~ 7.25rad/s

Im

X 4 +

CQ(S,C = 725)

Abb. 8: Wurzelortskurve von L(s) = P(s) - Ca(s, () in blau
und grin. Gewiinschte Polplatzierung in rot.

Die gewiinschten Pole liegen auf den Wurzelortskurven von
L(s) = P(s)-Ca(s,¢ = 7.25). Demnach ist es moglich, ein k,
zu finden, sodass T'(s) die gewiinschten Pole hat.

3 Numerische Verfahren

Mit numerischen Verfahren kann man fiir eine gegebene Re-
gelstruktur (z.B. PI) ein Optimierungsproblem 16sen, um die
Parameter k, und T; zu erhalten. Das Optimierungsproblem
involviert eine Kostenfunktion J(k,,T;), die durch die Wahl
der optimalen Parameter £, und 7; minimiert werden soll.

Beispiel: Wir mochten einen PI-Regler auslegen, der auf eine
Sprungantwort kumulativ einen kleinen Fehler erzeugt, der
den maximalen Uberschwinger méglichst klein hilt, und der
moglichst robust ist.

Ein Mass fiir den kumulativen Fehler ist die Summe aller

quadrierten Fehler:
g1 = / e2(t)dt
0

Der maximale Uberschwinger ist wie folgt definiert:

= max t)—1
g2 = max (u(t) = 1)
Die Robustheit kann mit der minimum return difference pimin
quantifiziert werden. Wir definieren die Funktion g3 als

min |1+ L(jw)|

VB = i = w€[0,00)

Durch das Minus-Zeichen gilt: Minimiert man g3, so maxi-
miert man die Robustheit. Schlussendlich benutzen wir die
Faktoren x; > 0 um die Kostenfunktion J als gewichtete
Summe zu definieren:

J(kp,T3) = K1- g1+ K2+ g2+ K3 - g3

Der Wert der Kostenfunktion hingt von den Reglerparame-
tern k, und 7; ab, denn die Giitekriterien g; nehmen unter-
schiedliche Werte an, wenn man die Reglerparameter variiert.
Folglich kann man ein Optimierungsproblem formulieren, um
die Kostenfunktion zu minimieren:

min J(k,,T;
min J(Fy,T)
Um die optimalen Reglerparameter zu erhalten, kann dieses
Problem z.B. numerisch mit der Funktion fminsearch in
Matlab gelost werden.

Die Faktoren k; sind dabei ein Mass fiir die Wichtigkeit der
Grosse g; in der Kostenfunktion J. Als Beispiel: Je grosser
ks (bei fixierten x4 2) gewdhlt wird, desto robuster wird der
Regler. Jedoch werden die Giitekriterien g; und go dadurch
relativ zu gs weniger stark gewichtet. Weil er nur einen
geringen Einfluss auf den Wert der Kostenfunktion hat,
kann beispielsweise der Uberschwinger in diesem Fall fiir die
optimalen Reglerparameter grosser ausfallen. Daher kénnen
die Faktoren k; als Tuning-Parameter angesehen werden,
die es erlauben einen Trade-off zwischen verschiedenen
Zielen zu definieren. Dabei ist nur die relative Grosse der
k; zueinander von Relevanz. So ist z.B. das Minimum der
Kostenfunktion fiir k1 = k9 = k3 = 1 an derselben Stelle wie
fir k1 = k9 = k3 = 100.



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich

Regelungstechnik 1l FS 2021

PID Praxiseinsatz

Institute for
Dynamic Systems and Control

IDSC
Institut fUr Dynamische Systeme
und Regelungstechnik

Zusammenfassung Vorlesung 4
Buch Kapitel 14.1-14.3, Kapitel 7.5

Autoren: C. Kiittel, Dozent: L. Guzzella, Vorlesungsnummer: 151-0591-00

1 PID-Regler in der Praxis

Der praktische Einsatz von Reglern bringt diverse bisher
unerwéhnte Schwierigkeiten mit sich. Die wichtigsten Ein-
schrankungen werden im Folgenden diskutiert.

Set Point Weights

Die Standardregelstruktur dient vor allem zur Unterdriickung
von Storungen. Natiirlich werden Regler auch verwendet
um spezifischen Referenzsignalen r(t) zu folgen. Schnelle
Anderungen im Referenzsignal konnen jedoch betragsmissig
sehr grosse Eingéinge u(t) und ungewollte Transienten pro-
duzieren. Mit sogenannten set point weights (Abb. 1) kann
das Regelverhalten verbessert werden.

[0 bo
o —— ﬂ—o—“»
C *VT—' kad Q
-y

Abb. 1: PID-Regler mit Setpointverstarkungen a, b, c.

Das Referenzsignal wird fiir jeden Teil des Reglers (P, I, D)
mit einer separaten Verstarkung (a, b, ¢) multipliziert. Das
heisst, die Referenz wird ”vormassiert”, bevor sie durch den
Regler geht.

e [-Teil: Um keinen statischen Nachlauffehler zu produ-
zieren, falls der Referenzwert konstant wird, setzt man
normalerweise b = 1.

e D-Teil: Schnelle Referenzdnderungen fithren zu gros-
sen Signalen auf dem Differential-Pfad des Reglers

(£(r—y) =~ &r). Deshalb setzt man oftmals ¢ = 0,
damit grosse Ableitungen nicht auf den Eingang u
durchschlagen.

e P-Teil: Fiir die Verstdrkung a auf dem proportionalen
Signal kann man die folgenden Astrém und Higglund
Regeln anwenden:

2
Q1 g Rkt oK

a = Oé()’w - e
HMmin = 0.7 Hmin = 0.5
a QQ, x aq,x Qg gy QQ,z a1z Qg g
PI | 1.10 —0.0061 1.8 1048 040 —-0.17
PID | 0.58 —1.3000 3.5 1025 056 —1.20

Tabelle 1: Astrom-Hagglund-Koeffizienten fiir PI und PID-Regler.

Typischerweise ist 0 < a < 1. Ein gut gewéhlter Wert von
a kann das closed-loop Regelverhalten hiufig verbessern.

Saturationen und Anti Reset Windup (ARW)

Eine Saturation ist eine Nichtlinearitdt, die in jedem realen
Regelsystem vorhanden ist. Aktuatoren konnen in Realitéit
nie beliebig kleine oder beliebig grosse Sollsignale u(t) umset-
zen.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 19. Marz 2021
Die Nichtlinearitét einer Saturation ist wie folgt definiert:
if u(t) < Umin

if u(t) > Umax
else

Umin

u(t) =

U max

u(t)

Falls der vom Regler C(s) geforderte Ausgang u grosser ist
als der maximal produzierbare Eingang wum,.x des Aktuators,
saturiert der Eingang bei @ = uyax. Die gleiche Logik gilt fiir
den minimal erreichbaren Eingang wyiy.

]
‘ P(s) o

C(s)

Abb. 2: Regelsystem mit Saturation auf u.

Beispiel: Das System P(s) soll mit einem PI-Regler Cpi(s)
geregelt werden:
1
T;-s

Eine Simulation mit k, = 0.3 und 7; = 13 s fithrt zum gestri-
chelten Systemverhalten:

1
© 5-(3s2+4s+1)

P(S) , CPI(S) = kp o (1 +

y(t)

0.045 +—
| g ) Xf\‘ ~
-0.045 Bl X

\

Abb. 3: Saturierendes Regelsystem.

Beim Auslegen wurde jedoch vernachléssigt, dass der Aktua-
tor bei |u(t)] = usar = 0.045 saturiert. Mit der Aktuator-
Sattigung resultiert effektiv die blaue Linie und damit eine
schlechtere Reglerperformance. Mit einem ARW (siehe fol-
genden Abschnitt) resultiert die viel bessere Performance der
roten Linie.

Um mit Saturationen umzugehen, muss man zuerst verste-
hen, was bei einem saturierten Regelsystem tiberhaupt pas-
siert. Dadurch, dass das System langsamer reagiert als er-
wartet, kann sich der Integrator iiber eine ldngere Zeit t
filllen (At; <t < Aty). Sobald sich das Vorzeichen des Feh-
lers andert, tiberschiesst die Antwort das Ziel starker, da sich
der Integrator zuerst leeren muss.



Um die Saturation zu umgehen, kann man den Integrator
durch ein Anti Reset Windup (ARW) schwichen, sobald man
erkennt, dass der Eingang saturiert (siche Abb. 4, rote Box).
In der roten Box sieht man eine mogliche Struktur eines anti
reset-windup. Dabei ist ¢(t) = w(t) — u(t). Falls u(t) nicht
saturiert, ist ¢(t) = 0 und der ARW macht nichts. Falls man
saturiert, wird die zu integrierende Grosse reduziert, sodass
sich der Integrator in der Saturationsphase nicht zu stark
fiillt. Das heisst je stirker die Aktuatoren saturieren, desto
mehr wirkt man der Integration entgegen. Dazu muss man
die Saturationspunkte der Nichtlinearitét kennen.

Bumpless Transfer

Um ein System zu testen, macht es oft Sinn einen Manuel-
len Modus (M) und eine Automatischen Modus (A) zu ha-
ben. Wenn man von einem Modus in den anderen wechselt,
will man dies so reibungslos wie moglich machen (Bumpless
Transfer). Dazu verwendet man folgende Regelstruktur:

manual

input

' BLT
JL ) J)— 1
E] |
U 77777 actuator -!
model
o, o
y(t) a(t) T EARW

Abb. 4: Anti Reset Windup (ARW) und Bumpless Transfer
(BLT) Regelung.

Wihrend man im Modus A ist, regelt man wun(¢) auf wa (¢),
sodass beim Wechsel von A nach M kein Sprung in der
Eingangsgrosse auftritt. Umgekehrt regelt man im Modus M
mit Hilfe der ARW-Riickfithrung das Signal u(t) auf wps(t).

Gain Scheduling

Gain Scheduling wird meist fiir nichtlineare Systeme verwen-
det, die um verschiedene Betriebspunkte linearisiert werden.
Fiir jeden Betriebspunkt kann ein anderer linearer Regler aus-
gelegt werden.

p=flo) <

v . ZZf(Z,’U) w

C(s,p) >

w = g(z,v)

-<

| linearization & normalization|

Abb. 5: Diagramm zu Gain Scheduling.

Beispielsweise werden fiir einen PI-Regler die Verstdarkungen
kp(0), Ti(0) zu Funktionen des Betriebspunktes o.

Analoge Realisierung

Mit analogen Schaltungen kann man eine Eingangsspannung
U. in eine Ausgangsspannung U, umwandeln. Dabei kann
man die Grundstruktur in Abb. 6 verwenden.

I

le
@UH

Abb. 6: Grundstruktur mit idealem analogem Opamp.
Die Ubertragungsfunktion von U, (s) nach U,(s) lautet
Z
Z(S) _ Ua(S) _ 2(5)’
Ue(s)  Zi(s)

wobei Z1(s) und Zs(s) aus Widerstdnden (R), Induktoren
(L) und Kapazitidten (C) aufgebaut sind. Die Impedanzen
der Standard RLC-Elemente lauten:

Zr(s)=R, Zp(s)=sL, Zc(s)= %

Des Weiteren gelten die Kirchhoffschen Regeln fiir Serien- und
Parallelschaltungen dieser Elemente.

2 Algebraische Stabilitdtskriterien

Die folgenden zwei Verfahren testen, ob alle Realteile der
Nullstellen eines Polynoms p(s) negativen Realteil haben.

p(s):an-sn—|—an,1~sn_1+...+a1'8+a07 an >0

Dabei ist a; > 0Vi notwendig, aber nicht hinreichend.

Die Verfahren koénnen auf das Nennerpolynom der
Ubertragungsfunktion eines Systems (s) angewendet
werden, um zu bestimmen, ob das System 3(s) stabil ist.

Hurwitz Kriterium
Die Koeffizienten a; sind exakt bekannt. Die Nullstellen des
Polynoms p(s) haben garantiert alle negative Realteile dann

und nur dann, wenn die n quadratischen Sub-Matrizen H;
bis H,, der Matrix H,, alle eine strikt positive Determinante

haben. H\  Hy, H H,
-M all ()\ \()-
Ap—3 Qp—9 | Gp—1 an 0 el e e 0
Up—5 Qp—g Gp-3 | Up—2 GAp_1 Ay 0o .- 0
H, =

0 o ce 0 ag ay az az a4
0 0 a a1 as
0 e 00 ag

Kharitonov Kriterium
Die Koeffizienten a; seien nicht exakt bekannt, man weiss

jedoch, dass sie in einer gewissen Region liegen:
p(s,a) = [y, @n] - 8" + [@,_1,@p1] - 8" 4o+ [ag, @)

Das Problem reduziert sich auf die Ecken eines Rechtecks in
der komplexen Ebene und es miissen nur folgende Polynome
mit dem Hurwitz-Kriterium getestet werden:

a -s+@2-52+63-33+...

a -s+g2-52+g3-53+...
-52+Q3-53+...

52+63-55+...

- S+ as

Ss+ay-
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1 Einleitung: Diskrete Regelung

In diesem Kapitel wird ein zeitkontinuierlicher Regler C'(s) in
einen zeitdiskreten Regler C'(z) umwandelt. Die Diskretisie-
rung bezieht sich in dem Fall auf eine Zeitdiskretisierung.

Zeitdiskrete Realisierung

Bis jetzt wurde angenommen, dass ein Regler C(s) in jedem
Zeitpunkt ¢ berechnen kann, was u(t) sein soll. In der Rea-
litat lauft die Rechnung mit einer fixen Taktfrequenz f,. D.h.
es konnen in Wirklichkeit nur zu fixen Zeitpunkten ¢; neue
Eingénge u(k - Ts) = u[k] berechnet werden, wobei T die
Samplingzeit bezeichnet:
k
th=— =k T, ke{0,1,...}
[s
Die Diskretisierung findet statt, da der Mikroprozessor (uP),
der die Rechnungen ausfithrt, mit einer fixen Frequenz lauft
(dargestellt durch die Uhr in Abb. 1).

(1)

-

— v . Y e
S o= EN =

Abb. 1: Digitales Regelsystem.

1 | L—
u(t) P(s)
L

y(t)

Steht fiir Analog-to-Digital Converter. Konvertiert

ADC: zeitkontinuierliche Signale in zeitdiskrete Signale.
Steht fiir Mikroprozessor. Berechnet den zeitdiskre-
uP .
ten Eingang u[k].
DAC - Steht fiir Digital-to-Analog Converter. Konvertiert

zeitdiskrete Signale in zeitkontinuierliche Signale.

Der DAC wird meistens mit einem Zero-Order Hold (ZOH)
Element realisiert, wobei der Eingang u[k] zwischen zwei

Berechnungsschritten konstant gehalten wird:
u(t) =ulk] Vtelk -Ts, (k+1)-Ty)

Beispiel: Ein Signal z(t) wird zuerst abgetastet, und dann
wird ein ZOH angewandt.

x(t)

8 1
6 1
4 4
— x(t)
21 e} T[k]
—— Zero-order hold

2 4 6 8
Abb. 2: Abgetastetes Signal in blauen Kreisen, ZOH in rot.

Das Sampling geschieht mit einem ADC. Der ZOH-Prozess
lauft im DAC ab.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 25. Mirz 2021

In Abb. 1 ist in der grauen Box noch ein weiteres Element:
der analoge Anti-Aliasing Filter (AAF). Der AAF ist notig,
da ein zeitdiskretes Signal nicht beliebig hohe Frequenzen re-
préasentieren kann. Energien der Frequenzen im analogen Si-
gnal, die hoher als die maximal reprisentierbare Frequenz
sind, werden bei der Diskretisierung ungewollt auf das ge-
samte Frequenzspektrum verteilt und verzerren dieses somit.
Deshalb wihlt man fiir den AAF einen Tiefpassfilter um hohe
Frequenzen vor der Diskretisierung zu eliminieren.

Beispiel: Du sollst ein diskretes Signal zeichnen, das fiir
eine fixe Rate f; = T% die hochstmogliche Frequenz hat.

x(t)

T = 2T,

+ + + + + + { ¢
T, 9T, 3T, 4T, 5T, 6T, 7T,

o o o o

Abb. 3: Signal mit hochstmoglicher Frequenz fur ein gegebe-
nes 7.
Die hochstmogliche Frequenz fi.x, die man in das Zeitraster
{0, Ts, 275, ...} legen kann, wird als Nyquist-Frequenz
bezeichnet und lautet:

[fmax] =Hz

fmax:*:

T 2T,
z-Transformation

Um einen diskreten Regler C(z) zu erstellen, verwendet
man das diskrete Analogon der Laplace-Transformation, die
Z-Transformation:

X(z) = Z{z[k]} = Zz_k - x[k]

Einige wichtige Eigenschaften der Z-Transformation:
zlk+ 1] < z- X (2) — z - z[0]
zk—1] < 271 X(2)

s Ty

(2)
(3)
(4)
In der diskreten Welt ist die unabhéngige Variable nicht mehr
s, sondern z. Gl. (4) liefert die exakte Beziehung zwischen
se€Cund z € C.

Beispiel: Mit Gl. (4) kann man das diskrete Aquivalent eines
asymptotisch stabilen Pols nach Lyapunov herleiten:

zZ =€

oTs+wTsj _ ea'TS . ewTsj _ wTsj

z =€ a-e

asympt. stabil — o<0 — 0<a<l1

lzl=a — |2|<1

D.h. die ganze linke Halbebene (o0 < 0, asymptotisch stabile
Pole) im s-Raum wird zu einer Scheibe mit Radius 1 (|z| < 1)
im z-Raum. Der Kreis mit Radius 1 ist nicht inbegriffen.



2 Entwurf diskreter Regler

Beim Entwurf diskreter Regler werden grundsétzlich zwei
mogliche Pfade unterschieden, im Folgenden Pfad A und
Pfad B genannt.

continuous-time

Reglerentwurf
P(s) C(s)
direkt ‘B’ Emulation
Ts "gross" Ts
"klein"
"A"

()

P(2) C(2)

discrete-time
Reglerentwurf

Pfad A: Diskreter Reglerentwurf
Wenn die Samplingzeit Ty relativ gross ist im Vergleich zur
Dynamik/Zeitkonstante des Systems.

1. System P(s) mit einem Zero-Order Hold diskretisieren,
es resultiert P(z), eine diskrete Systembeschreibung.

2. Diskreten Regler C(z) basierend auf P(z) entwerfen.

Es existiert eine ausfithrliche Theorie zum Entwurf diskreter
Regler C(z) basierend auf diskreten Systemen P(z). Dies
wird in der Vorlesung RT2 jedoch nicht besprochen.

Pfad B: Emulation
Wenn die Samplingzeit T relativ klein ist im Vergleich zur
Dynamik des Systems (was haufig der Fall ist).

1. Mit der Theorie aus RT1 und RT2 wird ein kontinuierli-
cher Regler C(s) fiir das System P(s) ausgelegt.

2. Mit einer Emulation wird C(z), eine diskrete Version des
kontinuierlichen Reglers C(s), erstellt.

Emulation

Durch eine Emulation wird die Variable s im kontinuierlichen
Zeitbereich mit der Variable z im diskreten Zeitbereich
ersetzt. Exakt ist das moglich mit Gl. (4). Ungliicklicherweise
ist Gl. (4) nichtlinear und deshalb praktisch nicht umsetzbar.
Deshalb approximiert man den Zusammenhang haufig, ein
Schritt der Emulation genannt wird. Emulationen sind dann
sinnvoll, wenn die diskreten Zeitschritte Ty klein sind im
Vergleich zur Dynamik des beschriebenen Systems. Es gibt
mehrere Approximationen fiir Gl. (4), die die Emulation mit
der Approximation e* ~ 1+ x erleichtern. Dabei wird Gl. (4)
jeweils etwas anders geschrieben.

Welche der folgenden Emulationen am sinnvollsten ist,
héngt vom jeweiligen spezifischen Problem ab und muss tiber
Computersimulationen des Regelsystems oder iiber Experi-
mente am realen System ermittelt werden. Oft lohnt es sich
die einfachste, garantiert Stabilitdt erhaltende Methode zu
verwenden (Euler Backward), hiaufig wird jedoch auch die
Tustin Emulation benutzt.

Euler Forward Emulation

2 =T Im
Flds- T mer(C-)
z—1 / L
s~
T K/ Re

Mit der Euler Forward Emulation wird die linke Halbebene
in der s-Ebene (Re(s) < 0) auf den grau hinterlegten Bereich
in der z-Ebene abgebildet. D.h. stabile Pole in C(s) konnen
zu instabilen Polen in C(z) werden. (Siche Beispiel oben: ein
stabiles System in der z-Ebene hat alle Pole innerhalb des
Kreises mit Radius 1 um den Ursprung.) Fiir den Regelkreis
kann das fatale Folgen haben, weshalb diese Emulation meist
nicht verwendet wird.

Euler Backward Emulation

1
N 1
Nl—s~TS

z =

mEB(@_)

Mit der Euler Backward Emulation wird die linke Halbebene
in der s-Ebene auf den gezeigten Bereich in der z-Ebene
abgebildet. D.h. alle stabilen Pole in C(s) werden garantiert
zu stabilen Polen in C(z). Ein stabiler Regler C(s) resultiert
also in einem garantiert stabilen Regler C(2).

z—1
Z'Ts

S~

Tustin Emulation (Bilineare Emulation)
- esTS/Q
S )
1 +5T,)/2
T 11— sT,/2

a
- 2(2—1) Re
TR T YD A/

mT(@,)
Mit der Tustin Emulation wird die linke Halbebene in der
s-Ebene auf den Kreis mit Radius kleiner eins (]z| < 1) in
der z-Ebene abgebildet. Das bedeutet, dass alle stabilen Pole
in C(s) garantiert zu stabilen Polen in C(z) werden. Ein

stabiler Regler C(s) wird also zu einem garantiert stabilen
Regler C(z).




Beispiel: Fiir ein System wurde ein zeitkontinuierlicher PI-

Regler C(s) ausgelegt:

C(s) = ky - <1 - Til- S)

Der Regler soll schlussendlich auf einem Mikroprozessor
laufen und muss daher in diskreter Form implementiert
werden. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor.

1. Emulation: Beispielhaft wenden wir die Euler Backward
Emulation an und erhalten so die diskrete Version C(z) des
PI-Reglers:

(Ti+Ts) 2 —T;
z—1 :kp'

C(z) = O(s)] o 21 T, (z—1)

2. Implementierung: Zur Erinnerung: die diskrete
Ubertragungsfunktion C(z) des Reglers beschreibt den
Zusammenhang zwischen der Z-Transformation des Regel-
fehlers E(z) und dem Reglerausgang U (z):

Clz) = == > U(2) = C(2) - B(2)

Einsetzen der Ubertragungsfunktion des Reglers liefert:

T, (z=1)-UR)=ky - (T; +Ts) - 2= T;) - E(2)
Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit z—! und erhalten:
T, -U(2)~T;- 21 U(2) = kp- (T, +Ts)-E(2) —kp-Ty- 271 E(2)

Durch Anwendung der Definition der Z-Transformation in
Gl (3) und Umformen erhalten wir schlussendlich eine Dif-
ferenzengleichung, die einfach implementiert werden kann:

Ti + Ts
T;

ulk] =ulk — 1] + &, - elk] — kp - e[k — 1]
Dabei héngt der Input wu[k] vom Fehler zum Zeitpunkt

k sowie vom Input und vom Fehler aus dem vorherigen
Zeitschritt k — 1 ab.

Bemerkung: Durch das Multiplizieren mit 2! haben wir die
gesamte Differenzengleichung um einen Index verschoben.
Ohne diesen Zwischenschritt hétten wir Gl. (2) anwenden
konnen und hétten die folgende Beschreibung erhalten:

T+ T

ulk + 1] = u[k] + k, - T

e[k + 1] — ky - e[k]

Der Unterschied liegt nur in der Definition des aktuellen Zeit-
schrittes. Die Frage ist: verwenden wir die Werte aus dem vor-
herigen Zeitschritt (kK — 1) um den jetztigen Reglerausgang
(k) zu berechnen, oder verwenden wir die aktuellen Werte
(k) um den néchsten Ausgangswert (k + 1) zu berechnen?
In jedem Fall ist der Reglerausgang wéhrend eines gegebe-
nen Zeitschrittes vom Fehler zu Beginn dieses Zeitschrittes
sowie vom Fehler und dem Reglerausgang aus dem vorheri-
gen Zeitschritt abhingig; fiir die Implementierung sind also
beide Beschreibungen dquivalent.
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1 Systembeschreibung

Bisher wurden SISO (single-input, single-output) Systeme
betrachtet, d.h. u(t) € R und y(t) € R.

Neu werden MIMO (multiple-input, multiple-output) Sy-
steme mit mehreren Ein- und Ausgingen betrachtet, wobei
u(t) € R™ und y(¢) € RP. Identisch zum SISO Fall kann das
MIMO System im Zustandsraum dargestellt werden:

%x(t) =A-z(t)+ B-u(t), =()eR" u(t)eR™
y(t) = C-z(t) + D - u(t),

(1)
y(t) e RP

Da wu(t) und y(t) jetzt Vektoren sind, miissen die Matrizen
B, C und D auf die Dimensionen der Einginge und der
Ausgénge angepasst werden. Das I/O (Input-Output) Ver-
halten des Systems in Gl. (1) wird identisch wie beim SISO
Fall tiber die Laplace-Transformation hergeleitet:
sX(s)=A-X(s)+ B-U(s)

X(8) = (s Inxn —A)" - B-U(s)

Y(s) = (C (slyxn — A" B+ D)-U(s),

P(s)

wobei I,,x, eine Einheitsmatrix der Dimension n x n ist.

=
=

(2)

Da U(s) € C™ und Y (s) € CP wird P(s) eine Matrix:

P171(S; PLQ(S) Pl’m(S)

Py 1(s) Poo(s P (s

P(s) = 271( 2,?( ) 27:( ) |
Ppa(s) Pp,Z(S) Pp,m(s)

wobei jede Ubertragungsfunktion P; ;(s)
gebrochen-rationale Funktion darstellt:

D u; — y; eine

by - 8™ + -+ brij -5+ boiy bi,j(s)

»J —
s+ an1j- 8"+t anig s+ a0y

Zur Erinnerung: P(s) beinhaltet nur die gleichzeitig steu-
erbaren und beobachtbaren Teile des Systems in Gl (1).

Beispiel: Das folgende System soll geregelt werden:

Pya(s) Pia(s) a1 a1z
Pls) = | Fb 2] _ s ] )
& [Pll(s) P 2(s) s (3)

_ |Ua(s) _ [Ya(s)
7= 5] =[5
Dabei seien 71 (t) = h(t) (Einheitssprung) und ra(t) = 0. Um

die Ubertragungsfunktion von R(s) nach Y(s) zu finden
wird die folgende Regelstruktur betrachtet

Ry (s) Eq(s) Y (s)
[Rﬁ)] [Ez(S)] C’(s)—)P(s) [Yz(S)]

Abb. 1: Regelstruktur ohne Stérung und ohne Rauschen.

ai,j(s)

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 8. April 2021

Der Ausgang als Funktion des Fehlers lautet:

Daraus folgt:
Y(s) = [T+ P(s)C(s)]

Vorsicht! Die Reihenfolge der Matrixmultiplikation
P(s) - C(s) kann nicht umgedreht werden, da diese Operati-
on fur allgemeine Matrizen nicht kommutiert.

Das System P(s) wird nun fiir drei verschiedene Fille der
Verstarkung P(0) simuliert:

ail a2

as  ag|’

P(0) =

Fall 1: a11, ase > a2, as

Die Systemparameter werden beispielhaft a;; = as2 = 1 und
a1z = ag; = 0.1 gewdhlt. Die Matrix P(0) ist diagonaldomi-
nant, es folgt ndherungsweise

ar g
Pis)~ |*61 0y |-
s+1

D.h. der Eingang w;(t) wirkt nur auf y;(¢) und uq(t) wirkt
nur auf y2(t). Somit kann das Gesamtsystem in zwei SISO
Systeme (r; — y; und 79 — y2) unterteilt werden. Die Reg-
lermatrix wird unter dieser Annahme diagonal:

C(s) = {Clo(s) 020(5)] ,

wobei im gegebenen Beispiel fur C;(s) und Ca(s) zwei iden-
tische PI-Regler mit k£, = 0.1 und 7; = 0.1s gewéhlt werden.

y(1)
=== (1)
! —y2(t)
0 += ‘ t
5

Abb. 2: Fall 1, MIMO Antwort fiir 71 (¢) = h(t) und r2(t) = 0.

Obwohl ys(t) in Realitit leicht vom Eingang u;(t) abhingt
(an der leichten Erhohung von y»(t) ersichtlich) lasst sich das
System mit zwei separaten SISO-Reglern gut regeln.

Fall 2: a11, agse > ai2, as

Die Diagonalelemente von P(0) sind zwar immer noch
grosser, jedoch nicht gross genug um das MIMO System
klar in zwei SISO Systeme zu separieren. Beispielhaft wer-
den a7 = age = 1 und a12 = az; = 0.8 gewahlt. Der gleiche
Regler C(s) wie im Fall 1 wird verwendet.



y(t)
|
T ---(t)
,' — y2(t)
0 : t
5

Abb. 3: Fall 2, MIMO Antwort fiir 7 (¢) = h(t) und r2(¢) = 0.

Die Systemantwort ist sichtlich schlechter. Das liegt daran,
dass der Eingang u;(t) den Ausgang ya(t) nach oben zieht,
und der Eingang us(t) den Ausgang y;(t) nach unten zieht.

Fall 3: a11, a2 K a12, a2

Falls die dominanten I/O Kanile des Systems genau verkehrt
geschitzt werden, destabilisiert sich das System mit dem Reg-
ler C(s) aus Fall 1.

vty |- ()
—y2(t)
1
0 —"—""°== === t
: -~-~~~“~\

Abb. 4: Fall 3, MIMO Antwort fir r1(¢) = h(t) und r2(t) = 0.

Man konnte C|(s) natiirlich abdndern, sodass C1(s) und Cs(s)
auf der Nebendiagonale liegen, dann wére das Verhalten
dquivalent zu Fall 1.

2 Stabilitit, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Die Analyse von MIMO Systemen ist identisch zu derjenigen
von SISO Systemen.

Stabilitit nach Lyapunov:

asymptotisch stabil nach Lyapunov:
Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil, Re();) < 0.

stabil nach Lyapunov:

Mindestens ein Eigenwert Ay von A hat Realteil Re(Ag) = 0
und alle anderen Eigenwerte haben negative Realteile.

instabil nach Lyapunov:

Mindestens ein Eigenwert \; von A hat einen positiven Re-
alteil Re(Ax) > 0.

Steuerbarkeit
Das System {A, B,C, D} ist vollstiandig steuerbar, falls die
Steuerbarkeitsmatrix R,, vollen Rang n hat.

R, = |B,AB,..., A" 'B| e R**("™)

Beobachtbarkeit

Das System {A, B, C, D} ist vollstandig beobachtbar falls die
Beobachtbarkeitsmatrix O,, vollen Rang n hat.

3 Pole und Nullstellen

Einfluss und Bestimmung von Polen und Nullstellen eines
Systems sind im MIMO Fall komplizierter als im SISO Fall.

Definition Matrix Minoren (wichtiges Werkzeug)
Minoren einer Matrix sind die Determinanten aller quadrati-
schen Submatrizen. Die Submatrizen werden durch Streichen
einzelner Zeilen und Spalten der Matrix gebildet.

Polstellen von MIMO Systemen

Die Pole von P(s) sind die Nullstellen des kleinsten gemein-
samen Vielfachen (kgV) der Nennerpolynome aller Minoren
von P(s).

Nullstellen von MIMO Systemen

Die Nullstellen von P(s) sind die Nullstellen des grossten
gemeinsamen Teilers (ggT) der Zahler der Minoren hochster
Ordnung von P(s) nach der Normalisierung, bei der alle Pole
von P(s) im Nenner stehen.!

Zur Erinnerung: Nullstellen s = (; sind nicht-triviale Fre-
quenzen, bei denen fiir ein spezifisches Eingangssignal u(t)
und spezifische Anfangsbedingungen x(0) gilt: y(t) = 0Vt.
D.h. die Laplace-Transformation von Gl. (1) erfiillt

(s Inxn—A)-X—B-U=0, ()

C-X+D-U=0,

wobei Gl. (4) nur eine nichttriviale Losung hat, falls die
folgende Matrix singuldr ist:

(s Inxn—A) —B
C D |
Beispiel:
2(s+2) 3
P(S) — [ lerl ST1‘|
s+1 5+2

wird auf Polstellen und Nullstellen analysiert.
Pole Schritt 1: Minoren finden
2(s+2) 3 1 1 2s — 1
s+1 "s+1's+1s+2" (s+1)2
Pole Schritt 2: Das kgV der Pole aller Minoren finden

p(s) = (s +1)*- (s +2)

= P(s) hat somit eine zweifache Polstelle bei s = —1 und
eine einfache Polstelle bei s = —2.
Nullstellen Schritt 1: Minoren hochster Ordnung finden®
2s -1
G+17

Nullstellen Schritt 2: Minoren héchster Ordnung norma-
lisieren, sodass alle Pole im Nenner stehen:

(2s—1) ' (s+2)

(s+1)2 (s+2)
Nullstellen Schritt 3: Ubertragungs-Nullstellen sind die

Nullstellen des ggT der Zéhler der normalisierten Minoren
héchster Ordnung

ggT: (2s —1)(s +2)

= P(s) hat somit eine einfache Nullstelle bei s = 3 und eine
einfache Nullstelle bei s = —2.

¢Quadratische Matrizen haben immer einen Minor héchster Ordnung.

1Die Textdefinition ist eher schwer verstandlich. Es empfiehlt sich das
Verfahren mittels Beispielen zu verstehen.
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1 Relative Gain Array (RGA)

Mit dem Relative Gain Array (RGA) kann man bestimmen,
ob ein MIMO-System gut mit separaten SISO-Reglern
regelbar ist. Dazu wird die Verstarkung |P;;(jw)| jeder
Ubertragungsfunktion von Eingang u; auf Ausgang y; bei
Frequenz w fiir zwei Extremfélle betrachtet. Das Verhéltnis
der beiden Werte ist der Relative Gain. Das RGA ist
schlussendlich eine Matrix mit den Verhé&ltnissen aller
Ubertragungsfunktionen bei einer gegebenen Frequenz w.

Die Extremfille fir die Ubertragungsfunktion P;; werden
illustrativ mit folgender Abbildung dargestellt:

Der Regler Cy sollte dabei als eine Art hypothetische Grosse

verstanden werden, mit der entweder us(t) = 0 oder y2(t) =0
gesetzt werden kann, mehr dazu im Folgenden.

Extremfall 1: “open-loop”

Das System wird “open-loop” betrachtet: Es wird angenom-
men dass der Regler Cyo = 0 ist, d.h. dass nur der Eingang u,
den Ausgang y; beeinflusst wahrend im allgemeinen Fall alle
anderen Eingénge null sind: u; = 0¥j\{1}. In diesem Fall ist
die Ubertragungsfunktion von u; auf y;:

y1(t) u1(t)
| Pu | P2
y2(t) us(t)
Py | P2 Ca2

Pu1—>y1 (S) = Pll(s)'

Extremfall 2: “perfect closed-loop” «

Es wird angenommen, dass im allgemeinen Fall alle Ausgéange
ausser der betrachtete Ausgang y; perfekt auf null geregelt
werden, d.h. y; = 0Vi\{1}. Im gegebenen Beispiel heisst das,
dass us(t) so gewahlt ist, dass yo(t) = 0V¢. Dies wird sche-
matisch mit einem Regler unendlicher Verstarkung Cas“="00
dargestellt. Dann ist die Ubertragungsfunktion von u; auf y;:

_ Pii(s) - Pas(s) — Pia(s) - Poi(s)
PQQ(S) '

Pulﬁyl (S)

Der Relative Gain ist das resultierende Verhéltnis zwi-
schen open-loop und closed-loop Verhalten:

_ Pll(s) . PQQ(S)
Pr1(s) - Paa(s) — Pra(s) - Pai(s)

[RGA(S)hl

Dieses Verhéltnis hat eine sehr schéne Interpretation: Es wie-
derspiegelt die Anderung der Verstérkung von Eingang u; auf
Ausgang 17 im Fall, dass alle anderen Regelkreise des MIMO
Systems perfekt geschlossen werden. Der Relative Gain beant-
wortet also die Frage: “Wenn ein Regler vom FEingang ui auf
den Ausgang y; basierend auf dem open-loop System Py aus-
gelegt wird, welche veranderten Verhdltnisse trifft dieser Reg-
ler an, wenn er schlussendlich im geregelten MIMO-System
verwendet wird?”

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 22. April 2021

SISO-fihiges P;;(s) < \ [RGA(s)];; ~ 1 \

Die Verstdrkung von Eingang u; auf Ausgang y; im closed-
loop geregelten MIMO-System ist identisch zur Verstidrkung
der Ubertragungsfunktion P;;(s). Basierend auf P;;(s) kann
also ein sinnvoller Regler entworfen werden, der den Ausgang
y; mit dem Eingang u; regelt.

Nicht SISO-fihiges Pij(s) < |[RGA(s)];; ~ 0|

Die Verstirkung der Ubertragungsfunktion P;;(s) ist ver-
nachlédssigbar im Vergleich zur resultierenden Verstarkung
von Eingang u; auf Ausgang y; im closed-loop geregelten MI-
MO System. Basierend auf P;;(s) kann also kein sinnvoller
Regler entworfen werden, der den Ausgang y; mit dem Ein-
gang u; regelt.

Instabiles Verhalten fiir P;;(s) < ‘ [RGA(s)]:; < O‘

Das Vorzeichen der Verstirkung der Ubertragungsfunktion
von u; auf y; im MIMO System unterscheidet sich vom Vor-
zeichen von Pj;(s). D.h. ein SISO-Regler, ausgelegt basierend
auf P;;(s), hat, wenn er im closed-loop geregelten MIMO-
System verwendet wird, eine entgegengesetzte Wirkung. Die-
ser Regler entspricht einem positiven Feedback, das MIMO
System kann mit diesem Regler also destabilisiert werden.

Das RGA ist die Matrix mit den Relative Gains aller
Ubertragungsfunktionen als Eintrdgen.
Das RGA einer 2 x 2 Regelstrecke P(s) ist:

P11P22 _P12P21
P11 P2 —P12P21 PaoPr1— P21 Pr2
A(s) = 1
RG (8) — P3Py P11 Poo ( )

PaoP11—P21 P12 P11P2a—Pi2Poy

Das RGA eines allgemeinen MIMO-Systems P(s) kann wie
folgt berechnet werden:

RGA(s) = P(s) . x P(s)™ ",

wobei . X eine elementweise Multiplikation beschreibt und
P(s)~T die Inverse der Transponierten ist.

Eigenschaften des RGA:

Aus Gl (1) ist ersichtlich, dass die Summe der Spalten und
der Zeilen des RGA immer 1 ergeben. Dies gilt auch fiir
RGAs hoherer Ordnung.

Dies fithrt, kombiniert mit der obigen Analyse zu den
individuellen Eintragen [RGA(s)];;, zu folgendem Fazit:

Falls das RGA bei einer gegebenen Frequenz w ungefihr eine
Einheitsmatrix ist:

1 0 O

[IRGA(jw)|~ |0 "-. 0],

0 0 1
dann ist das betrachtete MIMO-System bei dieser Frequenz
mit individuellen SISO-Reglern regelbar. Oder allgemein: falls
in jeder Zeile/Spalte ein Eintrag sehr nahe bei 1 ist und die
anderen nahe bei 0, sind diese Kombinationen von Ein- und
Ausgéngen gut mit einem SISO-Regler regelbar.



Beispiel: Das RGA des Systems

aii ai2
Ts+1 Ts+1
P(s) =
azi a2
Ts+1 Ts+1
lautet
11022 —Qa120a21

a11G22—Qa12021 a220a11—0a21012

RGA(s) =
—@120a21
a22011—0a21012

a11a22
a11022—012021

Es werden 3 verschiedene Falle betrachtet.
Fall 1: aljl] = agy = 1, a1p = ag1 = 0.1
Das RGA lautet:

1.01

RGA(s) = {_0.01 —0.01]

110
1.01 | T |0 1
= Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden, y; wird mit u; geregelt, yo mit us.

Fall 2: ail] = agy — 01, a1p = a1 = 1
Das RGA lautet:

—0.01

RCA(s) = { 00 1.01 ]

o1
—0.01| 7|1 0

= Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden. y; wird mit uy geregelt, yo mit u;.

Fall 3: a11 = a2 =a12 =1, agg = —1

Das RGA lautet:

RGA(s) = [0.5 0.5]

0.5 0.5

= Die einzelnen Ausgéinge lassen sich schlecht mit individu-
ellen Eingéngen regeln, da im MIMO-System starke Querein-
fliisse vom jeweils anderen Eingang zu erwarten sind.

2 Singuliarwerte
Im Folgenden werden Eigenschaften zur linearen Abbildung
y=M -u, ueC”, yeCP, MeCP*™

beschrieben. Insbesondere erfiillt der Ausgang y folgende
wichtige Eigenschaft:

O'min(M) S M S Umax(M)a
Jull
wobei ||.|| die euklidische Norm ist und

oi(M) = /NI - M) > 0,

die Singulirwerte der Matrix M sind. M oist die
Transponierte der Komplex-konjugierten von M. Die Sin-
guldrwertzerlegung (SVD) der Matrix M lautet:

M=U-©.V',

wobei X die Singularwerte o; auf der Hauptdiagonalen hat.

U und V' sind unitire (laingenerhaltende) Transformations-

matrizen:
—T

U.U =1, V.V =1

Beispiel: Alle Eingénge {u | ||u|| = 1} sollen mit

0.4009

~1.0133
M= {1.4015 }

—1.0480

abgebildet werden. Die Singuldrwertzerlegung lautet:

M [ 1/2 —\/3/2] . [2 0 ] . [1/\/5 —1/\/51

V32 1)2 0 05| |1/vV2 1/v2
———
U 2 Vs
Fiir die euklidische Norm beschreibt ||u|| = 1 einen Kreis mit

Radius 1. Der Kreis wird mit VT zuerst um 7 /4 rotiert, dann
werden die Hauptachsen des Kreises mit den Singuldrwerten
in ¥ skaliert, sodass eine Ellipse entsteht. Letztendlich wird
die Ellipse um 7/3 rotiert.

'27\ Lo '27\ L1 0
2-101 2 2-101 2
{VT' U
M T T T 1] o[ T T T 1]
1+ f > 1+ f
OO | pet
1k | 1k |
'27\ Lo '27\ Lo
2-101 2 2-101 2

Abb. 1: Lineare Transformation M als Folge der Transforma-
tionen V', ¥ und U.

Die Transformationen V' T und U beschreiben in diesem Bei-
spiel reine Rotationen. Spiegelungen sind auch moéglich und
erfiillen somit auch Unitaritét. Zusétzlich sollen die Eingénge
gefunden werden, die den Ausgang maximal und minimal an-
regen. Da die Zeilen der Matrix VT orthonormal sind, ent-
sprechen die Zeilen von VT den Eingéngen, die die Haupt-
achsen anregen. Das heisst

fir u= [1/\/51
/2

1/\/51

||Y|| = Omin

Y]] = omax fur uw=

-1/v2

Abb. 2: Minimale und maximale Anregungsrichtung.
T T T T T

2, -
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1 Frequenzantworten SISO - Recap

Ein lineares asymptotisch stabiles System P(s), welches mit
einem harmonischen Eingang

u(t) = cos(wt) - h(t)

bei der fixen Frequenz w angeregt wird (h(t) ist der Einheits-
sprung), produziert im eingeschwungenen Zustand ein har-
monisches Signal bei derselben Frequenz:

Yoo (1) = |P(jw)] - cos(wt + £P(juw))

Dabei ist die Systemantwort um ¢(w) = ZP(jw) phasen-
verschoben, und um m(w) = |P(jw)| skaliert. Um die Fre-
quenzantwort tibersichtlich darzustellen, kénnen /P (jw) und
|P(jw)| entweder gemeinsam in einem Nyquist-Diagramm
dargestellt werden, oder separat in einem Bode-Diagramm.

2 Frequenzantworten MIMO

Im MIMO-Fall ist der Eingang u(t) ein Vektor harmonischer
Funktionen:

p1 - cos(wt + 1) - h(t)

o - cos(wt + p2) - h(t)

u(t) = (1)

L, - €oS(wt + @) - h(t)

Die Frequenzanalyse beschrankt sich auf eine gemeinsame frei
wéahlbare Anregungsfrequenz w auf allen Kanélen. Die Anre-
gungsmagnituden p; und Anregungsphasen ¢; kénnen sepa-
rat gewéahlt werden. Die Laplace-Transformierte von Gl. (1)
lautet:

ep18/w S - ﬁ
6502'8/‘*’ U2 s S
s24w?
U(s) = (2)
e@nL'S/W o 7524‘;:”2

und kann mit den Definitionen ® = diag(y;) € R™*™ und

= [11, -, ptm]" € R™ umgeschrieben werden zu:
s
U(s) = e®s/w. . — 2 3
(s)=e R e (3)

Ahnlich wie im SISO-Fall ist die Systemantwort im einge-
schwungenen Zustand ein Vektor harmonischer Funktionen
bei derselben Frequenz w:

v - cos(wt + ) - h(t)

vy - cos(wt + g - h(t)

Yoo!t) = (4)

. cos(wt. + Um) - h(t)

Vm

Identisch zu Gl. (3) wird die Laplace-Transformierte von
Gl. (4) mit den Definitionen ¥ = diag(y;) € R™*™ und
v=1[vi,...,Um] €R™ zu

S

Yis)=eVs/w. . 7
(s)=e Va

(5)

Bei Fragen: hraffaclGethz ch, pduhr@cthz.ch, 29, April 2021
Die Frequenzantwort Y (jw) lautet
Y (juw) = P(jw) - Ujw).
Einsetzen von Gl. (5) und Gl. (3) liefert
v (6)

Bemerkung: Gl. (6) beinhaltet den Term 5 nur deshalb

nicht mehr, weil in der Konstruktion des Eingangs Gl. (1) die
Frequenz auf allen Kanélen identisch gewahlt wurde.

Gl. (6) hat die Form einer linearen Abbildung:

Vv =P(jw) - p

y =M - u (7)
ei¥.,  P(jw) ei®.p
Eine lineare Abbildung y = M - u erfiillt die Eigenschaft
| Iyl
Umm(M> S HUH S Umax(M)v (8)

wobel omin(M) und opmax(M) der kleinste und grosste
Singulédrwert der Matrix M sind.

Einsetzen von Gl. (7) in Gl. (8) liefert:

Cuin(P(jo)) < ”'H < O (P ()

(9)

wobei die Eigenschaft ||e/¥|| = ||e’®|| = 1 verwendet wurde.

Die Singulidrwerte in Gl. (9) geben fiir den eingeschwungenen
Zustand Schranken vor fiir den Betrag der Amplituden ||v||.
Sie sind ein Mass fiir die worst-case Amplitude die man bei
der Anregung mit einer gegebenen Frequenz w erwarten kann.

Beispiel: Das System

1 0.2
s240.3s5+1 s2+40.55+1
P(s) = 0.9 ) (10)
s2+s+1 s2+s+1

soll fiir {p | ||u|| = 1} bei w = 0.7rad/s so angeregt werden,
dass ||v|| = omax(P(j - 0.7)) gilt.

Omin/max 0.1 0.71 10 w
Omax
0 =
Omin
40 |

Abb. 1: Singularwerte von P(jw) als Funktion der Frequenz

Die Berechnung der maximalen Singuldrwerte bei w =
0.7 rad/s liefert opmax(P(j-0.7)) = 1.914. Das heisst, man kann
erwarten, dass die Ausginge y; und ys je Amplituden vy und
v, haben werden, die kleiner sind als 1.914.



Die Norm ||v|| jedoch wird bei der maximalen Anregung 1.914
sein. Um die Anregungsrichtung zu finden, bei der ||v|| maxi-
mal wird, verwendet man die Singuldrwertzerlegung der Ma-
trix P(j-0.7):

PG-07)=U -2V =

[—0.8724 + 0.3635

0.3089 — 0.1068; |
—0.2167 + 0.24475

—0.6691 + 0.66757

(1.914 01
| 0 1.056
[—0.9344

—0.9246 + 0.1351;

—0.3525 + 0.05155
| 0.3562

Die maximale Anregungsrichtung entspricht der ersten Spal-
te von V, wenn der maximale Singuldrwert in ¥ an erster
Stelle steht®. Zur Bemerkung: der maximale Singuldrwert in
3 stimmt mit dem aus Abb. 1 ausgelesenem Singuldrwert
iiberein. Die maximale Richtung lautet somit:

el 0 0.9344
[ 0 ej'2'9965] ' {0.3562}

o = —0.9344
max = | _0.3525 — 0.0515;

Der Eingang lautet damit:

u(t) = 0.9344 - cos(0.7 - t + )
~ 10.3562 - cos(0.7 - t — 2.9965)

Eine Simulation des Systems mit Eingang wu(t) liefert:

| 11| = 1.807

0 10 20 30 40 50

1
S W\/ |va| = 0.632

0 10 20 30 40 50

Abb. 2: Maximale kollektive Anregung der Eingénge y;(t)
und y2(t) bei der Frequenz w = 0.7 rad/s.

Bemerkungen zu diesem Beispiel:
J |V1| < Omax = Yl,co < Omax

C |V2| < Omax = Y2,00 < Omax

o |2+ |12]? = 1.914 = opax (nur weil die maximale

Richtung angeregt wird)

e y1(t) > Omax fir t & 5 s, da das System noch nicht
eingeschwungen ist

“Wo genau der maximale Singuldrwert in der Matrix X eingetragen
ist, hangt vom Algorithmus ab, der zur Berechnung der Singularwerte
verwendet wird. Normalerweise sind die Singuldrwerte in der Matrix
3. der Grosse nach sortiert, sodass links oben der grosste Singuldrwert
steht und rechts unten der kleinste: ¥ = diag(omax,- - -, Tmin)-

3 Singuliarwertverlaufe als Werkzeug in der
Regelungstechnik

Die Singuldrwertverldufe (wie in Abb. 1) kénnen fiir beliebige
Ubertragungsfunktionen, wie z.B. die Sensitivitdt S(s), die
komplementére Sensitivitdt T'(s) oder die ‘return difference’
Q(s) berechnet werden:

T(s)=(I+P(s)-C
S(s) = (I+ P(s)-C(s))"
Q(s) =1+ P(s)-C(s)

Mit der Definition der Systemnorm
1G9l = max (s (GG )
hat dann z.B. die Sensitivitdt eine schone Interpretation.

Die Systemnorm ||S(s)||oc ist die maximal zu erwartende
(worst-case) Verstarkung des Stérungssignals.

Tmin/max 0.1 1 10 w
Omax AN T S(s)HOC
0 I
Omin
40 +

Abb. 3: Singuldrwerte von S(jw) als Funktion der Frequenz
in blau. Systemnorm in rot.

Falls die Systemnorm ||S(s)||eo sehr klein ist, weiss man, dass
man eine gute Stérungsunterdriickung hat, da die Norm die
maximale Verstarkung beschreibt.

Eine &hnliche Uberlegung erlaubt es, mit der Minimum Re-
turn Difference (analog zum SISO-Fall) die Robustheit des
Regelkreises im ‘worst case’ zu analysieren:

Mmin = min (mln Ut(I + L(]w))> .

Singuldrwertverliufe vs. Bode-Verstirkungsverlidufe:
Die Singularwertverldufe sind also das MIMO-Analogon
der SISO-Bode-Verstiarkungsverldufe: basierend auf den
Singularwertverldufen lassen sich im MIMO Fall bei der
Reglerauslegung und Sytemanalyse #hnliche Uberlegungen
machen wie in der SISO Reglerauslegung mit den Bode-
Verstarkungsverlaufen.

Der grosse Unterschied zwischen Singuldrwertverldufen im
MIMO-Fall und Bode-Verstiarkungsverldufen im SISO-Fall
ist, dass die Bode-Verlaufe die effektive Verstdrkung eines
harmonischen Eingangssignales darstellen, wahrend die Sin-
guldrwertverldufe nur eine worst-case Abschétzung sind.
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1 Infinite Horizon LQR Formulierung

Im Vergleich zu SISO-Reglern ist das Auslegen von MIMO-
Reglern komplexer. Ein Ansatz, der einen intuitiven trade-off
zwischen Regelfehler und Regleraufwand erlaubt, ist die
linear quadratic regulator (LQR) Formulierung. Die Kompo-
nenten linear, quadratic und regulator werden nun separat
betrachtet.

Linear: Das System, welches geregelt wird, ist linear:

%x(t) =A-z(t)+ B-u(t), =) eR" ult) e R™

Quadratic: Definition einer quadratischen Kostenfunktion:

T = [ (o) Q-alule) +ult) Reu)) d (1)
Der optimale Eingang u*(¢) minimiert die Kostenfunktion J:
uw*(t) = arg min J(u(t))

Die Zustdnde z(t) und Eingénge u(t) werden im Optimie-
rungsproblem mit ) und R gewichtet, wobei

Q=Q"€eR™™ Q=0, und R=RT € R™™, R>~0
Das Symbol = heisst positiv semidefinit und > positiv definit.
Die Definitheit der Matrizen @ und R ist notwendig, damit
das Argument des Integrals in Gl. (1) quadratisch konvex ist.
Somit ist das Minimum von J(u) einzigartig, falls es existiert.

Regulator: Der Regler 16st das regulator Problem:

() =0
Das heisst, der Regler bringt den Zustandsvektor in unendli-
cher Zeit in seinen Ursprung.

Die Matrizen @ und R sind einstellbare Grossen, welche ver-
wendet werden, um das Optimierungsproblem so zu definie-
ren, dass die resultierende Losung zufriedenstellend ist. Mehr
dazu spéter.

Beispielhaft werden zwei Fille betrachtet:

Q7T=R|[' Je grosser Q relativ zu R, desto teurer ist es,

wenn z(t) nicht im Ursprung ist. Das heisst, das System wird
schnell an den Ursprung geregelt, um die Kosten tiefstmdglich
zu halten. Dabei wird u(t) jedoch betragsmaéssig gross sein.

Q] = R 1| Je grosser R relativ zu @, desto teurer ist es, viel

Energie mit den Ausgangsgrossen auszugeben. Das heisst, das
System wird langsam (mit betragsméssig kleinem Regelsignal
u(t)) in den Ursprung geregelt.

1Eine Erhéhung der Eigenwerte von Q hat den gleichen Effekt wie eine
Reduzierung derer von R. Nur die relative Grosse ist von Relevanz.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 6. Mai 2021

2 Losung der LQR-Formulierung

Die Losung der LQR-Formulierung ist eine lineare Zu-

standsriickfithrung und lautet
u*(t) = —K - 2(t), wobei K =R™'-B" . ® (2)

Dabei ist ® die einzige positiv definite Losung der algebrai-
schen Riccati Gleichung:

®-B-R'.BT.d-d.A-AT . d-Q=0
Wahlt man
Q=C"-C, CeRP*™, wobeip=rank(Q)

(3)

dann existiert die positiv definite Matrix ® garantiert, falls
{A, B} vollstindig steuerbar und {A,C} vollstindig beob-
achbar sind. Diese Bedingungen sind hinreichend, aber nicht
notwendig.

z(0)

|
o)

Abb. 1: Standard LQR: lineare Zustandsriickfiihrung

Bemerkungen:

« Die Matrix C hat generell nichts mit der Systemaus-
gangsmatrix C zu tun. Falls jedoch ein Systemausgang
y = C - x definiert wird, und C' = C' gewéahlt wird, wird
die euklidische Norm des Systemausganges ||y(t)||2 in der
Kostenfunktion beriicksichtigt, da:

+T-Qa=2T - ETGr=aT-CT-Cor=y -y = Ilyll

e Die Matrix K ist statisch, sie muss fir gegebene
{4, B,Q, R} nur einmal berechnet werden.

o Der Begriff infinite horizon bezieht sich auf die Integra-
tionsschranken in Gl. (1): von null bis unendlich.

o Die Dynamik des nach Gl. (2) geregelten Systems lautet
&2 =(A- BK)- . Die Matrix A — BK ist garantiert
Hurwitz (Realteil aller Eigenwerte kleiner null), d.h. der
geschlossene Regelkreis ist asymptotisch stabil.

+ Der open loop gain lautet Lyqr(s) = K - (sI — A)~' - B.
Dies entspricht einer Offnung des Kreises am Systemein-
gang.

o Normalerweise steht nicht der ganze Zustand z(t) als
Messung zur Verfiigung. Im spéateren LQG Kapitel wird
der LQR Ansatz basierend auf einer Schitzung von x(t)
eingefiihrt.

e Der Regler (Gl (2)) fiihrt die Zustdnde linear zuriick,
man spricht von einer linearen Zustandsriickfithrung oder
einem “linear state feedback controller”.



Beispiel 1: Ein Klotz mit Masse m = 1 sei in z;— und
in zo—Richtung mit einem Dampfer und mit einer Feder
verbunden. (Der Einfachheit halber lassen wir im Folgenden
die Einheiten weg und betrachten normierte Grossen.) Die
Federn seien bei z; = 1 und z5 = 1 im Gleichgewicht. Die
Federkonstante sei k = 0.5 und die Dampferkonstante sei
c=0.05.

. Mit  der
7 Zustande

Definition  der

r1=21—21

2/ X9 = Z9 — 2o
22 T3 = 21

%

% T4 = 22,

7 folgen die Zustandsgleichun-

72 gen des Systems:

0 0 1 0 T1 0 0
= 0 0 0 1 . T + 0 0 . Uy
T =05 0 —0.05 0 T3 1 0 Ug
0 —0.5 0 —0.05 T4 0 1
——
A B

Um das System mit der LQR-~Formulierung an den Ursprung
zu regeln, miissen die Matrizen Q und R noch eingestellt
werden. Eine erste, willkiirliche Wahl ist @Q = I4x4 und
R = Ir45. Die Matrizen A, B, @, und R werden nun in
Gl. (3) eingesetzt, und das Gleichungssystem wird nach @
aufgelost. Anschliessend wird K mit Gl. (2) berechnet. Eine
Simulation des Systems, startend in zo = [1, 1, 0, 5], liefert:

\ \ e

z2
z2

Abb. 2: Systemantwort fiir Q = I4x4 und R = I5xs.

Das System soll nun in xo—Richtung etwas schneller an den
Ursprung geregelt werden. Dafiir kann man z.B. den Eintrag
Q(2,2) auf 3 erhohen, sodass:

Qneu =

S O O
S O wo
(=) [ (=) (=)
o O O

Dadurch, dass @Q(2,2) erhoht wird, macht man Werte un-
gleich null des zweiten Zustands xo teurer. Das Minimum der
Kostenfunktion wird demnach in eine Richtung verschoben,
die zo kleiner hélt. K., wird berechnet und das System
wird simuliert, startend in xq:

Abb. 3: Systemantwort fiir Qpey und R = Ioyxo.

Im neuen z; — x5 Graph sieht man, dass zo merklich weniger
ausschligt, wie erwartet. Um x5 tief zu halten, wird uy (siehe
uy — ug Graph) jedoch grosser.

Bemerkungen:

e Die Richtungen 27 und x5 sind in diesem Beispiel ent-
koppelt. Somit waren zwei SISO-Regler auch gentigend.

e Der Workflow lautet: System modellieren — A und B
extrahieren — @ und R wéhlen — ® mit Gl (3) be-
rechnen — K mit Gl. (2) berechnen — zy wihlen und
simulieren.

3 Eigenschaften von Infinite Horizon Reglern

Stabilitit:

Die Matrix A — B - K des geschlossenen Regelkreises ist ga-
rantiert Hurwitz. Der resultierende geschlossene Regelkreis ist
also auch garantiert stabil.

Storungsunterdriickung:

Der Standard LQR Regelkreis kann konstante Stérungen
nicht unterdriicken. Eine integrative Erweiterung, wie weiter
unten gezeigt, ermoglicht dies jedoch.

Robustheit:

Fiir die Wahl R = r - I hat die die minimum return difference
fmin,LQR folgende Eigenschaft:

Hmin LQR = Min (miin oi(I + LLQR(jW))> >1  (4)

Im SISO-Fall hat diese Eigenschaft eine schone Interpretati-
on: Gl. (4) garantiert, dass der Nyquist-Plot nie in den um —1
zentrierten Kreis mit Radius 1 eintritt. Wie in Abb. 4 geome-
trisch ersichtlich, garantiert dies wiederum, dass der Regel-
kreis auch bei einer Verstdrkung k im Bereich & € [0.5,00)
noch garantiert stabil ist. Zudem hat der Kreis eine Phasen-
reserve (phase margin) von ¢ > 60°, was einer sehr guten
Robustheit entspricht.

Modifiziert man die Riccati-Gleichung mit 5 > 1 wie folgt

L
B

so resultiert die Losung ®3. Damit wird der Regelkreis noch
robuster, da dann gilt:

d3-B-R°'BT 05 -3 A-AT 5 -Q=0

Jmin,g = min (min oi(BI + LLQRU“))) > f.



Das heisst, dass der Nyquist-Plot nie in dem um — 3 zentrier-
ten Kreis mit Radius 8 eintritt.

Ligr(jw) Imaginary Axis

’ Ay \\
1 \ Y Real Axis
h \

,
’
/
'
'
\ i
\ '
\ @ .
/
’

Abb. 4: Nyquist Plot eines offenen LQR Regelkreises Ly,qr(s).

4 Folgeregelung - Infinite Horizon LQR

Die LQR-Formulierung 16st nur das Regulator Problem
und erscheint zunéchst etwas einschridnkend. Man kann
jedoch die Linearitdt des Systems ausniitzen, um einen
gewiinschten konstanten Zustand z., oder eine gewiinschte
konstante Referenz r., fiir einen gegebenen Systemausgang
y(t) anzusteuern.

Zustandsreferenz

Ein lineares System beschreibt die Dynamik von Differenzen.
Wir kénnen den Ursprung des Systems demnach in einen
neuen Punkt {us,Zoo} verschieben, mit den Definitionen
Ax =2 — T, und Au = 4 — Us. Die Dynamik des Systems
in den neuen Variablen lautet:

A=A -Az+ B-Au

Die Regelung auf den konstanten Zustand z., erfolgt durch
Subtraktion von x, sowie Addition von us, an der geeigneten
Stelle im Regelkreis, wie gezeigt in Abb. 5, oder analog und
identisch durch Addition eines einzigen konstanten Wertes am
Reglerausgang, wie in Abb. 6.

Abb. 6: Addition eines konstanten Wertes am Systemeingang.

Bemerkungen
e Der Wert u, ist statisch fiir eine statische Referenz ..

¢ Die Folgeregelung mit feedforward kann keine Stérungen
unterdriicken.

Ausgangsreferenz

Wenn das System ein Ausgangssignal y(t) = C - z(t) be-
sitzt, kann dieser Ausgang mit einer Vorsteuerung auf eine
gewiinschte konstante Referenz r(t) = - h(t) geregelt

T

werden. Das dafiir notige konstante Vorsteuersignal (wie
gesehen bei der Zustandsreferenz) kann wie folgt berechnet
werden:

up(t) = — (C(A - BK)*1B> - (5)

r

Die ~ Matrix I'  existiert  garantiert, falls  die
Ubertragungsfunktion des linearen System {A,B,C,D}
keine Nullstellen im Ursprung hat.

r(t) ur(t)  u(t)
F )

L -

Abb. 7: Addition eines einzigen konstanten Wertes am Reg-
lerausgang durch eine Vorsteuerung.

Beispiel 2: Das System aus dem vorherigen Beispiel soll
nun zur Position z1 . = 2 und 23 . = 2 geregelt werden.
Falls das System im Punkt {%1c,%200} im Gleichge-
wicht ist, werden die Geschwindigkeiten null sein, d.h.
300 = T4,00 = 0. Der gewiinschte Zustand lautet somit
Too = [2,2,0,0]T.

Zuerst wird das statische feedforward Signal berechnet.
Intuitiv werden die Federn im Zustand x = =, komprimiert
sein. Im Gleichgewicht wird {u~} demnach genau die Kraft
der komprimierten Federn ausgleichen. Das System soll nun
bei £ = T, mit u = Uy im Gleichgewicht sein:

A To +B-uy = 0
Einsetzen liefert:

o 0 1 0 772 [0 o 0
0 0 o0 1| 2] o of Juree] |0
05 0 -005 0 ||o[T|1 0 '[uzm] = o
0 -05 0 —005] [0o] |0 1 0

Auflésen nach ue, ergibt ui o = 20 = 1. Intuitiv: Die
komprimierten Federn driicken im Gleichgewicht genau mit
einer Kraft von F(y =k -r)=05-2=1=u() -

Das System wird simuliert, startend im Punkt
To = [1, 1,0,5]T, mit Q = I4><4, R = I2><2, LToo = [2,2,0,0]T,
und u = U — K - (. — Zo):

4

2]

Z2)
2
!
= O = N W R wm

|
0.8 1.5 2 0 0.2 0.5
z1 @1

Abb. 8: Systemantwort fiir das Referenzproblem.
Wie erwartet regelt das System auf den Punkt [2,2,0,0] .

5 Storungsunterdriickung - LQRI

Das Standard LQR-Problem eignet sich fiir theoretische Sy-
steme ohne Modellfehler und ohne Stoérungen. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, wie man konstante Stérungen (z.B.
w(t) = W - h(t) am Eingang) und Modellfehler unterdriicken
kann. Dafiir wird integratives Verhalten eingefiihrt.



Um die Struktur aus Abb. 1 mit einem integrativen Vehalten
zu erweitern, werden die Ausgangsgrosse y(t) = C' - x(t) sowie
die Referenz r(t) eingefiihrt, wie illustriert in Abb. 9. Man
wiinscht y(t) = 7(t) = 7T - h(t). Um konstante Storungen
zu unterdriicken, kann das Integral des Regelfehlers als neuer
Zustand definiert werden:

t t
v(t) = / e(r) dr :/ (r(r) —y(r)) dr.
0 0
Der erweiterte Zustandsvektor des Systems lautet somit:

() = mg] € R+

Die Ableitung des Zustandes lautet (siehe Abb. 9):

d_ . [A-z(t)+ B-(u(t)+w(t))
M= { r(t) — y(t) }

- {_AO 8} . Bgﬂ + ﬁﬂ (ut) + w(t) + m ().
" —~

A B

Die Standard LQR-Formulierung kann nun mit den er-
weiterten Systemmatrizen A und B gelost werden. Der
erweiterte Zustand Z(t) wird zu null geregelt und damit gilt
Lo(t) =e(t)=0.

_______________________________________________________________________

w(t)

-------------

Abb. 9: Integrale Erweiterung am Systemausgang.

Die Dimension der () Matrix muss angepasst werden:

Q‘[O QJ’ R
0 0 Ym

Mit @7 kann man einstellen, wie stark die Integratoren wirken
sollen. Die Losung des LQRI-Problems lautet:

{A.B,Q.R} — K=K, K;]eR™ "),
u(t) = —K - 5(t) = ux +uk, = —K - a(t) — K - v(t).

Bemerkung: Der Zustand v(t) ist nicht Teil des realen Sy-
stems und muss deshalb wie in Abb. 10 dargestellt im finalen
Regelsystem implementiert werden.

Abb. 10: Implementierung der integralen Erweiterung.

Beispiel 3: Das Masse-Feder-Dampfer System soll mit ei-
nem Standard LQR-Regler in den Ursprung geregelt wer-
den. Dabei wirke nun eine statische Stérung w(t) = we -
h(t) = [0.5,0.5]T. Mit @ = Ijx4, R = I5yo, startend in
ro=1[1,1,0,5]:

& & g
1 - o |- |
0.46 —
| | |
0.46 1 0
@1 1
Abb. 11: Systemantwort fir @ = Iyxy4,

Weo = [0.5,0.5]7

Das System kommt bei einem Zustand x., # 0 zum Still-
stand. Dies liegt daran, dass die erwartete Systemgleichung
im Gleichgewicht lautet:

0=A %o+ B-usx (erwartet)
Jedoch ist die wahre Gleichgewichtsgleichung
0=A %o+ B (o + We) (wahr)
Der Gleichgewichtspunkt lautet somit:
Too=—(A—B-K)™'- B wy =[0.46,0.46,0,0] "
Uoo = —K - oo = [-0.27,-0.27,0,0] "

Da die unbekannte Stérung das Erreichen des Ziels zo = 0
verhindert, wird die LQRI-Formulierung verwendet. Mit

1000 ~ [A 0 5 _[B
0{0100]’A{—C 0}’3{0]’

Qv = Isx6, R = Izx2, weo = [0.5,0.5]T, startend im Zustand
To = [1,1,0,5,0,0]":

-0.5
1
al ~N al
8 B 3
0 0
| | | |
0 1 0 0.5
zq o ul
0
-0.5 —wey = —0.5
U1K
U2, K
| | |

Abb. 12: Systemantwort fir Q = Isxg, und

Woo = [0.5,0.5]T .

R= I

Das System regelt an den gewiinschten Ursprung, obwohl eine
konstante Storung w(t) vorhanden ist. Das Ziel wird erreicht,
da der integrative Teil des Eingangs genau die Stérung kom-
pensiert.



6 Folgeregelung mit Storungsunterdriickung

Wir kénnen nun den LQRI Ansatz mit der Vorsteuerung
u,(t) = T'r(t) kombinieren, um ein besseres dynamisches Ver-
halten bei Referenzénderungen zu erreichen (siche Abb. 13).

| 7(0)

(t)

L -

0 u(t) ‘ e(t)
C
/]

Abb. 13: Addition eines einzigen konstanten Wertes am Reg-
lerausgang durch eine Vorsteuerung.

Beispiel 4: Das Masse-Feder-Dampfer System soll mit einem
LQRI mit Vorsteuerung an die Position r(t) = [2, 2] geregelt
werden. Mit Q = Isxg, R = Iox2, w(t) = [0.25,0.25] T,

1000 ~ [A 0 5 _[B
0{0100},/1{_0 0}’3{0]’

startend in 7o = [1,1,0,1,0,0]

2.5 —

1 \ \ o \ \
1 2 0 0 1 2 3
z i1 ul

Abb. 14: Systemantwort fir Q = Igxg, R = Iaxa, r(t) =
[2,2]T, w(t) = [0.25,0.25]T.

Bemerkungen:

e (@ konnte besser eingestellt werden, sodass das System
nicht so stark iiberschiesst.

o Betrachte Abb. 13. Die Vorsteuerungsgrosse u,(t) =
T - r(t) ist nicht zwingend notwendig um das System auf
die Referenz r(t) zu regeln. Falls sie weggelassen wird,
kann das Signal r(t) als eine auf y(¢t) wirkende Stérung
interpretiert werden. Dadurch wiirde der Integrator die
Signale w(t) und r(t) kompensieren. Ohne das Vorsteue-
rungssignal kann das System allerdings unnotige Transi-
enten aufzeigen, da sich der Integrator fiir die Referenz
r(t) zuerst fiillen miisste.

7 Finite Horizon LQR

Das Integral der Standardformulierung geht von null bis un-
endlich. Die Losung des Standardproblems ist um einiges ein-
facher als wenn das Problem nur iiber ein Zeitintervall ¢, bis
tp integriert wird. In diesem Fall lautet die Kostenfunktion:

ty

Jw) =T () Peat) + [ (+7-QU) -+ uT R u)d
ta

Mit der Kostenmatrix P € R**" P = PT 3= 0 (positiv semi-

definit) wird eine Abweichung des finalen Zustands z(¢,) vom
Urpsrung bestraft.

Das System kann in diesem Fall zeitvariant sein:

Lo(t) = A(t) - a(t) + B(t) - ult), z(t) € R, u(t) € R, a(t,) =z, (6)
Die Losung der finite horizon Formulierung lautet:

u(t) = —K(t) - z(t), wobei K(t) = R™'(t)- BT (t)- ®(t).

Die Matrix ®(t) ist die Losung der Riccati Matrix-
Differentialgleichung;:

GOt =0(t)- B(t)- RM(t)- BT (1) ®(t) — () - A(t) — AT (1) - @(t) - Q(1)
wobei ®(t) durch Riickwértsintegration von ®(t) = P gefun-
den werden kann.

Bemerkungen:

o Die Matrix K(t) ist zeitabhdngig. Sie muss ent-
sprechend der  Zeitabhéngigkeit der  Matrizen
{A(t), B(t),Q(t), R(t)} berechnet werden.

o Die Matrix P ist eine neue Tuninggrdsse.

o Die Matrix K (¢) ist nur fiir das Zeitintervall ¢ € [t,, tp]
giiltig. Fiir Zeiten ¢ > ¢, muss K (¢) neu evaluiert werden.

¢ Asymptotische Stabilitiat kann nicht garantiert werden,
da fiir ¢ > t; nicht optimiert wird.

e Es wird nicht erwartet, dass Sie die Gleichungen von
Hand 16sen kénnen.
8 Finite Horizon Folgeregelung

Zusitzlich zur zeitvarianten Dynamik aus Gl. (6) wird nun
der zeitvariante Ausgang eingefiihrt:

y(t) = C(t) - x(t)

Die Kosten, die iiber ein Zeitintervall [t,, t] integriert werden,
lauten:

J(u) = (r(te) —y(ts)) " - P~ (r(ts) —y(ts))

[ (00 = wO) Q0 00 = y(0) + )" R )t

a

Die Losung der finite horizon Folgeregelung lautet:
u(t) = —K(t) - x(t) + ur(t)

Die Gleichungen zur Bestimmung von K(t) und v(t) sind
kompliziert und werden im Theory Sheet ausgelassen. Die re-
levanten Punkte sind in den Bemerkungen zusammengefasst.

Bemerkungen:

o Die Referenztrajektorie r(t) ist eine Wahl, die vor dem
Lésen des Optimierungsproblems festgelegt wird.

o Die Matrix K(t) ist zeitabhingig. Sie muss ent-
sprechend der  Zeitabhéngigkeit der  Matrizen
{A(t), B(t), Q(t), R(t)} berechnet werden.

e Die Matrix K (t) ist nur fir das Zeitintervall ¢ € [t,,tp]
giiltig. Fiir Zeiten ¢ > ¢, muss K (¢) neu evaluiert werden.

o u,(t) ist ein zeitabhdngiges Vorsteuerungssignal, welches
nur im Zeitintervall ¢ € [t,,tp] fiir eine spezifische Refe-
renz r(t) giltig ist.
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1 Zustandsbeobachter

Die linearen Zustandsregler, die im letzen Kapitel behandelt
wurden, sind praktisch nicht umsetzbar, da uns nur der Sy-
stemeingang u(t) und der Systemausgang y(t) zur Verfiigung
stehen!. Es ist jedoch moglich, die Signale u(t) und y(t) mit
einem Beobachter zu kombinieren, um eine Schditzung &(t)
des Zustandes zu erhalten. Das System kann danach mit den
geschitzten Werten des Zustandes geregelt werden.

u(t) y(t) observer a(t)
P
[ x|
L5

Abb. 1: Beobachter zur Regelung mit Ausgangsriickfiihung.

2 Luenberger-Beobachter

Das Ziel ist es, eine Beobachterdynamik %fc(t) so zu konstru-
ieren, dass der Beobachtungsfehler x.(t) asymptotisch gegen
null konvergiert:

(1)

Te(t) = x(t) — 2(t), lim z.(t) =0

t—o0
Genau dann wiirde die Schitzung #(t) im Grenzfall dem wah-
ren Zustand z(t) entsprechen. Die folgende Beobachterdyna-
mik erfiillt diese Anforderung unter gewissen Bedingungen:

%@(t) =A- &)+ B-ult)+L-(y—it)
§=C-a(t)

Dabei ist die Beobachterverstéarkung L der Freiheitsgrad. Die-
se Struktur eines Beobachters wird Luenberger-Beobachter
genannt. Ein Blockdiagramm der Struktur ist in Abb. 2 er-
sichtlich.

Abb. 2: Blockdiagramm des Luenberger-Beobachters.

1Es kann durchaus sein, dass alle Zustinde direkt messbar sind, dann
ist y(t) = z(¢).

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 12. Mai 2021

Unter der Annahme, dass die Systemmatrizen perfekt be-
stimmt wurden (/Al =A B=B,C= (') und weder Stérungen
noch Rauschen vorliegen (n,(t) = n,(t) = 0), kann die Dy-
namik des Fehlers hergeleitet werden:

d d d .

axe(t) = &l‘(t) - &l‘(t)

=A-xz(t)+B-u(t)—(A-2(t)+ B -ut)+ L- (y(t)—9(¢))
=A-(2(t) - 2@) - L-C- (2(t) — (1))
—(A=L-C)-a(t)

Ein initialer Fehler z,(0) = x(0) — £(0) # 0 in der Zu-
standsschétzung konvergiert also gegen null, falls die Matrix
A — L -C Hurwitz? ist. Die Beobachterverstirkung L kann
verwendet werden um dies zu erreichen.

Beobachterentwurf mit dem LQR-Schema

Das Problem, eine stabilisierende Beobachterverstarkung
L zu finden, kann so formuliert werden, dass die LQR-
Formulierung verwendet werden kann, um eine Loésung zu

finden.

Recap: Die LQR-Formulierung nutzt den Freiheitsgrad K,
um zu erreichen, dass die Matrix A — B - K Hurwitz ist.

— LQR findet K sodass Re(N(A—B-K)) <0

Wir wollen nun dasselbe mit der Matrix A — L - C erreichen,
wobei der Freiheitsgrad L eingestellt wird. L steht dabei je-
doch “vor” dem C, und K “nach” dem B. Wir miissen zuerst
folgenden Fakt der linearen Algebra verwenden:

MN(X)=M(XT), X eRrRMn

Somit folgt:
MA-L-C)=XN(A-L-C)")y=X(AT -=CT-L")

Das heisst, wir kénnen zur Berechnung der Beobachter-
verstirkung L auch die LQR-Formulierung verwenden. In-
dem wir die Eigenwerte der Matrix AT — CT - LT mit der
LQR-Formulierung platzieren, wissen wir sofort, dass A—L-C'
auch Hurwitz ist. Somit ist garantiert, dass der Fehler z,(t)
asymptotisch gegen null konvergiert, so wie gewiinscht.

Zur Erinnerung:

Die Losung der LQR-Formulierung lautet

K=R"1'-B".®, wobei fiir ® gilt:

2
®-B-R'"BT . d—d.-A-—AT . d—-Q=0. @)

2Eine Matrix ist Hurwitz, falls der Realteil aller ihrer Eigenwerte kleiner
null ist.



Mit den Anderungen

A— AT

B—CT
Q=C"-C—B-BT

R=r-1—q-1

K—L"

P — U,

folgt die Losung der Polplatzierung mit Freiheitsgrad L' :

LT:1~C-\II
q

v.CT.

(3)
C-U—-T.-AT—A-T—-B-B'" =0.

Q| =

Falls die Matrizen { A, C'} vollstéindig beobachtbar und {4, B}
vollstédndig steuerbar sind, existiert eine eindeutige positiv de-
finite Losung V.

Bemerkungen:

o Die Matrix L ist statisch. Sie muss fiir gegebene
{AT,CT B-BT,q-I} nur einmal berechnet werden.

Die Matrizen B und der Faktor ¢ werden iterativ einge-
stellt, bis zufriedenstellende Performance erreicht wird.

Falls Rauschen n, am Ausgangssignal vorhanden ist, lau-
tet die Fehlerdynamik:

d
axe(t) =(A—L-C)-zc(t)— L-ny(t)

Das heisst L kann nicht beliebig gross gewéhlt werden,
da dies hochfrequentes Rauschen verstéirken wiirde (siehe
Abb. 3).

kI
{M( i r#\ il ||‘| i i F

=}

Abb. 3: Transiente der Fehlerdynamik fiir ein System dritter
Ordnung. Links: “langsame” Fehlerdynamik, Rechts: “schnel-
le” Fehlerdynamik. Oben: kein Rauschen. Unten: Rauschen.

2

3 Kalman-Filter

Falls die Stérungen n,,(t) und n,(t) Gaussian zero mean whi-
te noise Signale sind, und die Varianz der Gaussverteilung
bekannt ist, dann kann ein “optimales” L gefunden werden,
welches die Varianz des Beobachtungsfehlers z.(¢) minimiert.
Die Kovarianzmatrix eines zero mean white noise Signals ist:

E{n(t) -n'(t—1)} = R-4(7), (4)

wobei E der Erwartungswert ist, § ein Diracimpuls, und
R=R" =0 eine konstante positiv semi-definite Matrix.
Gl. (4) besagt, dass das Signal n(t) perfektes Rauschen ist (es
korreliert nur fiir 7 = 0 mit sich selber, sonst nicht (7 # 0)).

Um den Kalman-Filter zu verwenden, miissen die Kovarianz-
matrizen der Stérungssignale bekannt sein:

E{n,(t) -n, (t =7)} = Ry - 8(7), Ry =0

E{n,(t) - n, (t—7)} =R, -8(r), Ry = 0
Die Matrizen R, und R, kénnen durch statistische Analyse
gefunden werden. Wie dies genau geschieht sprengt den Rah-

men von Regelungstechnik II. Deswegen wird im Folgenden
die Losung présentiert, ohne Beweis.

Beim Tunen des Luenberger-Beobachter kénnen wir B-BT
und ¢ einstellen. Es stellt sich heraus, dass die Anderung

B-B" - B-R,-B'

qg-I— R,
die Losung des Kalman-Filters liefert. Das heisst, man muss
beim Kalman-Filter nichts mehr tunen. Die Kovarianzen R,
und R, liefern direkt die optimalen Tuning-Parameter, die

varianzminimierend wirken. Die Losung kann wiederum tiber
die Riccati-Gleichung gefunden werden:

Li=R"-C-P
p.cT-R;'C-P-P-AT—A-P-B-R,-B" =0,
(5)

wobei die positiv definite Losung P = PT € R™*" garantiert
existiert, wenn {A, C'} vollstindig beobachtbar ist.

Bemerkungen:

e Die Matrix Ly ist statisch. Sie muss fiir gegebene
{AT,C",B-R,-B",R,} nur einmal berechnet werden.

¢ Der Kalman-Filter hat keine Tuning-Parameter mehr; R,,
und R, werden durch statistische Analyse bestimmt.

Zusammenfassung:

Gl (2), Gl. (3) und Gl. (5) sind identisch in der Form und
kénnen alle mit dem LQR-Formalismus gelést werden. Fol-
gende Tabelle fasst die Ahnlichkeit zusammen:

LQR Luenberger Kalman
A AT AT
B ct cr
Q=C".C B-BT B-R,-BT
R q-1 R,
K LT L}
d U P

Tabelle 1: “Konvertierungstabelle” zwischen LQR-Regler,
Luenberger-Filter und Kalman-Filter.
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Recap: Bis jetzt wurde das LQR-Entwurfsverfahren ana-
lysiert, das den Zustand xz(t) zur Regelung verwendet.
Dies ist jedoch nicht praktisch, da in Realitdt nur die
Signale u(t) und y(t) verfiighar sind. Deswegen wurde der
Luenberger-Beobachter eingefiithrt, der basierend auf den
Signalen u(t) und y(t) und den Systemmatrizen {A, B,C}
eine Schitzung #(t) des realen Zustandes x(t) liefert'. Nun
zeigen wir, dass eine Kombination von LQR-Regler und
Luenberger-Beobachter sinnvoll ist, insbesondere weil der
resultierende geschlossene Regelkreis garantiert stabil ist2.

1 LQG-Regler

Eine Kombination aus LQR und Luenberger-Beobachter
wird LQG-Regler genannt (Linear Quadratic Gaussian).
Der zuriickgefiithrte Zustandsvektor x(t) wird dabei mit der
Schétzung &(t) ersetzt:

u(t) = —K - &(t) (1)

Das Blockdiagramm eines LQG-Reglers sieht wie folgt aus:

i Observer

fe
I LQG Controller

Abb. 1: Struktur eines LQG-Reglers.

Stabilititseigenschaften des LQG-Reglers
Das dynamische Verhalten von System und Beobachter in

Abb. 1 kann wie folgt beschrieben werden:
d

Sa(t) = A-o(t) + B ult) )
Ca(t) = A-a(0)+ Bul)) + L ()~ 51 (3)

§(t) = C - (1)
Unter der Annahme dass die Systemmatrizen {A, B,C} be-
kannt sind und im Beobachter zur Verfiigung stehen, ersetzen

IWir gehen fiir alle Herleitungen davon aus, dass die Systemmatrizen
exakt bekannt sind.

2Die Stabilititsgarantie gilt nur, falls die lineare Systembeschreibung ex-
akt dem realen System entspricht, was im Normalfall nicht gegeben ist.
In der Praxis ist der préisentierte LQG-Regler trotzdem sehr méchtig,
da er mit geniigend Robustheit auch fiir reale Systeme stabilisierend
wirken kann.

Bei Fragen: hraffael@ethz.ch, pduhr@ethz.ch, 19. Mai 2021
wir u(t) in Gln. (2) und (3) mit Gl. (1):

d .,
cciitx(t) =A-z(t)— B-K-%(t) @
aﬂc(t):(A—B~K—L-C)-ﬁ:(t)+L~C-x(t)

Nun zeigen wir, dass der geschlossene Regelkreis resultierend
aus Gl. (4) asymptotisch stabil ist. Dazu definieren wir den

folgenden Zustandsvektor Z(¢) und die Systemmatrix Ag:

= [20] 4 kLol
m(t):[ae(t)]’ dtx(t):[L.O A-B.-K-L.c| %W

Aa

Die Stabilitét des geschlossenen Regelkreises wird definiert
durch die Eigenwerte der Matrix A.. Diese sind in der ge-
zeigten Form nicht einfach zu berechnen. Nach der folgenden
Koordinatentransformation des Zustandsraumes wird die Be-
rechnung hingegen sehr einfach?:

7= |20 = Lo o) =

Stabilititseigenschaften - Separation Principle

Onxn:| .iszl'g

_Inxn

In den neuen Koordinaten z ergibt sich die Dynamik des ge-
schlossenen Regelkreises in Gl. (4) wie folgt:

d_

az(t): {A—B'K

OT'LXTL

B-K

A_L.C] Et) =T 1 Ag-T-%(t)

gleiche Eigenwerte wie Xcl

Die Eigenwerte sind durch die gegebene Block-Struktur der
Matrix nun direkt ablesbar.

n der Eigenwerte entsprechen den Eigenwerten der Hurwitz
Matrix A— B- K und die anderen n FEigenwerte entsprechen
den Eigenwerten der Hurwitz Matrix A — L - C.

MN(T " Ag-T) = N(Aa) = X\(A=B-K) U \i(A—L-C)

Asymptotische Stabilitat ist somit ohne explizite Berechnung
der Eigenwerte \; garantiert, da beide Matrizen Hurwitz sind,
wenn K und L mit dem LQR-Auslegeverfahren bestimmt
wurden.

3l?ie Umrechnung in die neuen Zustédnde erfolgt {iiber eine

Ahnlichkeitsabbildung  (Koordinatentransformation), welche die
Eigenwerte der Matrix nicht dndert, d.h. A, (T~ - Ay - T) = \;(Aa).
Bei der gewéhlten Transformation gilt 7—1 = T.



2 Erweiterungen: LQGI und Folgeregelung

Genau wie der Standard LQR-Regler, kann der Standard
LQG-Regler keine Stérungen unterdriicken und keinen Re-
ferenzsignalen folgen. Die im LQR-Fall eingefiihrten Erweite-
rungen zur Folgeregelung (Vorsteuersignal auf die Referenz)
und Stoérungsunterdriickung (integrative Erweiterung am Sy-
stemausgang) konnen im LQG Fall genau gleich verwendet
werden, womit diese Schwéchen des Standard LQG-Reglers
behoben werden konnen. Der resultierende Regler, erweitert
um die Storungsunterdriickung und die Vorsteuerung zur Fol-
geregelung, wird LQGI-Regler genannt und ist dargestellt in
Abb. 2.

|7
\ e(t)

’—‘ o(t)
d

Abb. 2: LQGI-Regler zur Storungsunterdriickung, mit Vor-
steuersignal auf das Referenzsignal.

LQGI - Storungsunterdriickung
Fiir die Stérungsunterdriickung wird wie beim LQRI-Regler
das Integral des Regelfehlers r(t)—y(t) als Zustand eingefiihrt:

o(t) = / (r(r) — y(r))dr

Diese Erweiterung fiihrt zum erweiterten Zustandsvektor:

#(t) € R2Hm,

mit Eingangssignal
u(t) = —K - &(t) — Ky - v(t),

wobei die Variablen K und K Teil der Losung der bereits
bekannten LQRI-Formulierung sind:

{A,B,Q,R} —» K = [K, K[,
- [A o0 ~ [B ~ [@ o
a=[% o) =[] e=[3

Folgeregelung
Die Vorsteuermatrix I' berechnet sich als

-1

F:-(C-(A-B-K)*PB) (5)

Die Matrix I' sowie Bedingungen fiir deren Existenz wurden
in der Diskussion zum LQRI-Regler bresprochen.

3 LQGI Reglerentwurf - Workflow

Der Workflow, um einen LQGI-Regler mit Vorsteuerung zu
entwerfen, ist wie folgt.

1. Definiere die erweiterten Systemmatrizen {g, §, 5},
wie besprochen im Kapitel zum LQRI-Regler.

2. Entwerfe einen  Regler K zur linearen Zu-

standsriickfithrung fiir das erweiterte System
K_tilde=1lqr(A_tilde,B_u_tilde,Q_tilde,r*eye(m,m))

und zerlege ihn wie folgt:

K =K, K]

Starte dabei mit einfachen Gewichten (R = r - I, etc.)
und iteriere r und ~;. Falls das nicht reicht, versuche all-
gemeinere Gewichte bis das gewiinschte Regelverhalten
resultiert.

3. Entwerfe eine Beobachterverstirkung L fiir das origi-
nale System {A, B, C'} unter Verwendung des LQR-
Algorithmus, so wie beschrieben im Kapitel zum Beob-
achter.

L = 1qr(A’,C’,B*B’ ,gq*eye(m,m))’

4. Berechne die Vorsteuermatrix I wie folgt
=i
r:—(c.(A—B.K)—l.B)

und fiige den Vorsteuerungspfad hinzu.

Die resultierende Reglerstruktur, zerlegt in Vorsteuerung
(‘Feedforward Controller’) und Feedbackregler, ist dargestellt
in Abb. 3. Diese Struktur ist identisch zum Blockschaltdia-
gram in Abb. 2, jedoch sind in Abb. 3 die Vorsteuerung und
der Feedbackregler einfach ablesbar.

! Feedforward Controller :

Feedback Controller

Abb. 3: Implementierung: LQGI Regler mit Vorsteuerung.

4 Bemerkungen zu Storungsunterdriickung
und Folgeregelung

Eine Vorsteuerung (ein zusétzliches Stellsignal, welches von
der Referenz r(t) abhingt und nicht vom Regelfehler e(t),
dquivalent zur Matrix I') wurde bisher in RT'1 und RT2 nicht
detailliert betrachtet. Vorsteuerungen kénnen verwendet wer-
den, um die Performance des Regelkreises zu verbessern: er
reagiert schneller auf Sollwertdnderungen, da sich nicht zuerst
ein Fehler aufbauen muss, bevor der Reglerausgang angepasst
wird. Robustheit, Stabilitdt und das steady-state Verhalten
(kein statischer Nachlauffehler) des Regelkreises werden durch
eine stabile Vorsteuerung grundsétzlich nicht beeinflusst.

Robustheit, Stabilitdit und steady-state Verhalten sind
generell die wichtigen Aspekte eines Regelkreises: meist ist es
nicht wichtig, sehr schnell zu regeln, viel eher wiinscht man



sich garantierte Stabilitdt in allen moglichen Situationen.
Da Stabilitdt und Robustheit und fehlerfreies steady-state
Verhalten* auch ohne Vorsteuerungssignale gegeben sind,
kénnte man die Vorsteuerungssignale auch weglassen.
Anderungen des Referenzsignales wiirden das System als
Storung beeinflussen und durch den Integrator kompensiert
werden.

5 Resultierende Regelkreise

Recap: Der offene LQR-Regelkreis Liqr(s) ist von u(t)
nach K - z(t) definiert. Fiir SISO-Systeme tritt dieser offene
Regelkreis nicht ein in den Kreis mit Radius 1 um den Punkt
-1 im Nyquist Diagramm.

Um die LQG-Formulierung mit der LQR-Formulierung zu
vergleichen, muss Ly,qg(s) analog zu Liqr(s) definiert sein.
Der Regelkreis muss also beim Systemeingang u geschnitten
werden, so wie dargestellt in Abb. 1.°

Wir kénnen die resultierenden Systemgleichungen der offenen
und geschlossenen Regelreise darstellen:

Offener Regelkreis : © = —urqa,
Geschlossener Regelkreis : r — v,

wobei gilt: upqa = —[K, Ki] - [&(t), v()]".

Die Betrachtung des offenen Regelkreises ist wichtig fiir die
Analyse der Robustheit. Der geschlossene Regelkreis dient der
Analyse der Stabilitdt und des zu erwartenden transienten
Verhalten des Systems. Ausgangspunkt zur Berechnung der
Regelkreise sind die Gleichungen des Systems und des Be-
obachters, welche in den Blockdiagrammen in Abb. 1 und 2
abgelesen werden koénnen:

d

gx(t) =A-z(t)+ B-u(t)

Ca(t) = A-a(1) + B-ult) + L (y(1) — (1)
%v(t) =r(t) —y(t), (fir integrative Struktur)

4Durch die integrative Erweiterung zur Stérungsunterdriickung.

5Der offene LQG-Regelkreis kann bei Bedarf auch beim Ausgang y ge-
schnitten werden, er kann dann aber nicht direkt mit dem offenen LQR-
Regelkreis verglichen werden, da dies dort nicht moglich ist.

LQG-Regler (Abb. 1)
Regelgesetz:

u(t) = —K - &(t)
Offener Regelkreis:
d .. A 0 ~
= [LC A-LC— BK} o) + M nu(t)
Geschlossener Regelkreis:

QN(t)f A _BK .
W=\ A-BK-LC

LQGI mit Folgeregelung (Abb. 2)
Regelgesetz:

u(t) = —K - 2(t) — K7 -v(t) + T -

Offener Regelkreis:

d A 0 0 B 0
iD= [LC A—LC - BK —BKI} B + o} u(t) + {Br} r(t)
—C 0 0 0 I

Geschlossener Regelkreis:

1 A _BK _BK, BT
i) = |LC A=BK—-LC —BE;|-&(t)+ |BI| ()
t —C 0 0 I

Berechnung der Ubertragungsfunktionen

Die offenen Regelkreise haben die Form:

%m) — A F(t) + Bo - u(®) + By - r(t)
uLQae = — [0 K K[] 5(25)
— ——

—-K

Die Ubertragungsfunktion der offenen Regelkreise L(s) von u
nach —upqc lautet somit

LLQ(;,(S) = ]’? (SI — gol)_l . Eol, {u — —uLQg}



6 Wiederherstellung der Robustheit: LTR
(Loop Transfer Recovery)

Recap: Der offene Regelkreis des LQR-Reglers ist:
Ligr(s) =K - (s — A" B,

welcher hervorragende Robustheitseigenschaften aufweist:

(6)

tmin LQR = HEH ml_in oi(l + LLqr(jw)) | > 1
Leider kann zur minimum return difference des LQG-Reglers
fimin,LQG = min <m}n oi(I + LLQG(jW))>

keine Aussage getroffen werden. Insbesondere kann pimin .qc
arbitrar klein sein. D.h. die Robustheit muss nach dem Aus-
legen des Reglers zwingend analysiert werden.

Loop-Transfer Recovery (LTR)

Es ist moglich, die Robustheit des originalen LQR-Problems
mit einem LQG zu approximieren, ndmlich dann, wenn der
Beobachter sehr schnell eingestellt ist. Dann konvergiert der
Fehler in der Zustandsschitzung z.(t) = x(t) — Z(t) sehr
schnell gegen null, im Grenzfall unendlich schnell. Die Wieder-
herstellung der Robustheit wird loop-transfer recovery (LTR)
genannt.

Zur Erinnerung: Die Beobachterverstirkung L kann wie
folgt gefunden werden:
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wobei ¢ ein einstellbarer Tuningparameter ist. Die Dynamik
des Fehlers in der Zustandsschéitzung (Gl. (7)) ist garantiert
stabil, da die LQR-Entwurfsmethodik Eigenwerte mit Real-
teil kleiner null garantiert:

d

3 %e(t) = (A= L(q) - C) - we(t).

(7)
Je kleiner ¢ beim Tunen gewéhlt wird, desto schneller wird
die Dynamik des Fehlers. Schneller heisst in diesem Fall, dass
die Eigenwerte der Matrix (A — L(q) - C') weiter links in der
komplexen Ebene liegen und betragsmaéssig grosser sind. Ent-
sprechend konvergiert der Fehler schneller zu null.

Dynamik des Fehlers in der Zustandsschitzung
Wir analysieren nun die Fehlerdynamik fiir limg_,o.

Bemerkung: Die Eigenwerte einer inversen Matrix entspre-
chen den Inversen der Eigenwerte der Matrix:

M(XTH) = 1/2(X)
Mit Gln. (7) und (8) folgt:

gi_r% zo(t) = lim (A — L(q) - C)™' - io(t) = 0,

q—0

da die Eigenwerte von (A — L(q) - C)~! asymptotisch gegen
null gehen. Mit Gl. (9) und z.(t) = z(¢t) — Z(¢), folgt:

lim 2(t) =«x(t), WVt
q—0

Das System verhalt sich also fiir extrem kleine ¢ als ob gar
keine Beobachterdynamik vorhanden wére. Oder in anderen
Worten: Fiir ¢ — 0 verhélt sich der LQG-Regler wie ein LQR-
Regler und erfillt somit die gleichen Robustheitsgarantien
(siehe Gl. (6) und Abb. 4).

Abb. 4: Lirr fir verschiedene gq.

Bemerkungen:

e Der Wert von g sollte in Realitdt nicht beliebig klein
gewdhlt werden, da dies zur Verstdrkung von hochfre-
quentem Rauschen fiithrt.

o Falls die Regelstrecke nichtminimalphasige Nullstellen
hat, approximiert der LTR-Ansatz den LQR-Regler
héufig so gut wie moglich. (Bei nichtminimalphasigen
Systemen ist die Durchtrittsfrequenz der offenen Kreis-
verstdrkung inhdrent noch oben beschrankt, in diesem
Fall ist eine perfekte Approximation der offenen LQR-
Kreisverstarkung nicht moglich.)



