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1 Relative Gain Array (RGA)

Mit dem Relative-Gain Array (RGA) kann man bestimmen,
ob ein MIMO-System gut mit separaten SISO-Reglern
regelbar ist. Dazu wird die Verstarkung |P;;(jw)| jeder
Ubertragungsfunktion von Eingang u; auf Ausgang y; bei
Frequenz w fiir zwei Extremfélle betrachtet. Das Verhéltnis
der beiden Werte ist der Relative-Gain. Das RGA ist
schlussendlich eine Matrix mit den Verhé&ltnissen aller
Ubertragungsfunktionen bei einer gegebenen Frequenz w.

Die Extremfille fir die Ubertragungsfunktion P;1 werden
illustrativ mit folgender Abbildung dargestellt:

y1(t) w1 (t)
Py Py e/
y2(t) ua(t)
Py | Pao
Ca2

Der Regler Cos sollte dabei als eine Art hypothetische Grosse
verstanden werden, mit der entweder uz(t) = 0 oder y2(t) = 0
gesetzt werden kann, mehr dazu gleich jetzt.

Extremfall 1: “open-loop”

Das System wird “open-loop” betrachtet: Es wird angenom-
men dass der Regler Cyo = 0 ist, d.h. dass nur der Eingang u,
den Ausgang y; beeinflusst wihrend im allgemeinen Fall alle
anderen Eingénge null sind: u; = 0Vj\{1}. In diesem Fall ist
die Ubertragungsfunktion von wu; auf y;:

Puy -y, () = Pr1(s).

Extremfall 2: “perfect closed-loop” +

Es wird angenommen, dass im allgemeinen Fall alle Ausgénge
ausser der betrachtete Ausgang y; perfekt auf null geregelt
werden, d.h. y; = 0Vi\{1}. Im gegebenen Beispiel heisst das,
dass ug(t) so gewdhlt ist, dass ys(t) = 0V¢t. Dies wird sche-
matisch mit einem Regler unendlicher Verstarkung Cas“="00
dargestellt. Dann ist die Ubertragungsfunktion von u; auf y;:

o Pll(S) . PQQ(S) — P12(S) . PQl(S)

o P22(8) )

Der Relative Gain ist das resultierende Verhéltnis zwi-
schen open-loop und closed-loop Verhalten:

- Pn(s) . PQQ(S)
PH(S) . PQQ(S) — Plz(S) . le(s) ’

Dieses Verhéltnis hat eine sehr schéne Interpretation: Es wie-
derspiegelt die &nderung der Verstirkung von Eingang u; auf
Ausgang 11 im Fall, dass alle anderen Regelkreise des MIMO
Systems perfekt geschlossen werden. Der Relative Gain beant-
wortet also die Frage: “Wenn ein Regler vom FEingang ui auf
den Ausgang y; basierend auf dem open-loop System Py aus-
gelegt wird, welche veranderten Verhdlinisse trifft dieser Reg-
ler an, wenn er schlussendlich im geregelten MIMO-System
verwendet wird?”

Pu1—>y1 (5)

[RGA(S)hl
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SISO-fihiges P;;(s) < \ [RGA(s)];; ~ 1 \

Die Verstirkung von Eingang wu; auf Ausgang y;
im MIMO-System ist identisch zur Verstirkung der
Ubertragungsfunktion P;;(s). Basierend auf Pi;(s) kann
also ein sinnvoller Regler entworfen werden, der den Ausgang
y; mit dem Eingang u; regelt.

Nicht SISO-fihiges Pij(s) < |[RGA(s)];; ~ 0|

Die Verstirkung der Ubertragungsfunktion P;;(s) ist ver-
nachlédssigbar im Vergleich zur resultierenden Verstarkung
von Eingang u; auf Ausgang y; im MIMO System. Basierend
auf P;;(s) kann also kein sinnvoller Regler entworfen werden,
der den Ausgang y; mit dem Eingang u; regelt.

Instabiles Verhalten fiir P;;(s) < ‘ [RGA(s)]i; < O‘

Das Vorzeichen der Verstirkung der Ubertragungsfunktion
von u; auf y; im MIMO System ist unterschiedlich vom Vor-
zeichen von P;;(s). D.h. ein SISO-Regler, ausgelegt basierend
auf P;;(s), hat, wenn er im MIMO-System verwendet wird,
eine entgegengesetzte Wirkung. Der Regler fiihrt also z.B. als
Reaktion auf einen Sollsprung in y; dazu, dass die Variable
y; nach unten anstatt nach oben geregelt wird, das MIMO
System kann mit diesem Regler also destabilisiert werden.

Das RGA ist die Matrix mit den relativen gains aller
Ubertragungsfunktionen als Eintrdgen.
Das RGA einer 2 x 2 Regelstrecke P(s) ist:

P11P22 _P12P21
P11 P2 —P12P21 PaoPr1— P21 Pr2
A(s) = 1
RG (8) — P3Py P11 Poo ( )

PaoP11—P21 P12 P11P2a—Pi2Poy

Das RGA eines allgemeinen MIMO-Systems P(s) kann wie
folgt berechnet werden:

RGA(s) = P(s) . x P(s)™ ",

wobei . X eine elementweise Multiplikation beschreibt und
P(s)~T die Inverse der Transponierten ist.

Eigenschaften des RGA:

Aus Gl (1) ist ersichtlich, dass die Summe der Spalten und
der Zeilen des RGA immer 1 ergeben. Dies gilt auch fiir
RGAs hoherer Ordnung.

Dies fithrt, kombiniert mit der obigen Analyse zu den
individuellen Eintragen [RGA(s)];; zu folgendem Fazit:

Falls das RGA bei einer gegebenen Frequenz w ungefihr eine
Einheitsmatrix ist:

1 0 O

[IRGA(jw)|~ |0 "-. 0],

0 0 1
dann ist das betrachtete MIMO-Sytem bei dieser Frequenz
mit individuellen SISO-Reglern regelbar. Oder allgemein: falls
in jeder Zeile/Spalte ein Eintrag sehr nahe bei eins ist und die
anderen nahe bei Null, sind diese Kombinationen von Ein-
und Ausgingen gut mit einem SISO-Regler regelbar.



Beispiel: Das RGA des Systems

aii ai2
Ts+1 Ts+1
P(s) =
azi a2
Ts+1 Ts+1
lautet
11022 —Qa120a21

a11G22—Qa12021 a220a11—0a21012

RGA(s) =
a11a22
a11022—012021

—@120a21
a22011—0a21012

Es werden 3 verschiedene Falle betrachtet.
Fall 1: aljl] = agy = 1, a1p = ag1 = 0.1
Das RGA lautet:

1.01

RGA(s) = {_0.01 —0.01]

110
1.01 | T |0 1
= Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden, y; wird mit u; geregelt, yo mit us.

Fall 2: ail] = agy — 01, a1p = a1 = 1
Das RGA lautet:

—0.01

RCA(s) = { 00 1.01 ]

o1
—0.01| 7|1 0

= Das System kann gut mit 2 separaten SISO-Reglern gere-
gelt werden. y; wird mit uy geregelt, yo mit u;.

Fall 3: a11 = a2 =a12 =1, agg = —1

Das RGA lautet:

RGA(s) = [0.5 0.5]

0.5 0.5

= Die einzelnen Ausgéinge lassen sich schlecht mit individu-
ellen Eingéngen regeln, da im MIMO-System starke Querein-
fliisse vom jeweils anderen Eingang zu erwarten sind.

2 Singularwerte
Im Folgenden werden Eigenschaften zur linearen Abbildung
y=M -u, ueC™, yeCP, MeCP*™

beschrieben. Insbesondere erfiillt der Ausgang y folgende
wichtige Eigenschaft:

Umin(M) < |||y|||| < Jmax(M)a
u
wobei [|.|| die euklidische Norm ist und

oi(M) =\ NI - M) > 0,

die Singuldrwerte der Matrix M sind. MT ist die
Transponierte der komplex-Konjugierten von M. Die Sin-
guldrwertzerlegung (SVD) der Matrix M lautet:

M=U-2-VT,

wobei Y die Singuldrwerte o; auf der Hauptdiagonalen hat.
U und VT sind unitére (lingenerhaltende) Transformations-
matrizen:

U-uT=1, V.vi=I

Beispiel: Alle Eingénge {u | ||u|| = 1} sollen mit

—1.0133
—1.0480

0.4009

M= {1.4015

abgebildet werden. Die Singuldrwertzerlegung lautet:

M [ 1/2 —\/3/2] . [2 0 ] . [1/\/5 —1/\/51

V32 1)2 0 05| |1/vV2 1/v2
———
U 2 Vs
Fiir die euklidische Norm beschreibt ||u|| = 1 einen Kreis mit

Radius 1. Der Kreis wird mit VT zuerst um 7 /4 rotiert, dann
werden die Hauptachsen des Kreises mit den Singuldrwerten
in ¥ skaliert, sodass eine Ellipse entsteht. Letztendlich wird
die Ellipse um 7/3 rotiert.
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Abb. 1: Lineare Transformation M als Folge der Transforma-
tionen V', ¥ und U.

Die Transformationen V' T und U beschreiben in diesem Bei-
spiel reine Rotationen. Spiegelungen sind auch moéglich und
erfiillen somit auch Unitaritét. Zusétzlich sollen die Eingénge
gefunden werden, die den Ausgang maximal und minimal an-
regen. Da die Zeilen der Matrix VT orthonormal sind, ent-
sprechen die Zeilen von VT den Eingéngen, die die Haupt-
achsen anregen. Das heisst

fir u= [1/\/51
/2

1/\/51

||Y|| = Omin

Y]] = omax fur uw=

-1/v2

Abb. 2: Minimale und maximale Anregungsrichtung.
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