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1 Grundlagen (A3)

(A1)
(A2)

0<P(A) <1
P(Q) =1
P(A U B) = P(A) + P(B), falls A und B disjunkt

e Elemntarereigniss w: Ein moglicher Ausgang eines Zufallex-
periment

o Grundraum Q: Die Menge aller méglichen Elementarereig-
nisse

e Ereignis A C Q: Eine Kollektion von gewissen Elementarer-
eignissen

e Norm |Q]: Anzahl Elemente in Q.

1.1.1 Venn Diagramme

Durchschnitt und Vereinigung
Durchschnitt (Schnitt):
ANB,Aund B

Vereinigung:
AU B, A und/oder B
Q Q

A B A B

Komplement und Differenz
Komplement:
A€, nicht A

Differenz:
A\ B=AnN B¢ AohneB
Q Q

A B

De Morgan’sche Regeln
(AN B) = A°U B*
(AuB)® = A°n B¢
Disjunkt

A und B sind disjunkt wenn die Schnittmenge die leere Menge
ist. Sprich sie kdnnen nicht zusammen auftretten.

ANB=10

Wahrscheinlichkeit dass ein Ereignis eintritt:

P(A) = Wabhrscheinlichkeit

1.2.1 Interpretationsarten

Frequentistische Interpretation:

Idealisierung der relativen Hiufigkeit bei vielen unabhingingen
Wiederhohlungen.

Bayes'sche Interpretation:
Mass fiir den Glauben dass ein Ereignis eintreten wird.

1.3.1 Rechenregeln

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
N, o
=0,ANB=0

P(A°) =1-P(A)

P(AU...UA,) < iP(Ai)

i=1

P(B)<P(4), vBCACO
P(A\B)=P(A)—P(B), YBCACQ

2 Diskrete Wahrscheinlickeitsmodelle

A und B sind stochastisch Unabhéngig, wenn:
P(AN B) =P(A) - P(B)
Allgemeiner Fall: alle Kombinationen miissen Unabhangig sein.

Bedingte Wahrscheinlichkeit: (A|B = A gegeben B)

P(A N B)
P(B)

0<P(A|B)<1, P(B|B)=1

P(A1UAs | B)=P(A; | B)+P (A2 | B), A1, A disjunkt
P(A° | B)=1-P(A| B)
P(ANB)=P(A|B)P(B)=P(B| A)P(A)

Fiir A, B unabhingig gilt:

P(A|B) =

P(A|B) =P(A),P(B|A) = P(B)

i.A. gilt:
P(A|B)#P(B|A)B(A|BY) #1—PF(A|B)

Fiir zwei Ereginisse A und B mit P(A),P(B) > 0 gilt:

P(ANB) _ P(A|B)P(B)
P(A) P(A)

P(B|A) =

Kombination mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B;|A) = P(A|B;)P(B;) _ P(A|B;)P(B;)

P(A) k_ P(A|B;)P(B;)

Wir haben k disjunkte Ereignisse B, ..., By.
BiU...UBp =Q
Dann gilt
K K
P(4) = S B(ANB,) = > P(A|B,)B(B))
i=1 i=1

Graphische Interpretation:

P(ANB)=02-001

P(A°NB) =0.2-0.99

P(ANB°) = 0.8-0.001

P (AN BC) = 0.8-0.999

 besitzt endlich viele oder unendlich abzihlbare Elemente.
Q= {wl,wQ, .. }

Alle Elemente sind per Definition disjunkt.

PA) = >

kiw, €A

Alle Elementarereignisse sind gleich wahrscheinlich

1
P({wr}) = il
P(A) = # gl'..i.nsT:ige F'e.iille
# mogliche Fille
1 1Al
P(A) = > PHwb) = > G

kiwg €A kiwy €A

P({wr}), — P@) =) P({wr}) =1
Q
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o Zufallsvariable: X € R
X ist im voraus nicht bekannt
Realisierter Wert: x € R
Zufallsvariable X nimmt den Wert z an: {X = z}
Wertebereich: W = Q C R
Unabhiéngigkeit
Zwei Zufallsvariablen sind unabhangig wenn gilt:
P(X € A,Y € B)=P(X € A)P(Y € B)
{X €AY eB}={X € A} n{Y € B}.

Eine Zufallsvariable X heisst diskret, wenn ihr Wertebereich W
endlich oder unendlich abzihlbar ist.

W = {11,222,...}
Beispiel:
W =Ny ={0,1,2,...}, W={0,1,2,...,100}

Wahrscheinlichkeitsfunktion: p(zy)

plzr) =P(X =ai), k21
=1
%
P(X €A)= > plaw)
ki €A
Kumulative Verteilungsfunktion: F'(z)
F(z) =P(X <z), x€R

Rechenregeln
Pla< X <b)=P(X € (a,b])
=P (X € (=00,b]) —P(X € (—o0,a]) = F (b) — F (a)
P(X>z)=1—-F(z)
“<" oder “<" macht einen Unterschied
F' ist monoton steigend
limg 5 oo F(Z) =0; limg_ 00 F(m) =1

F ist rechts-stetig, d.h. lim, , F (z) = F (a)

3
3

8

(
F(x)
00 02 04 06 08 10

e
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3.1.1 Kennzahlen

Erwartungswert:

px =E[X] = szp(mk)
k>1

Transformation: Y = g(X),
EY]=E[g@)] =D g(at)p(zx)

g:R—>R

k>1
Varianz:
o% =Var(X) =E [(X — E[X])Q] = Z (1 — pux)?p (zk)
k>1
Standartabweichung:

ox = 4/Var(X)



3.1.2 Verteilungen
Bernoulli Verteilung: X ~ Bernoulli(p), p € (0,1)
X = {1 Wahrscheinlichkeit p

0 Wahrscheinlichkeit 1 — p

E[X]=p, Var(X)=p-(1-p)

T1 und T3 unabhéingig und beide p

min(T}, Tz) ~ Bernoulli(p?)
X ~ Bernoulli(p) dann ist X™ ~ Bernoulli(p)
Binominalverteilung: X ~ Bin(n,p), n € N,p € (0,1)

Verteilung der Anzahl “Erfolge” bei n (unabhingigen) Wiederho-
lungen und “Erfolgswahrscheinlichkeit” p.

X =1t = (- s

PIX <a]=> P[X =k] = ZP(’C)
k=0

k=0

Binominalkoeffizient:

n n!
() = sy S nrCre
E[X]=np, Var(X)=n-p-(1-p)

Fakten:
X1 ~ Bin(n1,p) und X> ~ Bin(ns, p) unabhingig

X1+ X2 ~ Bin(ni + n2, p)
Geometrische Verteilung: X ~ Geom(p), p € (0,1)
Anzahl Wiederholungen von unabhingigen Bernoulli(p) Experi-

z—1.

menten bis zum ersten Erfolg. p (z) = p (1 — p) ;

pz)=p-(1—p)*~ ', W=N

1 —
Var(X) = 217

1
E[X] = -,
p
Kumulative Verteilungsfunktion:
F)=)Y pl-p)' '=1-(1-p)°
i=1
C, V unabhingig mit ~ Geom(p).
P[C U V] ~ Geom(2p — p°)
Gedichtnisslos:
P[X > s+ t|]Y > s] =P[X > ]
A>0
reW

Poissonverteilung: X ~ Pois(\),
A A
p(z) =e 1
x.:
E[X] =X, Var(X)=2X
Summe zweier unabhinigen Poissonverteilungen:

X ~ Pois(A1),Y ~ Pois (A2) = X + Y ~ Pois(A1 + A2)
(Achtung: 1 (X +Y) ~ Pois (3 (A1 + Az2)) stimmt nicht!)
(Achtung: (X —Y) ~ Pois ((A1 — A2)) stimmt nicht!)
Poissonapproximation der Binominalverteilung:

X ~Bin(n,p) ® Pois(A=np), pgKlKn

Summe:

P[X1 4+ X2 = K|Xo =T] =P[X; = K — T

3.2 Stetige Verteilungen

Eine Zufallsvariable X heisst stetig, wenn ihr Wertebereich W aus
einem oder mehreren Intervallen besteht.
Beispiel:

W =10,1], W=R

Wabhrscheinlichkeitsdichte (Dichte): f(z) > 1 méglich

#(z) = lim Ple<X<az+h) _

’
h—0 h F (z)

Approximation:
Pz >X <z+h)=hf(z), h1

Kumulative Verteilungsfunktion: F'(z)

Fa)=Px <al= [* fuwdu

F(z) = P[X > o] = /:O F(u)du
Weitere Zusammenhinge:
Pla < X <b)=F(b) — F(a) = [? f(z)dw
J2 fla)de =1, P[X = 2] =0, f(z) >0
3.2.1 Kennzahlen

Erwartungswert:
oo
E[X]:HX:/ zf(z)dx

Transformation: Y = g(X): R —=R

BlY] = EBlge)] = [ g(@)f(x)da

Varianz:

Var(X) = o2 = BI(X — ux)*) = [ (@ = px)*f(@)do

Gleiche Rechenregeln wie im diskreten Fall!!!

Quantile:

Das (o - 100%) Quantil g beschreibt den Wert, der mit der
Wahrscheinlichkeit (o - 100%) unterschritten wird.
a=P(X <qa) =F(qa), a«€(0,1) — Qa:Fil(a)
Median: 50% Quantil.

Achtung g, miissen im Bereich der kumulativen Verteilungs-
funktion sein. Daher immer die Option wihlen die das Erfiillt.

3.2.2 Verteilungen

Uniforme Verteilung: X ~ Uni(a,b), a<beR
1
3= z€la,b] =W
f2) = {O sonst
0 z < a
F(z) =4 =% =€ [a,b]
1 z >b
b b—a)?
Bix] = b varn = 029
2 12

Fakten:
X ~ Uni(a,b) : c+d- X ~ Uni(c+ da, c+ db)

Exponentialverteilung: X ~ Exp(A), A >0

Stetige Version der Geometrischen Verteilung. A = Ausfallrate

0 z <0

f@) = {Ae—“ ©>0
0 x <0
F(I)f{lie—)\z x>0
1 1

E[X] = N Var(X) = 3z

Fakten:

X ~ Exp(A) : ¢+ X ~ Exp (%)

E[XY] = ﬁ, wenn unabhingig

Gedichtnisslos: P[X < R|X > T] =P[X < R—T]
Normalverteilung: X ~ N (u,02), pw€R,0 >0
Haufigste Verteilung von Messwerten.

f(l):ﬁen«—% (x;l‘>2>, zeR

E[X]=p, Var(X)=o2
Summe: X und X» sind unabhingig

X1+ X2 ~ N(p1 + p2, 05 +03)

Standartnormalverteilung: X ~ N(0, 1)

1 x?
J(@) = p() = —=exp (—7)

F(z) = ®(z) = / o(u)du
—0o0
Werte sind Tabelliert.
Quantile:
zo =@ M), a€(0,1)

Verteilungsfunktion einer Normalverteilung:
z—
F(w):<1><7u>7 z€eR
g
Falls a nicht im Wertebereich ist:

P(A)<a—1-d(-A) < a

Standardisierung:
Transformation: ;& = 0 und Var = 1 erreichen

T = g
o

Var(Z) =1

Z=g(2) =

3.2.3 Transformationen

Linearer Fall: g(z) = a + bz
Dichte: b # 0

fvew =g (Y50)

Verteilungsfunktion: b > 0
Fy(y) =P(Y <y) =P(a+bX < y)
y—a y—a
=P(X < =F
( b ) * ( b )

Verteilungsfunktion: b < 0

Fy(y) =P(Y <y) =Pla+bX <y)

:]P’(XEB):I—FX (y_a>
b b

Allgemeiner streng monotoner Fall: g(x) differenzierbar
Dichte:

fr (y) =

1 -1
T (o )
Wertebereich:

Wy =g(Wx) = {g(z),z € Wx}

Erwartungswert transformiert nicht mit, Jensen’sche Ungleichung:
Fiir g konvex g”’ > 0.

Efg(X)] > g(E[X])
Quantile Transformieren mit:

a=P(X <ga) =P(g(X) <g(qa)) =P < g(qa))

3.3 Simulation von Zufallsvariablen
U ~ Uni(0, 1), F beliebig und X = F~1(U) dann gilt:

P(X <) =P(F '(U) < 2) =P(U < F(z)) = F(s)
Vorgehen:

1. Kreiere U ~ Uni(0, 1)

2. Berechne z = F~!(u). u ist dann mit F' verteilt.
4 Rechenregeln E(X) & Var(X)
Rechenregeln:

Ela+bX +cY]=a+bE[X]+ cE[Y], a,b,c €R
Var(z) = E [X?] — E[X]?
Var (a 4+ bX) = b?Var (X)

Var(a) =0, a€R
Ela + bX + cY] = a + bE[X] + cE[Y]
Unabhingig:

Var(XY) = E[X]?V[Y] + E[Y]?V[X] 4+ V[X]V[Y]
Kovarianz und Korrelation

Var(X) = Cov(X, X)

Unabhingigkeit:

E[XY] = E[X]E[Y], E[X/Y]# E[X]/E[Y]

Bilinearitat:
n m n m
Cov ZaiXiaijYj :ZZaib]-Cov(Xi,Yj)
i=1 j=1 i=1j=1
Symmetrie:

Cov (X,Y) = Cov (Y, X)

Cov(a+bX,c+dY) = bdCov (X,Y)

Corr (a + bX, c+ dY') = sign (b) sign (d) Corr (X,Y)

Var (E;;l Xi) =>" Var(Xi)+22?<j Cov (X;,Y5)
n =2:Var(X +Y) = Var(X) + Var (Y) + 2Cov (X,Y)

Fir X4, ..., X,, unabhingig gilt:
Var (7L, Xi) = 307, Var (X3)




5 Deskriptive Statistik

Daten Darstellen und Zusammenfassen.

Arithmeitshces Mittel: (Durchschnitt, Mittelwert)

1 1 &
x—z(x1+...+wn)—52xl

i=1

Emprirische Varianz:

1

So(xi —2)2
i=1

n—1<

Geordnete Werte: Aufsteigende Reihenfolge der Daten
z(1) Sx2) < ... < Ty

Klammer bedeutet Geordnet.
Emprirische Quantile:

|

[-1 = Aufrunden
Empririscher Median: 50% Quantil

(2(a) #2(gan)) o

n
2
1 ) n ungerade
2

falls « eine ganze Zahl ist
sonst

3 (T(an) + Tan+1)
T([a-nl)

1

2
qo.5 =
x

Quartile:

unteres Quartil: go.25

oberes Quartil: go.75
Quartildifferenz: go.75 — qo.25

5.2.1 Histogramm

Einteilung der Daten in Klassen (Intervalle) (cr—1, ck].
Ermitteln der Anzahl Beobachtungen im Intervall/Klasse hy,.
Hohe der Balken proportional zu

hy

H= ———
Ck — Ck—1

Mégliche Fausteregel zur Wahl der Anzahl Klassen: (Sturges Rule)

N = [1 +logy(n)]

04 05

Haufigkeiten
0.3

Normierte Haufigkeiten
0.2

0.1

Guter Uberblick iiber die Verteilung.

5.2.2 Boxplot
o]
Ausreisser
o
- Grésste normale Beobachtung
\
|
|
.
|
H
: Oberes Quartil
Normale Beobachtung:
) Maximal 1.5-Mal Quartalsdif-
Median ferenz von den Quartilen ent-
r Unteres Quartil fernt
j
|
|
.
|
|
|
1
- Kleinste normale Beobachtung
o Ausreisser

Emprische kumulative Verteilungsfunktion

1
Fp(z) = EAnzahl{i|xi <z} €[0,1]

Darstellung der Daten (rechts: kumulative Verteilungsfunktion):

= e

25
Fa(x)

<
=}

Haufigkeiten
0 10 20 30 40
15

=]
) S

x
[l

Es liegen Datenpaare vor (z1,y1), ..., (Tn, Yn)-
Am Zusammenhang der Datenpaare interessiert.
Emprirische Kovarianz:

n

1 - _
Say = 7 D (@i —2)(yi —9)
i=1
Emprirische Korrelation:
=2 e
SaSy

Interpretation der empirischen Korrelation:

+1 & yi = a+ bz,
—-1& y; =a+ bx;,

ac€R,b>0
aeR,b<O

T

T

Nur Linearer Zusammenhang wird gepriift. Daher sollte man ne-
ben der Berechnung auch immer die Plots anschauen.

6.1.1 Diskreter Fall

Gemeinsame Wabhrscheinlichkeitsfunktion:

P(X =2,Y =y), z€Wx,yeWy

Randverteilung: (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit)

S P(X=2Y=y), z€Wx
yEWYy

PY =y)= > PX=2Y=y), ycWy
zeWx

Gesamte Verteilung im Unabhangigen Fall:
P(X=z,Y=y)=PX =2)P(Y =y),z € Wx,y € Wy

Bedingte Verteilung: U A = Unabhéngig

]P(X:z|Y:y):WU:AP(X:m)
B(Y =ylX =z = LA DY W) gy )

P(X =z)

Randverteilung aus bedingter Verteilung:

P(X=z)= > PX=z|Y =y)P(Y =y),z€ Wx

yEWy

P(Y=y)= > PY =y|X =2)P(z=2),y € Wy
zEWx

Bedingter Erwartungswert:

E[Y|X = z]

ST yP(Y =ylX ==)
yEWY

EX]Y =yl= > 2P(X =a|Y =y)
zEW x

6.1.2 Stetiger Fall

Gemeinsame Dichte:
P(X € [z, @ +da],Y € [y,y + dy]) = fx,v (z,y) dody
Gemeinsame Wabhrscheinlichkeit:
P Yy €)= [[ o @y dady
Unabhingigkeit:

fx,y (z,y) = fx (z) fy (v)
Randdichte: -
rx@= [ ey @y

Iy (y) = [ " ey (@ y)de

Bedingte Verteilung: U A = Unabhingig

Ifxv (@.y) ya

Ix @

Ifxv(.y) ya

O

fyix== @) =fr(y| X =2)= fy ()

fxiy=y (@) =fx(x|Y =y) = fx(x)

]E[YlX:z‘]:/oo Y fyix=x (¥) dy

EX Y =ul= [ o fxvey @) do

—oo

Unabhingigkeit Folgen:
fyix==) = fv(v),
Fx y(z,y) = fy|x=2 () fx(x) = fx|y=y fv (y)

Transformation: Z = g(X,Y): R? - R
Stetiger Fall:

bzw.  fx|y—y = fx(z)

BaX )= [~ [ atenfxy @ y)dady
Diskreter Fall:

Eg(X, V)= > > glzyP(X =3,Y =y)

TEWx yEWY

Linear Kombination:
n
=ao+ Y aE[X;)

n
E [ao =+ Za1X1:|
i=1 i=1

Kovarianz:
Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)] = E[XY] — E[X]E[Y]
Korrelation:

_ Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = px)y = ———,
oxXoy

€[-1,1]

Interpretation der Korrelation: rein linearer Zusammenhang

Corr(X,Y)=41<Y =a+bX,
Corr(X,Y)=—-1<Y =a+bX,

a€R,bL>0
aceR,b<O

X und Y unabhingig = Corr (X,Y) = 0 = unkorreliert

exp (—%(z —px y—py)S! (z _ex

Y — Ky
27y/det ()

)

fX,Y(z7y) =

Kovariazmatrix:

Cov (X, X)
Cov (Y, X)

Cov (X,Y)
Cov (Y,Y)

ol

- )

_ o Cov (X,Y)
Cov (X,Y) o2

Sei S = X 4+ Y eine Zufallsvariable mit X, Y ~ fx y.
Dichte von S

oo
fs(s) = / fxy(z,s —x)de
—0o0
Unabhiniger Fall: (Faltung)

156) = [ @ - a)da



7 Grenzwert

X;: die i-te Wiederhohlung eins Zufallexperiments i = 1,...,n
Alle X; sind unabhangig und gleichverteilt.
independent and identically distributed (i

. Zufallsvariablen:

Summe von n

Sn:X1+~--+Xn

Spezialfille: X,, ist nicht stetig
1. X; € {0,1} = S, ~Bin(n,p), p =P (X;
2. X; ~ Pois(\) = S,, ~ Pois (n\)
3. X, NN(,U,,O'Q):
= Sp ~ N (np,no?), X ~ N (u, ”72)

1)

Erwartungswert und Varianz der Summe:

E[Sn] = nE[X;], Var(Sn)=nVar(X;), os, =+Vnox,

Erwartungswert und Varianz des arithmetischen Mittel:

ox;

Jn

E[X,] =E[X;], Var(X,)= %Var(Xi), 0%, =

Seien X; i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert p dann gilt:

Relative Haufigkeit:

Fn(A) 775 B(A)

Seien X; i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Varianz

o2 dann gilt:
o2
,— ), n>1
n

Fiir grosse n liegt approximativ eine Normalverteilung vor.
Wir verwenden dann:

X —pN VN(X —p)
|l — |, | ——=
\/NO’N g
Normalapproximation der Binominalverteilung:
Wenn normal Binomial verteilt:

~

Sn = N(np,no?), X, ~

X ~ Bin(n,p), E[X]=np, Var(X)=mnp(l-p)

Fiir grosse n (n > 1) gilt dann:

x —np
Vnp(l —p))

Erst Approximieren, dann Einsetzten:

]P’(ng):<1><

P[X > z] &~ 1 — Py [X < ]

8 Parametersc

Q-Q-Plot(Quantile-Quantile-Plot):
Vergleichen der Theoretischen und Empirischen Quantilen.
Betrachten der

_ k—05

ap = ,k=1,...,n

n

empirische Quantile.
Die Beobachtung z (1) ist das entprechende Quantil.
Geplottet gegen die theoretischen Quantile:

qa = F_I(O‘k)

F(z) ist die kumulative Verteilungsfunktion.

. -1 —
Plot: {F (ak),m(k)},k_l,...,n

2 0l 2 N P -] °
z - o = o = °
-
o 7 © o > ©1
5 5 5
274 274 & 271
‘a o° a o a °
& e AR & o4

2 10 1 2 2 0 1 2 20 o1 2

Theoretische Quantile Theoretische Quantile Theoretische Quantile

Wenn die Verteilungen iibereinstimmt, liegen die Punkte ungefihr
auf der Winkelhalbierenden.

Normalplot:

Q-Q-Plot mit der Standartnormalverteilung fiir F'(z) = ®(z).
Wenn die Punkt auf einer Gerade liegen, dann sind die Daten

X ~N(p,o%), da ga=p+0oza

verteilt.
Achsenabschnitt der Gerade = u
Steigung der Gerade = o

o
/
e
o

o o

2 3 4
P
10
L

1
L

-20 -10 0
PR
°

0
'
o

Empirische Quantile

Empirische Quantile
Empirische Quantile

-30
L
g

2 -1 0 1 2
Theoretische Quantile

2 0 1 2
Theoretische Quantile

20 1 2
Theoretische Quantile

Links und Mitte erfiillt, Rechts nicht erfiillt.

Lang bzw. kurzschwinzige Verteilung:

Langschwinzig: Extremere Werte im Randbereich (links)
Kurzschwinzig: Moderatere Werte im Randbereich (rechts)

08

0
!
Empirische Quantie

Empirische Quantile

-5
h
%,

®

2 -1 0 1 2
Theoretische Quantile

2 -1 0 1 2
Theoretische Quantile

Schiefe Verteilung:

3
!
o

2
L

Empirische Quantile
Empirische Quantile

1
L

T
2 -1 0 1 2
Theoretische Quantile

2 -1 0 1 2
Theoretische Quantile

Wenn ausreisser Vorhanden, ist es nicht Normalverteilt.

Parameter:
Wir wollen den unbekannten Parametervektor finden.

0 eR"

Beispiele:
Normalverteilung:

6 = (;4, 02> € R?
Poissonverteilung:
0=XeR
Schitzer:
Médglicher “guter” Wert aus den Daten.

6:R" > R", 0=0(x1,...,xn)

6 entspricht meist nie genau dem Wahren 6.

8.2.1 Momentenmethode
Das k—te Moment:
=[x

Das k—te empirische Moment:

mo = s + z2 Das empirische und theoretische Moment miissen
jetzt gleich sein.
Gleichungssystem:

ur(@) =myp, k=1,...,r

Nicht immer die optimale Methode. Zudem kann es zu Unsinnigen
Lésungen kommen.

8.2.2 Maximum-Likelihood Methode

Likelihoodfunktion:
Beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass das gemesse Ereignis
tatsdchlich eintritt (fiir gegebenes 0) (diskreter Fall).

n
!
L(0) =pxy,...xn (@1, 0,20 | 0) = [ [ px (i | 0) = max
i=1
Diese Funktion wollen wir Maximieren, idem wir 6 finden.

Uniformverteilung: Maximales Intervall erhalten!!!
Log-Likelihoodfunktion:

Da der Logarithmus monoton wachsend ist kdnnen wir den Loga-
rithmus der Funktion nehmen und diesen maximieren.

3
1(6) = log(L(0)) = > log(p(:1))
i=1
Maximieren durch Ableiten und Null setzten:
o N
%l(e;wi) =0 — 0

Fiir den stetigen Fall ersetzt man p(x) durch f(x).
Hut bei der Lésung nicht vergessen!

Allgemeines Schétzen des Erwartungswert und der Varianz.
Erwartungswert anhand des arithmetischen Mittels:

Ax

Genauigkeit der Schitzer:
Erwartungswert ist Erwartungstreu:

Elax] =E[X]=p
Var (jix) = +0%

Varianz ist Erwartungstreu:

Beispiel
Y ~ Bin(N,p"), p* = p(2z — 1)1 — z), E[Y] = Np*
5= % -1+
2z — 1
Erwartungstreu:
EY] g 4o
Elf] = N _
2 Y]

wegen den Rechenregeln der Varianz gilt dann

Var[Y]  Np*(1-—p")
N2(2z —1)2  N2(2z —1)2

Annahme: Daten x; sind Normalverteilt N (2, o2).
Als Schitzer erhalten wir also:

Varlp] =

S

fix =Xn =

n
>,
i=1

0,2
n

Standardfehler = Standardabweichung vom Schitzer.

Der Schitzer ist auch Normalvertielt:

ax ~N (M;

o

vn

Falls wir o kennen dann liegt fi mit Wahrscheinlichkeit 0.95 im
Intervall

srd(p) =

NG

mit z0.975 = 97.5%-Quantil der Standardnormalverteilung
95%-Vertauensintervall: (z9.975 = 1.96 = 2)

=t 20.975

I~pax +2

vn




9 _Statistische Test 9.3 Test fiir normalverteilte Daten [ 9.4 Eigenschaften von statistischen Test | 0.5 Vertrauensintervalle
Normalverteilte Daten X ~ N (u, 02) Vertrauensintervall (Konfidenzintervall):
_ Als unbekannten Parameter nehmen wir die Schéatzer: 9.4.1 Macht

Besteht aus allen Parameter die mit der Beobachtung (Daten) zum

1. Wihle ein Modell fiir die Daten . Macht: « Signifikatzniveau vertraglich sind.
2. Nullhypothese aufstellen: Hg : 6 = g A= " ZXi M = P(Test verwirft richtigerweise Hy fiir 0 € Ha) = 1—3(0) I = {60 : Nullhypothese Hg : 6 = 6o wird nicht verworfen}
i=1
3. Alternativhypothese aufstellen: ) ) 1 ) Wabhrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art: Wenn ein Parameter 6 im Vertrauensintervall liegt, wird der Test
. c° =8, = Z (X: — f) Hy nicht verwerfen.
0 # 0o zweiseitig n—1= B(6) = P(Test akzeptiert Hy, obwohl § € H4 stimmt) Andere Intepretation:
Hy : € 60> 0p einseitig nach oben
6 < 0y einseitig nach unten Nullhypothese: Griine Flache ist die Macht POel)=1—-a

Ho:p=po=p

Alternativhypothesen:

Dichte von X, unter Alternative ji;

100
1

4. Signifikatzniveau festlegen: o = 0.05,0.01 B
. . Dichte von X, unter Hy
5. Verwerfungsbereich K Konstruieren so dass:

w# po  zweiseitig
P(Fehler 1. Art) < « Hp @ Qp > po  einseitig nach oben g
p < po einseitig nach unten

6. Teststatistik auswerten und Entscheiden:

60
L

Ho M

Ho+c

e Beobachtung © € K — Verwerfe Hy fiir Ha 9.3.1 Z-Test (0’ bekannt) ) . . . N g
e Beobachtung = ¢ K — Behalte Hp Mit der Annahme wissen wir: Macht einer Binominalverteilung: ¢ = kritischer Wert £
Entscheidung — a? Macht = Preai (X > ¢) = Preat(X € K)
Xon ~ N Mo, —
HO HA n =)

S [ Ho kein Fehler 9.4.2 P-Wert 81

< Fehler 1. Art Teststatistik: Definition:

< -

< Ha Fehler kein _

2 2. Art Fehler Xn — 1o beobachtet — erwartet Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, unter der Nullhypothese, =7 : : ] : :

Z= o/vn = Standardfehler ~ N(0,1) einen mindestens so extremen Wert der Teststatistik zu erhalten. “10 05 00 05 10

Vorsicht: Falls man Hg nicht verwierft heisst das nicht dass Hg Die Alternativhypothese definiert was “extrem” ist.

stimmt. Verwerfungsbereich:

Testentscheid mithilfe des P-Wert:

Das Vertauensintervall enthilt mehr Informationen als der p-Wert.

_ w# o K = (—oo, —z a] U [z1 “ 700) o p— Wert < a: Hy verwerfen Breite macht eine Aussage iiber die Genauigkeit der Schitzung.
. —2 —2 .
L. Annahme: X ~ Bin(n, p), n bekannt, p unbekannt o K= 00) e p— Wert > o Ho nicht verwerfen Testeintscheid < P-Wert < Vertrauensintervall
2. Nullhypothese: Hy : p = po M > o ) ] -
. tni1(z) Vertrauensintervalle einiger Tests
3. Alternativhypothese: < po K = (—00,2q] = (—00, —21—q] Z-Test: Alle haben gleiche Breite

iseiti p-Wert = Fliiche unter der Dichte ~ o
PR ki i B e oben 9.3.2 t-Test (o unbekannt) e " I=Xnt—2=n g
: inseiti
4 P~ po . .t.g h unt Annahme:
p < po einseitig nach unten x I < 02) t-Test: Breite von den Daten abhingig
n ™~ Hos —
4. Signifikatzniveau festlegen: « " ~ Sn
. . . Teststatistik: 17 0 17 * I=X,+ tnflvlf%
5. Finde Kleinstes c(a) so das gilt: eststatistik: vn
o Einseitig nach oben: T = Xn — pro _ beobachtet — erwartet L Man kann sogar sagen wie “stark” wir H verwerfen. Achtung:

n
Pop (X 20)= > (()pb (1—p0)" " <a
k=c

Verwerfungsbereich: K = {c,c+1,...,n}

e Einseitig nach unten:

Ppo (X <o) = > (1)pb (1 —p0)" ™"

k

>
I
o

Verwerfungsbereich: K = {0,1, ...

o Beidseitig:

n
Py (X <a)= Z
k=c

IFD:00 (X > c2) = Z
k=c
K ={0,1,...

6. Testentschied: z € K?

,erU{c,e+1,..

sc}

(Z)plé (1-po)"*
n
k

( )p'é (1-po)"*

., n}

IN

IA
w|e

IA
(SRR

Sn /1M - Standardfehler

n — 1 Freiheitsgrade. Pro Beobachtung erhalten wir einen, pro
Parameter verlieren wir einen.
Verwerfungsbereich:

p#Ep | K= (-00, _tn—l,l—%] U [tn—l,l—%voo)
> po K =[th-1,1-a,)
u < po K = (_Oo7tn—1,a] = (_Oo) _tnfl,lfa]

9.3.3 Fehler 2. Art bei Z-Test

Formel ist fiir Durchschnitt. Bei Summe der die anderer Formel
fiir die Anndherung nehmen.

Z~N (W/Nm’ 1)
o
Daraus folgt dann mit K'r = kritisches Niveau (einseitig)

B:P(zgm):qa(\/ﬁ%—m)

Konkrete Beispiele
P-Wert Binominaltest: Q = Beobachteter Wert
einseitig oben:

p-Wert = Pp, (X >Q]

einseitig unten:
p-Wert = P, [X < Q)

P-Wert Z-Test:
Teststatistik auswerten:
7= X, — Ko _ beobachtet — erwartet ~ N(0,1)
o/v/n Standardfehler

In der Tabelle ablesen: (einseitig), zweiseitig anders Intervall

p-Wert =1 — ®(2)

P-Wert t-Test:
Teststatistik auswerten:

beobachtet — erwartet
Standardfehler

Yn — Mo _
iV

In der Tabelle riickwérts ablesen!

T =

n—1

Das Vertrauensintervall ist nicht das gleiche wie der Annahme-
bereich eines Tests, da man beim Annahmebereich von einer
konkreten Nullhypothese ausgeht. Das Vertrauensintervall hinge-
gen basiert auf den Daten!!!

9.5.1 Statistische vs. Fachliche Relevanz
Allgemein gilt:
Statistisch Relevant # Fachlich Relevant

Wir miissen Fachwissen anwenden und definieren was Relevant ist.

[©) §—— ' Signifikant, nicht relevant
@ 3 i I —+—  Signifikant, relevant
® S Signifikant, ev. relevant
[©) —o—,— Nicht signifikant, nicht relevant
® Nicht signifikant, ev. relevant
1 i P
1o — 6 1o po+4

Griiner Bereich ist falchlich nicht relevant.



Wenn die Daten nicht normalverteilt sind, miissen wir Tests mit
weniger Annahmen verwenden.

9.6.1 Vorzeichen-Test

Daten beliebig stetig verteilt mit X; ~ F(u) und Median p.
Fiir symmetrische Verteilungen ist der Median gleich dem Erwar-
tungswert.
Hypothesen:

o Nullhypothese: Hg : 1 = po
e Alternativhypothese: H4 : p # 1o

Wir erwarten 50% der Daten iiber bzw. unter dem Median.
— Z&hlen der Anzahl positiver X; — po.

1
-t

Die Anzahl positiver V; ist Binomialverteilt:

Xi—po >0
sonst

Q= ivl ~ Bin(n,0.5)

i=1
= Binominaltest durchfiihren.

9.6.2 Wilcoxon-Test

Weniger Annahmen als der t-Test, aber besser als Vorzeichen-Test.

Daten sind symmetrisch und stetig mit X,; ~ F(u) und Erwar-
tungswert (Median) p verteilt.
Hypothesen:

o Nullhypothese: Hg : 1 = po
e Alternativhypothese: H4 : p # 1o
Wir geben den Werten einen Rang: (beginnt bei 1)
Rang (| X; — pol) =k
Teststatistik: V; vom Vorzeichen-Test
W =73 Rang(|X; — po|) Vi
i=1

Wir schaune jetzt ob der Wert fiir W in einem gewissen Intervall
(Tabelliert) liegt.

Kleines W: po zu gross

Mittiges W: po stimmt

Grosses W: g zu klein

Falls der Rang fiir N Werte gleich ist

R=%ZRI-

R; sind die theoretischen R'ainie falls sie nicht ileich waéren.
Ziahldaten

Angzahl bei fester
Anzahl Wiederholungen

Binomialverteilung

Binomialtest Test mit Normal-
(exakter Test) approximation

(unbeschrinkte) Anzahl,
z.B. in Zeitintervall oder Raumelement etc.

Poissonverteilung

AN

Exakter Test Normal-
mit Poissonvert. | | approximation

Mehrere Beob.

Messdaten

(stetige Verteilungen)

Erwartungswert ]
von i.i.d. Zufallsvariablen

Keine Vert.-

verteilung

/N

o bekannt ¢ unbekannt

annahme

‘ Annahme Normal-

(Z —Test) (t— Test) Wilcoxon- oder

Vorzeichentest

Statistischer Test

Spezifiziere Modell

Spezifiziere
Nullhypothese Hy

Spezifiziere
Alternative H,
Spezifiziere
Signifikanzniveau o

(Ha cinscitig)

[H A zweiseitig]

Verwerfungsbereich K

p-Wert

" dirahiE
[Gilt p-Wert < a?]

Te scheid:
Liegt T € K?

Vertrauensintervall
(meist zweiseitig)

Alle Nullhypothesen, die beim entsprechenden Test nicht verworfen werden kénnen.

9.7.1 Unterschied zu ungepaart

Da wir nun mehr Information uiiber die Testbedingungen haben
(das unterschiedliche “Niveau” aufgrund der Versuchsbedingungen
kiirzt sich nun weg), sollte es leichter méglich sein, ein signifikan-
tes Testergebnis zu erhalten. Insbesondere erwarten wir, dass der
p-Wert kleiner wird.

Gepaarte Stichprobe:
Versuchsbedingungen an derselben Versuchseinheit:

Z1,...,Tn, unter Versuchsbedinung 1

Y1,...,Yn, unter Versuchsbedinung 2

Jede Versuchseinheit einer Gruppe kann genau einer Versuchsein-
heit der anderen Gruppe zu ordnen. Daher miissen die Gruppen
auch gleichgross sein.
Beispiele:

e Zwei verschiedene Reifen am gleichen Auto

e Priifkdrper werden von 2 Labors gemessen (nondestruktiv)
Ungepaarte Stichprobe:

Die Versuchseinheiten der Gruppen haben nichts miteinander zu
tun:

T1,...,&n, unter Versuchsbedinung 1

Y1,-..,Ym, unter Versuchsbedinung 2

Wobei gelten kann n # m.
Beispiele:

e Zugfestigkeit eines Drahtes aus zwei Werken (destruktiv)

e Zufillige Placebo/Medikamenten Tests

Wichtigste Punkte:

e Randomisierung: damit der einzige systematische Unter-
schied die Versuchsbedingung ist

o Kontrollgruppe: Vergleich zum Nullwert

e Doppelblind: Wenn Menschen involviert sind, sollten nicht
mal die Tester wissen welche Versuchsbedingung die Pro-
panden haben

e Beobachtungsstuden: Wenn keine Experimente durchfiihrbar
sind, miissen wir sehr gut aufpassen bei Ursache-Wirkung
Beziehungen

Bei gepaarten Stichproben betrachten wir immer die Differenz:

ui =x; — Yy, t=1,...,n
Falls die Versuchsbedingungen identisch waren erwarten wir
E[U;] =0

Wir nehmen als Nullhypothese E[U;] = 0 und fiihren einen ¢-Test,
Vorziechen-Test oder Wilcoxon-Test durch.

Bei ungepaarten Stichproben brauchen wir andere Test.
Annahmen:

e X, und Y; sind unabhingig
X;iid. ~N(ux,o?)
Y; iid. ~ N(uy,o?)

02

.

.

. ist gleich

Wir vergleichen die Erwartungswerte. Hypothesen:
o Nullhypothese: Hg : ux = py

o Alternativhypothese: H4 : ux # py

o meist unbekannt:

2 _ 1 < ¥ 2 S - v\2

Spoot = 7w 3 (;zl (Xi — Xn) +i§=1 (v —V3) )
_ 1 2 2
= ((n—l)SX-i-(m—l)SY)

Neue Teststatistik:
Xn =Y — (ux — py) -~
Spool\/ % + #

Fiir die Nullhypothese px = py testen wir:

T =

tntm—2

Mit Verwerfungsbereich:

Hy K =
S [ P
> o |[tntm—2,1—a,00)
< po |[(—00, tntm—2,a] = (=00, —tntm-2,1—a
Vertrauensintervall:
=44 Xp —Ym —d

—— < tn+m72 1-2
’ 2
Spooly/ £ + &
— — 1 1
Xn - Ym + Spool E + Etn+m_2’1_%

Messdaten

(stetige Verteilungen)

Vergleich der Erwartungswerte
von zwei Gruppen

[ Gepaarte [Ungepmte (unabhz'i.ngige)]

verteilung

/N

o bekannt o unbekannt

[Annahme Normal—] {Keine Vert.-]
N

Annahme Normal- Keine Vert.-
verteilung annahme

‘Wilcoxon- oder
Vorzeichentest

Zwei-Stichproben Mann-Whitney
t-Test U-Test

)

ungleiche Var.



eare Regress

L n
Datenpaare (z;,y;) gegeben.
Linearer Zusammenhang: (erkldrende Variable x;)

Yi =Bo+ Brxi + Ei, i=1

Fehler ist i.i.d. E; ~ N(0,02).
Zielvariable:

RN )

Y; ~ N (Bo + Brzi, 0°)

11.1.1 Parameterschitzung

Kleinste Quadrate Schéatzer:
Minimieren des Fehlers:

e= Z(yz
i=1

— Bo — frxi)?
Minimierung:

Bo, B = argming 5 > (v — Bo — Brwi)?
i=1

Losung:
iy (i — @) (yi —9)
iy (i — 53)2
Bo=7- b=
r = empirische Korrelation

s; = empirische Standardabweichung
Residuen:

Sy
Sz

B =

T = Yi — Yi, = Bo + Prz;

Geschéatzte Varianz:

Maximume-Likelihood Schétzer:
Gleiches Resultat wie kleinste Quadrate Methode.
Modell:

Yi ~ N (50 +ﬁ1$i,02>

Likelihoodfunktion:

L (Bo, B1) = P(-% (yi_ o

S
——— ex
g V2mo
Log-Likelihoodfunktion:

1(Bo,B1) =c— M)

22 (

=1

Bo — Brzi

))

11.1.2 Vertrauensintervalle
Wir kennen die Genauigkeit der Parameter:

. (1 z2
ﬂo~N<Bo,a <Z+SSX>>
~ 0'2
51’\‘-/\[(1311@)

SSx = i (i — @)

i=1

mit

Test fiir 31:
Teststatistik:

B1— B ot
&/v/55x 7?7

Hypothesen:
o Nullhypothese: Hyp : 81 =0
e Alternativhypothese: Hy4 : 81 # 0

Wir verwerfen wenn

-
SSx

B 7 2,1-¢

Vertrauensintervall:

[ea
SSx

I= Bl itn—z,l—% .

Fiir Bo gehen die Berechnungen analog.

11.1.3 Residuen Analyse

Modellannahme:

1. E[E;] =0
2. E1,...,Ep sindiid.
3. B1,...,En ~ N (0,07)

Je deutlicher diese verletzt sind, desto weniger vertrauenswiirdig
sind die Resultate.
Aussagen konne iiber verschieden Plots gemacht werden.

Tukey-Anscombe Plot (TA-Plot): r; gegen g; (oder z;)
e Starke Abweichung von §;-Achse widerspricht Annahme.
e Stark unterschiedliche Streuung widerspricht Annahme.
e Es kann Ausreisser geben.

Normalplot der Residuen:

e Starke Abweichung von einer Geraden widerspricht Annah-
me ?7.
Serial Correlation Plot: E; gegen i plotten
Vor allem sinnvoll wenn Daten in chronologischer Reihenfolge

o Idealfall: keine Regionen mit dhnlichen Residuen (z.B. glei-
ches Vorzeichen)

Mehrere Variablen x(l), . ,x(m), m > 1.

Modell:
m
Y; = Bo + Z szﬁ”) +E;

j=1
Fehler ist i.i.d. E; ~ N(0,02).
Wir haben p = m + 1 verschiedene 3-Parameter.

29 kénnen auch Funktionen sein (22 oder log(z;)).
Gleichungssystem:

Y1 1 Zgl) e l‘gm) ,80 E1
. =1: . . + .
Yy, 1 2 z (™) Bm E,
N—— n n ——— N
Y Designmatrix X B E

Losung: falls X vollen Rang hat
N -1
b= (x"x)" xTy

Standardfehler:

2

—Bo— 3 el

=1

11.2.1 Tests und Vertrauensintervall

Individuelle Tests:
Wir Testen jeden Parameter ob er weggelassen werden kann:

e Nullhypothese: Hg ;: 8; =0
e Alternativhypothese: Ha ;: 3; # 0

Als Resultat erhalten wir ein t-Verteilung — t,,—m

F-Test:
Testen ob alle Parameter weggelassen werden kdnnen:

e Nullhypothese: Ho: 3; =0V j € {1,...
,m} B #0

,m}
e Alternativhypothese: H4: 35 € {1, ...

— F-Verteilung (aus Computerprogramm)

Das Prognoseintervall ist ein Intervall, dass mit hoher Wahrschein-
lichkeit neu gesammelte Daten einfangt. Das Prognoseintervall ist
immer grosser als das Vertrauensintervall. Beide sind gekrimmt.

Temperatur

Tiefe

o Die Macht eines Test ist grosser, desto weiter weg der wahre
Wert von der Nullhypothese liegt.

e X ~ Bernoulli(p), Y ~ Bernoulli(g) und E[XY] =
dannist P[X =1,Y = 1] = K.

e Stichprobe mit reelen Zahlen kann der empirische Median
und Mittelwert berechnet werden.

e Falls Cor(X,Y) # 0 sind X und Y abhingig (~ N)
e Falls A und B unabhingig auch A und B€ unabhingig

e Aus den Randverteilungen kann man die gesamte Verteilung
nur berechnen, falls X, Y unabhangig sind.

m statistische Tests mit Nullhypothesen Hy ;.

Auch wenn Hg stimmt werden o« - 100% der Tests Hg ver-
werfen. Anders ausgedriickt wird es fast immer ein statistisch
siginifikanter Testeintschied geben wenn wir geniigen oft Testen !!!

Unabhingige Tests:

P(mindestens ein Hg, ; wird verworfen)

=1 — P(kein ein Hg, ; wird verworfen)

=1- H P (Ho,; wird nicht verworfen)
j=1

=1-(1-a)™

Bereits fiir « = 0.05 und m = 50 bei 92%.
Abhéingige Tests:

P(mindestens ein Hy ; wird verworfen)

< Z P (Ho,; wird verworfen)
j=1

—a-m
Bonferroni-Korrektur: strikteres Niveua

« . . .
a® = — — P(mindestens ein Hy,; wird verworfen) < «
m

Falls die Nullhypothese stimmt und wir mit dem Niveau o testen,
miissen wir im Schnitt é mal wiederhohlen, bis wir die Nullhypo-
these das erste mal verwerfen.

Beispiel mit Tabelle

X\Y 1 2 3 4 )
1 0.080 0.015 0.003 0.002 ||0.1
2 0.050 0.350 0.050 0.050 | 0.5
3 0.030 0.060 0.180 0.030 |0.3
4 0.001 0.002 0.007 0.090 |[0.1
(D) 0.161 0.427 0.240 0.172]| 1

Randverteilung von X (orange) ist einfach die zeilenweise sum-
mierten Wahrscheinlichkeiten.

Randverteilung von Y (pink) ist einfach die spaltenweise summier-
ten Wahrscheinlichkeiten.

X und Y sind nicht unabhangig, da Wahrscheinlichkeiten nicht
produkt der jeweiligen Randdichten sind.




12.3 Berechnung der Macht

Zwei-Stichproben Z-Test
Zwei Datensétze vergleichen mit g4 und pp.

Ho:pa=pp, Ha:pa#ps

Teststatistik unter Hy:

(yn _?n) — (l"A - ILB)
o/t 4+ L

n m

Z =

~ N(0,1)

Daten von Hy mit der Verteilung Hy : pa — up = Ap ist:

Ap
Za = !
o wtm
Daherist Z4 = Z — Ap
o/ L4 L

n m
Die Macht is dann:

Ap _

Kr = kritischer Wert, —=EF—
e
P[|Za| > Kr]=1—P[-Kr < Zs < Kr]
=1—-P[-Kr+D < Zu < Kr+ D]
=1-—®(—Kr+D)—®(Kr+ D)
Achtung bei einsitigen Tests nicht den Betrag nehmen!

Z-Test:
Nullhypothese:

Xn —
z=20"H0 L N(0,1)
o\/%
Alternativhypothese:
Xn — pa | B0 = pa

Za=22_2
o\

Macht: Kr = Kritischer Wert
0= H

— 1
o/ L
n

=1-P[-Kr < Zs < Kr)
1-P[-Kr+D < Zu < Kr+ D]
1 - &(—Kr+ D) — ®Kr + D)

Achtung bei einsitigen Tests nicht den Betrag nehmen!

t-Test

Datensatz mit (beidseitig)
Ho:po=0, Ha:pa#0~t,_1

Teststatistik unter Ho:

Xn — po
T = W ~tn_1
Wenn nun H 4 : pa stimmen wiirde: nicht ~ ¢, 1
T, = Xn — HA
N
Die Macht ist dann:
Kr = Kritischer Wert, Tq4 = T + ’;27:‘/‘%

M= IP’[TA > KT] +]P’[TA < K'r‘]
Hna HA

sn/Vn sn/v/n

Die Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten riickwerts ablesen.

:P[T>K’I“7 ]+P[T<7Kr7

]

12.4 Kochrezepte
12.4.1 Z-Test

Kochrezept
1. Bestimme Nullhypothese:

Ho : p = po
2. Bestimme Alternativhypothese:
(a) Ha : p # 1o
(b) Ha :pp> po
(¢) Ha:p < po
3. Berechne realisierte Teststatistik:
Tn — MO
z=—
o/v/n

4. Bestimme z1_o ((1 — a)-Quantil der Stdnormverteilung):
l—a=P(Z < z1—a)=F(z1—a) = ®(21-a)
5. Bestimme den Verwerfungsbereich K:
Siehe Tabelle Oben!

6. Bestimmeob z € K

ja = Nullhypothese kann verworfen werden
nein = Nullhypotese kann nicht verworfen werden

12.4.2 t-Test
Kochrezept
1. Bestimme Nullhypothese:
Ho : p = po
2. Bestimme Alternativhypothese:
(a) Ha : p# 1o
(b) Ha :p> po
(c) Ha:p < po
3. Berechne realisierte Teststatistik:
Tn — MO

Sn/\/ﬁ

t =

4. Bestimme Teststatistik

Unter Hg ist T ~ t,,—1 Beispiel: n = 10 — tg

5. Bestimme den Verwerfungsbereich K:
Mit Tabelle Oben und mit Tabelle fiir t,, 1

6. Bestimmeob t € K
ja = Nullhypothese kann verworfen werden
nein = Nullhypotese kann nicht verworfen werden
Fiir bestimmung tiber P-Wert muss ab Schritt 4 folgendermassen
vorgegangen werden:
5. Je nach H 4 ist der p-Wert nun folgendermassen definiert:
(@) p=P(T = |t])
b)) p=P(T>t)=1-P(T <t)=1-—F(t)
() p=P(T < t) = F(t)
6. Diese beziehungen kénnen folgendermassen umgeformt wer-
den:
(a) Itl =tn-1,1-0.5p
(b) t=tn_11-p
Q) t=tn 1,
7. Nun kann anhand der Tabelle der p-Wert bestimmt werden
8. Testentscheid:
p < a = Nullhypothese kann verworfen werden
p > a = Nullhypotese kann nicht verworfen werden

12.4.3 Vorzeichen Test
Kochrezept
1. Setze: p = median(X;)
2. Bestimme Nullhypothese:
Ho : p=po
3. Bestimme Alternativhypothese:
(a) Ha : p # po
(b) Ha :p> po
(€) Ha : p < po
4. Bestimme alle Vorzeichen ¢; = |z; — o

5. Bestimme realisierte Teststatistik (z3hle pos.Vorzeichen)

q=> 1ifq >0
i=1
6. Je nach Alternativhypothese kann nun Verwerfungsbereich
bestimmt werden:
(a) P(Q >c1) < a/2und P(Q < ¢2) < a/2
(b) P(Q>¢) < o
() P(R<ce)<a
7. Bestimme ob g € K
ja = Nullhypothese kann verworfen werden
nein = Nullhypotese kann nicht verworfen werden
Fiir bestimmung iiber P-Wert muss ab Schritt 5 folgendermassen
vorgegangen werden:
6. Je nach H 4 ist der p-Wert nun folgendermassen definiert:
(@) p=P(Q2>q) +P(Q < (n—q))
(b) p=P(Q2=4q)
() p=PQ <0
7. lIst nun p-Wert < o ?
ja = Nullhypothese kann verworfen werden
nein = Nullhypotese kann nicht verworfen werden

12.5 Unsicherheit von Schatzern
Wir haben eine Schitzer in linearer Abhangigkeit von einer Zu-
fallsvariable gegeben:

b=a -X+b
Dann ist der Erwartungswert und die Varianz des Schétzers fol-

gendermassen gegeben:

E[0] =a -E[X]+b Var(d) = a*Var(X)

Der Standardfehler ist nun gegeben als die Standardabweichung:

Standardfehler = o = {/Var(0)

Spezialfall Normalverteilung
Wir wissen nun, dass X normalverteilt ist:

X ~N(ux,0%)
Daher:

2 2

ElaX +b] =apux +b Var(aX +b) =a"cx

Also ist unser Parameter auch normalverteilt:

éwN(auX+b,a2a§()
N, s’ \\/—/
2

o4

Ko
Das 3 - 100% Vertauensintervall ergibt sich nun als:

1-5
2 )'Ué

R (1 -
Was nichts anderes ist als:

f+o ! <17¥>~a~a’X




/uvdw—uvf/ v dx

1
/7dz:1n|z|+c
T

(aac+b)SJrl
b)*® = C -1
/(aw—i— aGED) +C, s#
/ 1 dz_1n|az+b|
ar + b - a

(az? + b)st+!

/ (aa:p + b)S 2P ldr =

1 P+b
/(awp-‘rb)_lmp_ldz: 711'0@ + 0l
ap

/az—l—b ax ad —
dx =
cr+d

ax +b
/7@0:
22 4+ cr+d

+C,a#0,p#0

cln|cm+d\+C

§1n|x2+cm+d’

p — ac c
+ 2__ arctan rts +C —4d <0
d— c2 c2

T — 2

/‘ 1 d arctan £ rc
r =
z2 + a? a

1 In |7ili
de = e}
/ x2 — a? * 2a +

/\/a2+x2da:— 7\/a2+z2+—ln (a:+\/a2+a: )

/\/ — z2dr = — \/ —z2+—arcsmﬁ+0

2
/\/xQ—anw= g\/:vz—a2—%1n|x+\/ac2—a2|+0
1
/ﬁdm:m(er\/a2+z2>+C
/Jidz_ln|m+\/ —a2|+C

1 .z
/ﬁdac = arcsmm +C

. akz
de = —— 4+ C
/a * k-ln(a)+

/e“p (z) dz =e** Z (-1D)'a” W 4 a£0

=0

p (z) : Polynom n-ten Grades

= 7 -1
T D) +C, s# —1,a,p#0

/ln|z|dac—ac (In|z| —1)+C

/loga |z| dz = x (log, || — log, e) + C

k41
k T
/z Inzdr = Inz —
k+1
1
/de:
T
/tanxdz = —lIn|cosz| + C
1
/sin2xdac= —
2
1
/cos2xdx= =
2

/tan2xdx=tanx—x+c

1

/_ dz = In
sin x

/ LI (’”+”)+c
X = In an - —
cos T 2 4

/ dez =1In|sinz|+ C
tanz

1
5 (nz)* +C

(z —sinzcosz) + C

(x 4+ sinzcosz) + C

tanf‘—&-C

/arcsin zdx = zarcsinxz + /1 — 22+ C

/arccos rdr = rarccosz — /1 — 22 +C

/tanh zdzx = In (coshz) + C
/arsinhzdw = zarsinhz — /z?2 +1+ C
/arcoshmdz = zarcoshz — /z2 — 1+ C

/artanhzdz = zartanhz + ln (1 — z2> +C

27

/ sin (mz) sin (nz) dz

0

27
= / cos (mxz) cos (nx) dx
0

0 m#n
= ; Z
{7T m2n715077n7ne

27

/sin (mx) cos (nz)de =0, m, n €Z

0
oo
sin (az) ™
———dr = 3@ >0

x
0

1
— ) +C k#—1
k+1)+ 7

1 2
/arctanxdm = zarctanx — 5111 (l—i—z ) +C

5

d 1
— (Injz]) = —
T T

d log, e 1
— (log, |z]) = —*— =
dx

T zlna

d o\ _
%(a)—a Ina

d
— (sinz) = cosz
dz

d
T (cosz) = —sinz
T
d 1
— (tanz) = ——— =1+ tan’x
dx cos? x
d ( in ) 1
— (arcsinz) = ——
dz V1—a?
1
— (arccos ) = — ——
( ) —
d 1
I (arctanx) = T+ a2

d
— (sinhz) = coshz
x

d .
— (coshz) = sinhz
T

d 1
— (tanhz) = ——— =1 — tanh® &
dz cosh? z
% orsinh) 1
— (arsinhz) = ——
dx Vz? +1
d 1
T (arcoshz) = N
d
T (artanhz) = T2
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