Thermodynamlk II — Ubung 7
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Themen von Heute
= Repetition

= Allgemeine L6sung der Warmeleitungsgleichung

= Kartesisch
= Zylindrisch
= Spharisch

= Zeichnen von Temperaturprofilen

= Bjot-Zahl

= Tipps fur die Serie
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Wiederholung: Warmeulbertragung

= Es existieren drei fundamentale Arten, wie Warme Ubertragen werden kann:

= Leitung (conduction) tritt in jeglicher Art von Materie auf, hauptsachlich aber in
Festkorpern

: dT
o L L
@ =-A dx

= Konvektion (convection) ist Warmetransport, der mit fliessender Materie
verbunden ist, also in Gasen und Flussigkeiten auftritt

Q”:a'(Ts_ Too)

= Strahlung (radiation) ist Warmetransport, der in Form von elektromagnetischer
Strahlung stattfindet und ist nicht an Materie gebunden

Q" =0 (T = T3)
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Warmeleitwiderstande

=  Warmeleitwiderstande ersparen sehr viel Rechenaufwand und kdnnen fir bekannte
Warmeltbertragungsprozesse verwendet werden

= Hier beschreibt Q den Strom, AT die Spannung und R = %T den Widerstand

In Elektrotechnik: In Thermodynamik:
AT
o
—VWW——,
AU=R-I AT =R -(
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Warmeleitwiderstande

= Man darf Warmewiderstande nur nutzen, wenn folgende Voraussetzungen erftllt
sind:

= Stationares System

= Eindimensional
= Keine Warmequellen

= Mit dem Verfahren der Warmeleitwiderstande bekommt man kein Temperaturprofil,
dazu muss die Warmeleitungsgleichung explizit berechnet werden.
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Warmeleitungsgleichung

= Energieerhaltung fur ein infinitesimales Kontrollvolumen und das Fourier’'sche
Gesetz liefern die Warmeleitungsgleichung:

% (p-c-T)=V-(A-VT) + que”en allgemein

— . . - —_—— . — — . — — . —_— k t h
o (P T) =72 ()‘ a:c) 3, (A ay) 9, ()‘ é)z) T QQuetten | 1AMESISE
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Stationare eindimensionale Warmeleitung — Ebene Wand

= Die eindimensionale Warmeleitung durch eine ebene Wand kann im kartesischen
Koordinatensystem einfach gelost werden

= Fur den quellenfreien und stationaren Fall vereinfacht sich diese wie folgt:

) . oT, 0 aT i oT i oT < I
e kartesisch: p(%t/— — (/1 6x) + " (A g + > (A az) Tt qoueflen

= Falls 4 = const. kann dieses ebenfalls aus der Klammer gezogen werden
= Die Warmeleitungsgleichung reduziert sich also zu

= Die allgemeine L6sung lautet

02T
d0x?2

T(x) — Clx + Cz

wobei C; und C, Integrationskonstanten sind
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Temperaturverlauf

A: Flache

K Pian

T,

T(x) | Tx)=?
y‘\ Q=7
> x | 12
L
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X= x=L
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Ebene Wand — Serienschaltung

= (Gegeben ist eine dreilagige Wand

= Der Warmefluss kann uber das Ohm‘sche Gesetz fur die Thermodynamik
gefunden werden

T
m,l_\
Tﬁ,l\Tz e AT =R « q
\ « Zwel konvektive und drei Leitwiderstande in
T, Serie
- Ty « FUr den Warmefluss folgt schliesslich
1] pagete
- .T:x:,l - .Tm,4
oh e | . BT + (LadkA) + (Ly/ksA) + (LelkcA) + (1h,A)]
A B C T T T
e T Hinweis: In der englischen Literatur und in Thermodynamik Il|
1 L L L1 T...0: ha wird der Warmeubergangskoeffizient « als h geschrieben
h,A kpA kgA kA h,A
— AMNOANAAOANNAOANMNAOANNAO
1 Tm,l T.;‘ 1 T2 T3 Tr,4 Too.4
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Stationare eindimensionale Warmeleitung — Zylindrisches Rohr

= Die eindimensionale Warmeleitung durch die Wand eines zylindrischen Rohres (keine
Temperaturgradienten in tangentiale und axiale Richtung) kann im zylindrischen Koordinatensystem
einfach geldst werden

= Fdr den quellenfreien und stationaren Fall vereinfacht sich diese wie folgt:

* aylindrisch: - po 2t = - (ar ) + S 3kA55) + SAAT) + deuen

r dr

= Falls 4 = const. kann dieses ebenfalls aus der Klammer gezogen werden
= Die Warmeleitungsgleichung reduziert sich also zu A Fliche

0 ( oT Ilang («0)
— (r —) =0

or\ or T
1 T(x) | T(x)=?
= Die allgemeine L6sung lautet . y / Q=27
Logarithmischer |
T(T‘) = C11n(7') + C, Temperaturverlauf ” > x T,
L

wobei C; und C, Integrationskonstanten sind
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Zylindrisches Rohr — Serienschaltung

= Gegeben ist ein zylindrisches Rohr

= Der Warmefluss kann uber das Ohm‘sche Gesetz fur die Thermodynamik

gefunden werden

n(r,/ry) In(rglry) — In(rylrs) 1

1
AL 2r kgL 2 kL hy2rr,L

s AT =R * q
« Zwel konvektive und drei Leitwiderstande in

Serie

« FUr den Warmefluss folgt schliesslich

T.,—T.,
1 N In (ry/ry) N In(r3/ry) N In (ry/r3) N 1
2arLhy 2wk ,L 2mkgL 2wkl 2mr Lhy,

Q.
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Stationare eindimensionale Warmeleitung — Kugelschale

= Die eindimensionale Warmeleitung durch die Wand einer Kugelschale (keine Temperaturgradienten in
tangentiale und axiale Richtung) kann im spharischen Koordinatensystem einfach gelost werden

= Fdr den quellenfreien und stationaren Fall vereinfacht sich diese wie folgt:

o 9 10 zaT) 1 ) ( ar)
e spharisch: pn:at rzar(ﬂ' *'FEEE?EZQ;‘Aae |

oT
72 Sln2 Z/(/l SIn ¢ ) + %ellen

= Falls 4 = const. kann dieses ebenfalls aus der Klammer gezogen werden

= Die Warmeleitungsgleichung reduziert sich also zu A: Fliche
0 < aT) ) K lang (0)
2\ = i
aT' aT' Tl T(X) 'I"(X)_
= Die allgemeine L6sung lautet — y Q=

L1
Temperaturverlauf mit -

T(r) = —C; 5+ G, z

|
o
=V N
>
| .

X= x=L

wobei C; und C, Integrationskonstanten sind
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Kugelschale

= Gegeben ist eine Kugelschale

= Der Warmefluss kann uber das Ohm‘sche Gesetz fur die Thermodynamik
gefunden werden

s AT =R * q
« Ein Leitwiderstand
« FUr den Warmefluss folgt schliesslich

ATk, — T,,)
~ (Ur) = (1/ry)

q,
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Eindimensionale, stationare Losung der Warmeleitugsgleichung -

Zusammenfassung
Plane Wall Cylindrical Wall” Spherical Wall”
- dT _ 1d( dr)_ 1 d(,.dT) _
Heat equation 10 0 - dr(r dr) 0 2 r( dr) 0
In (/1) 1 —(r/r)
Temperature AT X T o+ AT ——° T, — AT[
distribution L ATL 52 In (r/ry) ' 1 — (r{/r)
Heat flux (¢) R AT _ kAT 2 kAT
L rn (ry/ry) rAL(1/r) = (1/ry)]
AT 2Lk AT 4k AT
Heatrate () kAT In (r,/r) (1ry) — (1/r)
Thermal L lI'l (}”z/fl) (l/f])—(l/r'g)
resistance (R, onq) kA 2Lk 4k
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Zeichnen von Temperaturprofilen

= Die Geometrie gibt bereits Aufschluss Uber die Steigung
und Krimmung der Kurve

= Leitung durch

= Ebene Wand — |inearer Verlauf
= Zyl. Rohr — logarithmischer Verlauf i
Cold fluid T“ -
= Kugelschale — Verlauf mit% 4 ! \

= Konvektion

= Komplexe Modelle notwendig um Temperaturverlauf
zu charakterisieren

= Intuitiv einfach «exponentieller Verlauf»

= Bereits in «kurzen» Abstanden zum betrachteten
Objekt nahert sich Temperaturverlauf
asymptotischem Wert » Umgebungstemperatur
= Warmeleitfahigkeit A gibt an, wie steil die Kurve
relativ zu einer anderen verlauft
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Zeichnen von Temperaturprofilen: Ebene Objekte

= Warmeleitung

= Linearer Verlauf, wenn keine Quellen | B
. . . Hei, - _/\((__1
= Steiler, wenn A klein ist 1 Leit = N

Q" = const.

= Konvektion
= Exponentieller Verlauf
= Grosse Krummung bei hohen
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Zeichnen von Temperaturprofilen: Gewdlbte Objekte

= Warmeleitung

= Gewolbter Verlauf
= Steiler, wenn A klein ist 1

= Konvektion

= Exponentieller Verlauf, steiler als bel
Warmeleitung

= Grosse Krummung bei hohen

Q"" (r) = const. resp. Q = const.

A grosser (2.8, Metall)

Alle Unterlagen auf n.ethz.ch/~semmarco Marco Semeraro | 27.04.2020 | 16



Zeichnen von Temperaturprofilen: Materialibergange

= Steigung an Ubergangsstellen allgemein unstetig, da es zu Materialwechsel kommt
mit anderen Eigenschaften (Aggregatszustand, Warmeleitfahigkeit, Stromungsart...)

- 31 _ oaT 311
T Leit — —A dx © Konwv

Wand

=a- (T —To)

Fluid T

A J

Q" (r) = cons

zylindrisch, ohne Kontaktwiderstand

AB > AR

L. resp. Q:con.s:‘,.
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Zeichnen von Temperaturprofilen: Kontaktwiderstande

= Kontaktwiderstande sind beispielsweise Folien, die wir als unendlich dinn

betrachten
= Obwohl sie keine «Dicke» besitzen, fuhren sie zu einem Temperatursprung -

Unstetigkeit im Temperaturprofil

A
T
AB > AR

Q" = const.

karthesisch, mit Kontaktwiderstand

Alle Unterlagen auf n.ethz.ch/~semmarco Marco Semeraro | 27.04.2020 | 18



Zeichnen von Temperaturprofilen: Warmequellen/ -senken
=  Warmequellen/ -senken fuhren einen Storterm in die Warmeleitungsgleichung
= Wo sich das Temperaturmaximum befindet, muss explizit berechnet werden

= Wichtig: Prinzip der Warmeleitwiderstande kann nicht verwendet werden in quellen- bzw.
senken-behafteten Segmenten

= Uber die Krimmung kann allgemein eine Aussage getroffen werden:

A

Leit — or

Q" # const.

Kein Warmestrom
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Biot — Zahl

= Die dimensionslose Biot — Zahl ist definiert als

a x L
A

Bi =

wobei a der Warmeibergangskoeffizient, A die Warmeleitfahigkeit und L die
charakteristische Lange
= Die Biot-Zahl stellt das Verhaltnis des Warmeleitungswiderstandes im inneren eines Korpers

(bezlglich einer charakteristischen Ausdehnung L) zum ausseren konvektiven
Warmeulbergangswiderstand dar.

= Bi>»1: — Warmeleitungswiderstand ist dominant, grosste Temperaturdifferenzen im
iInneren des Korpers

= Bi=1: — Es liegt kein dominanter Widerstand vor

" BiKL1: — Konvektiver Widerstand ist dominant, grésste Temperaturdifferenzen

ausserhalb und homogene Temperaturverteilung innerhalb des Korpers
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Serie 7 — Aufgabe 1

In einem Stahlrohr wird ein Gas bei einer Temperatur von 250°C' transportiert. Das Rohr soll
von aussen so beheizt werden, dass sich das Gas weder erwirmt noch abkiihlt. Der Aufbau
von innen nach aussen ist wie folgt:

Stahlrohr, D ssen, = 0.8 ¢

Elektrische Isolation, 0.2 em dick, A = 0.45 W /(m - K)

Elektrische Heizfolie, unendlich diinn

Steinwolle, 2 ¢ dick, A = 0.040 W /(m - K)

Der Wiirmeiibergangskoeffizient aussen betriigt 12 1W/(m? - K') und die Umgebungstempe-
ratur betrigt 20°C'.

a) Zeichnen Sie qualitativ die radiale Temperaturverteilung auf.
b) Berechnen Sie die notwendige Heizleistung fiir ein Rohr von 3 m Linge.

c) Berechnen Sie die Oberflichentemperatur.
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Serie 7 — Aufgabe 1a) zeichnen Sie qualitativ die radiale Temperaturverteilung autf.

Tx,4

Gegeben:

" Te1 = 250°C

" Tews = 20°C

= L=3m

1 = TStahlinnen = ?

2 = Tstahl,aussen = 0.4cm
" T3 = Tsolation = 0.6cm

" T4 = Tsteinwolle = 2.6cm

" A = Astant =7 W
" Ay = Aisotation = 0-45m_§v — .
= A3 = Asteinwolle = 0_()4ﬁ Prinzipskizze
" Qnnen =7 Aus Aufgabentext: Das Rohr soll von aussen so beheizt werden, dass
a — 12 ¥ sich das Gas weder erwarmt noch abkunhilt.
aussen — m2K
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Serie 7 — Aufgabe 1a) zeichnen Sie qualitativ die radiale Temperaturverteilung autf.

Gegeben: Aus Aufgabentext: Das Rohr soll von aussen so beheizt werden, dass
sich das Gas weder erwarmt noch abkuhlt.

" Tewn = ZS?OC In anderen Worten: Netto darf keine Warme aus dem Stahlrohr fliessen.

" Toq =20°C Wir kennen an dieser Stelle die Werte fUr a;,,,., Und A, nicht, diese sind

" L=3m aber auch nicht notwendig. Die Heizfolie liefert exakt so viel Energie,

" "1 = Tsantinnen =7 dass die Temperatur innerhalb des Rohres konstant ist und der

" T2 = Tstan,aussen = 0.4Cm konvektive als auch der Warmeleitiibergang kompensiert werden.

" T3 = Tsolation = 0.6cm

B Y, = Torai = 2.6cm
4 Steinwolle TT Heizfolie
IT...=250°C T,, T, Tiso | T
" A = Astam =7 W ! | - TN\
" A2 = Aisotation = 045% !
17%4 i
" A3 = Asteinwolle = 004‘% : T.
: ¥ Tu‘-fum:zonc
" Winen = i Stahl- | El Isolation Steinwolle | Fluid
_ 12 W : rohr
Xaussen = 14 70 6 M , - r "
1 2 3 4
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Serie 7 — Aufg abe 1b) Berechnen Sie die notwendige Heizleistung flr ein Rohr von 3m Lange.

Gegeben: = Da es sich um eine Serienschaltung handelt, ist der Warmestrom konstant
= Die Heizfolie gibt gleich viel Energie nach aussen wie nach innen ab
" Ty = 250°C — In den beiden dusseren Schichten kénnen wir mit den
" T, = 20°C Warmeleitwiderstanden arbeiten:
" L=3m 5 5 5
" rl = rStahl,lnnen = ? T;’ RGW T" > Rcam-' —
" T2 = Tstaniaussen = 0.4cm " Steinwolle "  Konvektion
" 13 = Misolation = 0.6cm _ _ _
"1y = Tsteinwolle = 2.6cm = Die von der Heizfolie nach aussen abgegebene Warme kann Uber das
Ohm’sche Gesetz ermittelt werden:
" A = Astant =7 W
" Ay = Aisotation = 045& .a = =108.76W
w tot
| | _— . —_— —
/13 AStemwolle 0.04 mK
ln(r—4) o
1 r 1 C
innen W tot SW Conv. 277L A3 T4 Qqussen W

Xaqussen = 12

m2K = AT = TOO,l - TOOA- = 230°C

Alle Unterlagen auf n.ethz.ch/~semmarco Marco Semeraro | 27.04.2020 | 24



Serie 7 — Aufgabe 1c) Berechnen Sie die Oberflachentemperatur Ty, .

Gegeben: » Eine einfache Energieerhaltung fiihrt zum Ziel (es muss die gleiche Warme
durch die Widerstande fliessen):
" Tooq =250 AT AT Ty —T.
- Too,4 = 20°C Q-a _ _ Conv. _ TW — loo4
= [, =3m Rtot RConv. RConv.
" T1 = Tstahlinnen =7 = Auflésen nach Ty, liefert:
" T2 = Tstahl,aussen = 0.4cm
- — — RConv.
3 = Tisolation = 0.6cm Ty = * AT + Ty, , = 38.5°C
" T4 = Tsteinwolle = 2.6cm tot
= Ay = Astan =7 ” Q. R.. Q. , R.. Q.
" A2 = Aisolation = 045% e Steinwolle T Konvektion

w
" A3 = Asteinwolle = 004‘%

Ainnen
w

m2K

Xaqussen = 12
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Serie 7 — Aufgabe 4

Fiir die Entsorgung von radioaktiven Abféllen werden diese in Glas eingegossen. Es entste-
hen Blocke mit einer homogenen inneren Wirmequelle. Fir die eindimensionale Behand-
lung dieses Problems betrachten wir eine Schicht von 0.4/ Dicke, beidseitig gekiihlt. Die
Kihlung geschieht einmal

a) durch eine Fliissigkeit mit o = 500 1W/(m? - K') und

b) mit Luft durch freie Konvektion mit o = 15 W/(m? - K).

Die Fluidtemperatur 7., sei in beiden Fillen 20°C'. Wie gross darf die volumenspezifische
Wiirmebelastung in den beiden Fillen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inne-

ren 400°C nicht iibersteigen darf (A, = 0.81 W/ (m - K))?

¢) Diskutieren Sie das Resultat als Funktion der Biot-Zahl.
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Serie 7 — Aufg abe 48)& b) Wie gross darf die volumenspezifische Warmebelastung in den
beiden Fallen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inneren 400°C nicht tibersteigen darf

= Gegeben:
= Quellenbehafteter Glasblock
: T. , T
=  Symmetrisches Problem ° | o
= 2L =04m > L=02m Glaslblock
" Toax = 400°C |
. T = 20°C Fluid | Qolen Fluid
w |
" Aglas = 0.81 — i
_ w |
a) a=>500—— . > X
w -L 0 L
b) a=15—r—

Prinzipskizze
=  Gesucht:

NI
. QQuellen,crit
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Serie 7 — Aufg abe 48)& b) Wie gross darf die volumenspezifische Warmebelastung in den
beiden Fallen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inneren 400°C nicht tibersteigen darf

= Wir kennen die ausgeschriebene Form der Warmeleitungsgleichung:

icch: F _ 0 (29T L 9 (50 a,a‘f)-m
e kartesisch: pc = o (/1 ax) + % (’1755) + 52 \* oz *+ qquelien

=  Annahmen:

= Stationares System (steady state)
* Eindimensionale Warmeleitung
» Glasblock, d.h. kartesisches Koordinatensystem am besten geeignet

= Sowohl A als auch a sind explizit gegeben und kdnnen daher als konstant betrachtet
werden

= Die Warmequelle ist uniform in dem Glas verteilt

= Warmestrahlung kann vernachlassigt werden, da auftauchende Temperaturen viel zu
klein sind
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Serie 7 — Aufg abe 48)& b) Wie gross darf die volumenspezifische Warmebelastung in den
beiden Fallen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inneren 400°C nicht tibersteigen darf

= Durch Vereinfachung erhalten wir folgende Gleichung:

aZT Q’Q,{Lellen
dx? A

= Zweimalige Integration liefert dann

T(x) =—

QQuellen X2

444

o1 x4+ Cix + C,,

wobei C; und C, Integrationskonstanten sind

= Wir kennen nun das allgemeine (symmetrische) Temperaturprofil innerhalb des

Glasblocks und mussen geeignete Randbedingungen finden
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Serie 7 — Aufg abe 48)& b) Wie gross darf die volumenspezifische Warmebelastung in den
beiden Fallen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inneren 400°C nicht tibersteigen darf

1. Das Temperaturprofil ist Symmetrisch, da der Block von beiden Seiten gleich konvektiv gekihlt
wird und die Quellen homogen im Block verteilt sind. Daraus folgt, dass das Temperaturmaximum
Im Zentrum des Blocks erreicht wird und somit die Steigung des Temperaturprofils an dieser Stelle
verschwinden muss:

0T (x = 0)
=0
0x

T |
o !
Glasblock

Py

Fluid Q.. Fluid

2. Das Temperaturmaximum wird im Zentrum des Blocks erreicht:

|
I
l
|
|
-L 0 L

T(x=0) = Trnax

3. Die abgegebene flachenspezifische Warmemenge durch Leitung muss am Ubergang
x = +L identisch sein mit der Konvektion:

oT(x = £L) .,
Ox — ULeit
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Serie 7 — Aufg abe 48)& b) Wie gross darf die volumenspezifische Warmebelastung in den
beiden Fallen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inneren 400°C nicht tibersteigen darf

T(X) = _—QQuellen xz + Clx + Cz,
21
dT(x=0
1. T > C =0
2. T(X = 0) — Tmax = CZ - Tmax
= Das Temperaturprofil lautet also T(x) = Tyax — Couetten , 7

24

0T (x=+L) —
0x
177

QQuel Qouelr
. TW — T(X — L) — Tmax - QQl;eAlle_n L2 - O(<Tmax — ;; = L2 - Too — —7\ - u; enL

3. a(Ty —Te) = —A

17l

0T(x=L) _ QQuellen L
0x A —
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Serie 7 — Aufg abe 48)& b) Wie gross darf die volumenspezifische Warmebelastung in den
beiden Fallen a) und b) sein, wenn die Maximaltemperatur im Inneren 400°C nicht tibersteigen darf

Q

1444

Quellen,crit auflosen:

Y24/ _
QQuellen,crlt L L2

To
@

Fluid

Glasblock

~nt
QOueHen

e

Fluid

!
!
I
|
!
!
l
-L 0 L
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~Ir

o Q04 Q
= Wir missen nun nur noch a(Tmax — feueden j2 T | = A —22elen

24

Tmax — Too < m3

~+5r | b) 9.99—

L=02m
T = 400°C
T, = 20°C
w
AGlaS = 081&
a =500-%

m2K
a =15

w
m2K

) nach
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Serie 7 — Aufgabe 4c) piskutieren Sie das Resultat als Funktion der Biot-Zahl.

= Die Biot — Zahl ist wie folgt definiert:

a) Bi=1235>1

b) Bi=37=1

a x L

Bi =
‘T

— Warmeleitwiderstand ist erheblich grosser als Widerstand durch
Konvektion. Um Leitung zu verbessern, kann radioaktives Material in
eine andere Substanz eingebettet werden.

— Es liegt kein dominanter Widerstand vor. Abtransport der Warme
sowohl durch Konvektion als auch durch Leitung beschrankt.
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Tipps fur die Serie

= Aufgabe 2
= A) Storterm in Warmeleitungsgleichung bertcksichtigen
= B) Achtung: aufgrund des Storterms verlauft die Temperatur nicht linear durch die Platte
= C) Verwende Fourier’sches Gesetz fur Leitung und finde einen Ausdruck fur I,
= Aufgabe 3
= In der Siliziumscheibe herrscht eine uniform verteilte Warmequelle

= Warmeleitungsgleichung muss in jedem Teil aufgestellt und gel6st werden ~ 6 Integrationskonstanten
mussen bestimmt werden (aufwendig)

= Aufgabe 5
= [nstationdre Warmeleitungsgleichung, muss nicht explizit gelost werden!

= C) Je langer die Heizung im Betrieb ist, desto mehr ndhert sich die ausgetauschte Warme einem
asymptotischem Wert an (Bsp. Autoheizung im Winter: zu Beginn ist es kalt, wenn wir die Heizung auf
25°C einstellen, wird sich die Temperatur im Auto nach einer gewissen Zeit an diese anpassen und die
ausgetauschte Warme ist dann konstant)

= D) Verwende die spezifische innere Energie u gemass Thermodynamik | und stelle Bilanz auf fur ¢t = 0
und t = o
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