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1 Vektoren mit kartesischer Basis

1.1 Einheitsvektoren

Die kartesische Basis besitzt pro Dimension einen Einheitsvektor, d.h. fiir 3-D gilt
1 0 0
e, = |0 e,= |1 e.= |0 (1)
0 0 1

Der Einheitsvektor ist normiert, bedeutet dass Betrag / Linge |e,| = 1 ist.

A

z

P=(aex+bey+ce)

I
N

a
V=v=uae,+be, +ce = |b ()
C

wobei der Einheitsvektor e, in X-Richtung zeigt und mit einer Ldnge a multipliziert wird. Analog mite,,
&bunde, & c.
1.2 Vektoren aus Koordinatensystem ablesen

In Aufgaben miissen oft Distanzen oder Vektoren zwischen zwei Punkten bestimmt werden (Bsp. Kap.

4.1). Dabei gilt immer Spitze minus Anfang:

b1 al z 0 T
ABLZB-A= 0| - |as oP=|y|-|o|=|y|2P 3)
b3 as z 0 z

wobei AB die Verbindungsgerade von A nach B und OP vom Ursprung O zu Punkt P ist. Bei der Bestim-
mung von Verbindungsgeraden ist es oft sehr hilfreich, wenn man den Anfangspunkt als Urprung nimmt.
So ergibt sich die Gerade als relative Distanz zur Spitze.

1.3 Betrag und Normierung

Die Linge vom Vektor ist gleich dessen Betrag:

v=|v] =Va®+ b+ ? 4)
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Der normierte Vektor besitzt die Lange 1, behilt jedoch die urspriingliche Richtung:
v
&= &, ®)
2 Vektoroperationen
2.1 Kreuzprodukt
a by asbz — azby
Vo XV = [ag | X | b2 | = | ashy —arbs | =c¢ (6)
as b3 arby — azby
Sind v, & v;, parallel oder gleich, dann ist v, X v, = 0
2.2 Skalarprodukt
ay by
Vo Vy=laz | | b2 | =a1b1 +asby +asbs =c (7)
as bg
Sind v, & v;, othogonal (rechtwinkling/senkrecht) zueinander, dann ist v, - v, = 0
2.3 Vektoraddition
aq bl a + b1
v=a+b=|al|+|b|=a+b (8)
as b3 as + b3

Vektoren kann man sowohl zusammenzihlen, als auch in einzelne Komponente zerlegen. Spéter wird

diese Zerlegung fiir die Berechnung von Geschwindigkeiten, Momente und Leistungen sehr niitzlich sein:

X
. ore <7 ‘/) )
q,/ pAd ///] 7=IYI.SIn«
o ~
b X =ly[cose
2

2.4 Vektormultiplikation

a Aa
Av=JA bl =1 M
c Ac

©)
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3 Trigonometrie
. Gegenkathetevono a
sin e = =—=cosf
Hypotenuse c
Ankathetevonc b .
cosg=—————— =—=5in
Hypotenuse ¢
Gegenkathetevono a
o tan x = =_=cot
% Ankatheteven b
Hypotenuse c
@ 0/0° 5 /30° T145° 5160° 5190° m/180°
: 1 V2 V3
SN & 0 3 5 5 1 0
3 V2 1
cos 1 % 5= 5 0 -1
tan « 0 ? 1 V3 00 0
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4 Kinematik starrer Korper

4.1 Satz der projizierten Geschwindigkeiten

Die Geschwindigkeiten v 4, vy zweier beliebiger Punkte A und B eines starren Korpers K weisen zu

allen Zeiten gleiche Projektionen v/, = v/; in Richtung ihrer Verbindungsgeraden AB auf:

V) =Vp (10)
vy-AB=vp-AB (2D & 3D) (11)
V4| cosa = |vg|cosf (2D) (12)

e Va= Y
V' =V

4.2 Translation
Alle Punkte A, B des starren Korpers K haben dieselbe Geschwindigkeit:

Yo =Y¥p, w=0 (13)

4.3 Rotation

Auf der Rotationsachse g = AB betréigt v = 0. Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes M des
starren Korpers lautet:
Vy=wXxAM=w x B (14)

und falls w | r (2D!) gilt:
vy=w-|BM|=w-r (15)

wobei w die Rotationsgeschwindigkeit ist:
AB
w=we, = W@
und A und B beliebige Punkte auf der Rotationsachse g sind.

(16)

6
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4.4 Kreiselung

Ein Punkt B des starren Korpers bleibt fiir alle Zeiten fest. Die Bewegung entspricht einer momentanen

Rotation (4.3) um eine momentane Rotationsachse p, wobei e,

kann.

5 Allgemeine Bewegung des starren Korpers

Die Kinemate beschreibt den Bewegungszustand des starren Korpers
{XA> g}

Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes (ABBA)

Vg Wy az — by
Va=Vpt+twxBA=|u, | +|w, | X|ay—10,
Vbz Wy a, —b,

5.1 Zentralachse

p

A* ?P)

("’A*)L

seine Richtung mit der Zeit verdndern

a7

(18)

Auf der Zentralachse ¢ befinden sich alle Punkte P(z,y, z) mit Geschwindigkeit v ,. Der starre Korper

rotiert mit Geschwindigkeit w um diese Achse.

Ubx Wy x— by
Vp =V, =VptwXBP= [y, | +|w, | X |y—Dby
Vb Wy z— b,

Parameter Form der Zentralachse g , wobei \ eine Variable ist:

x Wy
g =r(N)=|y|+A Wy
z W,

19)

(20)



Jack Kendall Biomechanik I

FS19

5.2

Kochrezept - Zentralachse finden bei reiner Rotation

T

1. Beliebiger Punkt P(z,y,2) € (: P= | y

z
0
2. v, = | 0 | dareine Rotation
0

x
3. Nach P = | y | mit allg. Bewegungsgleichung (19) 16sen
z

— fiir eine Variabel beliebig einen Wert wihlen (meistens 0)

4. ¢ = P(z,y,2) + \w

€

€

@

Spezialfalle

w#0, v,#0 — vy -w#0 — Schraubung (Translation & Rotation)

#0, v,=0 — v4-w=0 — reine Schraubung!
=0, v,#0 — Translation!

=0 — Ruhe!

I
o
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7 Ebene Bewegung

7.1 Momentanzentrum

Die Bewegung in der Ebene wird als momentane Rotation (4.3) um einen Punkt Z beschrieben, dieser
Punkt heisst Momentanzentrum (MZ). Die Geschwindigkeit ist (vz = 0). Die Schnelligkeit v4 eines
beliebigen Punktes A lautet:

VA =wr =w - |ZA] 20

Vor allem bei Fachwerke liegt das MZ ausserhalb des Korpers.

Um das Momentanzentrum zu finden, zeichnet man Senkrechte zu mind. zwei Geschwindigkeiten im
starren Korper. Der Schnittpunkt dieser Senkrechten ist das MZ. Falls zwei Vektoren dieselbe Senkrechte
haben, dann muss man die Pfeilspitzen der zwei Vektoren miteinander verbinden. Falls alle Geschwindigkeiten

parallel sind, handelt es sich um eine Translation (kein MZ).
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7.2 Ebene Fachwerke

Kochrezept - Fachwerke

1. Identifikation aller starren Korper — Stibe, Dreiecke, Platten
2. Identifikation der Lagerungen:

(a) Drehbar — Lager ist Momentanzentrum (Bsp. Z1)

(b) Dreh- & Verschiebbar — Richtung von v bekannt (Bsp. vy )
3. w; und Z; fiir alle beteiligten Korper bestimmen:

(a) Satz vom Momentanzentrum: v = wr
(b) S.dp.G: v, -AB=vp-AB oder |v,|cosa=|vg|coss

(c) Parallelogrammregel (7.3)

10
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Anwendung SdpG bei Fachwerke (Klausur)

Y /A M2
Y A ¥

s

M2
SR
An der Klausur wird meistens SdpG in dieser Form angetroffen: Wenn eine Geschwindigkeit senkrecht
zu einem rotierenden Stab steht, dann kann man zwischen drei Féllen unterscheiden. Welcher ist dann
richtig? Dazu braucht man weitere Informationen, welche z.B. von der Lagerung oder einer zweiten

Geschwindigkeit kommen konnten.

7.3 Parallelogrammregel

Parallele Stibe im Parallelogramm haben die gleiche Rotationsgeschwindigkeit

W] = w3, W2 =Wy

) & )
)
() 4 02
&
)

11
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8 Krafte

Die Kraft F ist charakterisiert durch: ,
e ihre Wirkungslinie "'
* ihre Richtung F (N
* ihren Angriffspunkt A JA

* ihren Betrag (in Newton)

8.1 Resultierende

Die Resultierende einer Kriftegruppe {F,} ist die vektorielle Summe aller Krifte:

R=>F, (22)

9 Momente

&~

Das Moment einer Kraft F mit Angriffspunkt A beziiglich eines Punktes O lautet:
M, = OA x F (23)
Das Moment mehrer Krifte F,, F,, ..., F; mit Angriffspunkte A;, As, ..., A; beziiglich O:
M, = Z%Z x K, (24)
i
und falls F; L OA; (2D!) gilt:
Mo =F;-|OA;|=F-r (25)
Bemerkung: F darf entlang ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden, das Moment M, dndert
sich nicht.
Bei der Wahl eines beliebigen anderen Bezugspunkts P:
Mp = My, + PO x R (26)

wobei R die Resultierende der Kréftegruppe ist. (errinert an allg. Bewegung)

12
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9.1 Beispiel |

Berechne das Moment in A, B & C. Losung: v, = —32i7, Mp = (2 — 1)iF, Mc = Y2IF

10 Leistung
Die Leistung P einer Einzelkraft F mit dem Angriffspunkt A ist gleich dem Skalarprodukt:

P=F v, @7
wobei v 4 die Geschwindigkeit des Punktes A ist.

F

v

F
F v F v v
— Lv >
++ + -

Antriebskraft Widerstandskraft

0

Leistungslos

Die Leistung eines Momentes M, ergibt sich aus dem Skalarprodukt des Momentes mit der Rotations-

geschwindigkeit w :
P=M, w (28)
Die Leistung einer Kréftegruppe:

P=>F-v,=vo R+w M, (29)

)

wobei R Resultierende der Kriftegruppe und M, das Moment der Kriftegruppe beziiglich O.

11 Aquivalenz und Reduktion von Kriftegruppen

11.1 Statische Aquivalenz

Zwei Kriftegruppen sind statisch dquivalent, wenn ihre Resultierende R und ihr Moment M p beziiglich

eines beliebigen Punktes P gleich sind.

11.2 Dyname

Eine Kriftegruppe kann immer auf die Dyname reduziert werden. Die Dyname in Punkt P setzt sich aus
der Resultierende R (Gl. 22) und dem Moment M p (Gl. 26) zusammen: {R,Mp}

13
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11.3 Reduktion einer Kraftegruppe

Die zwei Invarianten {R, M)} der Kriftegruppe sind:
1. Invariante:

R=) F, (30)

2. Invariante:

R-M, =

=

My (=MP) (31)

Fiir die Reduktion der Kriftegruppe auf eine Einzelkraft R: Nur dann moglich, wenn die zweite
Invariante M(R) verschwindet und R = 0:

M(R) =R -Mp =0, fiir alle Bezugspunkte Bist R | Mp

11.4 Transformationssatz ABBA
Seien A & B beliebige Punkte eines Korpers. M 5 ist bekannt, jedoch will man M , bestimmen:
M, =M, +RxBA (32)

Diese Gleichung 11.4 ist genau gleich wie die Gleichung 26.

12 Schwerpunkt von Flachen

I [ $--o-- i
b |
o s
2
Xs= 3 S
=4
YS:"‘?‘)': s 35
S _ 3z
A:O\b A=% A_Tq

* Bei Schwerpunktproblemen kann man die meisten Fldchen in kleinere, bekannte Flidchen aufteilen.

* Grundsitzlich sollte man die Symmetrie der Figur zu nutze machen. Hier hilft Intuition - im Schw-

erpunkt kann man den ganzen Korper problemlos balanzieren, da dort die Gewichtskraft angreift.
* Die Neutralachsen (Griin) teilen den Korper jeweils in gleich grosse Stiicke.

* Um dann den Schwerpunkt der Gesamtflache zu erhalten, muss man summieren und zwar:

Zi iL“s,z'Ai . ZZ ys,iAi

Ts,ges = Ages Ys,ges = Ages 33)

14
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13 Hauptsatz der Statik

In einer Ruhelage eines Systems miissen alle dusseren Krifte und Momente im Gleichgewicht (GGW)

sein:

STE =0 > M =0 (34)

i
So lassen sich die meisten Lagerkréfte und -momente bestimmen. So kann man auch iiberpriifen, ob das

system ein Nullsystem ist.

14 Pendelstiitzen

Eine Pendelstiitze ist ein gerader Stab, der an beiden Enden gelenkig gelagert ist und nur Druck- &

Zugkrifte aufnehmen kann. Diese Eigenschaft ist fast immer niitzlich, wenn mehr Unbekannte als Gle-

o

ichungen gegeben sind.

r -

S > 0 : Zugkraft, Abb. 14 S < 0 : Druckkraft

Wobei S eine Kraft in Stabrichtung ist.

15 Lager
Der Typ des Lagers entscheidet, wie viele Lagerreaktionen einzufiihren sind.

15.1 2D

ACHTUNG: Diese Darstellung entspricht keinem Freischnitt und soll nur zeigen, welche Lagerreaktio-

nen zu erwarten sind.

A
% 4 77772, o™
5
X V77774 T A
M7 O (A

7 4 Y A)’
N Ay
L,

15
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15.2 3D
Ay
Ny A ET / /
2/\ A A/
A AO / O:MA
>'OO
AY MZAZ

Auflager, Festlager, kurzes & langes Querlager, Einspannung

16 Statische Bestimmtheit

m : # GGW-Bedingungen (3D — 6, 2D — 3)

Statisch Bestimmt

n : # Lagerreaktionen

o

(n — m)-fach Statisch Unbestimmt

0N AL

B_Bx

Ax T -7

Ay Tﬁy
m=3n=4

n>m

— Problem 1-fach statisch unbestimmt

B
TB‘/
— Problem ist statisch bestimmt

Statisch Uberbestimmt

x
AN
A

TAY

m=3,n=2

7A
}37

— Problem statisch itiberbestimmt

n<<m

16
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17 Kochrezept zur Losung von Aufgaben der Statik

ME

A ; AX m//—\'

K c
W@

7\/&—

/

ar ™ '@
/

D
P

ME

By

Kochrezept - Statik

1. System abgrenzen & geeignetes Koordinatensystem einfiihren

2. Freischneiden: Lagerreaktionen einfiihren!

3. Statische Bestimmtheit: m ; n, wobei m = #GGW-Bedingungen & n = #LR
4. Falls n > m — Systemtrennung

# Verbindungsreaktionen = v
m - k = n + v (lin. abhingig?)
# starre Korper = k

5. Linienverteilte Krifte reduzieren

6. GGW aller Krifte & Momente

St Sarto

7. Diskussion der Ergebnisse — Abheben, Gleiten, Kippen

17
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18 Ideale Fachwerke

» Alle Knoten sind reibungsfreie Gelenke.

* Die Stébe sind gewichtslos.

¢ Alle Knoten befinden sich am Ende von

Staben.

* Alle Lasten greifen nur an den Knoten an.

¢ Pendelstiitzen

19 Bestimmung der Stabskrafte bei idealen Fachwerken

19.1 Knotengleichgewicht

Kochrezept - Knotengleichgewicht

1. Lagerkrifte bestimmen
2. Knoten freischneiden; Stabskréfte als Zugkrifte einfiihren!
3. GGW — 16sen nach S; & Sy

4. S > 0: Zugkraft

S < 0: Druckkraft

"
S Uy s,
Ax S
A S, -~ 2
Nl A

18
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19.2 Prinzip der virtuellen Leistung (PdvL)

Kochrezept - PdvL

1. Stab entfernen & als Zugkraft einfiihren (Lagerkrifte muss man nicht berticksichtigen)
2. Virtuellen Bewegungszustand w einfiihren

3. Schnelligkeiten in Richtung der Krifte in den Angriffspunkten besitmmen

& Leistung berechnen

=~
I

<

L]

4. Nach S auflosen

5. § > 0: Zugkraft

S < 0: Druckkraft

20 Standfestigkeit

Ein Korper bleibt standfest, solange die Gleichgewichtsbedingungen eine resultierende Normalkraft N

liefern, die innerhalb der Standflache angreift und gegen den Korper gerichtet ist.

o

i ¢

o s
7777777 G

=T

Bei diesem Wiirfel und allgemein sind die Bedingungen fiir Standfestigkeit:

0<e<a und N >0

21 Reibung

Bisher wurde angenommen, dass Korper glatte Oberflachen haben und somit bei Beriihrung nur Nor-

malkrifte libertragen werden. In Realitét treten jedoch Reibungskrifte auf. Je nach Oberflichenbeschaf-

19
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fenheit braucht mehr oder weniger Kraft ein Objekt iiber eine Oberfldche zu stossen.
o

i :

o

7///3/// G\L i

/ el R

Der Reibungskoeffizient o beschteibt das verhéltnis zwischen Normalkraft und Reibungskraft:

[Fp| < p-|N| (35)

Die Reibungskraft darf also nie grosser als die Normalkraft sein.
21.1 Haftreibung vs. Gleitreibung
Haftreibung

Gleitreibung

Frol < po-
LRO| Ho |E’ ‘ER1| = {1~ ‘N|

* Fiir Ruhe, muss F g kleiner als p - N sein « Fpy ist konstant &

* Fpo aus GGW-Bedingungen bestimmen der Bewegung entgegengesetzt

* Wird Frg bis zu g - N erhoht, tritt ein * Gleitreibung direkt gleich p; - N (keine

momentaner BZ ein — Gleitreibung GGW-Bed.)

Die Wirkungslinie von N muss nicht durch den Mittelpunkt des Korpers zeigen.

20
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21.2 Ruhe

Kochrezept - Ruhe (kein rutschen oder kippen)

1. System abgrenzen
2. Freischneiden & Lagerreaktionen einfiihren
3. Flidchenpaare, die aufeinander gleiten, identifizieren und...

(a) ...Reibungskraft F 5 in entgegengesetzter Bewegungsrichtung und...

(b) ..Normalkraft N senkrecht zur Auflagefliche mit Abstand e zum Bezugspunkt...
...einfiihren.
4. Gleichgewichtsbedingung aufstellen
5. Haftbedingung: |Fp| < p - |N|, (ACHTUNG: |Fp| = p - |N| ist FALSCH)

6. Kippbedingung: 0 < e < a — 2 Bedingungen fiir Kippen!

22 Reduktion und Kraftemittelpunkt von linienverteilten Kraften

Gleichférmige Krafteverteilung Dreieckverteilung
L % L
x Xs o X | —— 3 —Xs o =
v T v
Y 7
| ¢
*R qb ‘V\ Tnnx
q(z) = qo = konstant () = L gmaz
— Kriftemittelpunkt: x5 = % — Kriftemittelpunkt: zs = %
— Resultierende: R = L - qq — Resultierende: R = %qmw

21
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23 Beanspruchung

Wie man Systeme freischneiden kann, so kann man auch Korper "freischneiden” bzw. beanspruchen, um

die Auswirkung einer dusseren Belastung auf das Innere zu untersuchen:

2 % ﬁLl

) Q
o |
— —== ﬁ ;4,

t
0< X< L Qy “o<L-x<L !

v

In 2D gilt es nur N, Qy & M, einzufiihren.

Kochrezept - Beanspruchung

1. System abgrenzen & freischneiden
(2. Lagerreaktionen am Gesamtsystem bestimmen)
3. Korper schneiden: Laufvariable & Schnittkrifte einfithren Unstetigkeiten beachten!

4. GGW-Bedingungen fiir abgegrenztes System aufstellen
Schnittkrifte anhand Konvention oder Diff. Beziehungen berechnen

Momentenbedingung in Abhdngigkeit von Laufvariable

(5. Beanspruchungsdiagramme)

23.1 Differentielle Beziehungen

Differentielle Beziehungen stellen Beziehungen zwischen Querkraft bzw. Moment und Belastung zwis-
chen zwei Unstetigkeiten dar. Koordinaten nach Konvention (Kap. 23) & Niemals iiber Unsteigkeiten

/ unstetige Belastungen integrieren!

Q;/ = —Qy
M, = -Q, (36)
M,;I = +qy

Berechnung der Querkrifte und Biegemomente:

Q= - / aydz + M, = — / Qydz + Cy 37)
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23.2 Beanspruchungsdiagramme
4
1] [
V\T %y 2 i)
O\()Q L I M(x), K
I\ ~_ y M),
- y [ by o
Y z 3 5
I E—
Ma ' WQV
o A X
EEe A
24 Spannungen
Eine Spannung o ist eine Kraft F' iiber eine Flidche A verteilt. Wir benutzen die Einheit M Pa = mjfn 7

>0 —Zug

24.1 Normalspannung

Léngenédnderung

_E_N
MT AT A
24.3 Biegespannung
My - (Ay)

op = —
Iz

o < 0 — Druck

24.2 Schubspannung

Flache A

Q, Querkraft

X __Spannungs-
normale
F
(38) 7, = % = %
My . (Az)
oB =
Iy
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o0 000000 0000
000000000000

Die Vorzeichen fiir die Biegespannungsformeln werden in Abhidngigkeit der Koordinatenrichtungen bes-
timmt (sieche Abbildung). Bedeutet: im linken Balken auf der oberen Querschnitthilfte tritt durch das
Biegemoment Mz eine Zugspannung (cp > 0) auf. Da wir uns jedoch bei —y befinden, miissen wir
noch ein Minus in die Formel nehmen, sodass o bleibt. Im rechten Balken miissen wir nichts tun.

Auf der Mittelachse (y = z = 0) ist die Biegespannung Null 5 5(0) = —2£ .0 = 0 und aussen am Rand

T
am hochsten.

neutrale Achse

24.3.1 Maximale Biegespannung

Um die maximale Biegespannung zu berechnen, muss man zuerst das maximale Biegemoment bestimmen
- dies folgt aus der Beanspruchung beziehungsweise aus dem Biegemomentdiagramm. Dann muss der
maximale Abstand von der Neutralachse (Biegeachse) im Querschnitt bestimmt werden. Der Querschnitt

soll dann ein moglichst kleines Fliachentrigheitsmoment haben. Die Formel sieht wie folgt aus:

MZ,max : (Aymaw)
IZ,min

OBmax = —
24.4 Superposition
Spannungen kann man anhand der Superposition einfach miteinander addieren:
On+ 0B = Oges (41)

On Cs O&—es

S =

24
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24.5 Flachentragheitsmoment

Kochrezept - Flichentrigheitsmoment

1. Uber welche Achse wird gebogen? Wenn Mp in Z-Richtung zeigt — I,
2. Schwerpunkt der gesamten Flidche bestimmen und Neutralachsen* durch diesen ziehen
3. Triger in einfache Flichen (Quadrate) zerlegen
4. I, (oder I,)) und A fiir jede Teilfliche berechnen
(a) liegt Schwerpunkt von Teilflache auf z-Achse* — I,

(b) liegt Schwerpunkt nicht auf z-Achse* — Steiner: I, .. = I, + (Ay)?- A

ges

5. alle I, (oder I.) summieren

L,=2> I,

3 nct

T4
L,..=1+(Ay)? A (42)
Iyye. =1y + (A2)*- A (43)

wobei A die Fliche, Az & Ay der Abstand des Schwerpunkts zur entsprechenden Achse* und I, & I,

das Flachentrigheitsmoment (aus Tabelle) ist.

24.7 Sicherheitsfaktor

kritische Last  F; o T, €
= - . = mazx = mazx = mazx - nar 2 1 (44)
zuléssige Last Fou O zul Tzul Ezul
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25 Verformung

Elastisch | Plastisch
«—|—

C4 ~— |/
¥-Bruch
Opf——-
Hooke e on
o=EFE-¢
e[%]
25.1 Hook’sche Gesetz
oc=F-¢ (45)

wobei I/ [GPa] das Elastizititsmodul (E-Modul) und ¢ [%] die Dehnung ist.

25.2 Dehnung
=l Al wu
: lo lo o (40)
wobei Al oder u die Langenénderung, [ die Endldnge und [y die Anfangslidnge ist.

25.3 Langenanderung

c=F- ¢

N Al

=

A lo

loN
=Al=— 47
U oA 47)

hier ist A die Querschnittsfliche auf welcher eine Normalkraft NV wirkt.
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