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Aufgabe S1.:

Gegeben sei ein rechteckiger Querschnitt mit der Seitenldange a. Bestimmen Sie den Radius eines
kreisformigen Querschnitts, so dass die Torsionssteifigkeiten G I gleich sind.

\ o

Y,

s1. ® © © ®
5 mégliche r = 0.54a r = 0.45a r=0.26a r = 0.83a r = 0.35a
Antworten

Losung zu Aufgabe S1:

Aus ,,Zusammenfassung Torsion*:

IT,RE = 0141614

- mert +[2-0.141a*
IT,RE = IT,KR g 0141614 = 2 - = T = 0.54a
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Aufgabe S2:

Ein Stabtrdger habe im kritischen Querschnitt den Radius R und sei mit den folgenden
Komponenten beansprucht: Torsionsmoment T > 0 und Axialkraft N > 0. Berechnen Sie die
maximale Schubspannung im Profil.

Bemerkung: Zusammengesetzte Beanspruchung.

L6sung zu Aufgabe S2:
Die Beanspruchung ist aus einer Normalspannung und einer Schubspannung zusammengesetzt.

1. Normalspannung berechnen

N
% = 1Re
2. Schubspannung berechnen
1
T-r™27 or
=T T aRe
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3. Maximale Schubspannung im Profil berechnen

3.1. Tensor aufstellen
0 0 0
T=[0 0 1y
- 0 Txp Ox o

3.2. Maximale Schubspannung berechnen
Die maximale Schubspannung ist bei r = R.
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Aufgabe S3:

Gegeben sei der Spannungstensor T, = [200 744

744 1 50] MPa wodurch das gegebene Rechteck auf

folgender Art und Weise verformt wird:

)%

(5 mm
DM>1 _ —_ =ik (
I
I
I
I
300 mm }’
|
I
I S
- e {5 mm
A B
400 mm —

Wie gross ist der Schubmodul des Rechtecks?
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Ldsung zu Aufgabe S3:
1. Schubwinkel aus der Geometrie berechnen

r5 mm

ol :
=
300 mm J"
(-
J,_,——/*””l\)]g Smm
A B =
— 400 mm -
Der Schubwinkel y,,, lasst sich aus der Summe der Winkel y; und y, berechnen:
5mm mm
Yy = V14 V2 = 35500 200mm - 00292
2. Schubmodul bestimmen
Tyy
G = — =|25.511GPa
Yy

Bemerkung: Es handelt sich um Aluminium. Stahl héatte ein G-Modul von ungefahr 80GPa.
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Aufgabe H1:

Es sei ein runder, rotationssymmetrischer Balken mit Vollquerschnitt und Schubmodul G
gegeben, dessen Radius R exponentiell abféllt (R = Rye~%*). Er sei bei x = 0 eingespannt und
bei x = L frei. Der Balken wird mit einem verteilten Torsionsmoment von m(x) = —K belastet,
wobei [m(x)] = 2 und a, K > 0.

m

RE*

<

a) Wo tritt die grosste Verdrehung auf und wie gross ist sie?

b) Berechnen Sie Ort und Betrag der grdssten Schubspannung
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Ldsung zu Aufgabe H1:
Aufgabenteil a):

1. Iy und T(x) berechnen
1.1. Tragheitsmoment berechnen

1
Ir(x) = EnRge“‘ax
1.2. Torsionsmoment berechnen
T(x) = —jm(x)dx =Kx+C,=K(x-1)

Randbedingungen aus der Lagerreaktion in positiver x-Richtung:
T(L)=C,+KL=0-C, = —KL

2. 9(x) berechnen
2.1. Allgemeine Gleichung finden
1 T(x) 2K
9(x) = Ef I+ (x) dx = GmRg
2.2. Spezielle Gleichung berechnen
Lagerbedingung:

1
_> e4ax + C2

—L 4axd =—( N -
f(x Jerdx 2GmRja * 4a

1
9O =0~C = Ria (L * E)

00 = o [(x L — ) et 4 Lt o)
¥ = 26rRzal\” 4a)® 4al

3. Yax DErechnen
dd(x) _

Die Extrema von 9 (x) sind bei — 0.
d5(x) = 2K (x—L)e**™* =0->x=1L
dx  GmR}
Flirx =L
1 4alL
o) = 2GnRja [L + E(l —¢ )]

—|Der Drehwinkel ist maximal bei x = L mit Betrag
K 1
Omax = O(L) = L+ (1= et

2GmRia
5
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Aufgabenteil b):

1. 7,,(x) berechnen

T(x)R_ K(x—-1) R

Tx(p(X) B Ir(x) 1

e—ax — K (x _ L)e3ax
0 - 3
SmRetax 7R

2. Tmax DEStimmen

drw(x)_6aK( _ +i)e3ax_0_>x_3al‘_1
dx TR 3a 3a
N 3aL—1
Flr x =
3a
. (SaL - 1) __ 2K p3al-1
¥\ 3a 3nR3a

—|Die Schubspannung ist maximal bei x = % mit Betrag

. <3aL—1)|: 2K p3al-1
¥\ 3a 3nR3a

Tmax =

Bemerkung: Bei dieser Aufgabe sieht man, dass sich der Drehwinkel nicht unbedingt gleich dem
Schubspannungsverlauf verhalten muss, wie man es intuitiv annehmen kénnte.

O T T T ’. U
) Schubspannung [MPa] l‘;"’
Drehwinkel [ : Bei dieser Abbildung wurden die
/ KN 1
: Werte K =100—=,a = 0.25—,
e / m m
50| . / 4+ L=2m, R=0.11mund G = 80GPa
- / verwendet.
B //
-100 | S T—2
//‘/
,///
-150 ! ‘ : -3
0 0.5 1 15 2
X [m]
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Aufgabe H2:

Das skizzierte System besteht aus zwei in B zu einem rechten Winkel zusammengeschweissten,
duktilen Staben der Lénge L, E-Modul E und Schubmodul G. Es ist gleichférmig belastet mit der
Kraft p pro Léangeneinheit, in A scharnierartig (Einspannung beziglich Torsion) und in B
horizontal verschiebbar gelagert.

Es wird angenommen, dass nur kleine Verschiebungen und Winkeldrehungen vorliegen.

a) Man berechne die Verschiebung v, im Punkt C unter der Annahme eines geschlossenen
Kreisringquerschnittes mit Radius R und Dicke t (t «< R) fur beide Stébe:

(s

b) Man berechne die Verschiebung v, im Punkt C unter der Annahme eines offenen
Kreisringguerschnittes mit Radius R und Dicke t (t < R) fur beide Stabe. Vergleichen Sie

anschliessend die beiden Resultate mit der Annahme, dass E = EG. L, = mR3t, Iy = gnR3t

X
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Ldsung zu Aufgabe H2:
Aufgabenteil a):

1. Innere Momente berechnen
1.1. Torsionsmoment im Stab AB berechnen

1.2. Biegemoment im Stab BC bestimmen
Das Biegemoment kann mittels Differenzialbeziehungen berechnet werden:

M, (2) =ffpdz=§zz+Clz+C2 Zg(L-i-Z)Z
L? L? L?
P My =0="0 — L+ 05 =pL

My(0) =T =C ==, 2 2

2. Biegelinie im Stab BC berechnen

1 p 4
v(2) _E_IxfbedZ_ﬁ(L-l_Z) +C3z+C,

0= 0o, = P
—_— — — = e —_— ——_——
v El \24 "™ +T Ty

, 1 (pL? TL pL3 pL® (EL, 1
v' () =E_I,C<T+C3> =W = =T, 06T ‘T((;—IT+§)
Bemerkung: Man muss mit dem negativen Torsionswinkel rechnen, da unsere Biegelinie in
negativer z-Richtung wéchst.

p [1 EIl, 1\ [*
= — (L 4 _ L3 <_ _> —_—
~v@ =gzt cl, T3)° T 12

10
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3. Verschiebung v berechnen
T s t<R
I, = " [R*— (R —1t)*] = Z(R4 — R* 4+ 4R3t — 6R?t?> + 4Rt3 + t*) = nR3t, 17 = 2I,
_ _pl* 1 ELy | pl* 1 E
ve=v(=L) =7p-|z+ GIT] ~\2EnR3t [E * E]

Aufgabenteil b):

Der einzige Unterschied vom Aufgabenteil a) und b) ist das polare Tragheitsmoment:

pL* [1 R 2E
" REnR3tl4 36

L* 11 EI
ve=v(-1) = £ <

261 |2 T Gl

Wenn man das Verhéltnis g = g in die Gleichungen fur v, einsetzt, erhalt man:

3pL* 23plL* Voffen 23
Vgeschlossen AETR3t Voffen 24EmR3t ~ Vgeschlossen 18

Das Offnen des Ringes hat einen markanten Einfluss auf die Verschiebung, da es sie um 27.8%
verlangert.

11



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. D. Mohr
Swiis Federal Institute of Technology Zurich FS2018
Mechanik Il: Deformierbare Korper

fir D-BAUG, D-MAVT Haus- & Schnellibung 10

Wiederholungsaufgabe 1:
Ein Rohr mit abgesetztem Kreisringquerschnitt ist ohne Vorspannung beidseitig eingespannt. Es
wird durch ein gleichméssig verteiltes Torsionsmoment pro L&angeneinheit m; = const belastet.

Wie grol? sind der maximale Verdrehwinkel $ und die maximalen Schubspannungen z, bzw. 7,
in beiden Rohrabschnitten?

Gegeben:
I, =300mm, I, = 600mm, r, = 25mm, r, = 30mm, r, = 27.5mm,G = 0.8-10° N/mm?, m, = 4kN

‘ =i —pb - ——— —— —a—

r/
ALY

\\\\S_?

\\

w

M

L6sung zur Wiederholungsaufgabe 1:
1. Inneren Torsionsverlauf T(x) berechnen
1.1. Lagerreaktionen bestimmen

X
\[ A M b 5Ty
Y TA

L+,

MT = J de.x = mT(ll + lz)
0

Y

ZMx:O_)_TA+TB+MT:0_>TA:TB+mT(ll+l2)

12
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1.2. Inneren Torsionsverlauf berechnen

rx M—r (qu MTX .
P > > I(x)
>/ TA

D%

ZMX =0- T(X) = TA —Mmrx = TB + mT(l1 + lz) —mrx

2. 91(x) und 9, (x) berechnen
2.1. Die allgemeinen Verlaufe 9;(x) fir 0 < x < [, und 9,(x) fir [, < x <[, + [, sind

9,(x) = ﬁj T(x)dx = TJ(TB +mp(l; + 1) —mpx) dx
2(’”1 %)
N L + 1) + Talx — 2mpx? +C
= m{["lrh"‘ 2) + B]x_zme + 1}
2 1
192(9() = mj T(x)dx = m {[mT(ll + lz) + TB]X — Emez + Cz}
2(’”2 -13)

2.2. Randbedingungen aufstellen
Lagerbedingungen: 9,(0) = 9,(l; +1,) =0
Ubergangsbedingungen: 9; (1;) = 9,(1;)
2.3. C4, C, und T bestimmen
9,(0)=0-C,=0

1
U,(L+1)=0->C, = _5(11 + 1)[2Tg + mr(ly + 13)]

91(L) =9,(ly) » Tz = —mT[l%(r; —19) + 2L L () — 1) + 50 — 1))
LT e 2L — 1) + L(y —130)]

- Tg = —1519.91 kNmm
2.4. Spezielle Losung fur die Drehwinkelverléufe aufstellen

ﬁl(X)_m [ Zme+mT(ll+l2)+TB OSXSll
X — ll - lz
U, (x) = m [2Tp —my(x — 1y — 1)), L<sx<l
)

13
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3. 94y DEStimmen
3.1. 91 ;may berechnen
Maxima im Bereich 0 < x < [;:
09, (x) 2
ax  Grn(rt—r1d)

[_me + mT(ll + lz) + TB] = 0

1
= Xymax = (m¢(ly +1,) + Tg) = 520mm — ausserhalb des Bereichs
T

Werte an den Réandern des Bereichs:
9:(0) =0,  9,(l; = 300mm) = 0.008426rad = 9} max
3.2. 93 max berechnen
Maxima im Bereich [; < x < I, + [;:
09, (x) 2
ox  Grn(r}—1d)

[_me + mT(l1 + lz) + TB] = 0

1
= Xy max = (my(ly + 1) + Tg) = 520mm — im Bereich
T
95 (x2,max) = 0.012675rad
Da 192(11 + lz) = 0 Und 192([1) == 191([1) == ﬁl,max’ |St
95 (%2 max) =|9max = 0.012675rad = 0.7263°

4. T4 und T, finden
4.1. t1(x) und 7, (x) bestimmen
T(x) 1 _ 2[mr(ly + 1;) + Tg — myx]

= , 0<x<l
(0 Ity n(n' —15) ! !
Tx) 1, 2Imp(l;+1,)+Tg—mpx
TZ(X)= () 2= [ T(l i) 4‘B T]T'z, 11SXS12+11
I, n(ry —1y)
4.2. T, und 7, berechnen
7,(x) ist maximal bei x = 0
2[mp(ly + 1) + Tgl N
=17,(0) = 94.729
71 =7(0) n(rt — 1) 1 mm?
T,(x) ist maximal bei x = [; + [,
2Tg
Ty, = Tz(ll + lz) = m?’é =|—-146.777 -

Bemerkung: 7, ist negativ, weil Tz (verglichen mit der Skizze) in der Realitat in die
entgegengesetzte Richtung zeigt.

14
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Wiederholungsaufgabe 2:
Gegeben sei ein L-formiger Balken (E-Modul E und Schubmodul G), der an einem Ende frei ist
und am anderen Ende mit einem langen Querlager gelagert ist. Im Innern befindet sich eine

Spiralfeder mit Federkonstante ¢ ([¢p] = %). Die maximale Drehung der Spirale ist gegeben

durch 9, (99 < 0). Auf dem freien Ende im Punkt C wirkt eine oszillierende Kraft F(t) =
Fylsin(wt)| (Fy > 0). Der Querschnitt des Balkens ist rechteckig mit der Breite b und der Hohe

h@=2). b

A
/1
VS

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie sich die Félle 9,5(0) < 9, und 9,5 (0) = 9, unterscheiden.

a) Berechnen Sie die Verschiebung v(t) des Punktes C in y-Richtung.

b) Wie muss man die Amplitude der Kraft F, einstellen, um den Fall 9,5(0) = 9, im Bereich
a < wt < m — a zu haben?

c) Zeichnen Sie ein Diagramm der Verschiebung v(wt) im Bereich 0 < wt < « fiir den Fall,

15
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Ldsung zur Wiederholungsaufgabe 2:
Aufgabenteil a):
1. Inneren Momente im Balken berechnen
1.1. Lagerreaktionen bestimmen
z
T YAp \ﬂx
A\/ Y
F
i\
Ay L )
C
L
B 2
L
YM, =0T, = EF(t), YM,=0-M,=-LF(t), YF,=0-A4,=F()

1.2. Innere Momente im Abschnitt AB

L
XM, =0Ty =-T, = _EF(t)'

YM, =0- My =—M, —Ayx = F(t)(L — x)
1.3. Innere Momente im Abschnitt BC

O,

XM, =0-> Mgc=—-F(t)(L —2)

16
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2. Biegelinien v45(x) und vgc(z) berechnen
2.1. Allgemeine Biegelinie bestimmen
1 12F (t) 1 1
UAB(x) = E_sz MAde = Ebh3 (_gx3 + Esz + Clx + C2>
1 12F(t) ; 1 1
vBc(Z) = _E_Ixff MBCdZ: Ebh3 <_523+5L22+C3Z+C4>

2.2. Randbedingungen aufstellen
Lagerbedingungen: v45(0) = v45(0) =0
Ubergangsbedingungen: v45(L) = vgc(0), vpc(0) = —9,5(L)
2.3. Drehwinkel 945(L) berechnen

1 LE(t) LE(t)
Oap(¥) = = fTAB(x)dx = ~0a6cbr T ¢ = ~oaegpnz < T Pas(0)
0.2§v.ll7h3
LE@) . fiir 83p(0) < 9y — F(£) < — 22
t Ur vypg 0™ -
P L
19AB(0) = {TAE ¢ 2 ¢' 2190 ¢)
Iy, i > -2
0 fur F(t) = oL
0y = - FO o oy
ABM T 0.46Gbh3 ' 4B

Bemerkung: Sobald die Spiralfeder den maximalen Drehwinkel 9, erreicht hat, kann das
Querlager wie eine Einspannung betrachtet werden.
2.4. C4,C,, C3und C, finden

6F 2
v45(0) = v45(0) =0 > C; = C; = 0 > v5(x) = (Ox (L x)

Ebh3 \" 3
12F(t) AF(£)I3 I3
vpc(0) = FpnE G+ = vap(L) = T G =3
, 12F (t) L*F (1)
vpc(0) = Wcz = —U,p(L) = 026ChI3 9,5(0)
c EL? 9,5(0)EbR® E [ L2 9,45(0)bh3
- = —_ [ — —
37046-126 12F(t) 12\0.466 F (o)
R2FR)( 1, 1 E [ L? 9,45(0)bR3 L3
= N —L 2 J— — _
vec(2) = Tppr3 ( 67 T2l T <0.46G Fo )27 3

17
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3. Die Verschiebung in y-Richtung des Punktes € bestimmen
L\ 3FQ)L(E/( L? 945(0)bR*\ 7
V() = Vg (_) ~ 2EDbH3 <_ (0.466 “~r )t2t

2 3
Fir F(£) < =22, 9,5(0) = =22 und F(£) = Fylsin(wt)]:

¢
3L°F, (7 E[ L ¢bh3 _
v(t)_ZEbh3<§L+§<0.46G+ 5 - |sin(wt)|

Fir F(¢) = —%", 9,5(0) = 9y und F(t) = Fylsin(wt)|:

3F,L (7 E( I? 9obh3
=——| =12 4— — - |si
v() = 3Epns <2 T3 <O.46G Fo s/ | Sn@ol

Aufgabenteil b):

Damit v,5(0) = 9, gilt, muss F(t) > —% sein. Um zwischen den beiden Situationen einen

Ubergang bei wt = a und wt = m — a zu haben, muss F(wt = a) = —% gelten. Flr F, erhalt
man also:
P 29,
°7  ¢Lsin(a)|  ¢Lsin(m — a)

Aufgabenteil ¢):

0.4

035

03r

0.25

v(wt)

0.2+

0.1+

0.05




