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Aufgabe S1:

Ein Kragtrager wird durch eine Einzelkraft F belastet. Wie grol} ist die Absenkung f unter der
Last bei Beriicksichtigung der Schubdeformation des Balkens?

inlk

-
<

S1. ® © © ®
5 mogliche _FPB N Fi3 _FI2 N Fl1? _FI3 N Fl _FI3 N Fl _FI3 N Fl
Antworten | / = 3E] * GAg f= 3E]  GAs f= 6El = GAs f= 2E] * GAs f= 3E]  GAq

LOsung zu Aufgabe S1.:
1. Biegemoment und Querkraft berechnen

2. Verschiebung f finden

Nach dem Arbeitssatz gilt = Ff O”Zj’+ fo o
l l
. F? s F? . _F213 F21 FI3 L
f=w]* G4s ) * =35 T ea, ) e T aa,

0

Zum Vergleich kann man die Losung auch noch mit Hilfe der DGL herleiten.
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Aufgabe S2:

Gegeben sei einen Balken mit Querschnittsflache Ag, der durch eine dreieckig verteilte Kraft mit
Maximalwert w, belastet wird. Bestimmen Sie die totale Deformationsenergie E;,, im Balken,
die durch Biegung und Schub entsteht.

l"l"}

]
E

Geg: wy, E, 1,G, Ag

L6sung zu Aufgabe S2
1. Biegemomentverlauf mittels Differentialbeziehungen ermitteln
1.1. Verteilte Kraft w(x) bestimmen

_ %
w(x) = 7 X

1.2. Differentialbeziehungen anwenden

M,(x) = —f Q(x)dx = ff w(x)dx = %ﬁ + Cix + C,

Lagerbedingungen:
woL
M,(0)=0-C; =0, Mb(L):0_>61:_T

Das Biegemoment lautet also:
w, woL
My(x) = —x% = —=

_ﬂ 3 _ 2
6L 6 ¥ =L —xL%

2. Verlauf der Querkraft berechnen

My (x) = —f Q(x)dx - Q(x) = —

dM (x) wox?  wy Wo .. o
& 2 Tl e B )
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3. E finden
L L
1 2 1 2
Etor = Ep + Eschup = ﬁ.f My (x)dx + ZGAsf Q*(x)dx
0 0
wé ‘ wé L wé 8L’ wg 4L’
_ 3 _ 7232 2 _12\2 — -
- 72L2E1f(x *L7) dx + 72LZGAJ(3x Lydx = 2Ei108 * 721264, 5
0 0
. w3 [ 212 !
tot = 18 \105EI ' 5GAs
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Aufgabe S3:
Ein abgewinkelter Balken ist am freien Ende einer Last F beaufschlagt.

Wie groB ist die Absenkung f des Kraftangriffspunktes unter Vernachldssigung der
Schubdeformationen aufgrund der Querkraft, wenn das Flachentragheitsmoment fur Torsion im
Abschnitt 2 I ist?

Lodsung zu Aufgabe S3:
Aufgabenteil a):

1. Innere Momente und Querkrafte berechnen
|M2| :sz, |T2| :aF, |M1| =x1F
Bemerkung: Die Momente wurden mit Betragszeichen gesetzt, da das Vorzeichen aufgrund
des Quadrats keine Rolle spielt.

2. Arbeitssatz anwenden und f berechnen
l

l l
1F _ fMZd + ! fTZd + ! fMZd
211 =55, ) M2 dx ¥ op | Tadxe + 50 | Midx,
0 0 0

l

l a

~ sz . +F2a2fd N sz g _ L Pl Fat 1

=2EL, | 2 tgg | Gt opr | da = gprt oetepn =2
0 0 0

_r 3 +a2l+ a’
f= 3El, Gl 3EI
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Aufgabe H1

Berechnen Sie die Verschiebung v, des Punktes C in y-Richtung. Das Fachwerk besteht aus
runden Stdben mit einem Durchmesser von 40mm und aus dem Material AA 2014-T6

Aluminium (E = 73.1GPa).

30 kN

Ldsung zu Aufgabe H1.:
1. Lagerkréafte berechnen

: 0N
Z X
T 1.5m
y
_l_ﬂ R C
FAx | 2m I 2m l
FAy FBy

30 kN
YF=0-Fu, =0, YMz=0-Fy,=-30kN, YF, =0- Fz, = 60kN

2. Stabkrafte berechnen
2.1. sin ¢ und cos a bestimmen

N W

sina =

G

, cosafzg
+22 (%) +22

I
ull w

w
—
N

N U



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. D. Mohr
Swigss Federal Institute of Technology Zurich FS2018
Mechanik II: Deformierbare Korper
fir D-BAUG, D-MAVT Haus- & Schnelltibung 11
2.2. Knotengleichgewicht in C
FDC
z X
)j Fac c

30 kN
30kN
ZFyZOQFDCZWZSOkN, Zszo_)FBCZ_COSQFDcz_4‘OkN

2.3. Knotengleichgewicht in B

z X A Fpg
yT Fap L
«—=—=ije=—— 40kN
Fgy

YE. =0 - F,5 = —40kN, YFE, =0 - Fpp = —Fp, = —60kN
2.4. Knotengleichgewicht in A

V4 X FAD

I L

y s 40kN
Fay

E,=0-F A0kN 50kN
= - = =
Z X AD cos a

3. Mittels Arbeitssatz die Verschiebung v, berechnen

2.5m 1.5m 2m 2m 2.5m
1 2 5 , , , ,
EFf = W FADdx + FDde + FAde + FBCdx + FDCdx
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Aufgabe H2

Ein halbkreisformiger, eingespannter Tréger ist in A durch die Kraft F belastet. Wie grol? ist die
Absenkung des Kraftangriffspunktes unter VVernachlassigung der Schubdeformationen aufgrund
der Querkraft?

ZT_—’X Draufsicht

A
y

l F

Seitenansicht

A,
z y

El, GiIr

L6sung zu Aufgabe H2:
1. Inneres Biege- und Torsionsmoment bestimmen

YM, =0 - Mg(p) =—Fasing, >M, =0 - Mz(p) = Fa(l + cos ¢)



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. D. Mohr
ldgenossische lechnische Aochschule Zuric
Swiss Federal Institute of Technology Zurich FS2018
Mechanik II: Deformierbare Korper
fir D-BAUG, D-MAVT Haus- & Schnelltibung 11
2. Laufvariable s finden
My
\jWB
PS
f
//I
s(p) = agp, As =a-Ap
3. Absenkung des Kraftangriffpunktes berechnen
s(m) s(m)
Lppo fMZ()d+ ! fMZ()d
27 = 28 D T ripIas
s(0) 5(0)
s s
—ansf'z d +F2a3f1+ 24 = T p2q3 (= 4
=g ) S ede o | (L cose)ide = Fra (EI GIT)
0 0
T 3T
2 2
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Aufgabe H3
Gegeben sei eine Betonsaule (Ez = 25GPa), die mit sechs Stahlstdben (Es = 200G Pa) verstérkt

wird. Die Sdule habe einen Durchmesser von 300mm und jeder Stab habe einen Durchmesser
von 25mm. Wie viel Energie nimmt die S&ule auf, wenn sie eine Kraft von 1500kN und ihr
Eigengewicht halten muss?

Die Kraft sei homogen auf die Flache verteilt und die Reibung zwischen den Materialen sei
vernachlassigbar.

1500 kN

¥
L P

1.5m

k k
Geg.:.pp = 2300m—g3,p5 = 7900m—93,g = 9.81522

Ldsung zu Aufgabe H3:

1. Kiréfteverteilung analysieren
Falls Fg die Kraft ist, die auf dem Beton wirkt und Fg die Kraft ist, die auf eine Stahlsdule
wirkt, gilt:

1500kN = Fz + 6F5 (1)
Zum Berechnen der Krafte benutzt man folgende Randbedingung:
Alg = Al
Dadurch erhalt man den folgenden Zusammenhang:

Fgly  Fols B2 F,  EgAp  Eg(d3 — 6d2
BB= StS _)_BzBB= B(B S S)=1725 (2)
Aus den Gleichungen (1) und (2) erhélt man:

Fg = 64.516kN,  Fz = 1112.904kN
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2. Axialkraft in einem Stahlstab bestimmen
2.1. Gs(y) finden

T
Gs(y) =7 dégpsy

|
YT G

{

1\ \\35(7)

T
YE, =0- Ng(y) = Zdégpsy + F

2.2. Ng(y) berechnen

3. Axialkraft in der Betonsaule bestimmen
3.1. Gg(y) finden

Gr(y) = 2 (d2 — 6d2
5(¥) 4( 5 $)9ppy

|
YT Gey)

{

) Ngy

3.2. Ngz(y) berechnen

10
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A
YE,=0-Ng(y) = Z(dé — 6d2)gpgy + Fp
4. Aufgenommene Energie berechnen
g Is
— — 2 2
Fror = g + 685 = 55— | N30)dy + 3 | NEO)dy
0 0
lp ls
= 2 f(f(d2—6d2)gp y+F)2dy+ f(zdzgp y+F)2dy
Epn(di —6d2)) \4 8 TTSIIPES LT Egmd? ) \4 S9787 778
0 0
8 48

T 3 : - 3
= —(d} — 6d? lg+Fz) —F3 +—[—d2 lg + F —F3]
3Egm2(dZ — 6d2)2gpg [(4( B $)9psls B) B 3Esn?digps (4 $9Psts s) 5

EtOt = 740600]

11
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Wiederholungsaufgabe 1:
Der in der Abbildung gezeigte, dinnwandige Querschnitt (I =§(2a+h)e3) ist mit einer

Querkraft Q in positive y-Richtung und einem Biegemoment M, in positive z-Richtung
beansprucht.

Die infolge Biegung auftretenden Schubspannungen in den Flaschen erzeugen ein
Torsionsmoment bezuglich des Flachenmittelpunktes, das zusétzliche Schubspannungen im
vorliegenden Querschnitt induziert.

le
a
— di
Mz
hC _
z
Q
l, |
le

a) Berechnen Sie die Schubspannungsverteilungen infolge Biegung im Steg und in den
Flanschen. Bestimmen Sie anschliessend Betrag und Ort der infolge Biegung maximalen
Schubspannung. Tragen Sie den Schubspannungsverlauf mit Pfeilen ein.

b) Bestimmen Sie das durch die Schubspannungen infolge Biegung resultierende
Torsionsmoment T. Berechnen Sie die spezifische Verdrehung, die durch das entsprechende
innere Torsionsmoment T hervorgerufen wird und geben Sie Betrag und Ort der maximalen
Schubspannungen an. Welchen Schluss konnen sie ziehen, wenn Sie die maximalen
Schubspannungen vergleichen?

c) Um die Verdrehung des Querschnittes zu vermeiden, muss die Querkraft im
Schubmittelpunkt angreifen. Berechnen Sie fiir diesen Querschnitt den Abstand z, vom
Flachenmittelpunkt.

12



ETH

Eid ossische Technische Hochschule Ziirich PrOf'D'MOhr
Swigss Federal Institute of Technology Zurich FS2018
Mechanik II: Deformierbare Korper

fir D-BAUG, D-MAVT Haus- & Schnelltibung 11

Losung zur Wiederholungsaufgabe 1.:

Der gegebene Querschnitt ist auf Querkraft und Biegung beansprucht. Die Beanspruchung
erfolgt in Richtung der Hauptachsen, es handelt sich also um spezielle Biegung, allerdings
beobachtet man im Experiment eine unerwartete Verdrehung des Querschnitts.

beobachtete | |
Verdrehung

Die Begriindung dieser Art der Deformation lasst sich mittels der Betrachtung der
Schubspannungsverteilung erklaren.

Aufgabenteil a):

1. HElansch pestimmen

d

z

2 e

h+e)(a—2)e=ez—h(a—2)+%(a—2)z7h(a—2)

HEWmN(2) = y, - dA@) =

2. Schubspannung im Flansch berechnen
2.1. Flachentragheitsmoment bestimmen
_eh? 5 ae® + e* (e + h)? eh® h*ae h%e <h )

1—12+ 17 +2 2 (e+a)ez12+ T = g+a

2.2. Schubspannungsverteilung finden

QHE'"s(Z) [6 Qla—2)

Tex(2) = le eh h+6a

13
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3. H3'9 pestimmen

o . h 1k h h?
H g(y>=Hz(z)+yc(y)-dA(y)=%+5(—+y)(5—y)e=(ah+z—y2)§

4. Schubspannung im Steg berechnen

h? 2
Steg  |Q ah+T—y
Tyx(y) = IZe = h
hZ%e (6+a)

5. Ortund Betrag der maximalen Schubspannung bestimmen

3Q (4a + h)

0 Zohe Gat iy

Tyxmax =

6. Schubspannungsverlaufe zeichnen

Die aus der Biegung resultierende Schubspannungsverteilung ist in der unteren Skizze
eingezeichnet. Der Schubfluss wiirde vermuten lassen, dass sich der Balken in genau der
entgegengesetzten Richtung verdrehen wirde, als tatsdchlich im Experiment beobachtet.
Dies deutet darauf hin, dass eine zweite Schubspannungsverteilung im Querschnitt
vorhanden sein muss, die der biegungsbedingten Schubspannungen Uberlagert ist. Dabei
missen diese zusatzlichen Schubspannungen eine solche Verteilung haben, dass sie die
Verdrehung des Querschnittes erklaren. Weiter missen sie vom Betrag so sein, dass sie das
Torsionsmoment aus Schubspannungen infolge Biegung kompensieren, da gemaéss
Aufgabenstellung keinerlei Torsionsbeanspruchung in unserem Querschnitt vorhanden sein
darf. Dies soll nun im folgenden Aufgabenteil diskutiert werden.

14
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Hﬂﬂmmﬂfmm
J'L,'— = =1
!
|
~
direm
"II\\QELJ" T :
!
=\
4
= = = -1
T

Aufgabenteil b):

1. Abstand z, vom Schwerpunkt zum Steg bestimmen
e a
Y ZiA; B ihe +2 yea a?

ZC=

Y4,  he+2ea  h+2a
2. Ty und Ty berechnen
a a
6 (Q(a—2) 3 Qa?
Steg — Flansch _— NA7 — — >
F Q. F ejfzx(z)dz n) htea 2= hh+oa
0 0
h Qa? Qa? h + 3a
T — F.S‘teg 2 - FFlansch — + 3 =l4 2
=zl e htza Sh+ea | Y thtza)(h +6a)
Da T; die innere Reaktion des Querschnitts auf die Biegung ist, gilt
h+ 3a

TT - _TB = _4‘Qa2

(h + 2a)(h + 6a)

Bemerkung: Wie oben bereits erklart, darf kein Torsionsmoment im Querschnitt vorhanden sein.
Dies bedeutet, dass eine zweite Schubspannungsverteilung wirken muss, die sowohl Ty
kompensiert wie auch die beobachtete Verdrehung des Querschnitts erklart. Diese zweite
Schubspannungsverteilung T, muss folgendermassen zu Ty stehen: T, = —Tz und eine
Verteilung wie in der Skizze auf der nachsten Seite haben.

15
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3. Spezifische Verdrehung bestimmen
Aufgrund der vorhandenen Schubspannungsverteilung gibt es neben einer Biegung eine
spezifische Verdrehung des Querschnitts in Abhangigkeit der Koordinate x. Diese ist
gegeben durch das Verhéaltnis von Torsion zur material- und querschnittsabhéngigen
Verdrehsteifigkeit.

Tr —12Qa?*(h + 3a)

V=L et 202+ 6a)ed

4. Maximale Schubspannung infolge Torsion berechnen
Tre | 12Qa*(h+3a)
Iy |(h+ 2a)2(h + 6a)e?

j— ! j—
Trmax = GV'e =

Bemerkung: Wenn man die Nenner vergleicht, sieht man, dass 77,4, durch e? und 7y, may
durch eh geteilt wird. Da wir wissen, dass e < h und somit e? < eh, ist die infolge Torsion
verursachte Schubspannung 77,4, Viel grosser als die infolge Biegung verursachte
Schubspannung 7, mq, Und missen unbedingt berlcksichtigt werden. Je nach Geometrie des
Querschnitts  kénnen diese  Schubspannungen sogar in der Grdssenordnung  der
Normalspannungen aus der Biegung liegen.

16
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Aufgabenteil c):

Um die Verdrehung des Querschnittes zu verhindern, muss neben dem Biegemoment und der
Querkraft gleichzeitig ein Torsionsmoment von Betrag Tz wirken, wie es von der
Schubspannungsverteilung infolge Biegung und Querkraft erfordert wird. Um dieses Moment zu
erzeugen, lasst man also die Querkraft nicht im Flachenmittelpunkt C angreifen, sondern
verschiebt sie in einen Punkt D, dessen Abstand zum Flachenmittelpunkt z,, aus der Forderung

zp Q=Tr
folgt.

R Y

T AT o O Ay vy

Der Schubmitteltpunkt lasst sich also bestimmen zu:

Tr 4a?(h + 3a)

D=0 T i+ 20)(h + 60)

17
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Wiederholungsaufgabe 2:

Der beiderseits eingespannte Trager mit dunnwandigem Kreisquerschnitt ist in C exzentrisch
belastet. Wie groR ist die Absenkung des Kraftangriffspunktes und wie grof3 sind die
Normalspannungen und Schubspannungen infolge Torsion?

l = G/E=3/8

Losen Sie die Aufgabe ohne virtuelle Kréafte und Momente und unter Berlicksichtigung aller
Belastungen.

a) Finden Sie die Absenkung des Kraftangriffspunktes in Abhéngigkeitvon a, F,E, .

b) Wie gross sind die grossten auftretenden Normal- und Schubspannungen im ganzen
Tréger?

18
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Losung zur Wiederholungsaufgabe 2:
Aufgabenteil a):

1. Lagerkrafte und -momente in Abhangigkeit der Reaktionen in B berechnen
Zjﬁx
A 41N .
TA I 0 \i @

<

B 8. T
S ES N 1 -
= Mo,

L

YF,=0-A4,=F +B,, ZT=0—>TA=TB+EF

ZMA_y =0-> My, =Mz —a(3B,+F)
2. Innere Beanspruchung bestimmen
Um beim Berechnen der Integrationskonstanten der Biegelinie einen kleineren
Rechenaufwand zu haben, fihren wir in A das Rechtssystem x,, y;, z; und in B das

Rechtssystem X2, Y2, Z €in. Dabei soll man beachten, dass e,, = ey, e

€y, =ée,y,€e

€y, Ex, =

—ex gy, = —gyUnde, =g, =

€z €z

2.1. Im Abschnitt 1 fir0 < x; < a

Y\A

™~ %

LN I

ZM=O—>M1ZMB—a(3BZ+F)+(F+BZ)x1,
a
ST=0-T,=Tp+5F, 3E=0-0Q,=F+B,
2.2. Im Abschnitt 2 fir 0 < x, < 2a
. b
To 22 T
.. ¥
< SR SN[
N %62
Mo
YE =0-0; =-B, XM =0->M, =My —x,B,,
ST=0-T,=Tp
19
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3. Biegelinien finden
Wenn man die gegeben Koordinatensysteme betrachtet, wirde sich bei positiver
Momentenrichtung der Stab im Abschnitt 1 und im Abschnitt 2 in Richtung —e, verformen.
Da aber die Biegelinie in Richtung e, positiv ist, mussen die Biegelinien v; (x;) und v, (x;)
mit einem negativen Vorzeichen korrigiert werden.

o

3.1. Im Abschnitt 1 fir0 < x; <a

1 1
vl(xl) = _Ef Mldxl = _f _MB + a(3BZ + F) — (F + BZ)dexl

1 1
= ( (B, +F)x12[ B—a(SBZ+F)]x12+Clx+Cz)

EI

1 1
v,(0) = ICZ—O—>CZ—0 v1(0) = IC1—0—>C1—0
= 0,(0) = — 5 (5 (B + ) + Mg — a(3B, + P}

3.2. Im Abschnitt 2 fir 0 < x, < 2a

1 1
vy(x2) = —Eﬂ Mydx, = Eﬂ X;B, — Mpdx,

171 1 )
= [63 x3 _EMsz +C3x+C4]

Mit den Lagerbedingungen v,(0) = v5(0) = 0 erhalt man die Konstanten
C3 = 0, C4 = O

1
- V(X)) = B,x; — MBx%]

sl
2ET13

4. Drehwinkelverlauf finden
4.1. Im Abschnitt 1 fur0 < x; < a

T; Tix 2Ty + aF
'91(x1)=fIT_de1=IT_G+ 5=—21TG x
09:(0)=Cs=0

20
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4.2. Im Abschnitt 2 fir 0 < x, < 2a
[y, X _Ts
192(9(2)—[17‘_6de— ITG +C6_GITx2

192(0)=O_>66=0

5. Durch die Ubergangsbedingungen die Reaktionen in B berechnen

5.1

5.2.

Ubergangsbedingungen aufstellen
Da man drei unbekannte Lagerreaktionen in B hat, sucht man drei
Ubergangsbedingungen. Damit der Ubergang vom ersten in den zweiten Abschnitt stetig
ist, mussen folgende Bedingungen gelten:

vi(a) =v,(2a), vi(a) =-v,(2a), VY,(a) =—9,(2a)

Bemerkung: Da e,, = —e,,, sind die positive Drehrichtungen fiir die Drehwinkel 99; und

9, entgegengesetzt, was zum Vorzeichenunterschied in der Ubergangsbedingung fiihrt.
Das gleiche gilt auch bei der Ubergangsbedingung fiir die Steigung der Biegelinie. Fiir
den Ubergang der Biegelinie wurde schon im Teil 3 gesorgt.
Reaktionen in B bestimmen
Nachdem man das 3x3-Gleichungssystem geldst hat, sollte man auf folgende Resultate
kommen:

7F 2aF aF

B ) = , —
z 27 B 9 B 6

6. Absenkung berechnen

6.1.

6.2.

Absenkung durch Biegung finden

2Fx? 8a’F
vy(xy) = 81E] (9a — 5x;) — UBiegung = vi(a) = 81E]

Absenkung durch Torsion bestimmen
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Mechanik II: Deformierbare Korper
fir D-BAUG, D-MAVT Haus- & Schnelltibung 11
9,0) aFx 9:(a) a’F
= — = —
W) =g T\ g
Fur kleine Drehungen gilt:
a 3
vr 2 [9:2a)] = 2G1I,
Die totale Absenkung am Kraftangriffspunktes ist also
3 1 Ip=21=27r3t, G=% 263 F
— . — A3 - _ o) -
Ve = Vbiegung + Vr = @°F (81EI t L 81Emr3t

7. Grosste Spannungen finden
7.1. Grosste Biegespannung finden
Gy = |M | paxt _ |M;(0)|r _ 4aFr
’ I I 9]

Da die Biegemomente linear verlaufen, befindet sich das maximale Biegemoment entweder
bei A oder bei B oder bei C.

2aF

4aqF
AMl(O):MB_a(3BZ+F):_Tﬂ B:MZ(O):MB:_T'
8aF
C:M = —
1(a) 27

7.2. Grosste Schubspannung wegen Torsion finden
_Tlmaer _ ITulr _ aFr

Fepmax = T I, 6l
a aF aF
T1:TB+§F:?, T2: B:_?

7.3. Grosste auftretende Normalspannungen berechnen
Die grosste auftretenden Normalspannung ist die grosste Hauptspannung:

2
_ Op,max Ob,max 2 afFr
o, = > + +7

4 Xpmax = 7
7.4. Grosste auftretende Schubspannungen berechnen

Opmax | , SaFr
Tmax = 4 + Txpmax = 18]
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