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Aufgabe S1
Ein Stab mit Querschnitt A-A wird folgendermasse beansprucht:
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Geg:a =10cm,P = 10kN,L = 1m

a) Welches der folgenden Bilder zeigt den korrekten Verlauf der Normalspannung im
Querschnitt A-A?

S1. @ © ®
5 mogliche ———x X X
Antworten /
Y y Y Y
b) Berechnen Sie die maximale Normalspannung im ganzen Stab.
S1. ® © ® ®
?Arr]lqt(\a\?(!lr(tzgr? Omax = 31MPa | 0pmax = —31MPa | 0 = —61MPa | Oypgy = 61MPa | Gpex = —1MPa
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Ldsung zu Aufgabe S1:
Aufgabenteil b):

Die richtige Antwort ist aus den folgenden Grinden E:

e Das Biegemoment verlduft vom Lager bis zum Kraftangriffpunkt bei x = % Somit existiert
beim Querschnitt A-A gar kein Biegemoment, was die Antworten A, B und C ausschliesst.

e Da die horizontale Kraft P in negativer Xx-Richtung zeigt, drickt sie auf der
Querschnittsflache des Balkens.

Aufgabenteil b):

1. Innere Beanspruchung im Stab berechnen
Bemerkung: Es wird in allen Fallen von rechts geschnitten, damit wir nicht zuerst die

Lagerreaktionen berechnen mussen.
1.1. Normalkraft
\\) () p J/—%X
a— AL
4

YE,=0->N=-P
Bemerkung: Da im weiteren Verlauf des Stabes nichts die Normalkraft beeinflusst, ist
sie flr den ganzen Stab fir 0 < x < L glltig
1.2. Biegemoment
%

\’\&l

W
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Bemerkung: Wie schon im Aufgabenteil a) erwahnt, ist das Biegemoment zwischen g <
x < L Null.

2. Absolut maximale Normalspannung berechnen
2.1. Maximale Biegespannung im Stabquerschnitt berechnen

ool
A-A 7 s

M2
X —> 2

1N

Craximale
By T

Die Biegespannung ist folgendermasse definiert: o, (x, y) = — 22

I
Das Tragheitsmoment des quadratischen Querschnittes ist I, = %a“
Da gy,  y, ist 0 max bei y = £ zu finden

M, (x) ist maximal bei x = 0
Setzt man alle diese Informationen in die urspriingliche Gleichung erhalt man
PL
Obmax = i?i? = i3g = +30MPa
2.2. Normalspannung im Stabquerschnitt berechnen

N
Oy =Z=—;=—1MP0L

2.3. Superpositionsprinzip anwenden
|Omax| = |Ub,max + UNlmax = 31MPa - 0y =|—31MPa
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Aufgabe S2:

Berechnen Sie die Lagerreaktionen des gegebenen Systems. Nehmen Sie an, dass das
Flachentragheitsmoment und der E-Modul gegeben sind.

Z X

b

9

N\ \<\\
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Lésung zu Aufgabe S3:
1. Lagerreaktionen in Abhangigkeit der Auflagerkraft berechnen

N By o B .
A

L
L Z

I

YE,=0-|4,=0f ¥E =0-4,+B=ql, ZM=O—>MA=LB—§q
2. Biegemoment berechnen
O\MW 3
\/\\3@\ % \L =% ’]\ W\
L fiod
) 4
-x Y7
L*q

ZM=O—>Mb(x)=%(L—x)2—B(L—x)=%x2+(B—qL)x—BL+T
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3. Allgemeine Biegelinie berechnen
L*q
v(x) = —ff My()dx = o R +¥x2 FCx+ G

4. Randbedingungen aufstellen und die Unbekannten berechnen
4.1. Randbedingungen

©=vy=0 I -
Vi = =5 dx B
4.2. Unbekannten berechnen
3
CZ=O, C1=0, B=§qL
5. Restliche Lgerreaktionen berechnen
A—SL M—LBLZ—lL2
y = 8q A= ) q= 8q
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Aufgabe S3:

Gegeben sei den identischen Querschnitt, in der Aufgabe H3 der Haus- & Schnelllibung 6.

e
:Z/// S
ﬁ/ﬁ’ /// // 777
"}" // / // 7
iy

o K

f/ // // ////// )

ki IR
a

Aus der letzten Serie wissen wir, dass I, = %a‘*,ly = ga‘* und S(¢,n) = (% a,%a)

a) Finden Sie das gemischte Tragheitsmoment C,,,.

b) Bestimmen Sie die Hauptachsen (Drehwinkel) und die dazugehdrigen Tréagheitsmomente
mittels Mohrschem Kreis.
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Ldsung zu Aufgabe S2:
Aufgabenteil a):

Das gemischte Flachentragheitsmoment ist flr die jeweiligen Teilflachen (siehe die Losung der
letzten Serie) 0, da die Schwerpunkte der Teilflachen in deren Mitte liegen. Somit muss man hier
nur den Satz von Steiner anwenden und kriegt

aa 33 9 3

— 2 4 _ 4 __ 4
ny—ZZSa +ZZCL —Ea —Za

Aufgabenteil b):

1. Mohrscher Kreis zeichnen

,% 1

2. Haupttragheitsmomente berechnen

a* 10 5
11‘2=(25iR)E—>11=—a4, 12=_a4

3. Hauptachsenrichtung berechnen

3
tan2¢ = 7 - @ =|18.4°

7
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Aufgabe H1:

Die abgebildete kreiszylindrische Welle (R <« L) ist in A und B kurz gelagert und nur durch das
Eigengewicht belastet. Bestimmen Sie den kleinstmdglichen zuldssigen Radius R, wenn die
Lange L, das konstante spezifische Gewicht f; und die zuldssige Spannung a,,,; gegeben sind.

R

N
X
.

2
!

zzzzzzzz

S_T

3 S
3 :
3 :
3 .
- N
2R

| <1t

9

‘\

L L L | L
Geg: L = 1m, 0,y = 20—, f; = 80—

L6ésung zu Aufgabe 1:
Bevor man bei dieser Aufgabe losrechnet, sollte man sich Folgendes tberlegen:

e Die Geometrie und die Belastung des Systems sind symmetrisch. D.h. alles was auf der
einen Halfte passiert, passiert symmetrisch auch auf der anderen.

e Die Gewichtskraft des Stabes kann als eine linienverteilte Kraft gesehen werden, die aber
volumenabhéngig ist. Sie wird also im diinneren Bereich anders sein als in der dickeren
Mitte.
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1. Lagerkrafte berechnen
1.1. Freischnitt

1.2. G, und G, berechnen
Gl = q12L = ZqL, GZ = qu = qu
41 = fs"S1=fe-mR* =q, G, = fe* S, = fz - 2nR? = 2q
q

1.3. GGB Igsen
YF,=0->A+B=6qL, A=B=3qL
symm.
2. Biegemoment berechnen
2.1. Abschnitt 0 fir0 < x < L
A
7 2 2 ()D Hb,o(*)
>
X

YM=0-> My, = %xz
2.2. Abschnitt 1 fir L < x < 2L

s
37 |

x

2
» -
X

()B Mp2 @)

YM=0->M,, = %xz —3qL(x — L)
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2.3. Abschnitt 2 fiir 2L < x < EL
2

% G w-2L)
739 \l/ ! ¢ %2 Hb,z(’()

L L EYRIL
I—xb /[\A gt
YM =0-M,, =q(x—2L)>—qL(x—L)

3. Kiritische Stellen finden
Wenn man den Verlauf des Biegemomentes zeichnet, sieht man, dass das Biegemoment bei

5 .. .
X = EL am grossten Ist.
0.6

04r ol

02t M

0F-- =

-0.2

Mb/q

0.4

-0.6 [

-0.8

1+

-1.2F

1.4 1 L L 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
x*L

_ Mp&x)y

z

Da die Biegespannung a;,(x,y) = nicht nur vom Biegemoment abhangt, sondern

auch vom Flachentréagheitsmoment I,,, muss man zwei Punkte in Betracht ziehen:
e Dort wo das Biegemoment beim kleinerem Flachentragheitsmoment maximal ist. (x = 2L)
e Dort wo zwar das Biegemoment am grdssten ist, das Flachentrdgheitsmoment aber auch.

(x =2L)

10
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4. Maximale Biegespannung fur die kritischen Stellen berechnen
4.1. Kritische Stelle bei x = 2L
M,(2L)-R _ 4ql?

Omax(2L,R) = — I,2L) ~ 7R3
z

4.2. Kritische Stelle bei x = EL

5 M (EL)'V?R VZ 5q12
Imax (EL’\/ER)=_ blzz(%L) - 47“33

5. Zulassigen Radius der kritischen Stelle berechnen
5.1. Kritische Stelle finden
Vergleicht man die maximale Biegespannung fur die kritischen Stellen merkt man, dass

|Gmax (2L R) > |Omax (3L, VZR)|- Somit ist die kritischste Stelle bei x = 2L.

5.2. Zulassigen Radius berechnen
Damit unsere Welle wegen ihres Eigengewichts nicht versagt, muss die maximal

vorhandene Biegespannung maximal so gross sein, wie die zuldssige Spannung.
4ql? Af1?
A <6y > R2 Jel _[mm
R o~ Ozul

q=f¢'mR?

|0max (ZL, R)l =

11
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Aufgabe H2:

Ein Biegebalken (Lange L, E-Modul E, Querschnittsflache A, Flachentragheitsmoment 1,,) ist im
Punkt A eingespannt und in B gemass der Zeichnung schrag gelagert. Auf den Balken wirkt sein
Eigengewicht als verteilte Last q,.

o

Berechnen Sie die Verschiebungen in B.

Ldsung zu Aufgabe 3:
1. Lagerreaktionen in Abhangigkeit von B berechnen

ALY pl- M=
AR S\
A

s 1

V2 V2
Yh=0-A,=—B, ¥F=0-4,=ql-~—B
V2 L2

2. Beanspruchung im Balken berechnen

Vst oe\bé\l ‘}@) A
2 : X
== by

4—
L=X

SE =0 N(x) = —?3, M =0 - M,(x) =%(L—x)2—§B(L—x)

12
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3. Kraft B mittels Biegelinie berechnen
3.1. Allgemeine Biegelinie berechnen

V2B — 2L V2B — L
v(x)——fbedx QO ” do 5 _ qo
I E 12 4
3.2. Randbedingungen aufstellen und Konstanten berechnen
dv
v(0)=0-C, =0, ax=0=0—>(31=0,

3.3. vy berechnen

Lx? + Cix + C,

v(L) = vg

Da sich das Auflager nur in 45° geneigter Richtung bewegen kann, sind die Verschiebungen

in X- und y-Richtung identisch.

o ju(L)|

Y'T‘F"T'TTTTTTTV'TTT"T

.

i
et

lv(L)| = lu(L)|
Deshalb gilt
V2
B B NL B TBL
Ve = TUB T EA T TEA

3.4. Lagerkraft B berechnen
Setzt man vy in die Randbedingung v(L) = vj ein, kriegt man fur B

V23413,
~ 8(AL% +3I)

4. Verschiebungen vy und ug berechnen

1\% 1 /

3L%q,

QBL 3L7q
UB = 2 = 0 uB = —‘UB =|—
EA 8E(AL? + 31,)

8E(AL2 + 31)

13
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Aufgabe H3:

Ein gewichtsloser Biegebalken (L&nge L, E-Modul E) mit dem gezeichneten Querschnitt ist im
Punkt A und B jeweils gelenkig gelagert. Der Balken wird in der Mitte durch eine Einzelkraft
vom Betrag P belastet.

R s
L =

SN,
S
I

[Lav]

—
-

Die Lagerkréafte in x-Richtung sind vernachlassigbar, da keine dusseren Kréfte in X-Richtung
wirken.

a) Berechnen Sie die Biegelinie als Funktion von x.

b) Bestimmen Sie Ort und Betrag der maximalen Zugspannung und der maximalen
Druckspannung.

c) Betrachten Sie nun den beidseitig gelenkig gelagerten Balken unter Einzellast mit einem
Rechteckquerschnitt der Hohe h(x) und der Breite b. Wie muss der Verlauf der
Querschnittshéhe h(x) sein, damit die Normalspannung am Rande berall den Wert o,
hat?

14
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Ldsung zu Aufgabe H3:

Aufgabenteil a):

1. Lagerkrafte berechnen
Aus Symmetriegriinde sind die Lagerkrafte ersichtlich:

2. Biegemoment berechnen
Da unser Problem symmetrisch ist, reicht es, wenn wir nur den Abschnitt von 0 < x < é

betrachten.
"\
T
v
77
DX

() W

P
YM=0- M,(x) = X

3. Fliachentrigheitsmoment in z*-Richtung berechnen
In der gegebenen Skizze verlduft die z-Achse in der Mitte des oberen Rechtecks. D.h. sie
geht nicht durch den Schwerpunkt der Querschnittsflache. Korrekt wére aber die
Berechnungen mit den Koordinaten zu machen, die durch den Schwerpunkt der Flache
gehen.

15



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. D. Mohr
ldgenossische lechnische Rochschule Zuric

Swiss Federal Institute of Technology Zurich F82018
Mechanik Il: Deformierbare Korper

fir D-BAUG, D-MAVT Haus- & Schnellibung 7

3.1. Schwerpunkt der Querschnittsflache berechnen

b B s s

PRI TTD VT -'“E:-
e e ] C

a i -
kg
Eﬁ% “
X
a

Aus Symmetriegrinden muss man hier nur die y-Koordinate des Schwerpunktes
berechnen, da der Schwerpunkt auf der y-Achse liegen muss.
a’-a 1

ys:3a2+a2_4a

3.2. Flachentragheitsmoment I, berechnen
Mit dem Satz von Steiner erhalten wir

a* 1 a* 9 13
I =3|—+—a?-a? 4 g2.q2 =gt
z (12 6% ¢ >+12 64 ¢ T

4. Biegelinie berechnen

1 12 P 3
v(x) = EIZIJ My (x)dx = T35t (—Ex +Cix+ Cz)
Mit den Randbedingungen
dv

v(0) =0, T xz% =
erhélt man die Konstanten

L*P

c, =0, C, = 3

Die Biegelinie ist somit

3Px 1 ) L? L
v(x) = — x+z, OSxSE

16
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Aufgabenteil b):

1. Oxmax(y') bestimmen
Das Biegemoment ist maximal bei x = %
Also kriegen wir
Ly,
M(g)'y _3-PL
I,  13a* 7

Ox,max (y’) = -

2. Maximale Zugspannung bestimmen
Je positiver y’ ist, desto grosser ist die Zugspannung. Aus dieser Bemerkung ist unsere

. , 5 .
Zugspannung bei y' = e maximal.

5 )_15-PL

mer (3) = g

3. Maximale Zugspannung bestimmen
Je negativer y' ist, desto grosser ist die Druckspannung. Aus dieser Bemerkung ist unsere

. 3 .
Druckspannung bei y' = — 4 maximal.

3 9-PL
Odruck,max (_ Za) = 5243
Aufgabenteil ¢):
My (x) * Yrand P h(x) 12 3Px 3Px
Yy = ————— = = . . = =0'0—)h(X)=
I, %ﬂ \_2/4 b-h3(x) b- hz(x) b - o,
—Mp(X) YRand 1

I

17
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Wiederholungsaufgabe:
Gegeben sei ein kurzgelagerter Balken mit halbkreisférmigen Querschnitt. Neben dem
Eigengewicht wirkt als Belastung eine verteilte Last des Gesamtbetrags P gemass Skizze. Wie

gross muss R mindestens sein, damit die grosste Durchbiegung héchstens % betragt?

=

iy i

Geg: P = 5kN,E = 210GPa,a = 50cm, p = 7,85%,9 = 9.81?2

Tipp: Losen Sie die Aufgabe mit dem Taschenrechner.

18
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Ldsung zur Wiederholungsaufgabe:

Da das System in dieser Aufgabe symmetrisch wir nur die linke Halfte betrachtet.
1. Lagerkréafte berechnen

R IR
R

1
G=gpS-4a=gp-§nR2-4a=q-4a

~—_———

q

P+q-4a

SE=0-A=—7

2. Biegemoment berechnen
21Fir0<x<a

\L

(DX
g

1
YM=0-M,,(x) = quz — Ax

T3 SE"\O\A@

N

19
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22.Fira <x < 2a
N
Y\u % \Lo\x < 7_0&*
(? K = 2 (
> 0y heavo) ) Vo2 ()
A o
b D%

M=0-M ! 2+P( )2 —A
—_ — — — — —
D b2 qu 4ax a X

1P N (4 D), P
_2<2a q>x ( z)x 4

3. Tréagheitsmoment I, bestimmen
3.1.Schwerpunkt finden

L

=
-
" o
\)
Iy

_JInada _ fOR fonrz sing dpdr 4R

3.2.1, berechnen

T 8

Ig—n§A=R4<———>

I
d 8 O9m

20
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4. Biegelinie berechnen
4.1. Allgemeinfir0 < x <a

vl(x)——ﬂMbl(x)dx [ qx —gx +C1x+C2]

4.2.Allgemein fira < x < 2a

4.3.Randbedingungen aufstellen
v1(0) =0, wi(a) =v3(a), wvi(a)=vy(a), v3(2a)=0

4.4.Integrationskonstanten berechnen
2 2

a a

C, =0, C; = z(lZA — P —8aq), C, = E(24A — 16aq — P),
co- asP
48

2

A
—>v1(x)—2q—4x —gx +E(24A—16aq P)x

- v,y(x) =
P
! 1(P+) A+73+ap + 2(12,4 P-38 )+a3p
EL |2a\2a " 1)* g g AX T 4g

21
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5. Radius R so wahlen, dass Durchbiegung maximal liowird

Die maximale Durchbiegung im Stab ist bei x = 2a.
Also gilt

(2a) <
vae) =1y

P+q-4 8 1 . .
Setzt man A = ——, I, = R* (% — g) und g = gp - mR? in v,(2a) ein
Kriegt man

3a3n(80apgmR? + 57P) - R

2E(9m? — 64)R* — 10
Lost man die Ungleichung nach R auf und setzt die Zahlenwerte ein, erhalt man
R = 51.165mm

v,(2a) =

22



