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Prof. D. Mohr

Aufgabe S1.:

Gegeben sei ein dinnwandiger Balken (b <« h) mit einem T-férmigen Querschnitt. Eine
Punktlast mit Betrag Q wirkt entlang der Symmetrielinie in positiver y-Richtung.
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Geg.: Q,h,b, 1,

a) Welche der folgenden Skizzen entspricht dem Schubfluss im Querschnitt, wenn man den

Balken von rechts schneidet?
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b) Berechnen Sie das statische Moment H,(y) im unteren Abschnitt des Querschnitts.
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¢) Bestimmen Sie die Schubspannungsverteilung von t,, im Querschnitt.
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Py = I, Fxy = 21,

Ldsung zu Aufgabe S1:

Aufgabenteil a):

Wenn man den Balken von rechts schneidet sieht man, dass die Querkraft in positiver y-
Richtung zeigt und der Schubfluss deshalb von oben nach unten verlauft.
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Man kann sich den Schubfluss dhnlich einem Wasserfluss vorstellen, wenn man beim Punkt, wo

die Kraft angreift, Wasser in den Querschnitt eingiesst.
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Aufgabenteil b):

1. Skizze

W

6
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2. m bestimmen

n ist der Abstand vom Schwerpunkt der Querschnittsfliche zum Schwerpunkt der Flache AA.
Da AA wéchst, andert sich auch .

—1(5h+ )

3. AA berechnen
Um AA zu berechnen, mussen wir zuerst die Laufvariable s, die die Hohe der Flache
bestimmt, definieren.
5
szgh—y
Mit der konstanten Breite b ist AA demzufolge

m=b(Zh-)

4. H, bestimmen
Setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung H, = n - AA ein, erhdlt man das folgende
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Aufgabenteil b):

Um die Schubspannung zu berechnen, muss man das Resultat aus Aufgabe a) in die Gleichung

H, .
Ty = ?—; einsetzen und bekommt dann

Z
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Aufgabe S2:

Berechnen Sie die maximale Spannung auf dem Querschnitt mit der gegebenen Belastung und
Geometrie.

Yo b

> z
h S
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>/ Y
Ldsung zu Aufgabe S2:
1. M, auf der y- und z-Achse abbilden
h b
My, = —Mycosa = —My ———, My, = M) —
by = "VbZ + 12 ey

2. Tragheitsmomente I,, und I, berechnen

I —1b3h I—1h3b
Y120 Z7 12

3. Maximale Spannung berechnen
Die Spannungsverteilung lautet
Mb,y-z_Mb,Z-y: 12M, (l_i)
I I Vb2 + hZ\h* b3
Der Punkt mit der maximalen Spannung ist entweder bei (g /— g) oder bei (—%/g), denn
(h b)| B ( h b)| _|6vb? + h*M,,
%2/ = lox T2 A e

O-x(y'z) =

|Ux|max =
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Aufgabe H1:

Bestimmen Sie und zeichnen Sie den Schubspannungsverlauf fur den abgebildeten Querschnitt
(diinnwandiges U-Profil) bei gegebener Querkraft Q. Wo tritt die maximale Schubspannung
|T| max @Uf und wie gross ist sie?

h

Geg: q =2

I
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Ldsung zu Aufgabe H1.:

1. Koordinaten des Schwerpunktes berechnen
Da der Querschnitt symmetrisch ist, liegt der Schwerpunkt auf der Symmetrielinie. Deshalb
muss nur die y'-Koordinate berechnet werden.
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4 Lhev 2 Bne r<ch
,_2Yidi _ 7 2™ _h t R
Y$ ="y, ht +2ht 3 12 3

Bemerkung: Fir die Berechnung des Schubspannungsverlaufes wird nur die linke Seite des
Querschnittes betrachtet, da der Querschnitt und deshalb auch die Schubspannungsverteilung
symmetrisch sind.
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2. Schubspannungsverlauf im Abschnitt 1 berechnen

2.1. Statisches Moment bestimmen
Q)

T
\I\ 7
@ - )’VI\M
\b %TSA \'4
B W >

= () LB y) =L (o)
A4y UL

2.2. Schubspannungsverlauf

q (4
Ty ) = 3(5h = ?)

3. Schubspannungsverlauf im Abschnitt 2 berechnen
3.1. Statisches Moment bestimmen

@ \L+/z AA i

N il
T eszf\v\,l .
T
\ —
C\=z,
K (5 M)
@ 7\
VoL :
b
HZ,Z(Z)=—%Z.§=_%
&4,
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3.2. Spannungsverlauf
Tyz(2) = _thZ

4. |T|max finden

Die maximale Schubspannung ist entweder im Punkt z = h oder im Punkt y = 0.
qh? 2qh?

|sz|max = T: |Txy|max = 9

Die von Betrag grosste Schubspannung im Querschnitt ist dementsprechend im Punkt z = h.
qh?

|T|max = |sz|max = 3

5. Spannungsverlauf zeichnen

H\“\\\\\\\\N\\\\EEji//’/,’/,,//f’
f \

; ~ 7{
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Aufgabe H2:

Ermitteln Sie die Ortsabhangigkeit des Schubflusses am Tréger mit diinnwandigem Querschnitt,
welcher in der Figur dargestellt ist.

Geg.: I, = g(ele + 413 + e2L,V2)

Ldsung zu Aufgabe H2:
1. Schubflussverlauf

Bevor man losrechnet ist bei komplizierteren Querschnitten hilfreich, wenn man zuerst den
Verlauf des Schubflusses untersucht.

N ! /
N\ B %

%

Bemerkung: Wie in der Aufgabe H2 wird wegen der Symmetrie nur eine Seite des Systems
betrachtet. Wie man im folgendem Schritt sieht, gibt es keinen Schubfluss im mittleren Bereich.

10
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2. Schubfluss im Abschnitt 2

S
%

>
DA, \%

Da die zwei Schwerpunkte auf gleicher Hohe liegen, ist n, = 0 und somit H,, = 0 und
auch g, = 0.

3. Schubfluss im Abschnitt 1
3.1. Statisches Moment berechnen

3.2. Schubfluss bestimmen

Der gesuchte Schubfluss g = % ist mit dem gegebenen I,:
\/E S S
0sieg(Li=3) | 3v20si(L-3)

ql = =
% (e2Ly + 413 + e2L,V2)  |(e2Ly + 4L + e2L,\2)

11
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Aufgabe H3:
Gegeben sei ein Balken, dessen Belastung und Geometrie in der Skizze gegeben sind.

o

F‘
‘50: ﬁx

a) Geben Sie den maximalen Betrag der Kraft F an, so dass a,,,; im Querschnitt nicht
Uberschritten wird.

b) Man nehme an, dass die Kraft F und die L&nge [ als unveranderliche Grossen gegeben
sind und dass im momentanen Zustand die Spannung im Innern a,,,; Uberschreitet. Was
wirden Sie ihrem Chef vorschlagen, damit die innere Spannung a,,,; nicht mehr
uberschreitet?

12
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Ldsung zu Aufgabe H3:
Aufgabenteil a):

1. Betrag und Richtung des maximalen Biegemomentes berechnen
1.1. Betrag
Aus Erfahrung kann man direkt wissen, dass der maximale Biegemoment bei der
Einspannung ist, da der Abstand zur Kraft F am grossten ist. Der Betrag des maximalen
Biegemomentes ist dementsprechend M, = [ - F.

1.2. Richtung
Die Richtung des Momentes ist immer senkrecht zur Kraft, die ihn provoziert. Wichtig
ist, dass jede Biegung immer durch den Schwerpunkt geht.

b

5__
wn
VvIN

<
~

Y \IHb

2. Spannungsverteilung im Querschnitt untersuchen
Die Spannungsverteilung in einem Querschnitt ist allgemein definiert als
My-z M,y N

+
I, I, A

O-x(y'z) =

2.1. Momente in y-und z-Richtung bestimmen
Wenn man M, auf die y- und z-Richtung abbildet, sieht man, dass

V3 1
Mb,y=71Fr Mb'z=§lF

13
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2.2. Tragheitsmomente bestimmen
I —ib3h I —ih3b
yo120 12
2.3. Spannungsverteilung berechnen
_6lIF(V3:z y\ F
o,(y,2) = R\ pzZ 2 bh

3. Maximale Spannung im Querschnitt finden

b Max

.z-uj
W13

60

Mu‘émd‘ >/ \\ \Hb

Zwei Punkte kommen in Frage, wenn man von maximale Spannung spricht: der Punkt, wo
die Zugspannung am hdchsten ist und der Punkt, an dem die Druckspannung maximal ist.
Ware die Beanspruchung nur durch das Beigemoment gegeben, waren die Betrége in den
zwei Féllen dquivalent. Da aber noch eine axiale Zugspannung vorliegt, wird der Betrag der
maximalen Zugspannung grosser als den Betrag der Druckspannung sein.

Die maximale Spannung im Balken ist also

b hy 3IF(V3-h b\ F
23) = E( —> " bh

Ox,max = Ox (_ b2 + h2

14
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4. Die maximal mogliche Kraft F bestimmen
Damit der Balken nicht versagt gilt o pqx < 04. AlSO

3IF \/§-h+b +F< < O * bh

—_— — —_ -

bh \ b2 ' hZ) " pr " Bh b

3l vy + nZ +1

Aufgabenteil b):

2y = & V3-z y F
PV =\ "z~ hZ) T bh
Wenn man die Spannungsverteilung analysiert, merkt man, dass die z-Koordinate einen

grosseren Einfluss auf die Spannung hat als die y-Koordinate, da sie mit einem Koeffizienten

von v/3 multipliziert wird.

Der Chef ist vor allem daran interessiert, Material (d.h. Geld) zu sparen. Das heisst, dass man die
Dimensionen so wenig wie moglich vergrossern soll. Um die innere Spannung so effizient wie
maoglich zu unterdriicken, ware der beste Weg die Breite b zu erhdhen und die Hohe h zu
verkleinern, ohne die Querschnittsflache zu vergréssern.

15
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Wiederholungsaufgabe 1:

Ein schlanker Balken (L&nge L, Gewichtskraft G, Elastizitaitsmodul E) mit dem skizzierten
Dreiecksquerschnitt sei links eingespannt und rechts reibungsfrei gelenkig gelagert. Das rechte
Ende habe sich im Laufe der Zeit um die Lange € vertikal nach unten verschoben.

Gesucht ist die absolut maximal auftretende Spannung im Querschnitt des Balkens.

Hinweis: Die Kréfte in x-Richtung sind vernachlassigbar (e<<L).

=
S

ARLIRIINRAN:
Wl o

Ldsung zur Widerholungsaufgabe:
1. Gleichgewichtsbedingungen
Da das System 2-fach statisch unbestimmt ist (5 Gleichungen, 7 Unbekannten), driicken wir

die Lagerkréfte in Punkt A als Funktionen, die von den Lagerkraften in Punkt B abhangen.
2

T
C\%ﬁz f&y

N

YE =0-A,=-G-B, YF=0-A4,=-B,

L
ZMy,A=O_>MA,y=LBZ' ZMZ'Az()—)MA’Z:—EG—LBy

16
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2. Biegemomente

—

A

L-x<—]

G
M, =0-M,,=(x-L)B, M, =0-M,,=(L—-x)B, +i(L — x)?

(%—)X by g) l/%(L— )
Vi, () 6,
/ b ;

) =% L~
2

3. Querschnittsanalyse
Der Balken biegt sich um die Hauptachsen des Querschnittes, welche aber nicht mit unserem
Koordinatensystem tbereinstimmen. Aus diesem Grund muss man eine
Koordinatentransformation durchfiihren, um die Biegemomente in Hauptachsenrichtung zu

berechnen.
P
15

1ss 45° \/ Mbj
&
N\

YV i,
\M‘oz

Vb
vz

2 G
Mp 5 = - (Mb,z — Mb,y) = g((L —x)(By + B;) + T (L - x)2>

2 2 G
M, = g(Mb,Z +M,,) = §<(L ~x)(By — B)) + o7 (L = x)2>

17
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4. Biegelinie in Hauptachsenrichtung und Lagerkrafte im Punkt B berechnen
4.1. Biegelinie in Hauptachsenrichtung berechnen

V() = = f Mysdx = 1;{<24L(L—x)4+(B +B)u+6‘1x+6‘2>
36\/— - x)3
va(x) = — Elzﬂszdx (24L(L—x)4+(3 —B)( *) +ng+C4>

Mit den Randbedingungen v, (O) = v3(0) = v3(0) =v5(0) =0 erhalt man fir die
Integrationskonstanten:

G B,+B, G B,+B
e R
G A 2 21776
G B, -B, G B,—B
2 — _J3 y z
C3_L(6+ 2 ) Ca L(24+ 6 )

4.2. Die Lagerkrafte im Punkt B bestimmen
Da der Punkt B nur in y-Richtung um & verschoben ist, kann man die Randbedingungen

v, (L) = 2200s® _ o ynd v, (L) = 282D _ g aufstellen. Damit hat man geniigend

vz V2
Informationen, um die Lagerkréfte in B zu berechnen:
3 Ea*e _ 3 Ea%e
y=ar BTt 1n

5. Absolut maximale Spannung im Querschnitt berechnen
5.1. Spannungsverteilung im Querschnitt

Die Spannungsverteilung im Querschnitt lautet o(n, {) = M’;—zz - @ Setzt man die
2 3

4
Lagerkrafte in den Biegemomenten ein erhalt man M,, , = \/2—5 ((L —x) (Z G — %) +

8L3

ZG—L(L—x)2> und M, 5 =§<(L—x)(—§c;+”"“ "')+—(L—x) )

18
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/ Mo
Qa
IB

b

¢

O NT,
Moz

Die Spannungsverteilung ist somit
3 Ea*s\ G
36\/§<(L - X) (gG —m> +E(L —X)2> (
Cl4

122 <(L —xX)(-36+

o, q) =

Ea*e G
313 )+ﬂ(L_x)2>'77

a’

5.2. Absolut maximale Spannung bestimmen
Die maximale Belastung durch die Momente ergibt sich bei x = 0. Im Querschnitt ist

der am meisten belastete Punkt bei 6,45, 7,4 b€I (7 = —g/( = ‘/2—7) 0der Gax pruck Pei

Wenn man die zwei Punkte einsetzt erhalt man:

32 Ee
Omax,Zzug = ? L 2

Omaxpruck = — GL — 2 —
max,Druck a* 12

Omax,abs = Omax,Zug = a* GL 2

19
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Wiederholungsaufgabe 2:
Ein rechtwinkliger Dreiecksquerschnitt mit Schwerpunktachsen y und z sei gegeben. Er besitze
die Breite b und die Hohe h wie es in der Skizze dargestellt ist.

a) Berechnen Sie die axialen Flachentragheitsmomente I,, und I, und das Deviationsmoment

I,

b) Finden Sie die Haupttragheitsmomente I; und I, und die Lage der Hauptachsen fur das
Seitenverhaltnis % = 2.

20
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Losung zur Wiederholungsaufgabe 2:
Aufgabenteil a):

1. Die Flachentragheitsmomente beztglich n und & berechnen

A

Die Funktion der Hypotenuse ist gegeben durch:n(¢) = —%E +h éE(m) = —%77 +b

p5Eth
I =ﬂn2dA=f j n2dndé = — 3b3f(’7 b)3d€——2bh3
> 0
+b
I, —ﬂfsz j f fzdfdn———J(f h)3dn=%b3h
b —mE+h

J J nsdnds = szjf(f b)2dE = bzhz
Iye = ff nédA =1"° -

1
j j nfdfdn—m n(n—h)2d5=ﬁb2h2

2. Den Schwerpunkt bestimmen

ns=%ffndx4=bz—hf f ndnd6=%f(€—b)2d€=g
0 o0 0

21
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bn+b

ﬂ.fdA—ihf f EdEdn=%0fh(n—h)2d§:§

3. I,I,und]I,, finden
Um die Flachentragheitsmomente bezlglich des Schwerpunktes zu finden, wendet man den
Satz von Steiner an.

_ , . _b%h b?bh [T _ , . _bn® R?bh [T
y=h=ssA=gr-g5 g™ L=l-nsA=17"57 32"
Lol DR bhbR 1,

v =g =Ns8s A= =g =T bR

Aufgabenteil b):

1. I und I2 berechnen
h4-

Mitb = - krlegt man [, = —
288

4- h4- d
Egg IZ —-;; un [yz'_ —

2
_1y+12ij(1y;12) L _5i\/1_3h4

lh2 = 2 vz 576
. 5+ 13 " ; 5 —+/13 "
- = =
1 576 ’ 2 576

2. Hauptachsen bestimmen

yz

I,— I,

tan(20) =

-lo, = -16.845°] 0, =90° + 6, =[73.155°

Bemerkung: Der Aufgabenteil b) ist auch mit dem Mohrschen Kreis l6sbar.
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