
Vb

Kapital 2 : ol - lo. 20

konstmkti on / Approximation von reellentahl.eu

2d- •Wie kann man viele " intenseante" Melle Zahler defineeven
• Wie Kann man needle 7ahlen unit rationales taken appooaimieren ?

z . B. V2 ← I- 4142 . . .

• Die Dezimalentni cheung einer nee then Zahl

2.1 . Intervale

Ein Interall I c R ist eine Teilmenge
"

zwischen twei Zahler
Oder grosser ats eine Zahl(
h Kleiner n - )

Notation : - [ a
,
b] = { a E R l a Ex Eb }

I I I 7
-

§ gf
a b f

I
§ B - [ a, be = { a c-RI a snob } of

pit iii. E . { if•
a ] a

,
b) = { re R I a c z s b } I I I 7 ad

of a b o

¥
a ] a, b C

= { NEM Lac se c b } I D K 7

a b

- Ca
, [ = {ne Rl as a }
- plus unendtich

"

[ i s

a

- Ja
,
t A [ = { n E MI as a

- T - a
,
a] = { a ←me as a } /

- T - d
'
t a C - R

- I a C -- f a c-R Inc a }
"
minus whendhich

"



( Bernerkung : USA Ca
,
b) anstalt Ca , BC

[ a, b ]
= [ a

,
b ]

( a
,
b] = Ja

,
b] ) .

(1) abgeschlossen wenn die Ungleichung E oder Z sind

d.h . Ca
, b]

[a
,
t IC

T - A
,
a]

IR

14 offer wenn die Ungleichungen coder > and
d.h

.

Ja
,
BC

] a
,
t - [

] - A , a C

R links Bt Equivalent zu rechts

d

Satz : Eine Teil
menge
Ic R Bt eine Intervale

"

I hat Keim
liicke

"

,
d.h . falls a E b

,
a
,
b in I

,

forget Ca, b] c I
i i Calle c wit a E CE b gehiiren in I .)a b

( Die Richtung ⇒ ist einfach ) .
[ A H B bedeutet ( A ⇒ B) n C B → A) ;

" die Richt
my
⇒

"

ist dann die Auss
age

"

A ⇒ B
" I

2.2 . Unten und Obere SchramKen
,
Maximum and Minimum

Def: Es sei A c R
C E R

c ist eine Obere Schwanke con A btw
. unten Schwanke con A

wenn alle a A E a E c btw. c E a erfiu then.

c
'

C
"

I 11-1 l H M l l l 7

untere A
c : obere Schwanke

Schwanke



Bspe : CH Nc R hat heine obere Schwanke .

I l l l l 3 .
. -

O

N c R hat aber unter Schramhen : I
,
O
,
-7
,

- - . smd unter

SchramKen von M .

(2) I c R hat Kline obere Schwanke and heine unten Schwanke .

(3) A = [ 0,7 ] I 94 I >

the c 21 shed obere SchramKen von A .
Reine andere Zahl ist eine obere Schwanke .

↳ -

- Cecil) → c e n EA G → bedeutet c ist nicht eine
Obere Schrank .

Die unteren Schramhen sorrel die Zahler CEO .

(4) A=] 0,73 I q s

°

Die { Oberon SchramKen sind die c ? Iunteren a
-

C E O

c 27 → c eine Obere Schwanke Tst
cc 1 ? c

d
'

o H s

r t C

D= -2 Bt in A
, gniisser als c ,

s- d. c ist nicht
eine obere Schwanke won A .

Def ACR
Falls A hat eine obere (btw . unten) Schrank a in A

, soft
-man

,
dass a das Maximum (btw . Minimum ) non A Bt .

Peter cermet : a = Max CA )

t.LI man ( co , 731=1 ; 30,1C hat Kein Maximum



Wenn mad CA) existent
,
a -- Maa CA)

, folgt alle a
'

E A sind a
'
Ea i

ins besomdue ist a eindeutig .

H l l l l l s

mad CA)

Dann sind die oberon Schramkeen con A die taken 7 man CA) ; das
Maximum ist die Kleinete Obere Schwanke .

2.3
. Iufimum / supremum / Voustiindigkeit
Nicht viele Menger Ac R haben ein Maximum , ObWohl sie eine obereSchwanke haben .

SI ( Sknipt 2.3.1) :

A c R
,
At 0

Falls A eine Obere Schwanke hat ( btw
.

eine
unten Schwanke ) hat A eine " beste obere Schwanke

"

,

d.h . eine Weins te
,
d. h . die MerylM -- E c E R l c BA eine obere Schwanke won A ) hat

ein Minimum
min CM) -- das Supremum won A = Sup CA)

( btw . M
'

= { C E IRI c eine unter Schwanke von }
hat ein Minimum min LM) = das Supremum von A

= Sup CA )

Rsp . A - 30,1C
M -

- E c ER I can } ④ ⑧
= [ 7

,
t A [

Min (M) = I
⇒ sup CA) = 1

Dewees : Wichtig Tst die Vollstoindigkeit von R !

Erinnemg : c( croutonswit' '

II
,

'

.

'

:O,
'

.Fhm:
'

aiinaerm0=1



At 0
Sei B = M = { c E M l c obere Schwanke von A }

Hyp : B t 0
Jedi b E B ist eine obere Schwanke won A soclass b 2 a fiir alle x ← A
Sei c "

zwischen A und B "

D.h. fiir alle a c- A
,
b E B

atheist
T

c ist eine obere Schwanke
\

c ist die Kleinete obere Schrank
von A : c E B

d.h
.
C = Min ( B) .

• •
(Ende des Beweises )

I.B. T2 als Supremum einer Menge
A = { a E Q / x 20

,
N E 2 }

C Q

Es gilt : sup CA) = R2 ( Bsp. 2.3.2 Csl in Sanpt) .
Notation :

Falls A c R und A hat Keine obere (btw. unten) Schrank
,

beteichner wir

Sup CA)
= t A

( bow. If CAI = - x )

Eiigenscheft : Falls

of = A c B foyt
( l) wenn B von oben beschriinkt

,
so Tst A

,

sup CA) E sup CB)

(21 wenn B von unten beschiairkt ist , so Tst A ,

Inf CB) E Inf CA)

A B

H Ff f l l H 1-1 I 7



Bsf : Nc IR

von
unten t nicht von unten(oben beschriinkt

beschriinht

Eig . (2) Falls A ein Maximum hat
,
hat A ein supremum und

(bar . Minimum) (btw . Infimum)

Max I A) = Sup CA)
( btw. Min CA ) = Inf . CA ) )

2-usammenfassung :

OF A
,
A c IR

,
A hat eine obere Schwanke .

c E IR

wie beweist man
,
class c = sup CA ) ?

Ci) Zuerst iiberpnifen ,
dass c ? a fiir alle a

E A

[d.h. C Bt eine obere Schwanke]
d.h

. c z sup IA)

(2) Dann iiberpnifen ,
dass wenn de c

, gibt es mind . 7 Zahl
in A la EA ) mit de a

[ d.h
.
d ist nicht eine obere Schwanke ]

d.h
.
C E sup CA )



V't

2-4 Folger 07.10.20

Def : Eine Foye (von kompleaen taken) Bt eine Abbildung N & Q

Beteichnet : f = (fan) new gcrgliedernde FoyeOder (an) new

[ flat -- an , flu - az , . . . ]

Oder ( an , Az ,
- . -
)

Manchinal beginnt Forge mit ao : Cao
,
an

,
az

,
- . . ) = ( an)neuro

II Folger and Abbildungen .
Bernerhunger

: ① fi Can) new ist gleich fi Cbn)new
I

fiir n E N , an
- bn

② Eine Foye Can) ist nicht die Menge { an }

t.B.fi G , -7,7 , -1,1 ,
-1
,
. . . )

{ an} = { 1
,
-13

③ Wir benutzen Folger um reelletahlcn zu approaimieren :

( 3
,
3.1

,
3.74

, 3.741 ,
. .
. )

Beispiele : Cat ( arithmetische Folger]

(antb)
nemo

= ( b
,
at b, Zatb , . . .

)

(21
.
(geometersche Folger ]

( ban)
ne No

= ( b
,
ba
,
bad

,
. . . )

(3) . [ inductive Folger ] = Crekursive Folger]
-

ggegeben ist an 2.B
. an

-

- 2

and die Kegel anti - flan)
w f : I → a anchgegeben ist .

|anM=d



( t -B
.
( Fibonacci Zahler) a

,
= Az = 7

Antz = Anti t an ]

Def . X Menge C D) Cz
.B X - N ]

f. : x → E Cau )
fr : X → G Cbn)

⑦ fat fz : X → ¢

( fn 't fall at = fatal t fz Cx) ( an tbh ) new

② fafz : X → ¢ ( Anbu ) new
(frfr ) Cx) - faint -f, Ca)

③ falls fzcx) to fiir alle NEX
: ( ft )new

( tf) Get = ¥% ( ant b)n= Can)nt (b)n

Def: the Foye Can) new Tst beschroinkt wenn es gibt R E K+ m.it

fiir alle n , Ian l E R .

^

an AEI

an

x Ya. #→
×

g
- R R

O
Ug

M x - RE ans R

z - B
. Cant b)n Tst beschriinkt L⇒ a-- O

( batIn Tst beschroinht falls lat El

2.5 Konvergent
Motivation : eine Folge Can)

"

kouvergiert gegen a
"

wenn die an
" besser und

besser Approximation tu a" si net . n

a
xb

pre Def: a
,
b E E x a- b

Der Abstand this cheer a und b ist la - b I #



a
"

gute Approximation
"

von b falls la- b / Klein Tst

a
' " bessere Approximation

"
von b falls la

'
-ble la- b I

Def:[ Konargents µotmm"hmqaY÷/Can ) Forge
at ¢

Cant konuergiert gegen@bedeutet-fiirjedekPE05ogesgibtNElN.so does Ian - al c E fiir n 7N

⇒ [ He so , F N E IN
,
tn Z N

,
Ian- al C E] Def. als log . Aws age

an an ANTI
as a an ag

an E IR

l l l J l l l l l [ I s a EIR

y ANH
atd-

E- ÷ a- Tooo 9000

an
,
Az
, aq kline gate Approximation

as gate Approximation glim .

Ian-AKE
Berner hunger

:

① eine Forge Cau) muss nicht konvergieren !

[ a.B . : ( C-N) = C- 1,1 , -1 , n ,
.
. .) konvergiert nicht] .

⇒ wine
"

Greuze
"

② falls Can ) konuergiert , Tst der grentwert a eindeutig .

i II.if i ,

o a- b

[ wenn au zu nah zu a Bt , Kann an nicht b approaimieren ] .

③ Falls ( an )
,
Cbn ) Folger sind , und es gibt N E IN mit au

-

- bn fiir
n Z N

,
damn Karrergert Can )

⇐ Cbn ) konvergiert
[ und dann ist him an = him bn ]



( " korver
agent

ist eine asymptotes che Eigensdraft ) .

④ Can → a ) c⇒ ( Ian - al → o)

[ warm ? sei bn -

- I an - al E Rt
Ibn - 01 = Ibn l - bn ]

⑤ Falls an→ O und Cbn ) beschriinhttst
,
damn folgt anbu → O

.

[ Narum ? Sei RSO mit Ibn l E R

dann fiir E> O ist Ian bn l CE

fini alle n so class I aul s Tf ,

d. h . fiir alle n Z N no N Tst geniihtt , soclass tank ¥ fiirn IN ]

Hilfsatt : ① Can ) konvergent ⇒ Can ) ist beschriinkt .

② wenn Ian - al E bn and Cbn ) konvergent gegen O , damn
nhjm an = a

Eigenschaftsehr Wittlich Weil being mehr von kommt .
(Skript 2-5.9)
Sati :

can ) , Cbu ) Folger

Hype : an→ a
,
bn → b

① ( ant bn )n→ atb

② Can bn ) n → ab

③ Falls BIO ,
ist bn to fiir n 2M

,
und die Fodge

Cn = {
O
'

n c M

F s
n 2M

can konvergiert gegen F .



Bennis :

① Zuriicktur Definition :

2HE > 0
,
F NEIN

,
t n 7N

,
I can + bn) - ( atb) ICE ?

"

( an - a) t Cbn - b )

Sei E > 0
.
Seit ( Dreiecksungteichung)

I Cant bn) - Cat b) I ¥ Ian - alt Ibn - bl

Es gibt Nn E IN sodass Ian - al s I fiir n2N ,
Esgibt ME N u Ibn - b/c I four NZ Nz

⇒ Ian - all I und Ibn - b/c I

⇒ I cant bn) - Catb) ICE - RED
.

② [ Ziel: tim anbu -- ab ]
n→A

anbn - ab = Can- a) bn - ab t abu
= Can - a) but a ( bn - b )
- -

→ O → O

l anbu - abl E I Can-a) bnl t la (bn - b) I

T =L but I am - alt lat Ibn - b. I

Dreiecksungleichung b#nhtF
~

-
bee
.

→ O

Pwduhtkonuertiertggeno
→ 0

Been .⑤ ( s . 37)

Hilfsatz Cz)
-

→ o ca )

I
⇒ line Anbu = ab

( Skvipt 2.5.10)

Satz : Can ) Forge ,
an - Xntiyn ( d.h . an Tst eine Forge von kompleaentahlen )

① Can → a ) ⇐ Can → n und
ya
→

y)

② Falls an → a forget : In → a-

Ian IS lat



2.6
. Beispide von Korwerglnt [ Bspe
Satz?

'M't 2. 6. %,

Es gilt
: ① aliment - O fiir k > o f- → o

o . ② align an = O fiir late I (E)
"

to

as

§ ③ n'

§ him. In - o fir 1:57 a-
→ o

§
④ nk;nya÷=0 fair at R 7T → o ]

.

Berries : V8 08.10.20

① Intl = IT L E istiiguivalent mit

NEIN
ng

%
= N

② ist Souderfall con ③ wit k - O
,

b - Ia

③ spotter ( monotone Folger)

I÷I=i÷ .at#e
7- 2 - e- i n

Sei N > Hal ; four ns.nist/YTIE('n4I) 1.( E )
" -N

-

cweifeeatgytahfane ) [
→ O

⇒ ÷÷o



BeiSpiel 12.6.27 :

1 E k El ( in N )

aknk t ah, nk
"
t aye-z n

k- Z
t - -t Agh t Ao

=
?lim -

n→ a bend t -
- - t ban t bo

[ nobei : ai EG
, bj E G , ah

# O
, be to ]

no

aan't ah, n
"

taken
'-Zt . -+ agntao annie . ( It "a⑤→!. . . + aa÷ )

=

bent t -
- - t ban t bo bent ( it . . -

- - the )
I

⇒ I [dividierung ] 0

= IIe - feta x ( now. gegen 1)
2.Fille : Faber : h-- l

,
damn → I

- be

¥ : Csk
,
damn → O

Estoy lima:L! g.int :O = { and fans
⇐ e

n-sa
o fans e - k

Falls k s l : wir werden Seher
,
class Kein grentwert existent .

2.7 Dezimalentwicklung
Ziel : Teele a E R als GreatWert einer Foye mit der Form

an = ( net . Zahl) t Gtf t÷ t . . . + donny
darstellen

,
no die { 0,2 , - . . , 93

-

-

4 I
7.B

.

re t t To
+

Too
t

.
. . ]

= 1.41 . . .



Vorgehensweise:

% Wir hehmen an
,
azo ¢

"

unterteil con
"

2 . Es gibt eine eindeutige Zahl La) E No sodas Las Sac La) t 7

[ z - B
.

LTS =3
,
Lt

.
) = 7

,
1%1=0

3
.
Sei a' = a - La )

,
a
'
E [0,7 [

'ko % % %
l l l l l l l l l l l l
0 a

'

9

Es gibt genan ein die {
0 , - . -

,
93 so dass FT E a'cdjt÷ ;

4. sci

ai-gdfydotd.IT
Foti,÷ , ai , i . . ii."÷
de jdt de di
90 700 70

Es gibt genome
ein de Eo , - . . , 93 sodas # t < a

'
c#tdjoto

5
. Wieder hoking . . . fiir fide n . wir finder

da
,
. . . dn ; n { 0 , - . - ,

93 soclass

F- t -
- - t
DI

E a' a dog + . - + duty
10
" 90"

✓
E a

'
e ant
I

an 70"

a
'

tant tant Yeon

d.h
.
Ian - at E

÷
soclass a'Thing an

a- Last high an = tiny ( Las tan )



2- 8
. konvergent iiberpriifen

Def : Eine Forge (anthem ion reellentahlen ist:

H) . Wachsend falls an+ a 7 an fiir n E N

H - fathead falls an+ is an fu ne n } Monotone
Monotone bedeutet entireder GI. Oder (27.

[ z . B . (2n ) n Wachsend

Yn ) n faltered{Inn)n nicht monotone

Satz ( 2. 8.3) : the monotone Foye (an) von mellen taken konrergiert genan dann
wenn sie beschriinht Tst.

Falls (an ) wa cheered ist
, gilt :

akin an = sup { an l n E N }

and falls can ) fall end Tst , gilts.

nlim an
= Inf { an l n E N }

Beweis ( fiir Can) Wachsend) :

Falls ( an) Konev. ist sie beschriinht - V

Wir nehmen an , dats Can) beschriinht Tst .
Insbesondere Tst die Menge { an l n E N} c IR nicht Leer und von oben beschriinht :

⇒ A hat ein Supremum a c- IR

wir iiberpnifen ,
class an

→ a .

an a

l l l l 7

0 a- E

Sei ESO . Dann ist a- E ca
,
so Tst a- E Kei ne obere grente von A ; es

gibt N E N so class a- E C an E a

Tae Sup CA)

Fir n z N Rt : a- Ec an E an
E a ( die Foye ist wacksend)



insbesondere ist la- an I = a- an c E fiir alle nZ N . QED .

Beispiele :

① an =÷ , { YET} (be ¢,
→ Foye konvergiert gegen O

.

→ Forge ist nicht monotone .

" "" t
"

forge wit menen taken → genugbeniesen , dass :

⇒ him. 'f÷ -- o
Sei bn=÷n ; bn E IR

,
but 0 ,

bn > 0 ( iiberpnifen , oh Foye faltered ist : )

aunt : bi: : 'm
-

ii. an .

I
F

'

→ 1k = 1
-
FI ÷ c y

Es folgt , dass es eine Zahl M E N und O C c c 7 gibt ,
so dass

but

b.
E c fair n z m

I
⇒ bum 's bn c E bn four n 7M

Ibl

to Itc ; s

/ c

bntn

bn

Satz ⇒ der grentwertb-nk.mn bn existent .

Wire beweist man
,
does b-- O ist ? :

aus Satz binti E Cbn fiir n 7 M (nite at )

b !Inf.{bn1n = If . CB)

⇒ b E bum E cbn fiir n 7M

⇒ c-
'

b E bn fiir ht M



⇒ c-
'

b E b (Weil c-' b die unten greuze ion B ist )

⇒ b -- O ( wed cc 1)

Es gibt ein kviteriwm ,
witches bei alten Folger beirutet werden kann ,

um

die Kouvergent zu iiberpnifen :
⇒ Das Cauchy kriteriwm

.

Motivation.. sei Cau ) konvergent gegen at Q .

d.h . Ian - al e e fiir n Z N

a-E at E

l J iaxi ' I i. ET E s

°
a

Ian - am I e 2e fiir n
,
m 7N

Def. ( alle Folger , die die se Def . erfi Ken , send konvergent) :

the Cauchy-Foye ( au ) new ist eine Forge so class :

He > 0
,
FN E IN

,
tu 2N

,
Fm Z N

, Ian- am I C E

I ]xxmxx[ 3

Ah- E AntE

Satt (2.8.77. Jade Cauchy - Foye konvergiert .

touchy - Forge = konrergente Folger (aber nicht immer)



✓9

Konkreterweise : can ) new 15.10.20

Wie iiberpnift man , class can ) eine Cauchy - Foye ist ?

Eihfachete Method : n , m
E IN

,
m 7h

,

man versucht , eine Abscheitzung
I am - au l E bn

unit bn In O tu finder

wenn man dat findet , dann ist Cau ) eine Cauchy Foye .
He > 0

,
F N so class lbnl = buc E fiir n 7N

,
and damn

fiir n
,
m 7N

entireder m 7h ⇒ I am- an l E bn CE

Oder n Im ⇒ I an- am I Ebm CE

Bsp: ← gut um 2-u boweisen , does eine Foye konvergiert .
(a) Satz : (an) Foye , OE cel
(2.8.10 )

lantz - ant, l
E c l anti

- an I fiir n EN

Hype : anti 't { I anti - ant
c.= Iz Antz

l l ] If I [ > Dann konrergiert Can) .
an

f anti

Anti - Iz l anti - ant

Beweis : Cauchy - Kaiten- um

Sein m
,
n E IN

,
m2 n

1am- = I Cam - am-a) + ( am- n - am-z) t . .. t ( anti
-

an) )
( Wollen Abstand tu. am und an abschcitzen)

(Dreiechsungleichungbenntzen)
'

E I am - am→ It . . - t l antz - an- , I t / anti
- an l
-

nut ) / am. .

'

Y
"
- an '

MI v
L

E cm
- n - n / anti - ant

→ I am - ant E ( Itc t . . .-1cm
- n-1) I anti - an l
-

M

= 1¥ I anti - an l
,
( weil at 7)

I am -

an l E Ic l anti - ant
,

m Z n

-

heingt nur von n ab !



Waiter : I am,
- an l E c l an - an- n l

E c
"- ' laz - a, I

wir nissen
,
dass bin c

"
= 0 weil lol c l

n-1 A

q

konvergiert gegen
O

Bsp in : Sei { In! ! aunt
[ d.h

. an = It { t . . . t I ]

iiberpnifen , class diese Forge nicht konvergiert . wie ? :

wir iiberlegen:
I azn - an f ÷ t - - - t htt (n Zahler)

Abstand \ Z h die Weins-te dieser n Zahler

7W . Azn
- Ah

= I
13T mind . I 2

⇒ Das Cauchy - keiterium ist nicht erfiiut ( wit E -- I z - B. )

2.9 Teilfolger
Def : Sei can) eine Forge von Q -

Eine an dere Forge (but he m heist Teilfolge ion Can ) falls :
fiir KEN , bp = anp

Wo h ,
C n z

C - - -
C n q

C - . .

Bsp : an = 2
"

• (by) = Caza) = ( 22k ) he µ
• bp = 22h

, uh
= 2k } alle sind Teifolgen von (2") .

• bp = 2h
!

, up =L !

• 4,4 ,
2 , 16,8 ,

. . .

) theine Teilfidge von (2h) ( alle glider Sind tu ar gleich , aber die Ordnuug
↳ Keihinforge) ist anders )

t.tl an = I-t)
"

(an )= C-t
,
t
,
-T
,
t
,
-t
,
t
,
. -- I

can) konverqpiert nicht , aber hat Teilforgen ,
die konvergent sind :

IB . Caza) = (1 , 1 , 1 , 1 , . . - in , - - )
→ y



Jedi beschriinhe Foye Can ) in E hat eine Ted fidge , die konvergent ist.

Satt : ( Bolzano
,
Weierstrass)

Sei (an ) new eine beschriinhte Foye .
Dann eaistiert (mindestine ) eine Teilfolge von Caul

,
die konrergent ist .

Bem. : Ftir eine Forge caul , der grenawert einer Teilfor.ge ion can) heist Hiinfungspunkt von caul
Idle : an E C O

,
7 ]

E in ai tix
a

, ;]O

Yz

[ 0,73 = Co
, I ] C I , I ]

Entireder : es gibt unendlich viele n wit an E C o , I ] ✓ (hehmen an
,
chess das der Fau ist)

Oder : es gibt unendlich viele n wit an E [I
,
7 ]

i ai ax' l x x I

° Yg %

Wieder : entireder gibt es unendlich viele n wit an E [0,74 ] oder wit an E [Ya
,

'
k]

. . .

→ wir biden Intervale Ik fiirk 20 so class binge ( Iu )
-

- Ik ( oben : If! §?!} ,und es gibt unendrich viele n E N mi t an E In
→ Es gibt eine Teilfidge ( but wit bke Ik

Man iiberpnift darn ,
class bn konvergiert .

( Ihh C Ik ) (
genaver

: siehe Skript )

Aag (von Satz von Bolzano) : Bennis
,
class eine Cauchy Edge konvergiert

¥. Sei can) eine Cauchy Foye .

Schnitt 1 : ( an ) ist beschriinkt

Schnitt 2 : Satz von Bolzano - Weierstrass :

⇒ Es gibt (mind.) eine lconvergent Teil forge von ( an)

Sei a der GrenzWert .
Man beweist

,
dass akin an = a

.
( genaner siehe Skript) .

Bernerkung
: ① falls Can) kowvergent Rt , damn and atte ihre Teilforgen konvergent wit greenert

Isma an

[ t - B . him an+a
= him an ]



② falls alle Korvergente Teilfolgen von Lan) denselben greatWert haben , (und dit

Forge ist beschriinkt ) , damn konrergiert Can) .

2. 10 R einen

Falls eine Foye (su) new durch eine Kegel Santa = Sn t an ,
n E N [Sn gegeben ,

sa
-

- an

deficient Tst , soft man ,
dass die Forge die Reine wit gliedern See sat at aataz

( an ) new Tst . Ss= ant Azt as

+A -
. .

]
Beteichnet : { an oder Eau

h = y

Falls die Forge Csn) konvergiert , sagt man ,
class him Sn die Swmme der Reine Tst :

+ A

¥ an
= him. 5h

=

thing ( ant art - - - tan)

= hiya Ian ak

Dsps Ca) . Detimalentnicklung von a E Rt

due { o , - - - , 93 Ziffern

+a

⇒ a
-
- LastE

,
dfa

t
E NO

(2) . Die
"

Geometersche Rei he
"

II at =# I al c 7 sehr nichtige Reine !

Weil It at. . . t an =
1-N
7- a

und him at
"
= 0 Weil I al CI

n→ A

AI Keihan sind besondere Folger . (alle Eigenschaften von Folger getter auch fiir Keihin)

Satz : Serin Ean
,
Elon konvergent mit Summer a und b

.

( 2.10. 3)

(1) him an = O [ an = 3 n - 5 n - 1 → O
n→ A d I

O O



+A

(2) E ( ant bn) = at b
n-- 7

(3) II lean) - 2- IF an fiir z E Cl

= 2- a

(4) Falls an E b n fir n E N

⇒ a e b

(5) ¥
,
In = I

(b) IE Re Cau) - the Ca) ,

'

II Im Cau) = Im ca)

Wichtig : es gibt Folger can) wit him an = 0
,
die aber so stud

,

does Eau m¥ konvergiert .

2- - B . an = I

Sn = a t Iz t . . . t NI

A

NI
,
I konvergiert nicht I

Die Forge Csn ) wit sa -- ant azt - - - t an
, an

E IR

ist wachse_nd , genome
damn wenn Sh - Sn- a

=
an 70 fiir n E N .

({It,} : Falls an E IRt fir n E N
,
ist Ian konvergent ET es gibt RE IRt

wit ant . . . t an E IR fiir n c- IN

7. B . Sei Cdn) new eine Forge mit du E { 0 , - -- , 9 } fiir n e N .

Dann ist II IoT konvergent :

# t t - - - t d÷ E 9 ( for t . . . +¥ )

= for ( It . . -
t font

q 7

⇐ To 7%0=7

⇒ Die Reine II. dont konvergiert .



Cauchy Kriteriwm: m
,
n E IN , m 7h

Ism - su I = I am t am- a t - - -
t anti l E 1am It I am-al t - - -

t I anti I

f
-

- tm - tu - Itm - tul

Dreiecksungleichwy

Wo th = la. It . - . t I an 1

KII Falls die Reine III ant konvergiert , konvergiert Ean .



VIO

15.10.20

Def : Eine Reine Eau konvergieot absolut falls If I am konvergent ist .
(2 - 10.6 )

( H FR
,
V n E N Ian I t - - - t I aul E R)

Satt: Teele absolut kouvergente Reine Eau konvergiert und
""""

III. an l E
'

II lanl

Beevers der Dreiecksungleichung ..

fiir g- de n gilt
: III

,
an l E ÷

,

lad EEE
,

laal

⇒ him
.
III
,
aul ' II

,
lad

11
+A

IE an l
A. n

Beis piel ( konvergentc ,
aber nicht absolut bowergente Reine)

Es gibt Rei hen ,
die konvergent stud , aber nicht absolut .

+ A f- a)
h-7

1- It's - I, t - -
- = -2 -

h-n
U

① I f- In und E In ist nicht konvergent .

→ Diese Reine Kann + absolut bonnergeht sein .

②

7-42+73 = U2
7 - % +% - Yg t - -

ate = un

Y u-- V→ greatWert
Un Sza = 1 - I t . . . t In

Va : = Sznt, = I
- I t - - - t In -¥



Es folgt : 4 E . . .
E Vuh E Unt,

E un E . . . E U,

⇒ ( Vn) ist Wachsend and beschriinkt
⇒ ( un) ist fathead und beschriinkt

⇒ heide kowvergiwen .

→ es eaistiert a- him un und limner

un - Vu -2¥ I 0 ⇒ u- v ( grentwert)

⇒ him Sn existent und ist = U=V
n →A

d.h
. dies Reine konvergiert , aber nicht absolut .

Satz : Sei ( an) new hit an E Rt ( glider sind nicht negativ)
Giotto anti an (eine f-allende Foye){liman - o (die

gegen
O konrergiert:)

n→ A

7- - B . an = I

+A

Dann howvergiert E C-D
""

an ( " atternierende Reine " )
h-- n

Bernerkung : absolut konvergente Reiner Sind
"
viel besser " als Konev. /

nicht absolute Reiner . (n'ele Stith getter new fiir abs. hour .
Freiherr) .

Espied : ant azt as
=
a , tag t Az = Az tag tag

- -
-

Def : Sei ¥29 an eine Reine
.

Eine Irving der Reine ist eine

Kei he ba mit bye afca, no f = IN → N BIE ist .

7.B . An t Az 't ay t Aq t - - -

Az tag t Aq t a, tag t As t- - . (Umordnung)

Satz : ① Falls Eau absolut konrergent Tst , ist jede Amordiving Eba
Auch abs

. hour . und hat dieSelbe Summer



te ta

Z bn
= E an

K--n n-- n

② Falls a E IR
,
and Ian konvergiert , aber nicht abs . ,

damn gibt es fiir alle c E IR eine Amorduring Eby die
konvergent Tst wit

+A

E bae = c
k=y

Intuitive Erkki
rung

: az co

as 20

YEO Yat
as part

as tag 9270

I f I s 470

O c

an tag t apt Az C O

+A

n
? tant nicht konvergent
⇒ Partielle Summer Sind nicht beschriinkt

- de

ur
⇒ Tango an nicht konvergent .

&

vigor
.

[ -21 ant - Ewan - Ioan
Ido

"

unit Enzo an t E an
= Ian existent ] .

anCO

him an → O ( genauer
' siehesknpt Burger)

has A

Falls an = NI

II
, konvergiert , nicht absolut , nicht alternierend .

Ci - imaginere Zahl )

Konkreterweise : um tu iiberpriifen ,
class Ian konvergent ist ,

vers wht

man ,
eine Unghenichung

l an l E bn zu finder mit der tigersdraft ,

dass Ibn konvergent ist .



(⇒÷
,

I aul E Ibn )

Falls lanl 7 bn und Ibn nicht honvergent Tst , darn konvergiert Ean
nicht absolut . ( aber ult . Kogut sie trottdem , einfach nicht abs.)

÷¥; CD
.

too
, II
,
nut ist (absolut) konvergent falls ↳ 7 und

MI konrergent falls k E 7 .

t - B . -2¥ konvergiert

minim:{ ↳ .

* µ
,±, zn÷ www.g.eu

. •out .

komp bae
2-che und konuergiert nicht falls k Zo und Ibl E 7

+ A n

137 . at Cl Io÷ konvergiert absolut ( fiir alle a ) .

Bowers :

① ⇐ :

k : I In Tst nicht kouvergent (side V9 )

KI : In Z I ⇒ die Reine Etna konvergiert nicht

KI : Sei n E IN
,
sei m s. d . n E 2h - I

7 t Int - - - t the E T t - - . that .
. -

t@¥u

= It (Int Ia ) t ( Fut . - tf) t . . . t (¥µt . . - t÷
E 7 t 2- In +④Tu t 2M

"
- z÷E

T€
zahl ( in der partiellen Sumire)# der Zahler griisste

= I +27kt
-b)I

. .
.

t (za
- k)

m-I



¥7 a" mit a-- 2
'- k

,
Oc a c 7 ist konvergent . ( aus V 9)

+ A

⇒ fiir alle I t # t - -
-

t nut = Zak
b-O

⇒ Ent ist konvergent fiir k > 7 .

+A

② ZI k EIR
,
Ibl > I

na b"

Eo : E - but = I (f)
"

= ÷b Die Reine konvergiert absent .

→ weil Ittf
wit Iff Cl

KI : I E ÷ ⇒ abs . konv
.
( Reine konvergiert gegen O )

KI : Ida : TT wit In Vergleichen , no Ibl
> c > 7

Wie ? : Eid: Beweisen , class t.B.IT:1 ⇐ I -at fair solche c

und

NZNW
arum gilt das ? Narum ist das der Fall ?

Weil line in . ITH -

him /f÷/= 0 (wet 1144137 )
n→ &

gin es eine Zahl NE N wit on /n÷/ E I fiir n z N .

+ A h

③ I÷ a E E
n=D

h

a

I. → 0 ( wissen bereits .) aber nicht germy
Beweis

.

(21 al)
"

I. If
°

⇒ es gibt N E N so class ZIYI E z ( fin n 7N )



⇒Y = 1771 e E. In fir na N

Weil -2 In konrergiert , ist ZIT abs. konev
.

£ .B . 2-
cos (Teaplsin Cn ! C 37ha))))

n !

I lent
.

II.

⇒ die Reine konvergiert abs .

and I -2 adf.TL/ E Ent
( alles ab schertzer und abs. konv. hit

Ungleichnngen beweisen) .

Bernerkung : Wir wissen ,
class vers chie dene Reihen konvergieren .

Nun Kann man sich frozen ,
was ihre Summer sand :

①
'

II je = 5 ( k ) " Riemannche Zeta Funk.ti on)

'

II
,

the = , Infante
,
k E N ist rat . Zahl mat a-

2k

man Weiss nicht
,
ob Infant E IQ Tst oder nicht.

② EEE -

- Ey. - IT

③ IT÷
"

-

-

cap ca) a EIC

2.77 . Konvergent gegen IN

Def : ( an ) ist eine Forge von Mellen Zahler
GI . Can ) konvergiert gegen t a



⇐ FT E IR
,
FN E IN

,
An Z N

,
an 7T

ANTI ANTZ
l l l l p > ( Z - B . an =n ]
O T AN

Cz) Ian ) konvergiert gegen
- a

⇒ HT E IR
,
F N E N

,
ten Z N , an ET [ z -B . an= - ri]

Notation: him an = ta
, an

→ a

n → a

Oder him an = - A , an
-7 - A

n→ A

Beemerkung : an
= ( at C - a)

") n

dies Forge konvergiert nicht ( azn = 2n )

and konvergiertmid gegen t
A ode - x ( agent,

= O)

✓77 21.10.20

Satz : Sei (an) eine Foye von mellen taken .
(2-11.3)

a) Can → ta ) ⇒ Can so fiir n gross genug ,
and

¥10 )

G) Can → - a ) ⇐ ( an co fir n gross agency
and

I
→ o )an

Warum ? Falls an → t A

•

an > o fiir n gross genug
✓ Cheer)

• I ant I = ant c E wenn an > E
"

,
was fir alle n

gross genng passiert .



Falls an > O fiir n IM⇐ → o

dann ist an > T wenn Ic F ,
was four alien gross germy

passiert .

t.B.ci) Fiir a 70
, gilt tiny

= + A

(z, fine
aknk t - -

- t aah t Ao
q ; E IR

n→ a bene t - - .
t ban tbo b ; E IR

Ak f O

⇒ =

t d
, abt > 0 be to

= f- x. get co
bene t - . .

t b. n t bo
Narum ? Weil: (Inverse berechnen) :

quiet . . . t am tao

( Jl
- "HII benet fiir

und das Signum von bene t . . . t ban + bo n gross germy .

ist das Signum von bene fiir n gross germy land titration
fair aanht . .

.
)

Bemerkungen:
① Falls an

= tnI foyt ann A.
9

aber at = C-1)
"

- n konvergiert nicht gegen t a oder - A
.①

↳ dm
. In # O

② Falls an wacksend ist ( an E anti) , dann ist ( an ) Konvergent
I
. Konvergent ( gegen eine take at IR )

falls es geht 1270 met an ER fiir allen

2 . oder konvergiert gegen th

(Weil damn gibt es fiir je deT eine an
>T

,
und dann

ist ans an>T fiir n z N ) .



Satt : Can) , Cbn) Folger von Mellen Zahler.
12.11 . b)

(a) Falls an → t x und Cbn ) ist von unten beschriinkt

[ bn ZR fiir alle n ] damn Bt an tbh → t A

(2) Falls an → th and bn 7830 fiir alle n ,
dann ist

an bn → t A

7.B
.
ht C- a)

"
- 90
"
→ ta

- n→ t A

beschriinht
(grieser /Kleiner 9010)


