
§ Rap. 3 : Funktionenlstetigkeit
3- 1 . Funuti on / graph
I C IR ( oft Intervale)

f: I→ IR C ' ' Funkti on auf I
")

oder f: I → Cl C " Komp tea- wertige Funktion / kompleafunktion auf I
' ' )

Warren and Funhtionen mit einer Vani abler einfacher ? → Kann ab(
graph daisteller) .

Def : Sei Ia IR , fi. I
→ IR

.

Der graph von f ist die Teilmerge Gf
= {Ca

, fixD In E I } c 1122

^

Etty affix's i

t :

I
>

Xl X

Man Kann Funktionen , die out dieselbe Teilmengedefiniertsmd ,
- addieren [ (ft g ) Cx) = fcxstgcxs]
- multi plitieren

- divi diemen C falls g CN
# O fiir alle se c- I ]

Def : f .. I → IR

heist . mo noton falls sie wacksend I fallend Tst



[ Wachsend : Cx Ey)
⇒ cfcx, s fly )] z -B . fun -4

• Streng monotone falls sie Streng wacksend (faltered ist .

[streng wachsend : Cxc y
) ⇒ ( fuse fly >I

z - B . I' IRt fix, = XZ

Bernerkung : f stray me notion ⇒ f iyehtiv
( eine streng monotone Funkti on ist immer injekt)

[ x# y
⇒ fix) t fcys]

Beispride :

G) Polynone :

f : I → IR heist Polycom auf I falls
f. Cx ) = akxkt - - - t an X t ao

fiir gegcbene Zahler Lao ,
- . -

, and

Falls auto , ist f ein Polycom vom grad k .

(2) Rationale Funktionen :

f , g sind Polynome .- guy to fiir X E I

fix = fgg Wissen rationale Funktionen .

y
r a.B

. facxs -¥2 ,
I = IR

5¥
-

# fzcx) = ,
I =3 - A , - I [ oder { a EIR I a # 7

,
-13

(3) A C IR n

Sei f: IR → IR wit

fix" Fam :*:
' f- fix,

#. . .

A



fix) Bt die
"

charahtenstische Funkti on von A "

④ stetigl nicht stetige Funkti on

stetigefunktion : graph Bt Konkanierlich C man kann den

ganter graph 2-eichner ohne den Stift
vom Bl att tu neherren)

3.2 stetige Funktionen

f : I → RI EunWei on
,
I c IR

Stetigkeit von f bedeutet : wenn wir woken fcx) (fiir eine xEI )
berechnen

,
aber hennen Nur eine Approximation Xo von X , damn

erhatten wir nur eine Approximation von fix) wit f exo) .
Das funktioniertnur , wenn f die forgerde Ei gensdraft hats

-

wenn x
,
Xo

"
nah

genug
" conlinander Sind

g
Sind auch

f.cm und f exo)
"

hate
"

n
sont ist f Cx)

"

unberechbar "

f- ÷
XX

x

Def : f : I → E
,
Ic IR

Sci xo E I
, f Tst st# der Stelle Io falls :

tf e so
,
F s so

,
tx EI

,
C l x - xo Ic s ⇒ I fcxs-fcx.sk E )

TT Epsilon t Delta

genauigkeit , die wir am Ende Wollen wenn wir fl app roximieoen .

Xo-S Xotf

¥

( " Kleine Inderung der Variable
- Kleine Ander

any
der Wente

")
impatient



Falls f auf jade Xo E I stetig ist, soft man doesfstetigtstaif-I.li
gensdrafter der Stetigkeit

:

1. (Eine stet ige Funktion) f
: I→ I die auf Xo Steig ist ,

ist

loKal - beschreinkt : d.h . es gibt eine take a > O und eine Zahl

M E IRn so class :

If exit EM falls x c- I und Ix - xolc a

G)= I

iii.
Xo

2 . Ob f stetig an der Stelle Xo Tst oder nicht g hiingt nur von f
in der N

-

a'he won Xo ab :

Falls es gibt x > o , g
. ] xo - x

, xota [ → a

die stetig ist und fcx) = g Cx) fiir Ix
- Xo Ic x erfiiltt , dann

ist f stetig an Xo .

3
. Falls f : I→ IR stetig ist und es gibt fcxl > O g

dann gibt es
x > O mit fey) >o fiir

w y E ] x - x, x ta C .

÷¥*t¥¥h

µ "m¥%"%Fm¥£÷%¥¥¥÷°t "
" "" "

I



Def. C te > o , 7800 , tty E I, Cl x-y k s ⇒ I fcxs - fly > Ice)&
Seis > omit Cla-

y
les ⇒ I fix - fcysle IfcxD

)

Dreiecksungleichung : falls K- y KS ist
VerWenden f-Z :

fly ) Zfcx)- I fcxs - fcgslzfcxi - If cxi so

Satz :C Algebraicsche Eigenschaften der Stetigkeit) :

Ic R

f , g
: I → a stetig auf I.

G) ft g , fg and stetig auf I ( Addition / Multiplication)

G) Falls g Cx) to fir alle KEI , Tst gtstetig .
(3) Sei J c IR so class

f : I → J ( d.h
. fix, EJ fiir alle x EI ) und Sei

fi. J → Cl Steeg .

Dann ist die Verkniipfung
It, Jt Q auch stetig auf I .-

f, of C gilt new , wenn beede steig sind
. )

( wenn f oder f, nicht stetigwiiren ,
kinnte

f. of stetig oder nicht stetig sein .
( heingt von den Funktionen ab. KEnote alles sein)d

z -
B

. I - IR

fak) - I = stetig ( feste Funkti on):
fuk)

-

- x : stetig , Weil :[ if - f, y, I
= Ix- yl -> 8

-
- E nehmen](aus Def.)

f. Trentman.BE?.mta.x+aoiststetig
auf R .



→

fide
rationale

funktio.ir
ist stetig no sie definiert Tst .

gJedi rationale Funhti on ist stetg auf jede Menge art
welche sore diefiniert Tst .

§ 3.2 V12 22.10.20

exponential , trigo . Funktionen .
Wurzeln

,
.
.
.

,
Sind alle stetig Cwo

sie deficient sind )

→ a.B . fix) = exp ( sin ( cos leap ( 3×2+7 )))) (Verkniipfung non-

Pol. stetigenfunktionen
a ⇒ stet

.ge
Funkton .

sletig-

Verkmipfeugmiteap .
augur; { ÷i:
eap.cz
) Es gibtfunktionen ( Skript 3. 2.3 Cs))

f : co , 13 → IR

die anKei Stelle Xo stetbig smd (fast annoyschdarzusteken)

fix, = {
°
'

× & R Cf Crt) -- o]

b
, x

- f- no a 77
,
b 27 ohne genuine amen Faktor

[ foot - 4 , fl -1=2 , FIE ) - 5 , . . . ]

An heir Stelle Xo ist dies Funteti on f stetig .

Wie iiberpnift man Stetigkeit ?
Funkti on ist

①kummel Pwdnhtlverkniipfung won Funktionen
,
die stetig sind .



② Vergleichung :
Falls f , g

: I→ E & wir wissen
,
class

g stetig
ist

und wir thmen beweisen
,
class

⑤ lfcxs - fcysl E l gas
-

guys I fit alle x. y in
I

dann ist f auch stetig auf I .

Souderfall : GCN
= ex

,
c E Rt i falls f

④ erfiiut [ dh . Ifca - f cyst E c l x-yl ] ist f
Lipschitz - stetig .

[ z
-

B . fcxs = 1×1
, auf Is IR Tst lipschitz - stetig . weil :

I IN - I y l l E Ix- y l
p

aus Dreiecksungleichung
me fiirjedestetigefunh.tt on g : I

→ R ist

1g I cinch stetig ( weger Verkniipfung) )

③ Satz .. I c IR
, f : I → Cl Xo E I ;

(3 - 2.10)

Agnivalent : (f stetig an Xo ) ⇐ ( fiirjede Can) in I s. d- ann Xo
,

gilt lion flan)
- fcxos)

n→ A

13¥ f , g : I→ a stetig . fgstetig ?

Xo E I ; Sei an E I s.d- an → Xo

damn gilt : f can ) → fcxos C f stetig ] (②)

g can )
→

g (Xo )
(
g sktig an Stelle Xo]

forger
bennett

um

stetigklit
"

user
'

Ibn' f.can, g can ) → fcxosgcxo)or
11

Cfg ) can ) → Cfgkxo)



Bst : Sei can ) wit an E R Cgyeben)

seeing
Ex

{anti -- fun ÷i÷¥÷!
"

no f: R → IR Gf

forge
bonier

got
?

"
wt
"

P Falls f stetig auf IR Bt , and falls cans konuergiert ,
ist der greatWert X eine Kisung der gleichung

www.giiofr8
"

f Cx) - X .

[Warum gilt dive gleichung fir ein no-gocher frenawert derFoye ?
(

/ Cfstetig
]

Anti = flan )
n → &

icon"

get =

↳
fix, ]

§ 3.3 globule Eigenschaften stetiger Funktionen

① ZwischenWertsatt } Wangen auch von I ab :② Extremumsatz f .. I → a

Def : I = [ a , b ] ( Intervale
,
die ein Min & Maa bestteen)

(aEb)

kompakt Intervale

§.gl?j:CZuischenwertsatz ] (gilt nicht fiir f nicht reellwertig )
Sei f : Ca, b I → IR stetig

Falls fecal e f Cb) ( btw . flat s f Cbs) , fiir alle c E (feat , f. CBD ,
gist es (mindesters) x E [ a, b] mi t fix) -- c

[ bow. fiir c e [ fcb ) , fcas ] , gibt es x c- [a, b] nit fcxs - c ]



geom. Interpretation : r
Cia mess durch Gerade ye

hindurchge
'

hen (kei ne

fcb) - andere Wahl) wenn

c -# g.
a fstetig ist .)

fca) -
l l l 7

a ×

bcstetig ]

fcbtt x

-
flat - ←

1 IS
a b

[ nicht stetig ! ]

sonderfalt.fi at co c fcb)
⇒ es gets t eine losung der Gleicheng fcxs=o zwischen
a und b .

Geom . Interpretation :
,

xflb)

¥*¥b
xfcal

Arutere Interpretation des tuischenwertsattes :

Korrolar : I c IR Interval
f: I→ IR swig

⇒ das#f ist ein Intervale



dh . f II) = {fcxs I see I} c IR
(Weil fiir acb in I , ist das Intervale zwischen feat and fcb) in f CI)
Weger dem ZwischenWertsatt ) .

7.13. Sei k EN ,ungeradeak
,
. . -

,
an , do

Melle Zahler
, age # O

Die gleaning an Xk t . . .

t anx tao = o hat (mind-7 eine reeve
↳ sung -

④

⇒ not zwischenwertsatz beweisen:

^

✓ ⑤ Weil : im Fall an> 0 , gibes
xwitflxt. O Gf at N

, fool > o und

g (graph von fld) be N wit f C-b) co
x# s Canso)

of

| ⇒ (ZwischenWertsate t Stetigkeit von Polynomen ) ⇒ es gibt
mindstens ein X E C - b

,
a] wit fCx) = O .

Narum ? ⑦ king ( ahhh t . - t a , ntao) = t A (at Tst > o )
n

=

⇒ F a E N wit ayah t - - - t a, at ao
.

② beuutzen tigersdraft , dass k ungerade Zahl ist :

alim ( au tu)ht . . . t an C -n) t ao )
=

him C- aan't . . . - ann tao) Gnat fee )

= - A
=

Beweis vom Zwischenatt:

Hype : flat so < fcb) .



or

flb) - X Immer Kleiner Intervale Machen

FLEY) - x bis tosung getroffen wire"

l L la!,
I
b

s ( Intervale ÷z Wen aw. pos .a)flat - x
T

neg
. fix) .

Idle : Interval in zwei Kleiner Intervale tuten ; eine muss die
hisurgenthalter.

Jenaver gesagt : Wir konstmieren Intervale In
-
-Can

,
but , n c- No

mit forgender Eigenschaften:

an E anti E bntn E bn

Beaingmgen :{ b

: I:,oflan)

Iota , b] ✓

Wenn In definiens ist , wiihhen wir

[ an
, antzbn] , faces f ( ante ) so

Inti { Cantab ,
bn ] , fans f Cantab) co

[
erfiittt alle Bedingungen , die wir wollen .

✓

Dann foyt :

( an) wacksend t beschriinkt ⇒ an → Xo

(an) fake nd t n ⇒ bn → Xo

and bn- an = bznI If 0 soclass Xo = Xn

( bei de Folger konrergieren gegen
diseuse Zahl) .



immer

Es get
✓
flan ) E O ⇒ f"" ← ° } ⇒ fun , = fans -- o -

f Cbn) Z o
①

fun) " °
Zahl muss o sein

.Tstetigkeit von f benutzt .
Satz : C Eatremainsatt) :
( 3.3.2)

f : [ a, b] → IR stetig
Dann hat das Bild von f : f (Ca, b] ) = { fix) l x E Ca, b] }

ein Maximum und ein Minimum
,
d- h . es gibt

(mind. 1 ) Xo E [ a, b] ,
a E [ a, b] mit

fiir X E [a, b ] , fcxo ) E fcx) E fan)

d

Mex

f
fun) -

.

÷ .

:¥w÷:

i .

÷
fcxo) -

i : :

i ←Min ! i

1 d d l 7

a. Xo X
,
b

(
µ, arson.Minimum -

•

µTo ÷ >

f ] a, b ]

Wenn es f Ca, b] wire , gabe es
auch Kein Maa. Weil f co) Bt
nicht deficient . (Xo asymptote) .



F. S
.
Eatremainsatt V73 28.10.20

Insbesondere : f ( Ca, b]) ist beschriinkt ; wegen
dem tuischenwertsatz

folgt arch ,
dass

f. ( Ca, BI) = [ min f ,
men f ] ( Kompaktes Intervale)

- n.

Bild von f
t
min f fins In c- Ca

,
b]}

Bowers : Ich nehme zuerst an
,
class f beschroinkt ist :

X = f ( [ a, b]) c IR ist nicht Leer und beschriinkt
.

→ d.h . diese Menge hat minds tens ein Inf . I sup .
→ Existent von Min

.
IMaa iiberpnifen :

Es gibt M = supX E IR

Eg: ist Mein Element ion X ?
Fier n 27

,
ist M - In a M Kline obere Schrank von n

⇒ Es gibt mind . eine Zahl yn E X wit
flan)

M - In < yn E M

Das heist : Dann ist yn
- flan ) fiir ein an E Ca , b]

Bearerkung : lyn - MK In ⇒ win
yn
- M

final
Bolzano - Weierstrass : es gibt eine Korvergente Teilfoye

(Nhk) REIN ;
darn flank) → find

[ a-up
→
a] head ↳

fstetig
M

⇒ 1M=fI
-

Das heist : finis ist Maximum von f auf la, b ]
Bernerkung : nie Kann man das Maa

.

Iden Min
.

rkonkreterweise finder /
app roaimieren ?



Wann ist f -

- Ca
,
b] → IR stetig beschriinkt ?

Nehmen wir an
, forgen des ist nicht der Fall

:

tf n E IN
,
F an E Ca , b] ,

I f Cnn) I Zn

Cnn) est beschroinht ⇒ es gibt eine konvergente Teil forge
any
→ a E Ca

, b] und l finna Z ng
Z k fiir alle k

d

l feast
→ ist nicht miglick

( Weil find eine melle Zahl ist) .

§ 3.4 Injektive stetige Funktionen : ( injective tricksters 1 )
as

Ex-Ix
Ziel : injektivitiit leicht iiberpnifen ! W

Satz : I c IR Intervall

Cs. 4.n f : I→ IR
, stetig

fist injentiv ⇒ f ist strong monotone

n n

\/S 7

Bennis : ( " fist injektiv wenn sie strong monotone
")

f strong monotone ⇒ f mjektiv schon gesehen .

Was passiert , wenn f injektiv ? Cd -h . anders rum iiberpnifen) :

I = [ a
,
b]

a < b

( ⇒ f ca) # f Cbl ← wed f- mjektiv)



fcb) I × fcakfcb) Kann nicht passion ! (Weil fcnsinjektiv.
Aber es Kann sein fl a) c f Cb) oder

f ca) > f Cb)
feat - x

l l s

a b

Falls f case f. Cb) ,
beneisen wir

,
does f streng wacksend ist.

D.h . a Ecc d E b
,
wir wollen iiberpmfen : fide fld )

( dawn ist f streng wacksend .)
as cc d Eb

Schnitt ① : f ( d) s flat iiberpriifen : Falls nicht
, fcdk fca)

n
C fld) -- flat nicht niogtich
wet f injektiv ] .

fcb) - Ziiswyen ! E ×

I × fld) < flak fcb)

flag - ×
Zwischenwertsatz : ⇒ Es gibt

l l i i > ME [d
,
b]

.
mit flat = fca) ,

a d N b
- Widerspmch ? If injektiv ]zwischen d & b :

ffc) impliziert , dass fld) kleiner ist
a

Schnitt ② : fcc) Cf Cd) iiberpnifen :

a
Falls nicht

,
d.h . fcc) > fld)

fcb) - X

fed - x flak fcdk fcc)

ful - x Z-fhjs.at, 'd, Esgibt ye
ca

,
innit

flat -

y
,

" t '"

→ widersprucer ? If injektiv]

ziosungen
! K



Sei : I c IR Intervale

f : I → IR injehtiv , stetig
J - f CI) = Bild von f = { fins I see I } c IR

J ist ein Intervale [Znischenwertsate]

Interpreteven wir f : I - J
.

S

Dise rt : .

iyimiv I
• surjektiv [ jede y

c- J hat die Form y
-

- fins fiir
min destens ein n E I .

⇒ f ist lbijektivl .

Es gibt die Ulnkehrfunkti on f-! J → I soclass

f-
'

Cy ) = die einzige tosun n E I der

gleichung fenty .

[ a. B
.

I = Rt

fin) = m2
J = K+ Ulnkehrfunkti on einer bij . Funkti on ist bij .

f-
'

Cy)
-
- Ty ] . f-

'

ist injektiv ,

Sati. f- ' ist stetig ,
sie ist streng Wachsend ⇒ f ist streng wacksend

(3.4.27 (btw. fakend) (bow. fathead)

r

y
- a

Gf Gf-n Bt die Spiegelung non Gf
an der geraden y -n .

n -
'f
-i

t Cn , fins)

t ' f-
'

streng wachsend
# f Streng Wachsend .

(faltered) (faltered)

7.B
.
Sei RE N
I = Rt ← bijektiv , Weil KE IN

fins - ah , stetig , streng wachsend fiir th
f III - Co , t A [



→ es gibt eine stetige , Wachsende Umkehrfunktiou
f- a

Rt → Rt

bezeichnet f - a cm) = horn = sets

§ 3.5 . C Arietere) grentwerte con Funktionen :

7£. I=] a, b ]

f : Ja , b]- Cl

es Kann sein ,
class

"

f ca) → y
E Cl wenn a-→ a

"

es Kann auch sein
,
class

"

few → t a wenn n → at

Oder - A

Oder 3=] a
,
t a [

, f : J → ¢

es Kann sein class
"

feat→ ye Cl fiir a → x "
Oder

"

f cats t a fiir a→ ta
"

t.LI f : ] a , t AC → ¢ ( vielleicht nicht stetig)

high .fm =

y
e e

II

HE > o
,
F RE IR

,
Ha - R

, If Cal - y l
e E

n a

e.B . him = O

se→ to 7 t me

y -- - - - - - re- n a

✓ aft 2ns+5 =

-2
=

y
E Cl

>



Folgenkritenum : algin feat =p a E Q oder t a odor - A

p n u n u

vielleicht auch noch andre BediYun
-

gen ,
nie z

.

B as A oder ←A

fin alle Folger can) in I ( vietticht mit anderen Bedinguyen
)

die
gegen a konvergieren , ist die Foye ( f cand gegen B

konvergent .

7. B
. ale,my flat

= t a C nie z. B . Ling# t x )
↳
d.h . fir finna fix) =p
und him an = a

n→a⇒ fans liman - t d ist him flank + A
him flank B
n→a

§ 3.6 . Stetigefunktionen auf Teilmengen von KompKaen taken :( Ice ) :

Sei Ice

und f : I→ a

Def : f ist stetig fans
:

Uno E I
,
HE > o

,
F 8 > 0

, fiir see I hit In- not a 8 , ist

( fins - f CaoD c E
A

Resultate com Abschnitt 3.2 sind¥
few ta. ouch OK fiir sol che Funktionen .

( insb . t
,
-

, Verkniip fung und das
s Folgenkriterium )


