
Kapital 4 : Folger / Reiner von Funktionen :
Ziel : Nene ( Msb. stetige) Funktionen definition wit

"

unendlichviehen
"

Operation ,
d.h . f definieren durch

fuk him fuk)
n→ a

no fn : I → Cl smd Funktionen sodass

(fncxdnc.in konvergent .
+a

[ 7. B . : eapcx ) - neo n×÷ ,
X E Q

+A

^
= -2 xn 1×14 ]

1 - se n
-

- O
'

Bem : Forge von Funktionen : ( fu ) ne IN
Fiir jede X ist (fn Caine in eine Foye von Zahler .

§ 4.1 . gleichmiissigekonvergent :
z - B . I - [ 0,1 ] a full)

"

fu Cn) = a
"

g - • fu)

1
,
so -4 for

inking a
"
-

- flat-- {o
,
o ⇐ see , ¥4

(O En en) - E s
= feel 0 find 9

p

Funkbion flat vom frontWert ion fam : f ist au der Stelle 1 nicht stetig !

fnkk fnlxl -- xn

f. Cx)-- X
limxn = f = {

"
s ×=1 few =x2

n→ &
O
, OEXCI f, ex)=X3

÷
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Def : C gleichmiissige Korvergene ]
I C Cl

fn : I → a

f : I → ¢

fu konvergiert gegen f gleichmiissig auf I .
I

④ HE > 0
,
F N E IN

,
In 7N

,
IMI, I fn Cat - f cat I C E (Zahl N heingt nicht
-

von w ab ? 3

Interpretation : fu cat → find
"

ungefiihr gleich schnell an allen Stetten
"

Vergleichen wir mit der Airesage class : ta E I
, firing → find

It
,
V-E >O

,
3- N E N

,
An 7N

,
I fund - flask E

-

↳ ( N hiingt von ne und E ab
f )

Unterschild: Im Fall der gleichmiisoigen Konvergenz ④ hiingt N nicht
von n E I ab ( hiingt new vow E>O ab) .

Mint gqgchnnmgssidenreusonenergufunwa.pro
-

aipnm.im
ur allewertecxn)

Satz : I c Q
,
( fu ) ( Fodge von Funwoionen af I) fn : I→ G

(4.7.47

f : I→ ¢

Falls for → f gleichmiissig auf I , and fu stehg Bt fir alle
n
,
dann ist f auch sletig auf I .

Bemis : no e I soo Bt beliebig zone in I [
"

telling
"

fuming
,
Thee

for stetig .

nee
, lenient ''ft%÷!g"mpA- bestand an. feat und fino) abschiitzen(

Klein" fiir n gross weil fun) → fans
(bow. fnlno ) → fcno))



Hm? x
fu ( Approximation)find¥ llff - ff K C als der Abstained At M

ol
.

ie s

[ Problem : wie
gross n ist , hiingt von n ab ; doch dies ist Kein

Problem nut (bei ) gleichmeissiger Konvergenz ! ]

E > O

wir benutzen die gleichen . Konvergenz : Es gibt n E IN so class

E
l fans - fncnsl c J fiir alls u c- I

[gleichen . Korvergenz]

⇒ fini alle n E I ist

l fins - flank 2¥ t Ifn Cns - fu Croll
t die 2 roten Tete von oben .

fu ist stet-g : ⇒ Es gibt S > O s -d.

lfncns - fu Ino) Ic § fiir In- not a 8 .

D. h
. fiir alle ne mit la-not a S folgt caus der Dreiecksungleichung)

I find - fcn.ci/cEsodassf.stetig ist .

Beispiel :

f-next → f- Cx)"' '

Ii's :
''m iii. fi 's :¥' f.* a

Ifn Cns - fins I = { Out, Inc y E son fzlxtx
'

fo KI -- x fair x+1



Was bedentet das ? → wenn

{=
'

z
: wir branches N

"
c Iz

wie gross n sein soil , hiingt ion nd ab
,
und die kleinste Zahl n

Cats Funkti on von se) konvergiert gegen ta wenn n → 1

2

[ n >
logging
] → konvergiert gegen ta .

in

logEa) konurgiert gegen O fncxs → fix )
(2) Was passiert bei der geometers chen Reihe

?

fer Cns = It - - -
t a

"

,
see I =] - 7

,
7 [ (parti elle Sumire einer

geom - Reine)
fans=L1 - se

for Cn) =
1 - a-

htt

1 -n s
Cute)

Ifn Cns - fins I =
'

Ya!Ty ,
one I (Kline anguishing

! :))

↳ Die Konvergenz ist nicht gleichmeissig auf I ?=

Warren ist das Kein Problem ?

( → Foye auf Kleiner Teil intervale von I beschriinken. )
Was Komen wir machen ?
Wir bes chianKen N auf einen Intervale Ja, b [ mit - 1 Cac bc 1

( d.h
. Teilintervale der Definitionsmerge

)
.

Na

- f la fly s
Fitr ne Ja

,
b C

,

Ifn th) - feast = , 1,7It,
'

s
Max Cl al , lbDht

'

min(H- al , 17 - b l
-

heingt nicht von
n ab ?

Weil man ( lat
,
lb IT
"

→ 0
, foyt fn→ f gleichnieissig auf Ta, b [ .



Satz ⇒ f ist auf Ja , b C stetj .

Konkreterweise : wie ibuprofen air does for → f gleichenEssig ?

Man versaat
,
I fncni - find E bn zu finder , no

{ bn heingt nicht von ex ab
bn → O

E.B . falls Ifn cat - fcnsl E IT fiir XE I foyt gleichen . Konuergenz .

Es gibt auch ein Cauchy
- Kaiten- um fiirgleichaieissigekonvergenz .

-

Satz : Ic e

(4.7.61 Cfn) Funktionen fn : I- Cl

Es gist f : I
→ Cl so dass fn → f gleicnmiissig

⇐

V-E > 0
,
FN E IN

,
tn7N

,
Hm 7N

,
Hae II

, Ifn Cns - fan coal - E

+ A

§ 4.2 . Normal Korvergene von Reihen : Ifn→ Sn

h=r
+a

¥
,
fu ← Faye der partiellen Summers Snr. I→ Cl

Sn Cn) = fan cult -- - t fu Cst)
for : I → E ( falls fu stetig shed , so ist su )

Wir suchen ein kn-teriumfiirgleichmasss.ge Konvergent der Reihe .
( → ein bosschen wie Cauchy - kriteriwm )

Serien n
,
m in IN

,
m 2n

,
I Sm Cns - Sn cool =/ fun last . . . tfmcnsl

( Dreiecksunglei chung benntten :)
E Ifni , Ca) It . .

.

+ I fm Cool

① Wir nehmen an : es gift eine nicht negative Zahl bn E Rt wit
fiir alle n E I ,

I fer call E bn

[ z .B . I = [a, b ] , for stetig
⇒ fu beschriinkt (Eatremumsatz ))

( Sm Cn) - su Cn) l E bn+, t - .
.
t b

m

11

tm - ten



Wo th = particle Summe fiir die Reihermitglider bn (ti bat . . . tbh )

②Wir nehmen waiter an : die Reine Ibn Korvergiert Cdh . part . Summer sorrelbeschr-anhthffb.in) )

⇒ Satz : Falls die zwei Hypo theseer erfiiut sind , ist die summe der Reine
(4.2.27 E fer gleichmiisoig konvergent anf I .

Kor : Falls die zwei Hypotheses erfiiut sind und jede for
stetig auf I ist , dann ist E fer auf I stetig .

Def : Eine Reine E fer konvergiert normal falls :
(1) An E IN

,
Fbn E Rn

,
tu E I

,
I fn CHI E bn

+ x
-

H E
,
bn konrergiert .

↳
d.h
. fncxl -7 f CN ⇐

konvergiertz.B.CI
-
- IR) II

,

cos{IN konvergiert normal weil I wsnl!
"

I Entz ,
und Entz konvergiert .
+A

⇒ fine, = z
cos Cnn)

n=, ne
ist deficient and stetig auf R .

( " Fourier- Reine " )

Bernerkung
: Oft iiberpnift man die normal Korver

gene
nur auf Tatmergen

der Definitionsmerge
! (s. 202)

f- A

§ 4.3 . Potentreihen: I Iz = O
A-7

+A

Potentreine: IanW" = aot a, set azsett . . .
A-O

"

Polynom mit grad unendtich
"

Partielle Summer : Sn Cn) = ao t asset . - - tanw
"

Polynom mit grad En

( Ake Polynome sind Potentreihen)

Die glidern aunt shed alle stehge Funktionen .
(auf Cl ) .

[ z - B . II n" = In , I set 21 (die
geom . Reine) i I

" Ein ] - i is
at Q leap (n

-i
-



Konvergenz : die Reine Zana
"

konvergiert mindesters fiir a- 0 , mit Sumire ao .
Satz : eine Forge von komp healer Zahler (an)
(4.3.1) to

O two E E so class Ean non konrergentMIO

⇒ die Potenzreihe konvergiert normal ( & gleichmiissig ) auf alle
Menger Dr. { see ¢ I later } no r - lool -

^
f-A

-2 anXh
Nao

1- No

>
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+A

Wetter : fiir I al c l not konvergiert Ioana
"

absolut
. Cfiir diese Stelle) .

^

Kor
.

Die Summe
'

II ist auf
Ho

× { seed I

lalclseol3stetig.nis@lisloaafisisrf7k4f7.d,
es gibt raised]

(not

Dr

Beweis der normal konicrgent auf Dr :
Dr = { see ¢ I bet Er } , mit r a loco I not 0

Weil Zanni konvergiert ist Ian no
" I beschriinkt ; sei M E IR t mit

lannon l E M fiir n E IN o

Fiir see Dr : Iannil = I annoy - IfF) I
"

t

Abschiitzung
a-ME)

"

-

heingt nicht von se ab ! gut .



die Reine Eto M (÷)
"

konvergiert fiir re l not (geometersche Reine)

Da sie nicht von se abhiingig ist , konvergiert dies Potentreihe normal
anf Dr .

-

Def : ( Korvergeneradius) : ( an)
ne no ,

an E d

+A

Jansen : 3 Miigtichkeiten :n--O

① Die Potenzreihe konvergiertfiir min destens eine Zahl se wit Intr ,
fiir alle r E IR t .

⇒ Zana" konvergiert fiir see Cl (und ist stetig)

Def 113=+7
-

Bsp : an = ÷ (Reine konvergiert An E G ) .

② Die Potenzreihekonvergiert nur fiir n-- O
g

⇒ D±flR=oT 8
- e

N

③ X = { r E Rt IF not 0
,
Eannon

,
I seol -- r } t 0 &

§
Dies Menge ist beschriinkt . §

⇒ Defy lR=SupXT "

-

e

Bep: Zoe
"

,
12=1 (Die geometrische Reine)

⇒ Also : Derkonvergentradius ist immer definiert , aber es kann ta
,
O

oder Sup X sein
. (3 MEglichkeiten -7

¥÷z,
( an)new ,

R = Konvergentradius von Jansen

H Fir O Erc R
,
Jansen konvergiert normal auf

Dr - { at El Iml Er }

(2) Fiir lool > R
,
Zana" divergent .



Divergent a
# auf Int = R ??

>

KE : Zanni Bt stetig auf

Die {real Ink 123 .\
power

gene

Beispiele :

(a)an
Jansen = I t set 2.si t b -si t

.
. .

( Diese Reine konvergiertnurfiir n -- o )
In dieseen Fall : 12=0

Weil fiir see d , at O : In ! al- t x
n → to

[z . B. x= I

anan = n ! ( IT [Infant = ¥1 O)
(Weil Inverse konvergiert gegen O .

)
= 1

, I , I , ¥ , = I
,

'
¥-4 ,7¥→eo ,

- - ] ← konicrgiert gegen t a

→ En ! se" divergent .
Bsp . 2. 11.5 ]

l

(2)
,
Potenzreihe :

'

II
,
MI

( n 21)

III E lol " -3 Ray ( wie fiir Ent C die geom .
Reine)) .

[ Bem : Falls Ian I ⇐ Ibn l
,
ist R fiir Jansen Z R fin Ibnni ] .

( R -- Konvergentradius )



EI divergent fiir Int > 7 weil IFI I→ t a
n→ +A

⇒1¥ ( ZI → &) Beispier einer divergierenden
- Reine

↳
genan

nie fiir die geom .

Reine Eau .

+A

fin lock 1 ? a- n :
'

II -9=-2 In divergent .n-4

← - n :

'

II Fi
"

= - it I - 1st Ig - . . konvergiert .(nicht absolut) .

(3) III÷ a" hat R = t A

④ n.IT?jnan--Ic2n5hatlk--II
§ 4.4 Exponential ( auf Cl) :

Def : CEaponentialfunktion) exp : a
→ Cl

ist cap Coe)
=

'

II = em
-

-

① exp ist stetig auf Cl
② die Beschriinkung von eap auf IR ist eine Function IR → IR

[weil ÷ E IR]

Satz : Fir alle n
, y in

a gilt exp Cnd exp Cy) = eap ( sety)
(4.4.2)

Barris : Ida : ( II ÷)(IIIT) = ?

ii. E.
o
:: - Ein:*

.n=O

m
-

-O



M

M q . y
atte taken auf Gitter zusammenaddieren .

i
t

Ntm
- . WYYn.im ! =

m . .

.
.

. . Eike.fi#.):EiEnm
her

M O e - -
-

b-O §; . . . . . I . - - - - - -

op
n

n

Man Kann " N -- M -- t a
"

nehmen
.
( Bergnindung : 4.4.3)

Das bedentet :

eapen, eapcy ,
= (

n
IIIT)

Osu

OEM

-

k genyk-nBinomialentwicklung : = Z
n--o n

! ( k- n) !

⇐ funk)q,
'

n :{
'

fans ! ) Iast guru : (multiplierto
= ¥, Ik

k !

"diet dwarf !)

n -- o
n ! Ck-n) ! any

k-n

=L, Eko ( kn) sigh-n

⇒ Mcneary, =
It any,

a

← htt ( set g)
k

E-o k !
=

exp Csety )
8th

¥o÷÷, cheap
Catto fin seed ,

and taping =

up C- m)

[ wet cap Cod exp C- a) = explore-a) = exp Col - I ]Eigenstate
vonftp.onlhtitttfwnutiww

"

(2) fiir alle ne Q , exploit
= expert

[ weil
.

If I? = (III! ) ,
wet die Function cent -- si

stet-gist .

]



(3) Fiir ne IR ist exp. (a) SO ,
die Funktion

exp
: IR → R

T
ist Streng wacks end and injektivd.h.bijektivestsildzw.se underpin)

Bild ist nicht

geht, exp (a) = 0 , alien exp (a)
= ta

.

nach oben besehreinut

[ Weil : ① expect It set F- t - - -

27
,
n E IR t

und eap Cse)
= Lpfm, > 0 ,

seco

② fiir secy in IR
,

eapcy) - explore)= explore) - ( exp ( y-od - a) so
- -

O EIRt
-

ZO

> o fiir y
> a

③ eapen) Z Itn → + A Caso)
n→ to

expend =
^
→ O Cocco)

exp C-se) n→-x

( Weil falls fins→ ta ist * → o)

expend It set Eat . . . t4÷t . . . "

( apes tztEtEt- I? 7.389 . . .

exp G)
= It It It ft # t Igt . . .tt?.t...=e- 2.718



Weil exp : R→ IR sletig t injektiv ist , und das Bild ist 30
,
to [

[ expense 0

expect the ] komen air folgende Definition machen :

Def : Der logarithms ist die Uenkehrfunktion

•
derby log : J O

,
t AC → IR ( log

-

- fir uns n¥h-her logarithms.)

von exp
: IR → To

,
TAE

.

Es gilt : log ist : . streng Wachsend
• stetig

log 4)
= 0 leap co) -- I]

log (ab ) - log (a) + log Cb)

[weil ab -- dog cab)) = exp Clog Cal t log Cb))
=

exp ( log Cat) t cap ( log Cb))
= ab ]

lim log Ca) = - a
n→ O

se> o af -- b

align, login
) - + A

loyalb)an
N

log ( 1a) - - log ca) ,
a > 0 ⑧

Def :( Potentfunktion) w

n >0
,
a c- Q

(
Def ! %e⑤

Wir definition : sea = eapcalogcn)) logos) -- n
eke 7.389( log Ct . 3891=2 D

Exponential .- Sumire der Potentreine .
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Satz : sein se > o
, y > o , a

,
b E Q

(4.4.77
Es gilt seat b= grants

( ny)
"
- seaya

( goa)
b
= geab

und wenn a E R ist sea wie oben definiert diesellse Zahl als sea
ale Pwduktl Inverse ion n

,
I al mal definiert .

a.B . si = a
,
si
'
= I

7
a = N-N-N

g
- - -

Def: Sei e-- expel) - IF IT
.

Es gilt eapcx) = et fiir a EE .

def.
Bowers : maths = cap (cat b) log Cod)

=

exp
( alog Cm) t blog Cad

=

exp ( aught) eap (blog Cad
= gcagcb
def.

( soap = cap ( blog Coca)) na -- eap Ca
- log CND

=

exp (
b - a- logins)

= geab I

def. log Coca) = a- log Cn)

Capa = wya = iibungcbemeisen)

si -- cap ( 9. logins)
-

-

n

sik cap C
-

login)) =÷, = In
⇒ z . B .

nZ= n'* = ni - si = n- se = m2
,
Induction fiir k E Z

t in -

logarithms product ni n Als Iibuy machen

Sei ne Q :

exp Ca)
- explore . 1) = exp (n -

cog CED
- en Cee eap GD



Beispiele : a ene't = em
-Y

• sik -

- Fa weil ( sik)
'
-

- na -

- n und a'k> O

•

"

Ahnticherweise fiir milk fir RE IN Kra "

k- te Wurzel von se
"

Bern : logarithms eaistiert nicht fin nicht- positive reeve taken ?
-

( auch nicht fiir 0 !)

Bemerkungen : th fiir KEI , ist sek auch fini ne Cl Coder n # O k- o)
definiert Cats Pwdnktl Inverse -- I

(2) e=
'

II ÷ = It { t.tt Ig t - - . (die Reihekonccgiert
sehr Schnell )

man irberpnift le - II. IT
.

I EIT

~>
e= 2.77828982845 . . .

e Et Q1
.

und e Bt nicht (wie RE) eine
bi sung einer flinching

anN
"
t
. . .

t an set ao - O

( n 77 an F O , a
: E D ) .

Satz : Fier r E IR
,
a > 0 , Fiir r > 0

,
a > O

( 4.4.97
him scream = t A him go log (a)

a

- O
ne ta noo

noo (align nlogcns-o]
him nie

- an
- O aliment log Cada-- t an→tx

a

Liff'T login)a=o

(Spiegelung an

a- y (Weil Inverse)wagons

"

y
'

Esma logjam:-O



1
7.B . lim

n→ ta
geno

can = t a

wet fiir azo ist eat at anteat . - - t canYIt . . .
z
Caudron

God !

ean alon
→ n s t A

Woo
Z
(non) ! n→t A

§ 4.5 - Trigonometnsche Funktionen

Def: a EIC

cos (a) =
eiht e-in

2

since)=
ein - e- in

2K

iiberpnifen:/ . cos co) - 7
,
sin (03=0

Eigenschaften "

•
cos C-my = cos (a)

,
sine-a) = - sink)

• ein = cos Cn) ti- sin (m) Fse E Cl
.

⇒ REIN
,
eikon = ( cos Cn) ti- since))k ← Def.

=
cos Cknr) ti-sin (kn)

Satz : Fur seed gilt
(45-2)

cos ca) - n - ZI that - . .

f- A f-1)
h

2h
= I re

n=o (2n)!

3

since)= n-n-th t . . .
6 720

+A

= E
C-un

"V (Zhty) !
22h41

Iusbesondere ist { cos Cns EIRsince) EIR } fiir n E IR



and cos Cn) = Recoin)
,
sin Cm) = Im (ein) fiir NE IR .

Beweis : ein -- II Cin?
"

,
Cin)new.

-

- C 1
,
i
,
-1

,
- i

,
1
,
i
,
. . . )

=D periods che Reine -

¥:*
.

A

remindert sich remindert smh

einte-in-z.IE:9
.

- EE
.
Yann:} .

.

-

- EEE:}? na = cosset i.since

Signum atterniert .

Def ⇒ ein = cos Ca) ti - sin Cn)

ke N

⇒ eikon = cos Chad ti-sin (ka)

Aber auch eikon = (ein)k= ( cos Cse) ti-since)k

Weitere Eiigensrhaftem :

Satz : se EIR

I ein - I ⇐
cos Capt sin Cod

'
- I

Insbesondere I cos Cmll El
,

Isin(a) l E 1 .

Bowers : I ein12 = ein - ein = ein e-in
,
see IR

= I = 1

( ein I
'
= Re (ein)

'

t Im ( ein)
'

w-aus def .
= cos (a)

'

t sinful2=1



Beispiele ( Annendung von ein = cos cm) ti- sin En) fiir trigonometric che Forman)

G) Was Bt cos Crety ) als Funktion con cos Cnd , cos Cy) , sin Cw) , sin Cy) ?
"
cos und sin and fun.ktionen

,
die Insanemen Leben

"

cos Cn ty) t ism (nty)
= eicnty) = ein eiy

= ( cosCn)t Tsin Cod)
- ( cos Cy) ti - sin (y))

= (multiplication von 2 kompleken 2-ahlen)

=

cos Cn) cos Cy) t i - sincere) cos Cy) t i- cos (a)sinCy) - sin Cnd sinCy)

cos (set y)
= The C- ) - cos Cns cos Cy)

- sin Cnd son Cy)
⇒ {sin (mtg) = Im C - I = sin cm) cos Cy) t cos Cndsin Cy) om

p
ans Def.

G) Was ist sinful
"
als Funktion von sin ( kn)

,
cos (kn) fit k EN) ?

sin Cod's ( eine,
ein

)
4

←
Binomialentni- / (atg)

4 '
n
" t4m3yt6n2y2t4ny3ty4

cheung ?

= IT ( ein- ein) 4

= In . ((ein)4-4.e3in. e-in+ Gezi?e-2in- 4 eine-3in + e-4in)

= If ( eatin+ e-4in - 4 Celia + e-2in+ b)

= GI. cos 14nF- Iz cos Cra) t Ig

(3) Was Tst cos ( 5rad oder sin (5ns als Funkti on now cos Cn)
k

,
smcndh ?

( cos Cmd t i. sinful)
h
= cos (kn) ti- son (kn) t nichtige Formel feet da .

⇒ cos (5k) ti . sin (5k) = ( cos (a) ti. sincere))
5

In
Ek-1 Binomialentnicklnng (atb)I oft 5a4b tloabtloabtbab" t b'

is = -i
=
cos Cn)5t5i cos Cnd48in Ca) - 10 . cosCsis- an (set-go.n-coscnjsmcnpt5coscndsmcn.it
+ IsinCoe)

5



Reatteil & Imaginative identifier eren. :

⇒ cos (5k) = Re C -)

=
cos Cn)5- 10 cos (a)38in Croft5cos (a) sinful

"

SinChin) = Im C - )

= 5 cos(a) " sinful - 10 cos Cretan (nd't she (a)
5

Zahl Tl definieren :

Hilfsatz : Es gibt eine Zahl T
E [0,4 ] not folgender tigonsdrafter :

cos ( IL) -- o

cos Coe) > o fini se c- Co , I [

Water gilt since )-4

sonCns > o fiir me To , I ]

Geometnsch :

^

A tizzy
Wissen noch nicht

"

was dermis chen pcssiert .

# I 7
O 2 4

a
2

( Barris : niichsle Noche)

Satz : Fir n EIR

cos ( seta) = - cos Cn)
son (sett) = - sin (n)
cos (set2M¥ cos Cn)
Sm (set 2A )= sin (a)

cos (at F) = - smcn) ( insb . cos (a) = -a]

sin (met Az ) = cos Ca) [ son(a)= O ]



Bennis : cos Cat F) = cos Cn)cosE) - son Cn)smL) = - sinew)
④

sin (set F) = smfh) cos# t cos Cn)smf¥= cos Cn)

=D

now . ④ cos Csety)- coscndcoscy) - sincere) sin Cy)

sincerity) - sound cosCy) tcoscaesmcy)

Bernerkung : EF = cos (Iz )tisin( Iz ) -i

t÷÷÷÷: """""
Usw .

Hilfsatz : Fiir a E ] 0,29C ist ein # 7 .

" I
×(cosens , since)) = ein

Tse
g

s
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Beweis

Vom Hilfsatz : Es gibt eine Zahl Tie [0,4 ] s - d.

cos ( Iz ) - o

cos Cx) > o fiir x e co
, Itc

Weiler gilt since )
-

- a

sin IN so fiir x ETO
, If ]

A

n -

my
l l l 7

°
ra 2 4
-2

Idle ( Narum a existent)

cos 107=1 ( e
"

te
"

= HI =p)
cos ist stetig auf IR

es Bt genugzuiiberpriifen cos Cz) co

(⇒ es gibt Xo E ] 0,2 [ mit cos ( Xo) - O
,
und man Kann

EL als die Kleine le Nullstell definieren) .

Wie ? → Potentreine benutzen :

cos ca - a - It -34 - - - - t

"

t . . .

¥ → reachher altemierend Chin und tunick
,
hin und tunick.)

⇒ (atternierende Reine) : cos (2) Et - It#

to • * to 1 to 7

- 7 -Yz O 7

[
alternieren hier . d-h . cos (2) CO



Weil II die kleinste Nullsteke ist
, forget cinch cos. Cx) > o fir

OE x c Iz .

Fiir sinus auf [ o , It ] :

Wir Wissen: cos (07=0

cos ( IL )'t sin ( Iz )
'
-

- I ⇒ sin ( IL) 2=1

⇒ sin ( IL ) = 1 oder - 1

aber mit der Potenzreihe latternierende Reiner Kann man beweisen
,

class : sin Cx) Z x - I fiir O E x E 4 inebesondere Kaan man

damn beweisen
,
class sin Cx) > o fiir OC Nc 6

,
and sicker fiir

O C X E 2 .

+A n

( en = It tf t# t - - -

t fit . . .) exp Cx)
= I± = ex
n
-

- o
n !

expcxi-e-Io.it It ¥,
I txt 'Ii t + II. t.it#nt . . .

Warum ist em # I fiir 0 < a < 2T ?

Falls nicht
,
damn gibt es eine Kleinete Zahl OC Xc 2T mit ett = 1

.

( eike)
"
= eid = I

,
reCei%)- o

→ e'% E Er
,
- y
,
i
,
-i }

cos (F) -- o , unniigrich
I Weil %, c Iz

ausgesfgfsffjlancnm-cntm-ogh.ch
(eiN2=7

,
% ex



Satz : Ca) Teele ( a
,
b) E Rx IR mit a2tbZ = 1

hat die Form a = cos Cx){ b -- sink)
no AE [0,217C eindeutig ist

^

x

T
i sink)

a)
'

la 7
cost)

(2) cos ist streng faltered auf Co , TJ

sin ist Streng Wachsend auf C- It , It ]

n l

l

"
⇒

!

X i f
-
-

-

i *MY Ip, a >

.

'
O

z
-

t
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Warum ?
^ Falls a- n

,
b -- O ⇒ a- O v

b - - - - . ? Sonet - 1 Each
:

ne
' i s
a 1 Weil cos Co) -4

,
cos (A) = - 1

-b- t
→ ye ] o

,
Ti]

,
cos CN - a

Weil cos (d)2 t sin (d)2=1

→ Stu (a)2=1 - a 2 = b. 2



→ sink) = b o der sink) = -b

k d
x to

sung
✓ 2T- a hisung

Weil cos 12T - x)
= cos C- x)
= cos Cx) = a

sin (2M- x)
= sin C- x)
= - sin (x ) = b

Warum ist cosines fanend auf co , AJ ?
Man sieht

,
dass cos injektiv ist auf [ o , a] ⇒ strong monotone

⇒ streng faltered Weil
cosCol > cost)

A-hnticherweisefiir sinus .

Def : x e Cl

Es gibt a E [ 0 , 2 TIC eindeutig falls x # O

wit x = I xleix

x : das Argument von x x
x

( x -to ⇒ I 1=1 inT
>

⇒ = em fair
x E [0,2T [ eindeutig) . ( fiir 1×1=0 x -- je de beliebig)R E TR

→ nicht Klar definiert .

( 1×1 , x) heiss en Polar koordinator von X .

Anwendungen :

Ca) x -- I Heid
, y

= I ylei B ⇒ x.y
= ix. yl eilat

[ Warming ? at B Kann > za sein ! ]

↳ (dann ist Argument atB- za )



(2) Gleichungen : a EIC gegebene Zahl
a

a. 13 ZITI xd -_ a

,

XE Cl unbekannte
Era a=4i=Iafeix=4e¥i
=a{ i.o

a-- O : x - O eintige listing -2.13 2-2--4=4e

at O : a - Ialeittdionaocxc za 2-0=412 e
E.B.4i=4ei¥

Die liisungen sind: Reohenweg
= 2

itza
a -

Xo - lat
'd eid Zn=4{ e z

^ =4{eti
X.
= lat

'd edit 2idI
= 2-emi = ( z.tn)) -4-2)

T

n Hdt
2K : C-25=4 V
d

. Kontrolle :

xz IN 1 a T j×+ji2T . d
' exo

×µ ,
.la/deid-

+
' d-'

d
'"

( ×d= late d
'

i Hd
.

-

-

g

J
= (aleixtziuj

×,
- -

×
,

( alle liisungcn einer Gllichung ) . = laleix

I 1 Yd = a ) (Zuriickrechnen)
Xa Xs lat

dit d.h . E. B
.

2-2=4

1417 -

- trial zi-2.ec .

CHIK.emiKzEI¢
Def :( Winkelfunktionen)

areas

Arkuscosinus : C- 1,9 ] → [ 0
,

Umkehrfunktion von cos :[ 0 , rn ] → C-1,13

ceresin

Arhus sinus : Er
,
a]→ f- II

, I ]

Uarkehrfunhtion von sin : C- It , If ] → Er , a ]

arcos

n Warming ? : cos carcass Cx)) - X aber

ceresin
arccosccoscx)) # x im Allgemeine !¥Iµ ,

>

(wet areas G) c- coin])

-I
2



Kleine Zusammenfassung Kap . II:

① gleichmiissige Konvergent ( t Stetigkeit der GrenzWert)

② Normale Korveragent
( ⇒ gleich . Konev.) aber Leichter zu iiberpriifen

③ Potent reihenlkonvergentradius
④ Exponential lTrig . Funktionew t Umkehrfunktionen

Komp bae Zahler , Polarform : E- reel

If I - Winkel , Argument .
r= Radius .

Ee::3've I×

✓

Kartessch : z = r. cos U ti- r. sink

cosy = In
= E- xtyi

y -- arccos Er )sink = Ir
f- arcsink V

"

,

Y =
arson¥
arccos xp

= Arkan(¥) A- Naztbz

Polarform ⇒ ⇐ re
ie



at tbztc -- O Kisan: (aus x=-b±NzbI-4T)
- btw

4,2 =
-

za ( t - atbi)
wit me = D= b

'
- 4ac .

q

Discriminant . falls W - D 70 → za ,tzE IR

W=D CO → Za , Zz EQ &

Zn &Zz Konopka
konjugiertzueinander.

Nf = Azt Azzi

£ = atbn

a- = a2-bztza.br

⇒ of- b.2=0

a=b

⇒ Zabi = i
w

ah ÷ -

- z tf =L - E

a=b= I
2


