
§ Kap . 6 V22

Integratechewing :

g
: I → R

,
acb in I

27€: S! get dt definieren

Awwendanger : • eine Function finder mit einer gegebenen Abteilung .
• fliicheninhatte defineren ( und berechnen) , Lingen
von Karren definiens und berechnen

•

neue Funktionen defineren
• Fiir eine periodsche Funktion f : co , 293 → IR ,

2-ahlen an , bn finder , so
class

f- = ¥9 Can cos Cnx) t bnsincnx))

- -
-

§ 6.1 Stammfunktionen :

Def : Sei IC IR Intervale

g : I→ IR

Eine Funkti on f : I→ IR heist Stammfunktion von g wenn f
ist auf I different erbar und f ' -- g

Notation : Sg -- f

(z.B. Set = ex ,
S cos CN - sink) . . .]

Satz : Sei g
: I→ IR eine Funktion

.

EE g eine Stammfunction f hat
4) Alle Stammfunktionen von g sind ft c ,

c E IR (Weil c' - o)

↳
es gibt nie eine eindeutige Stammfunktion .

K) Fiir alle XoEI , es gibt genau eine Stammfunktion fxo von g
so class f-×. ( Xo) =D



Notation : f! g CH At
[ z - B . gets out

= o )

Satz gilt nur , wenn wir Wissen , class es eine Stammfunktiongibt !
Narum? ①:Sei fa eine Stammfunction von g .

Dann gilt Cf.- f)
'
=

g
-

g
-

- o

⇒ fa - f ist konstant , fa- f - c e IR

⇒ fn -- f to

② : Sei fx.CN = f Cx) - f exo)

f-×. ist eine Stammfunktiow von

g
mit fxocxo) -- flXo) - fcxo) = 0

Falls for Stammfunktion von g wit f , Koko

Weger ① ⇒ Es gibt c e IR mit fff to ; und O = facxo ) -- f exo)t c
⇒ a = - f exo)

Z .B. n E IN
o , f! that = n

!, xntt

S! Idt = log ca - login) = log Cx)
W

X =O

fo et at = ex - EO = ex - y

f!of 'Hdt = f- IN - f exo) (f differenterbar)



Satz : (Rechenregeln)
Ic IR Interval

ga , gz
: I→ IR

① Falls ga , gz Stammfunktionen haben , und a, b in IR Zahlen
Sind

,
damn hat

agntbgz

eine Stammfunction , und fiir alle Xo
, X
'

S lag . Htt bg.CH) dt-afx.g.CH dtt b f! gzctdt ( " lineartint ")

② [" Particle Integration
"]

Falls ga , g , differenterbar auf I sind , and g. gz
' hat eine

=

Stammfunktion :
⇒ gig, hat Stammfunktionen , und

f!gilts gzctl-gxgxgxogxf-S.gg CH ga
'
CH dt

fifa 4g.gg:

¥f- 'z
fnfz

Notation : CgHD!. = guy - g exo)

Narum ? (g.gd
'
= gig, t gag! ( Leibniz)

⇒ falls g. g.
' - f

'
ist Cg, ga) - f eine Stammfunktion

fiir gig .



Beispiele

G) Alle Polynome g Cx)
= anX

"
t . - - t an x tao

haben Stammfunktionen :

Sg = naff xht' t . . .
t AI XZ t a.X

N
g ca

= log Cx)

S! gits at = [ log CH dt

Trick : log CH - l- log htt

=

g : CH gz CH Wo g. Cx)
-
- X

gzcx)
= log Cx)

Part . Int .
→ {

"

log CH at = (t - log Ctl]; - [t.tt at
= Nog Cx) - ( x- a )

Bernerkung : man iiberpriift ,
class man Kein Feuer gemacht hat ,

wenn man am Ende Wei ter ab leitet .

(hier : (Nogai )
"
t C- x ta)

'

x. ha - 1. log Cx) - a = log Cx)
,
(gleich wie am Anfang )

(3) S! tet at = fett] !- S! et at = xex - (ex
11

gzttlg's Ct)

g.Ctket{quiet
Satz : [" Substitutions regu

" ] ( kettenregeefiir Integrate)
I
,
J c IR Intervale

h : I → J
, g

: J→ IR

Falls : oh ist differenterbar
•

g hat eine Stammfunction



Dann hat h " . ( goh) Stammfunktionen und
h (x)

S! hilts gchltlsdt = S gets dthlxo)

Bem : Narum "
Substitutionsregd

" ?

wir ersetzen u- hut
,
du -- h ' CH dt

hcx)

vs f
,
! h' IH g (htt) at

= f gcu) du
h (Xo)

[ Narum gilt die substitutionsregret ?

f- alls f ' - g , gilt (foh)
'
- h ' . f

' oh

Ckettenregee)
= 1h

'
- ( goth ) )

Beispiele : hlH=X2

G) guy - Xe
" (Partielle Int

. funkfioniert hier nicht !)
Aber : g Cx)

- Izzie't = Iz h'Cheh" u=t2
, du

-
- ztdt

x2
Substitutionsregret : Site at = IS e" du = { EYE:{ ( ex't )O

.

Ty-

- X
'

x x

( dyz=z× S×e"d× = {*e'¥dy=fIe×Y.
. )

ax. da ft et dy -¥e×Y : -- z (ex'-a) /
2x

(2) Substitution u= at tb

( a , b E IR) du= adt
ato

Sg cat b)
"
=

"

Ia fgcu)
axtb

( Sii
. gcatu.tbdt-1afax.mg cul dm)

attb

du- adt



(3) Stammfunhtion fiir e
" ?

Man Kann boweisen :

D Es gibt eine Stammfunction f .

2) f ist Reine elementare Funktion ( d.h . nicht miiglich , auszu
-

rechuen)
.

( liouville
,
19 Thr)

⇒ nichts
'

abgeleitet ergibtexakt e
"

(4) f
"

NII at ; - l E Xo E x El
Xo

Wir Schon nicht klar eine Funktion der Form h ' - go h .

WegerNII , vers nChen wir t - cos cu) ⇐ U = arccos Lt) u e [o ,a]

zu Schreiber .

t- cos cul ⇒ dt= - sinful du

Vitt= V1-cosc# = sin cu)/
Weil %Eu E T '

( sin
2
t cos2=1 )Arcus (x)

⇒ ⇐NII at = - f si, na cu) du sin2=7-cos2

arecos (Xo)

sin2 (u) Kann man ats Kombination von sin (u)
,
sin (2U)

,
cos cu) ,

cos (2 u) Schreiber:

( eiu-z.fi
"

)! - 14 (eziu - get e-
"u) - - Iz ( cos ( zu)- a)

f. cos Ku) = I sin (Zu)
-s wir kii when §N At berechnen

hat stammfunktion → Funktion Bt stetig .



V23
03.12.20

§ b. 2 Das Integral fiir
"

Regdfunktionen
"

Idle : man kann beneisen :

falls Cfn ) , gn : I → IR

• gn hat Staenmfunktion fu
•

gn
→

g gleichmiissig auf I
⇒

g hat stammfunktion , und

fulN - fnHot SignHdt → S! get at gieichmiissig .

Anstalt Polynome benutzen wir Steppenfunktionen
Def : s : Ca , b] → IR heist steppenfunktion falls :

es gibt k E IN and a = Xo C X, c . . . C Xmas x k
= b

f I ×

and HER ; O ETE k-7 soclass fcxl = bi falls xicx exit,
G - Dann definieren wir :O

k k-7
l l l l 7
a xn x, b fbs (Hdt = EoJi ( xitn - Xi) E IR

a

G- Ho -
Summer e

Funktion
,
die anf

Teilintervalten stetig ist

Geometridae Interpretation : falls s 20

^ JabsCH at = Fliicheninhatt von

%%
."

%
⇐ "" s' HETE :*, }

i TH ,

a Xa Xz Xs b
11 I'

Xo Xg



Beispiel : sext - c auf Ca, b ]
^ s hat eine Stammfunktion CX

→ Jabs CH dt = ccb- a) = Gabs (Hdt ( Kein Widersprucer
c-

Ny, T T bei Notation ! )

l l S steppera b Stamm .

Satz : I = Ca, b] , a ab

Cal Falls s Steppenfunktion auf I ist ,
S! sit at hiingt nicht vom Wahl der Verteilung

a= Xo C Xa C . . . C Xk- b ab
.

^

\
Go = Ja = C

l l l s

a Xa b
U H

Xo Xz

Cz) ( lineartiit) Fiir sa , Sz Steppenfunktionen ist si t Sz auch eine

Steppenfunktion und f! Csn CH tszctbdt-fat.sn CH dttfaszcttdt
(3) s Steppenfunktion ⇒ Ist ist Steppenfunktion , und s ist beschriinkt und

Ifabsctdt I E Sab Is CHI dt EM ( b-a) ,
no Is CHI EM fiir alle t .

Dreieckeungleichung fiir Integrate
Narum gilt th

:

a
n

S"
s, tsz =

SatS2

S2

l l l l s , i s steppenfunktion
a M Ya b - yz a kn' x'

z
'
b

II
y tf k

u

kno Xz Xf Xn
a 4,2

Yo %
Yz

⇒ Sa , Sz , setsz sind auf ]xn' , x'itn [ atte drei Konstantin ⇒ das Resultat

folgt leicht .



Erinnerung:(gleichen . konvergent) : I : Intervale(gu) konv. gleichmiissig gegen g auf I

II

V-E > o
,
FN E IN

,
htt c- I

,
t n Z N

, IgnH- g CHI - E
t 9

soclass fiir gilt class

Def: I-- Ca , b ] , a - b

g : I→ IR heist Regdfunktion wenn es gibt Csn)new ,
Sn : I→ IR

Steppenfunktion ,
soclass sn→ g gleichmissing .

Satz 1 : Eir g
. I→ IR Regelfunktion ,

und g
-

- him Sn ( gleichmiissig) , es gibt X E IR ,
b

fash CH dt → x
,
x hoingt nicht vom Wahl von Isn) ab .

Def : g Regelfunktion auf I ; Sabgctidt -- x

Satz 2: Jedestetige g
: I→ IR ist eine Regelfunktion .

D.IS?gCHdtexistiertfiirallestetigeFunktioneng .

Narum gilt Satz 2 ? g
: Ca

,
b] → R

n g tha glad fiir aEtex.

-

g
(Z-B. I get

-glance)

i , ix. xki; ,
GCH a g (xn) fir x.Et e ×,

a
" b=×u getting Hit fiir XiEtExita

11

Xo

→

Sg deficient

→ Ig CH - sect) le e fiir alle t
Yn Yn

E. = In ,
n → A.



Problem : wie Kann man sickens , does nur endtich vide xi benuttt sind ?

Def: Ic IR Interval

f-. I→ IR heist gleichen iissig stetig falls :
etig

fiir alle E > 0 ,
es gibt 8>0 , fiir alle x E I , y c- I , wenn Ix

-

y l a S ,

ist lfcxi - fly> I < E

[ He >o
,
IS so

,
txt I

, Hye I , Cl x-y l - s→ If ca - fly lls E)]
S hiingtma ion x ab :

gleichmiissig
Satz : [b. 2.7]

g
: Ca, b ]→ IR stetig ⇒ g ist

.ge#sigstetigCBeweisimSkript7Beweis
von Satz 1 :

① I-- Ca, b] ; g
: I→ IR Regdfunktionen

(Snl Forge von Steppenfunktionen
Sn → g gleichmiissig
Xn = Jabsn Ct) dt E IR

Cauchy Kriteriwm :

(xn) konvergiert ⇐ V-E>0
,
FNEIN

,
t n
, m

so class n Z N
, m

's N
,

ist l xn- Xml C E

Xu - Xm = fabsn CH dt - fabsm CH at = fabCsn CH - Sm Cti) dt
Ixn - Xml = I fab Csn CH- Sm Cti) dt / Ep fab Isn Cti

- Sm CH Idt E Mn , m (b-a)

( Dreiecksungleichung)

Wo Mn
,m
ist sodoes l Sn Ctl - Sm CHI E Mn

,
m
,
t E [a, b]

Gleichmiissige Konvergent ft Cauchy Kaiten
-

um fiirgleichm . Konvergenz )
⇒ fiir E > 0

,
es gibt N E IN so class



{ fiir alle te I
fiir alle n , m z w } kn CH

-

Sm CHI e e

⇒ fiir n
, m 3 IN ist Mn

, m
CE und I xn- Xml E ( b-a) E

D.h . (xn ) ist eine Cauchy Folger ; sie konvergiert .=

② Ziel: him fbasnltt at heingt nicht vom Wahl der Edge Csn) ab .

n→ a

Trick : serin Sn→ g ( gleichen
?

{
un→ g Cgleichm .

)

Wir definiens: un { kn
= Sh

✓2ht n
= Uh

Weil Sn → g , un
→
g , foyt rn → g ( gleichen .)

(gleichen . ) (gleichen .)

① ⇒ Sabina, at ¥ ×

11

Sab SzHdt , n gerade Zahl{ fab u HI dt
,
n angerade Zahl

①⇒ fab saz Cts at → X

S!UnIz CH dt → x

⇒ him fabsn CH dt = limfabun Its at

Def: I- Ca, b ] , a - b

g : I→ IR Regelfunktion Cz
.
B. stetige Function)

Sab g IH dt = nkjmfasn CH dt no Csn) ist eine Foye von Steppenfunktionen
die gleig gegen g konvergiert .



Weiler : wenn a> b

f! get at Et - Sbagets out ( z -B
. So
-"

gCHdt= -I get It)

and fight dt -- O
wenn heine Grenzen: f-xdx = -fxdx

Def : I - la , b] ,
acb

g. I
→ IR Regelfunktion g 20

Der Fliicheninhatt von Cg = { Cx , y) E 11221 a ExEb, O Ey
⇐ fix }

ist definiert als fab gut dt
d

✓ og
flax) = of

y# d.h . ftxkffn - x)
I
g

a b
= -1. fix, = -fix)

z. B . n Integral Bt eine lineare Abb . !

+

!
"

www.nnait-S.im#dtZentralsatz
der Analysis (6.2.12)

I = Ca, b]

g
: I→ IR stetig
Dann Bt die Funktion f: I→ IR definiert durch

fcxkf! get dt ,
a Ex Eb

ist differenterbar auf I , und f
'
-

-

g

( d.h . f ist eine Stammfunktion von

g )

f '→g
KOI. Sede stetige Funktion hat eine Stammfunkhon . Sg - f



Beispiel : Fliicheninhatt ACR) einer Kreisscheibe mit Radius R> 0

£
×2ty2= R2

>

AIR) = 2x ( Fliicheninhattfiir HaltsKreis)
-R R =2§Nk# at

- R

=

subset.
J
2M£

,

"v⇒dt
t --Ru

= 2122 ( fu) - f C- n))
Zentralsatt J

no fist Stammfunktion von GHENT

~ ACR) = 2122 . If
11

fat - f ta)

A- (R) = inR2

✓24
09.12.20

Beweis :

Hilfsatz : g
: Ca, b)→ IR

, Regdfunktion

a) Ifabgutdtl Efablgutldt E Mlb- a) [Dreieckeungl.]
(falls Ig CHEM , te Ca , b))



(2) a Ec Eb ⇒
g auf Ca , c] , Cc , b] Regelf. und

f! get at = Sight at tf! get at

^ A

.
"
s

'

a c b

fix - fight at , g stetig
XE [a , b] ,

a E Xo CX Eb

fun - fixed =¥
.

(sight at - Sa"gcHdt)x - Xo

^

¥
= x'

-x. S! get' at

¢ Sei e - o : Stetigkeit von g an x.

I
%

i s ⇒ es gibt s > o sodas
a

'

x.
'

x b

Ight - gcx.sk E fir
XoEtf Xot 8

Glxo)
d- a . .

Fliicheninhatt
,
welshes wir berechnen Tst fast⇒

gleich wie der Ftincheninhatt eines Rechtecks ?
' ' 7

Xo X

Rechtdifferentiator
⇒ fix -f exo) a a

×-×
.

=*×
.
gtttdt - ×-×. (ghost gets - gcxoDdt

~
= f- ×. [glxoldttf-x.sn?cglH-gcxoDdtXosteigmghitman.Eat des Integrals



= gcxo) TR

wo IRI - I
×!.SI?gcts-gcxoDdt
E f-×. Edt

, falls xocx Exo -18 (Dreiecksungleichung)

d.h
.

IRIE E fiir Xo CX Exots

d.tn. ft (Xo)- glad
T

rechte Abteilung
(Weil x> Xo)

'

Ahnlicherweise : f'e ko) = glad
T

( linke Abteilung ^

I limfcxi - fixes ¥
xoxo x- Xo %

MY { ""

e..:*,
d '
''

'

"
'

b

'

lim
X→ Xo Xo-X
X C Xo

Kore : Fair g:[0,13
→ IR stehg ist

1

hey, 'aE⇒gCE) - Sight dt } different sun' → o= nli→mFIEog( E) such -- Treppenfunktion

Warum ?

⇒ III. gc-t-fsnu.int finite .

↳ snltkgfk) fiirketckt ' , woos Ren-a
8"

geol f h=4

o
' x'a'% :* ;

s



Mit gleichmiissigerstetigkeit sieht man class

z④
Sh CH→

⇒ So
'

shut at → fight at

7.B . him. I ( ot ( II
't (E)" t . . .

t ( Y ' )
") = ?

= him
.
In og CE) , no gut

-

- ta

→ der Grentwert existent und Tst

- S! t' dt ( zentraisatt der Analysis)
= fat - f lo)

no f kg ; z . B . f-CH= It's5

→ him = GI

Weitere Annendung :
Satt : g:[ a, b ]

→ IR
,
a - b g Regelfunktion

Falls g- him gn gleichmeissig auf [a , b] , no gn Regelfunktion
Sind

,
damn gilt

fab gift at= him f! gnHdtn→A

[ z . B
. g , gu stetig ]

Beweis : S! get at - fab gnat at

lineanteit = IS! ( g CH- gu CHI dtl ES! I get -gn CHI E C b-a) e
j

wenn n ist gross genng so
dass fiir alle te ca, BJ , I get - gu CHI - E .



7.B . Sei Can)
nano , anEIR ,

so dad die Potent rei he Eanxn hat R >O

Konrergentradius .
→ ¥1 and = guy ist af I

- R
,
RC stet-

g -

Ftir IN ER
,
die Summer

hot ant t - . . tant
"

konvergiert gteichmiissig gegen g , auf co, x] .

⇒ So
"

gets at -_ nlimasocaot . . . tant) at
= nhjm

,

(aoxt AIN t .
. .

t £; ×hH)

+a

= [ An ×nt1
A-o ht

Insbesondere :

1×1 Ey ⇒
1

= 1 - X2tx4 - X't . . .
7tX2

7tyty2t . . . =

1

q+×z
= 7 - X2tx4- Xb t . . -

hat konvergenzradius 7 .
→ fiir 1×14

Wotan = S! It, dt= x- Eg TEI - II + . . .

= NII thnx
""

Zhtt

(Weil arctan ' CN = f+×z ,
arctan lol - O)

Wir bemerken : arctan(F) = If (weil cos (If)=rI
In sin CE ) -- I )

r

+a c- rn I
⇒ If- f- E I

n-o 3
"
Gentil) 6



Foye von Newton⑦

Man sieht class I F - ft 3 In, 1<2×15
'

§ 6.3 . Weitere Eigensdrafter von Integrator
:

Def: as b , g Regelfunktion

fab gets out = - fight dt

fight at = O

Dann gilt
: fabgut at = Sacgets at tf! get fiir alle a , b, a

legal no c ist) ,
wenn g ist auf diese 3 Intervalle eine

Regelfunkti on Cz
-
B
. stehg)

Berechnungsregeln :
[ linearitiit] ( u

,
v E IR) fablug. CH t vgz Ctl) dt = ufabg.CH At tvfabgzCH dt

(particle Integration] g. , ga auf Ca, b] differenterbar , C
"

⇒ fab gilt gz IH dt = ga Cb)ga Cb)- g, Cal ga ca) - fab g. CH ga' at dt

[ substitutionsreget] g stetig ,
h t C

"

hCb)

⇒ S! h ' IH g ch CH) dt - Shea
,
g CH dt

Satz ( b.3.2) I = Ca
,
b]

,
a- b

k) ga , gz stetig , g. CH E ga CH fiir A E Ca, BJ

^

⇒ fab g. CH at E Sba gets at (
92

-ga

l l s
a b



G) g stetig , g 70 ,
a E CE de b

a

⇒ Gadgets at E Sba gets out 1¥
I 1%1 I S
a c d b

(3) g stetig , g Zo
'II fab gHdt Zo

und (fab gut at-- o ⇒ g CH
-
-o four alle te Ca, b])

Weil Integrate mit Stammfunktionen (manchin.al)
"

berechenbar " sind ,

Kann man Integrate benutzen um endtiche Summer zu studieren !

Beispiel: wie gross ist
n ! fiir n

"

grosse
Zahl

" ?

n ! = g. 2 - - - - -

n

Ahschitter nithilfe non Integrate a

log (n !) = Ot log (2) t - . -
t log Cn)

wir verswhen diese Summe wit f! log CH dt zu vergleichen
Wir wissen: ( part. Integration)

[ logCH dt = xlogcxl - Cx-n)
^

↳84) an- logG)t log (2)t - - t log Cn)-

↳ endliche Summer¥4
: anesntiosa.im.

A 7

Fliicheininhatt DE



^

log
an>S!logHeldt

.

log Cn !)
~> him = 1

n→ a n-login) - Cn -n)

( S! 6gal at E logon !)Ef
""

log CH dt)
Man sieht

, class diese Method funktioniert fir
an
= girl t - - - t g Cn)

fake g
: G

,
t a C→ IR ist

monoton Wachsend{ monotonyahead fist
Was die Ungleichungen fiir an sind,

sieht man am beaten mit einem

Graph .
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Satz : KEINo
,
Ic IR Interval

16.3.47

f : I→ IR
,
Cktn)mal different erbar auf I

Xo C- I

Fiir xe I gilt
fix - Thf ( x; xo) tf, Saif "'"'CH ex- tlkdt

[Lagrange : fin -- Tkflx ; xo) t tf!!!}? Cx- xoskt '
,
no c E Cx, xD)

Erinnemng : Thf Cx; Xo) = f exo) t Cx-xo) f
'
exo) t . . -

t
"

IT?
"

f
""
exo)

Narum ?

K- o : fix = fcxo) t f
' CH . ?

,

dt = V

11

To Cx-tf

k-4 : fcxi-fcx.it f
' CH dt

-

SII Cx-Ho f " CH dt
H ' l

partieIle Integration gift' gICH , gift = - ex-t)
I
= f-Holt co- C- ex- xo) f ' exo)) t Cx-H f

"
CH dt

= fcxolt Cx-Xo) f ' exo) tf!Cx-t) f " CH dt
Ifk; xo)

J

K- 2 : fixe Taf Cx; xo) t Cx-H f
" CH dt

w
11 1 11 1

galt galt)

Wo ga ft)
= - Iz Cx-t)

'

→ fix)- Tnf Cx; x.) t fo - C- Z Cx- xo)
'

f'
'

exo)t1f×! Cx-H ' f"'Hdt)



= Tzfcx; a.) t Iz Cx-t)
'

f
"'
it, dt V

Dann : Induction
.

Beispiel:

f-Cx) - logGtx) , auf T - 1 , tac

Xo = O

Ck- n) !
Es gilt : f-

'"
CN- C-D

'"

a+×,k
k> 1

Taylorformelmit Integralrestglied:

login txt x- it . . .

+ task-'II t '¥?So×aYIgu+, ex-tiedt

x - 1 : log Cz) - (t - It . . . t ta)kkI)

= fo
"
G-t)

k

htt)kt7
It

← weil I G-Hk IET fiir OEtEl

⇐ So
"

aft, Ktn dt

=L (Weil I faux ist Stammfunktion)
+a c-g)

he-1

-> login -_ En k



§ 6.4 . Meth den / Standard Beispiele fiir Integrate :

① Eine wi chtige Substitution
:

axt b

Sig Catt b) dt = 1a Saxo+b glut du

[u = at tb
,
du-- adt ]

EB
. So
"

g+12*2 dt = IS! adf.ua, = { (arctanc3) - ard-an HD
② Einfache Stammfunktionen :

Stadt =# tat'
,
a # - a

[ rechte Sette = eine Stammfunklion
SI at= log Ct)
Set at = et
S cos CH dt = sin HI

S sin At dt= -cos CH

S LET dt = arcsin CH
& o

§
- f y:* dt= arecos CH

E f
g!ez dt = arctan It)

r f

Stan CH at-- f swish,IT at =
- flag't'T' at f

- f'T die - log Coos HD
te co

, I ]
Substitution : u= cos CH demit cos Ifl 40

flog It at= t log CH- ft- 1)



③ Substitutionsregal Particle Integration

④ fab th et dit KEIN o ⇐ diese Form von spetiellen

fab th cos CH at
,
fbatkg.net, at Integrator

(Oder cos Cct) , sin Cct) , ect)

-> particle Integration woman the ableitet , und wiederhoking
bis Set at oder fos CH dt oder fsin HI dt

→ Resultat : (Polynom nom Grad k) • et [oder cos Ct) Oder sin htt ]

7- B
. S! ty , cos ft) dt

= (t - sinHD: - for - sin Hdt
7 Sin IH

= X-sink) t [cos It,]!
= xsinlx) t cos (x) - I

⑤ Product von trig .- x exponentialfunktionen
r
,
S E IR

rto
,
Sto Sb cos Crt) est dt , fb sin ( rt) est at

a a

Idee : 2-Weimar particle Integration (man leitet die trig .
Funkeon ab) -s eine Guichung fiir das Integral tosen

z
.
B
.

I- fo
"

cos CH et It = [cosChet]It[sinChet dt
=
cos Cx) ex- I t [sin CH et]:-[cos CH et dt
-

- I

⇒ 2 I = cos (x) ex - I t sin Cx) e"

I= Iz (ex ( coscatsink)- 1)



⑥ Trig. Fun kti on × Trig . Funkti on

HO Sabas Crt) sin Cst) dt , fab cos Crt) cosCst) dt , fab sin Crt) sin Cst) dt
St O

Zweimat part . Integration → Gui chung sen

(immer die gleiche Funhtton ableiten . Const ergibt sich
E-I

,
und das ist Kein new Information and

hilft uns nicht Weiter) .

⑦ Potenten von trig . Funktionen

SabcosCrtkdt
, fabsin Crt)" dt ( ke No , r E IR)

→ cos Crt)
"
= lineare Kombination von cos Cjrt) , sin Cj rt) , OEjEk

→ die linearitiit des Integrals benutzen und
Sabcos cjrt) dt , fab sin Cjrt) at

-2.13
. So

"

sin CH
'

dt

3

since,
s
= ( e

't

},
e-
it

) = -fi (estt- zeit+ 3e-it- e-3it)
in

Exponentialdarstellung der Trig. Funktion benutzen .

= - 41 (sin 134- 3sin CH)

-s £ sin HIS dt= - I{sin Cst) dt t I [sin Ctl dt
×

= ¥3 [cos Cst)]
o

- I [cosCH]
"

O

=

cos

,{
3×7
- fz - 3cog

,
+ 2

,



⑧ Souderfall :
"

Orthogonalitiit
"

von cos und sin

n , m
in I

[Tos (ht) cos Cmt) at = o falls n # m

-

Skalarprodukt

[
"

cosCntldt- re falls into ,
= 217 falls n=O

So
"

sin cut) sin Cmt) at = 0 falls n# m

§
"

sin Cut)
'

dt = IT falls n # O
,
=0 falls n - O

[
"

cos Intl sin Cmt) dt - o fiir alle n , m

m> Fourier- Keihin

⑨ Rationale Funktionen

gcxt If , p , q Polynone , und qcxl to fiir XE I

f! PQYI, dt = ?
die stammfunkhon
-

Mann kann es immer berechnen ; das Resultat ist immer
eine Kombination con :

-

Polynome (wenn q CH =D

- Rationale Funktionen

•

log ( rationale Funktionen / Polycome)
• arctan (- )

Weil : Clogs
'
= I , arctan'=g¥ (rationale Funktionen)



Schnitt 1 : "

Partialbmchzerlegung
"

→

guy
= lineare Kombination won

① . Polynome
② • ↳ + pgk I 9 , B E IR B to{so .am#ieicIxz+extr" "II?ha

*
(sondern E E )

Schnitt 2: man soll new Stammfunktionen von ①
,
②
,
③ finder

+ lin . Komb. bit den fiirgcx) .

① . Klar

② s:c.in. at -- nasi: in an was :.ae/Ij:I?!!"

③ fcatzttpttpykdt , f dt

Cxttptt g)
k

↳
atztptp = x ((ttf) 't I - 9£ )

↳ substitution

Sctttyyk dt Oder fatty.
Ntl

du
Faut : fatty) k dt = 12¥

,
uk

substitution: vet'tI

die ztdt

Fall 2 : Sadat µ
= ? KEIN

Ida : Integrate als In beeeichnen .



In = arctan ( b) - arctan Ca)

wir finder mit partieHer Integration eine nekursive
GuiChung thisChen Ik und Iktz

"

s! Fie - [Emil : tu Sabatini# at

✓26 16.12.20

In - S! FINK - fab fifth =

g;
- a
, get

= feature] !- as: Ii;:L
"

at

'""it""

aber Saba km at
= fab 'III! In at = In- Iran

d.h
.
In = cbbatayk - Cafta)K - 2k ( Ik - Intr)

⇒ Ian = In [ Cnt 2kt In- Cb
!
+put fake)k )

( z.B. If I [3 Cardon Cb) - Wotan Ca)) - (baby, taken) ))
Z-B. f = {

× Htt

Gt3- ta +t- y
dt = ?
-

get

Schnitt 1 : (Kline Polycomdivision (Famer÷ Wenner nittig , da Ordnung des Either

⇐ Ordering des Nemmers) .

⇒ ft
'
-ttt - y = Czt -1) (3t2tt ti)
-

T ↳
12 - 4-3=-14 CO

in NST - Tom bingen ⇒ wir wollen f ex) berechnenfiir XM

wie aiht die Partialbruchterlegung von g aus ? :



x

gth-zt-ntfft.IT, a
, p , per

E ' thingy
,

12T -1) gut = x to

11

him
at-a)Cttt)

+→z hottest
-e)

-

- tha state, = ¥
,
=3

⇒ a = I
3

I
:

geo) -
- at y

- O Def. long benutzew

⇒ y
- 13

t- a benutzen

E
: Entweder { + → a nach Mutt

.
mitt

res p - O

m> gut - I ( zt- y t est!ttt1 )
( Einfache Kontrolle : eihfech ansmultiplizieren & Schauer ob es gleich ist

wie die "

urspriingliche
"

Funktiongltl .

Schnitt 2 : fexi-ISIft.at 's fist#t+ , = flog (2×-1)+35!s¥+t+,

3t2ttt1= 3 (t't Est Iz) =3((ttf )'t Iz-÷)
T

NST finder
=3 (CftFft

→ Sia.FI, = SittIft 's
substitution : u--ttf

,
du- dt



Xt%
du

= If uztI
7/6 36

u't '÷=¥f 'm
"
ta) - Yik

'

ta)
m> Substitution : V- tf , du- 4¥ ⇐ die If du
Xt 7/6

Igfde -

I

716
U't

= I - II g

(¥+4
36

du
= {

g.to
Rtl

ru
GX
int 's

= ⇐f du

± vzty
=

. . - arctan - .
.

ru

( Bem : f dx= arctancxltc)



§ 6.5 Uneigenthche Integrate :

2¥ ,

S!} It) dt = ? Intervale auf unbeschrcinkte Intervale

fo
"

= ? Eunktion nicht stetig auf Interval

( ↳
stehg auf co , 1C Candef- bei Stelle 1)

u

i Das Integral wire der Fliicheninhatt!
i

i G- fix
, y) EIR

' I :{II:* }i

4 ⇒ existent ein soldier

i Etacheninhatt ?

⇒

Vorgehensweise:

"

M¥
1 X ?→ the

Def: Sei g
: co

,
tac → IR stetig .

Man sagt , dass fidgets at existent ( " uneigenttiches Integral von

g auf Ca , ta. C
") wenn

tryna fight dt existent ; man schreibt :

fidget at - finna fight at



(2) Ahnlicherweise:

↳get dt = time, S! get' at

S! get dt- glim
S! get out (falls g auf Ca, bcsletig ist)

Sba gut at = fyimaaf! get at Cg auf Ia, b] stetig)

③ SICH dt existent falls

↳ g IH dt Ed S!} CH It existeven , und dann

[Ig CH at = f !g CH att {
+

ICH dt

Warming ! diese Definition ist nicht

[Ignat - E.ma gets at !

(Man kann iiberpriifen , dass wenn [ICH dt existent , ist es gleich
tiny £! get dt , aber ! Das Problem Tst :

Der GreatWert Kann auch dann eaistieren
,
wenn das uneigentliche

Integral nicht existent .

(4) g
: Ja , BC

→ IR stetig

fab gut at = S! get' at tf! get at
Wo Xo E ] a, b C ( die rechte Seite hiingt nicht von Xo ab .)



Eigenschaften :

linearitiit : Sat%g.crit pgzcrldt-xfag.CH dttpsa-g.CH at

( falls ga , ga uneigentliche Integrate haben) .

Es gilt auch: fiir b za , g stetig auf la , tal

b

SIGH at = Saget at t Sgtgets at
( cinch fiir andere uneigentliche Integrate)

Bernerkung : uneigentliche Integrate haben viele genuineamen Eigenschoften
wit Reihen

.

Notation: man sagt an
ch oft

"
das Integral SITCH at konvergiert "

=
"

uneigentliches Integral existent
"

samesame !

Satz : g: Ca, b
C → IR sletig ,

b - t a erlaubt
(6.5.27

4) [ Vergleichung] Falls es gibt gn
: Ca

,
be → Rt

wit 1g CHI E g. HI

and S! g. CH dt existent , damn existent fabgut dit und

IS! gets att ⇐ Sba gets out
I grant Ehrlich

④ Kriteriwm fiir Absolutkonvergent von Reihen :
Ian l E bn und Ibn konv.

⇒ Ian konv
. abs.



G) Falls g 70 , existent fab g CH dt genan dann wenn es gibt M ZO mit

S! get dt EM fair as xcb .

II sehr I
'

eine Reine wit nicht negative Gliedern istgenau
dann konvegent,

wenn die Edge von partieKen Summer Rt von oben beschriinht ist.

(3) Falls g Z ga no g.
70 und Sab g, Ct) dt existent nicht , damn hat

g
Kein uneigentlichee Integral auf Ca , bC .

BeWeise im skn.pt . ( Ca) ist Annendung vom Cauchy- Kaiten
-

um
,

G)
, (3) iihnlich zum Fall von Reihen)

Beispiele :

Ca) f!If dt , c e IR

CX717

Size at = {Fck
"
- n) , c,

log Cx) c-4

¥. f÷ii÷

"

"

D.h . ¥ at existent
,
und ist = IT ⇒ as 7

-

( z.es . S!It af # existent nicht )

↳ Funktion ist 2 It



Bem . {
+

¥ dt existent genome dann wenn NI IT konvergiert⇐

G) S! # dt ? c EIR

ceo ⇒ stetig auf co , 73

Oc x El

# (g - ×'
- o )
,
c # 7

5. Edt -- {→gun , or

I
can

I- C l

* o
' { 'II

,

' Ei

d.h
. So
"

the dt existent ⇒ car

Bsp. ① +② ⇒ Soth at existent fir Kein CE IR
"

s:?:÷
⇒ wingnut.Existent fiir ,

(3) Got
-

e-
at
dt

,
a c- IR

CX Zo)

5. e-a-at -- f!
"

! !; a"
I

,
a> 0

a

⇒ { 'II ; i.io



Anwendung : [Iet
'

at ?

S!Ft' at ?
E Z t fiir t21

⇒ e-
t' e e

-t
fiir th

⇒ f.Etat Effet at
ur

existent Weil SotIt at existent , und
si:S: + si

.

T
= Integral einer stet

-

gen
Funktion Cin

diesem Fall)
'
→ existent immer

⇒ Some-t'at existent

S? e-t
'

at ?
A

IIe-eat ⇐[It at
-

existent anch ( nie im Bsp. 137)

⇒ SIEH at existent



V27
17.12.20

(4) Warming : ride Eigenschaften con uneig. Integration sind iihntich
zu Ei

genedrafter
von Reihen

.

Aber ! : Das gilt mid fiir alle Eigenschoften .
(Nicht alle Ei

gensdrafter von
Reiner Kann man

auf Integrate iiberfiihren) .
EB . Zan konv. ⇒ an o aber es gibt g

: Ca
,
t a [ → IR

wit Ci ) gem konv
.

Cii) ft
-

g CN da existent

Bsp: Sei gKI
- cos H2)

,
x 77

miner Schneller

✓
Ostilhert i

✓ {Fos ft't at existent !
obwohl him cos 1×2)

x→A

nicht existent .

S!cos it) at q {
"

Efrem du

substitution wit u = t2

E- fu
, dt=÷ du

[To du existent nun fiir c > 1 (⇒ aus Bsp.D



XZ

aber { Fraud du = sin!
"'
- SMI' + If

,

"

smug
'
du

{ ga
'
- cos cu)

, g.
= sin cus

gizru , g.
' - { C-f) u

-%

Als x→ ta : sing;Y - sink) → - singe)

( Existent iiberpriifen:) and I Smu / E fish

und das uncig. Integral S!"d÷ existent (Bsp. GD

sate to

⇒ f sin cu)

gust
du existent

d.n
. S
,

"

sinus:' du ¥. [ sink?
'
du

-s f!Tos CtDdt existent .

⇐smut:' ate Sita du

+a

15) T C c)= f t" e-t at
O

"

Ehlers che Gamma Funktion
"

→ Fiir welche c E IR ist das Integral konvergent?

get = to
- 'et ist auf 30, t a C stet-g(auf co , ta [ stetig falls CH)

fo't'
-'

etat existent wir wenn e- I > - t c ⇒ c > 0



(weil I t '
-'

e
-tf Et" ,

t so and So
"

data existent nur fiir d'- 1 )

(Bsp. KD

② SIE '-not at ?

t.im
"

- E;zxc
-' e-% -

- o

⇒ FM70 sad .

o exc
-ne"EM fiir x 21

✓

hat uneig . Integral auf [ 1, t-[ ( Bsp. 133)

£9 Site-'e-t at existent fiir CER
①+② ⇒ r le) existent fiir c> O

SE'

= etc, fin c - o } n¥kh3 .Kory: f (n)= Cn- 1) ! Cz .B . TC31=2)
HE IN

Beweis : rG) = Sota. e-t at= a
(Bsp. Css) hit a-4

+a

1-Cct a)=L t' e-t at

1- Case ft Ic-'e-t at

wir beirutten part . Int. fiirfot Sf :

Sj tee-t at ?



Say toe-t dt = - e-
'
t e-Yyctfyctc-net at

{ g're
-t
, g.
= - eat

go-to , gi= at
"

Site-t at→ - e-
'
t fo't'

-

notat
y
-so

-

existent .

2.Teil: fat't'et dt ?

Sit 'e-t at = - e-xx't e-' t cf!I-"e-t It

fit 'e-t out Ot e
-it off c-re- tat

-> SotFeet at = - e-' t et t cf!Ic-'et at
d.h

.
T (et n) = c T Cc)



§ 6.6 Fourier - Reihen :

Was sind Fourierreihen ?

Anwendungen : Teil von " harmoniseche Analyse
"

↳ Signal Cz
.
B
. lichtsignal , TonWellen usw)

in
"

Komponenten
"

zerlegen Lt .B Sonnenstrainlung in
Wellen mit bestimmter Energie zerlegen)

6. 6 Fourier-Reihen :

was sind Fouriera-hen?

Anwendungen: Teil ion
" harmoniesche Analysis

"

↳
signal Cz .B . lichtsignale , Tonnellen , . . .

) in " Komporienteer
"

2-erlegen Cz . B. Sonnenstrahlung in Wellen mit bestimmten
Energie telega)

Fourier- Keihan : peirodisches Signal , interpreter-ert als eine Funktion f. IR→ IR
die periodsch Bt , z .B . fcxt 2x) = fix) , x E IR
↳
wir verswhen

,
Solche f als Summe / Reine von

{ ,
kc- No dartustellen

.
d.h : gibt es Zahler are , bae

[
2M-periodsch

wit fKK ao t IICakcosckxttbksinckx))
fiir XEIR ?

Fourier : 19 Thr.

"

alle periodsche f haben eine Fourierreine Entwicklung
"

Frager: a) Hat f 2x- periods ch eine solche Entwioklung ?



G) Wenn Ja , wie findet man die Koeffitienten are , bk ?

Sind sie eindeutig ?

Satz 9 : Sei f : IR→ IR stetig , 2T
-periodsch ,

sodoes f eine Fourier-

Entnicklung hast .

f. IN = aot Can cos Ckx) t by sin Ckx)) die gleichen . konvergiert
auf IR ( Oder [0 , ZED .

Dann ist ④ Info"fCH at

④FITCH cos Chet) at
,④ Faf! Its sin Ckt) at CkEIN)

blue Fourier - koefficienten

Satz 2 : Falls f E CZ ( IR) dh . 1. & 2
. Ableitungen ion f eaistieren und

ist 2K- periodsch

(
Sind stetig auf IR )

dann ist f CN = aot ¥1 Can cosCkx) t bysin Ckx)) no die Konvergent ist

gleichmiissig und AEftp.f/fCtidtak=FSFflHcosCktIdt
,
bae = ftp.fo#HsinCktIdt

Bene : Satz 2 gilt nicht fiir alle f E CO CIR) .

Beweis von Satz 1 :

Hypotheses. fcxi-aot.IE Can cos Ckx) t basin Ckx))
" ⇐ "" f

fix, cosCmx)q
ao cos Cmx) t II

,

Caicos Ckx) - cos Cmx) tbksinlkx) cosCmx))

konv.

gleiohmiissig~sSFfcxicoscmxldx-aofotcoscmxsdxtf.IT (ak Somos Ckx) cos Cmx)# t



+ bkfjtsinckx)- coscmxldx)
↳
Eigenschaft der Oathogonahitiit

⇒ sink) - cos Cy) = O

⑤ { mm!! corthogonalitiit

ZHAO
,

m- O

~, SFfcxicoscmxldx = { mean , mm

dm
. a. =ftp.fo#fcxidxam--FfFfcx1cosCmx)dxmZ1

A'hnticherweise :

(MEIN ) f!fcx> sin Cmx) dx - Tbm ✓ d.ED
.

Beweis von Satz 2 : FEC
'

CR)

Schnitt 1 : die Reine

aot II. Can cos Ckx) tbksinckx))

konvergiertgleichmiissigcanf IR)
Dies foyt aus : es gibt ez omit

tank IT ,
KEIN

Ibuki , KEIN

(⇒ [Can cosckxltbksinckx)) konvergiert normal)-
a- Is fiirakex



au
- Info"fCH cos Chet) dt

Parti elle Integration : naan- [ fat singlet
) ) - {
"'

f'htt
'
sin Cht ) at

(Zwei mal) w
=0 (periodsch)

21T

= -his f " ft) cos Ckt) at
0

→ law E÷e IS!"f" CH cos Cht) dt I ⇐ fine[Tf"HI at

d.h
.

E Izmit e- In[Tf "CHI at
Akali cherweise fiir bae . . .

Schnitt 2 : Wir Wissen
,
class die Fourier - Reine gleichm. konvergiert.

⇒ Beweisen
,
dass die Summe gcx) der Fourier

- Reine ist fcx) .

VorgehensWeise:
"
Es Kann nichts anderee sein !

"

Warren? Sei Yak fcxi- g Cx)

4 ist stetig ; 2K- periodsch

Fourier- Koefficienten von 9 :

ahhh - I, Some ex) cos Ckx) da = ah- nIfo⇐gCN cos Ckd da

Ck c- IN)
(SEE"

au- ah
-
- O

und ble Cle) - O , ao (4) - O

situation: 4 stetig ,
alle Fourier koeff. sind O

Satz 3: U muss O sein ( d.h . Uca - O fini alle x)

[⇒ fix - get]

Beweis (Satz 3) Idee : HIP. ⇒



[Felt) (cot Is
,

Ccucosckt) t die sin (kt)) at = O

fini alle co
, cu, da ( orthogonality )

Nehmen wir an ,
dass 4*0

⇒ F Xo E [0,2mi] , Sso hit 14 Cx) I > o
,
Ix-Xo IES

(Stetigkeit von 4)

Wir Kohnen anneharen : 41×137
,
Ix- xol E S Const divi diemen wir wit Tew

Sei kn = H - cos (8)t cos Cx- Xo))
"

,
n E IN

① wit Trig . Formel: kn ist eine endliche Kents . von sin Ckx) ,
cos Ckx)

②
"

yet) knit) dt Sta
n→x

( Punkt Bt : kncxsz at cos (I ) - cos I8D
"
>1 fiir Ix-Xo I E Sz

Widersprucer !


