
§ 3 line are Abbill dungeon
Def : X

,
Y tin

.
Riinme

,
F : X → Y Abbildung ( Funktion)

E heist linear wenn:

1) Finn tmz) = Fear) t find fiir alle sea , ez
E X

2) FC ca) = c Fcn) fiir alle ne X , c stealer .

Bem: oft geschrieben Fens -- Fa

Bem : Wenn Y= Raum der Stealare IR / Cl dann wird die line are Function F
Funktional genannt .

Bsp : A : Rk→ IR
"

mit Aces = Eq lineare Abbildungen

Bsp : Cp?
[a, BJ = { f : la , b] → IR , f k- mal stet-g differentiabar }
C
"

[a, b] → Coca , b]
U U

f 1- Df definiens : Df :[ a, b ] → IR

f (Df) It) = f
'
Ct)

In

Abteilung [a, b]

→ D ist der Operator , der ableitet .
C D witet ab)

A- uss age
: D ist linear

. iiberpmfen : (Aaiome iiberpriifen)

a) sein f , g e d [ a , b] zu teigen
:

DC ft g )
= Df t Dg muss getter .

Dft Dg : [ a
,
b] → IR

,
D (ft g) :[a , BJ → R

( Dft Dg) CH = (Dfl HI t (Dy) Lt) = f
' CH t g

' CH = (ft g )
'

Ct)

=D ( ft g) CH fier alle t E Ca, BJ V

2) D Ccf) Lt) = Ccf)
'
IH = c f

'
Ct) = ccDf) CH

DC cf) : [a , b] → IR
,
c (Df) : [a, b] → IR



Somit D Ccf ) = c (Df) V

Aus 1) iz) forget : Dist linear .

Bsp : Ggeben co
, 4 , . . .

, cm
Skatare .

L : cm [ a, b] → Coca
,
b]

U

f '→ Lf , Lf : Ca , b] → R

"qq.yj.at#taf'aitczf
"
# t - tant

'm
't'} green Eas ?↳

allgemeine Differentialoperator
linear Abbildung .

§ 3.2 . Abbil dungsmatrix :

Def: Sei X tin . Raum
,
dim X - n

In X: Basis D= { bn , bz , . - . , bn 3

Sei Y tin . Raum
,
dim Y = m

in Y : Basis E -- f ca, ez , . . . , cm }
Sei f- = X → Y bin

.
Abbil dung

Fj i→¥bj ⇒ Fbj - EE
,
aijci

nfiirj - a ,
z
,
. . .

,
n ⇒ E =/ age /

,

m

-

E heist Abbotdungsmatrix von F zu Basen B
,
E

.

F

B X- Y

¥i¥
" "m

:*:* . in:÷



Sei n E X ⇒ me an ba t . . .
t Nn bn

④
Fcn) = FC Wnba t gezbz t - - - t Nnbn ) = Ny FCbn) tNz Fcbz) t - - . t an FCbn)

=

j
njfcbj) ( ④ Weil Fist eine tin . Abbildung)

=jI, nj (¥, aijcj ) = EI ( II aijnj ) ci - y, cat yzczt - - i
t

ymcm
-

Yi
y
= (Fg! ) E IR" and die

Koordinator von Fcn) in der
Basis E.

( tin . Abbildung)
I
= EE

↳
F -- ki' E KB oder arch kef = # kB

"
Kommutative Diagramm

"

F

( X→ y ) F dann Kc = 143 damn I
143 A ki

'

x→ it→ at→ y

Bsp : M : Pg → Ps X - Pa
,
Y -- Po

f
"

N MT (Mfl CH - tf CH

Basis in Pg : Monome Po
,
Pa
,
Pz
,
Ps

Basis in th : Monome Po
, Pa , Pz , Pg , Pg

M ( Po) E Ps ⇒ M C Po) = bin. Komb. von Elementen der Basis in tf

M (Po) ft = t - I =p, CH ⇒ Mpo = ⑧Pot④ Pa +④ Pz +⑧ Pst④ Pg f !)Koordinatenvektor in der Basis in
Y = Ps

M (pi) Lt) = t - t = Pacts ⇒ Mpa = ⑧Pot⑧ Pg t① Be +④ Pst④ Pg ⇒ (Fg )
M ( 13) Lt) = t - t2 = BCH ⇒ Mpz = @PotOOPatOO.Pz +⑦ 13 TOO. Pa ⇒ 18g)



M ( Pg ) t = t.tl - Pact) ⇒ Mp, = ④pot④Pa t④Pzt④P3 +① Pg ⇒ (Fg )

⇒ µ
-

- 4g fig Fg ! ) er"'
Bsp weiterverfolgen:
X E Pg ,

x CH - 15 t It t 4 t't t3

moon a -

-

(MN CH - 75 t t Yz t't 4t3tfzt4

Def: F : X → Y linear and bijektiv heist Isomorphisms ; man soft
X , Y sind isomorph .

Falls X -- Y damn heist F Automorphisms

Satz : F : X → Y Isomorphisms ,
darn

F-1 : Y→ X Bt linear also cinch Isomorphismus .

Beweis : Serien ya , ya E
Y beliebig .

Da F isomorphisms Bt ⇒ Fist bijektiv ⇒ a gibt sea
, nz

C- X

so dass
yn
= Fenn) yz= Find

Da F isomorphisms ⇒ Fist linear ⇒ Fcn, toe ) = Finn) t FCK) -- y , + ya

Da Fbijektiv }⇒ an + sea
= F

-"

Cy. + ya)
und Fln

, tmz)
-

- ya tyz

Somit : F
-'

Cy, t yz) = na t m - F
"

( yn)
t F
"

C ya)-'

⇒ f
-t
ist linear.

Flann) = a F cans = ay, ⇒ any
= f -' Cay ,)

somit F-a Cay, )
-

- xn
,
= a F-' Lyn)#



Bsp von Isomorphisms : X lin . Raum unit Basis B - { b.
,
. . . ,

bn }
Kp : X → Rn

U U

n - a Koordinatenvektor von se in B

ke linear , bijektiv ⇒ Isomorphisms
X n IR"

Bern : F: X → Y tin
.
Abbildung zwischen endlichdimensional Riiume .

Nach der Wahl der Boesen B in X und e in Y charakterisiert die
Matrix E die lineare Abbil dung F.

( wenn f bijektiv)

F
B X 7- Y e

f
-n

↳ 1/45 k µ ki guiche Dim .
weil Lin . Abbot dungA

IR
" =-3

IR
" F bigektiv Bt .c-

A-1
=

F wird durch AI charaktensiert ← gilt immer.

F-
'

wird durch AI
'
charaktensiert . ( nur wenn F bijektiv ist) weilnee.gs#eaisti.ertJ

↳ neil F
,
F
- n

Bern : So Kann man auch eine Art FT definieren . Funktionen sind.

ft Nur wenn F

T bijektiv ist ist

F E
'

auch eine

X sy Eunktion .

^ a

KB 45
' ke ka

-n
YE Y

' Fty = kij AIK y

v v

IR
"

s Rm

ray
AT
=



X
,
Y
,
2 lin

.
Rinne

,
F
, G Lin

.
Abbot dungeon

F G

X-s y→ 2

431/45' ka! Iki ko ! Ikot
kommutatines Diagramm

IR
"

-7 Rm→ IRP
A B
=

= ④ Operation : von recht nach links
→ es and linear Operation ,
nicht

"

multiplication
"
.

Gen = KI E E KB w

Oder auch: Gfa = kid E ko Fw

I
,

G C Fcn)) = KI
' ( BCA (↳ ( n)))) fo g ca)

-5

*EEE ai:÷÷÷::÷÷;D =e.

D

( Kern)

Def: Ker f-= { see X ; Fn -- O} Kernel ion F

F bin . Abbil dung ⇒ Kerf tin
.
Unterreiner von X

Bild F = { y EY ; es gibt n E X so dense Fae --
y }

Flin
.
Abbildung ⇒ Bild f tin . Untenaum von Y

Theorem : F : X → Y tin . Abba dung . Dann F injektiv ⇐ Kerf = { o }

Theorem : F : X→ Y win
.
Abbildung auf endlich dim . Rinne X

,
Y.

Dann: dim Ker f t dim Bild F = dimX

Bem : Rang F- Rang E = dimBild E = dimBild F
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Wichhge Zusammenhoinge

Finjehtiv ⇐
"

Fca ,) - find ⇒ an = nz
" ⇒ "

Fen
,
-

az)- o ⇒ an-neo
Chicastens 1 tosung) ④ F linear ^ ④I v

Ecm-nd - O ⇒ an -neo fm- ← kerf

⇒ "

kerf = fo }
" injektiv

knitted
I

⇐ nineF : X → Y dim X-- n
,
dim Y- m

ft H
eRn→ km bijehtiv : fiir jedes Element ye Y gibtes

F
= einen einziger (eindeutigen ) a-EX

-

-Fenty .

I
a Ceinzigen)
fiir je des ye IRM gibtes einen evidentgen z EIR

"

soclass Ez=y
"

⇐ n
-

- m und Rang E -- n



83.3 .Abba dungs matrix bei Koo rdinatentransformation :

X bin . Raum mit Basen B
,
B

Y lin . Raum mit Basen E, E

F : X → Y lin .
Abbildung

B

§Fseu IRE km

←
Kommutative Diagramm - Kann

45/1451
,
kerf fleet him and her gehen mi man miichte .

"

entf..¥¥¥¥:÷÷÷:÷÷÷÷÷i÷:*:* .
atte s → a

Basis E t beziiglich der Bason CIF 5.felt 41%70 -fi)

(p
nicht Funhtion ! E - Funhtion) . . . → s-- [ If } §)

I = Abbildungsmatnnnxzufbetiiglich der BaserBund eine

( die alten Basen)

E- = Abbadungsmatrix zu Fbeziiglich der BasenBillund Einy

BE KE kid I ↳ kid - E
'

II oder EEI
"
= A

un in

E-a T Rang =

Rang (F)
=

RangCBI
=

I Matrix des Weasels von der alten Basis B in die new Basis ⑤ Cin X)

£ Matrix des Weasels von der alten Basis E in die new Basis E ( inY)

7¥ ~

atte Basis Menge neue Basis Menge P
- -

X = span { Po , Pz , Pg } --span { rn , rz, B} B=tB
Y- span { Pa , B } = span { qn , qz }
- w

Q G



so y
{rn , rzirs} B { 9-niff

neue Basis 7 1123=3-1122
^ r

± it..
k:{ thin kafir:
→ R2atte Basis
D

{popup.}
= { pa , pz}

~
To y

I -- Weasel von D= { Po
,
Pz
, Pa } in F - f rn ,

rz
,
rs}

E EIRE ne okra

tnzrrzztnsrssy FI
(¥
,
tjni ) Pzcj-5-j CEE

) Puja,

ri
-?¥tji Pujas

⇒ IE -

- ni

heh 1123

KE ! Ikon-n
53

an-
↳ Hoi.

±

geeky rn tsezrzt FezB
11 11 11

1123 bin . bomb . von Po
, Pz, Pa

⇒ REINE



Warren ist Dim ( KerCED -

- po?
:

Bsp: ( Df) Ct)- f
'
CH ( Abteilung) fetor .

% -

span { Po , Pz , Pa } Pact) - the ⇒por

Uz - span { Pa
,
Ps }

-0
z
-F

Y
mega

D ' 53→ Uz Abteilung 48 to
U U F

ftp.Dflbfsitkf.CH Her?÷¥§④ah¥= Ers
i. Abbildungsmatrixbestimmen : D= ?

(Dp) CH = o = O - t to - Es = o-pit) to- pdt) ⇒ Dpo=⑥pnt⑥p3 (8)
(Dp, ) Ct)=2t= 2-path to -

BA) ⇒ Dpz=②pnt④ps
(Dpa)CH=4t

'
= O - Pa Htt 4. Potts ⇒ Dpa - ⑧ pat④ pg

¥1: : :3

53 = span { rn , rz ,
r, } raft) - htt 2 , rzCtf 1- t2 , ↳ CH - Ht't ta

Uz - span { oh , qz } q, CH
-t

, qzftl-3ttzt3~d.h.fpoo.pe , Pa}→{ rn , rzirs}
2.Transformationsmatrix fiir Basisweichsel ind bestimmen :

he 1 pot 1pct ⑧ - Pa
I - (I -7 !)

KE Apo - H pz +⑧ -

pg O O

-rz=1 Poth path P4
Matrix fiir die Transformation on der

alter in die neue Basis in S3
( span { Po , Pz , Pa3)→ Cspanfra , ra, rs})

3.Transformationsmatrix fiir Basiswe check inuz bestimmen.

f.
= Pa

Ae spatzp,
EY:3) ⇒ E- f :

-

¥ )



Sonia E - E' EI -- [ 3
-

f
-

I ] E -- Matrix fiir F

Abbot dungsmatrix in den Baser B ,
E D -Fclhkti

on(Abteilung)
.Ker (D)= span Epo } ⇒ dim Kerl - 1

Basis
von

Bad CD) - span { pa , ps3 ⇒ dim Bild (D)=2 f tf( iiberpnife : dimkerndtdimBRDD-zdim.gs, ← Thatiidesuhftfa? des
- nE¥iF:?)

✓

FE Ker CD) ⇐ Df=O ⇐ f CH - konstante- c- Po
+ ↳

pogromf. Polycom .

DT

DT
53- Uz DTy= KI ET ke Cg)

KB ! This' ke! ( RE' gear
⇒

g
- gnpntgzp.

IRSD- up
1=19!] €1122

=

It Dtg - KEY:&) ' 451,4g:)
=

= O -

pot Czgn)PztC4gdP4

Ker DE {03 ⇒ dim Ker DIO

Bild DT -_ span { pz , Pa} ⇒ dimBildDT -2

ltberpmife : drinker DT t dimBildDT - dimU2(
ge Kerli

⇒ DTg=o°⇐ cztgipztlagdp.IO?poefm
⇒
2g, -_ o , 4g2=0 ⇒ gig2=0

⇒
g
-
- O


