
§8 Singularwertzerlegung :
Was turn fiir eine Matrix mxn ?

Benny : Fiir E quadrate'sch und diagonalister bar (normale Matrix) :

es gibt eine unitive Matrix £

A==§EsI= da t da t . . . t dnP
T orthogonal Projekt
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omen !

Suman von Projektoren

Basis der EV → Eigenbasis
EE Matrizen von Rang 7 Sn . . Eigenvectoren

= das ,SI t dz EzEz
"
t - - - t dinsnEn

"

Theorem [SVD =

singular value decomposition]

gilt for beliebeige Matrix !
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AI = it
= ET

Beweis :

D E E IRM
"

⇒ ITE E IR
n"

symmetrisch

Spektralsatz ⇒ ETI hat n paarWeise orthonormal In , Iz , - . . , er EV

entsprechend zu da , dz , . . . , dr E IRI
Eo } EN vonETE

mit r-- Rang CEE) = Rang CE)
↳
Ey-- o fir die EV y die zum EN o entsprechen.

2) EW fiir j = 7,2, . .
. , r

: ETI Ij = djvj ⇒

# I

⇒ EAT# g.)= dj KEIJI ⇒ Eeg. EV der Matrix EETzum EN dj

AIAI symmetriesch FS
EV orthogonal 2-ueinander ⇒

Spektralsatz

⇒ ¥ Ij and paarWeise orthogonal Zweihander

3) Benechore dressen Norm :

HE Ej 1122 = C # KjT CEKj)
= kjT±Ayj - Ijt HAIE )Ij) = vjtdjvj - djvjtkj -
÷

djvj da Ij EW von ETE
= djllvjllz

'
= dj

Samit dj
-

- H E Ej HE > o da Ij & keen lag)
wir haben den EW O eliminieot

.

Notiere Oj = 11 Ekg. HE Ndj so



4) Moliere den normierten EV EAI wit E

Kj = Ekg.

und bere ohne Kita Ij = (IT AKITE Ij = II. VITAIA Kj
←
djvj

= TikiTdjvj = dad qty. = {
° fiir I#j
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F.

fiiri-jvjtvifiiritjvitvj-ofi.iri# j{ a fiir E-j

I÷=%÷ = si da sci-Fi
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- = {ri fiirij
Samit :

m
r

UT r

t:÷: text
" " "

' "

ft: ::S .
-

^T -
u n

= V
=

Weil wir alle d- O dimi niet haben
,
Sind alle 530

r i ii. Ei :p



Ziel:
m n n n

V n
Q
.

O

m = =

gin
m IT Az o %

m O

5) In , - . . , ar E Rm paarweise orthogonal .
wir erweitern diese Menge zu einer ONB in IRM
In , - -y Ir ,Irt n , - a - , Im E Rm ONB

In , - . . , Ir , Ira , -. . , In E IR
"
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--
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Erin
,
a . . , In

ONB m Ker ( Az)

Qa , . . . , er
= rechte Singularvektoren

= EV von ITI
I
• an , - . . , ar

= linke Singularvektoren = EV von EAI

im Beweis : IEEE. - on



EE # Een ⇒ Ee. - one,
-
. . I Ir = Truer

A=Qr+
,

= 0
,
- -

- , A=Qn= O

⇒ ya , . . . , ar
E Bild CE) ik¥1 } ⇒ onB in BildCE)dim Bild CE) =r

Erin , -. . ,
In Ch-r)

, orthogonal in Ker CI) f ⇒
DimKer CI )- n- r

⇒ KerCE)- span {Erin , . . . , In} ONB in KerCI)

→ Dim III ! DimCBT DEADt Dim ( Kem CED ! n



Bem fundamentalsatt der lin . Algebra:

I C- Rmm , A : IR
"
→ IRM

,
ACE) - EE

IR"# IRM
=

Er

x*¥,
tier

.I
Ir

Int E-Ertxnqu.AE#Qkh--AI4Irtnk¥-7F4r#
km

to ←
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et

Bsp : A== ? ) Ziel : SVD

ITE = ( 53 35) bereave EN von ETE :

[ 55" 5£ ) =C5-N'-9 = d'-lodtzs -9=4-214-8# O

⇒ EW 2,8 ⇒ q2=8
,
q2 = 2 ⇒ q - 2K Tz=D

EV zu 8 : Irzf; )

EW tu 2 : Iffy]

daran EIC: I ] ⇒ E- Ef: :]
Vektoren a barren:

Ee,
'⇐ u-i-zau.it :]

Exiled ⇒ u-i-IA.ee I:]



Somit Bt die SVD von A= :

⇐ me: :3 is

Bsp. z : E- If I] ⇒ Eta - f: Yo]
EW von ETE : det [Ago" go%] = (5045-502 did-zoo)

⇒ q2 = goo , 522=0 ⇒ q = 90
, Jz =D

Even Ew no:[% If] = a ⇒ Too -5811 ⇒
T

freie Variable

E-a

-5*+50 a-0 ⇒ af?] ⇒ I
,
= Ipf;]

Xia

erweitere In zu ONB in R2

±z= Irzf?] ten

E-FEE to ft]

etweilerezu ONB in R2 ⇒ ↳ = fry FI ]

± - staff 77C: :3 're: .;]

A
2×3

→ IET = 2×2
eyed 2×33×2 ⇐ Kleiner Matrix nehmen ( in der Kegel einfacher)Welcher

nehmen! ATA = 3×3 Aber H. es Kann auch sein
,
doors die griissere=

-3×2Zxs Matrix Schriner ist !



Bern : Reduzierte SVD

E- Can . - - asf! . f
I

§ 8.2 Anwendungen der SVD :
1) Speicherreduction

A= braucht mxn Pliitze

red
. SVD : an

,
- . . , Her : rm

In , - o .

, Ir : rn } ⇒ r Cmtnth) Pliitze cc mn

Tn , - . . , Jr
: r Vor ahem wenn r Klein

2) Berechnung der Norm einer Matrix :

Il Ella = max 1111112
111112=1

y
E orthogonal

HIE 1122=11 UZUTXHE kEUR1122 = of lentil't oil III K t . . . torture l
w un w

Ya Yz yr

ya , . . . , yr
- die ersten r komponenten von ye ETI

"Elk = Max HEEHz = max HEVTXHZ
HEH2=1 111112=7

y=VTx ⇐ E-Eye

= max H Eye" zT Hy112=7
dateorthogonal
(veriindert 2- Norm nicht)



HEY 1122 = oily , Kt oil yzl
'
t . . . tort yr 12

=

a [ I yal't ( tf)T yal't . . . t (F)21 yr 12] E 921111122 ⇒
- -

Ey Ey

Max HE yells - on erreicht for y- f?g )
1111151

⇒ HE Hz = on

HAI1112
Berns max

,#"z

-

on erreicht fiir E- If!) = I,
IEIR

"

man "¥¥¥=mm" an:n": --a mint ti 'II
= .
.

XEIR
"

E¥II
and so Weiler !

3) Datenkompression

Erinnerung : A quadratisch , symmetriesch :⇒ reelle EW ⇒ wir Kohnen EW

da Z dz> - . .
Id

n anordnen .

I = JI, djsjsjt = §II"

sobald EW dj imagine'm ⇒ geht das nicht mehr .
SVD : E beliebig :

A== QUINT t TzIzITt . . .

t JrIrIrt

= Summerson Matrizen von Rang 7
{ us , - - -

, er } , Eka , - . .

, Er } biorthogonal Baser

Rang E -- r ⇒ Man kann daraus eine Approximation (Kompressi on) ion E



mit Matinzen von nie drigerem Rang machen
A== Jay , IT t .

. .

t Trarkrtnng.FI ojujvjt mit k k r

Bsp : I = [20^9] 14=2
,
del

E- EEE' 4÷?
"

's:
' t.it

K2 £2

Vorschlag zur Approximation :

E - insist - f:
-no;]

It - dzs.SI ⇐ Co2 2000)
nicht Klein

⇒ Kompression via Diagonalisienwy
bring nicht . §

Besser mit SVD :

a. = aoo.pzs.fi?ooYYom99:..I+o.ozf::gasYo-9998*0.019993
E

q w Iz
U
-n

VorSchlag zur Approximation : I a quiet

Fewer E -quiet
-
- quest = II

g
?
,

ID

Kleine Felder

Theorem : [Eckart - Young]

I mxn .
Fiir je des KE Rang CE ) gibt die abgebro Irene SVD

A=k= .GE?TjUjIjn
die beste Approximation von Rang k an E im Sime von:



HE- Ik Ik min H E - Ell = They

Emit Rang # Ek

Bem:

H - IK Euklidische Norm
,
Frobenius Norm

,
Nuclear Norms

Spektralnorm :

"I Hz = max
" EEK
Ez

- q

FrobeniusNorm: HEHE - Nq2t._# -Vijflaij = spur ( ETI )

Nuclear Norm : Htt Hn = Tatq t - . - t tr

Bem: I unitiir /orthogonal . Ee E 1Rn×h/Gh×n

K£112 = 1 , 11 Ellie - rn , 11£11N= n .

Beweis : bout auf der SVDI Fundamentalsatt der linearen Algebra .

4) Numen'scher Rang einer Matrix
on 7027 - - . 790⇒ Theta Z - - - 70%

after ; mathematischer Rang von AI↳
numen

-

scher Rang
^

x
x
x

x

I
x x xx

s

5) Pseudoinverse

Az mxn A=t= I Et UI nxm
nxn mXM

DTR-I
hit E- (

"
"

Y
'

.

.

.

.no
.

?
.

) "m a-1-at

Orth. matrix: A-
'
= A



E A
- '
= A

→
IRM IR

" A = USVT
I t

It Pseudoinverse At = ( USVT)

It : IR" → IRM als lineare Abbildung
= (VT)tst Ut

gegeb-en : I
'

t' Etb = IET#The
= vstat

↳ lit
sung des Ausgleichproblems mittels SVD .

④ Operator c⇒ Abbildung

b) Polarzerlegung E E IR
""

E- EE
t

orthogonal
↳

symmetriesch positiv deficit

E -- EEE
"
- EE

" IE EM - EH=
r
w-

VHV & orthogonal
←
tf symmetrisch pos. def.= =

Bem D ETE = HE

2) AE EE
, orthogonal↳
Sym . pos. def .

3) Mechanic : E - Drehung , II = Streaking
↳ EV von II teigen in den Richthofen der
streaking↳
EW ⇐as )sind die Faktoren der Streaking .

wenn d alg. Vietf .
> 7 G.B.3)

Jauch 3 x aufschreiben inI ?
↳ ja



V14F.S. Anwendungen der SVD : 18.12.20

7) Ausgleichreckoning (Method der Weinstein Quadrate) :

EEE ⇒ ETEE- ETE
T

W

E I quadratisch , symmetnsch } ⇒ Eta inverterbar ⇒ mit LU-terkeyingFalls Rang CE) -- n
⇒ chowsby -zerlegung (weil symmetric)

⇒±
Pos. deficit

(falls I orthogonal CEE - EET- E )( ⇒ AIA=x=A=Tb ⇒ I = Etb ( hier nicht der Fall)
besser mit EE - terKyung

: Stabilitiit
,
Struktur ion E

Falls Rang CE ) -- r en : via SVD Iii sen :

⇐ fail took#in-r
f ↳ biden Basis im Kern CAI
biden Basis im Bild CA)

=

Er= ["ok . . .!) hit on 2 522 . - 2 or > O

Ziel : HEE - b- Hi = min !
Korth .

HEE-bell: - HEEEte - Elli
!
HE Ete-

ETKIE-tlfoto.IE#x-fEItHli--
=HE¥ -talk' - man



Das ist Minimal HEIKKI fire so does Ir ETE - Eik

Oder alternator : motive y
-
- ETE ⇒

(←?T⇒ Er I
= Ik Wo bei nur die ersten Komponenten von y zu

bestnumen sind .

n

'
⇐ E.Eiu,the

r
T

r E. ⇒ kik
.

- Er
)

→ das wird in standardsoftware verwendet !
-

8) Totals lineares Ausgleichproblem :
I

total= Mess fewer auch in den Messorten Ii [%) (EV, Ek EV)
⇒

Messages.iq between sinin b- und ! q→⇒÷s€
Eel: find AI , I , I so dass II-I ⇒ stimmt dee ???

gleiche EWand I = [ AI I] so
"
nah

"

wie might ch an → Ordnwy der
EV nicht

E-CEE] I eindeutig.

HE - Ell -min !

I

typischerweise: Frobeniusnorm

and IIE -I to'sbar , d.h. TE Bild CAI)

d.h . falls Rang CE )
-

-n miichte class Rang CI) - n
Li
sung : niedrigrangapproximation an E

E- EE ET -- III, ojujvjt

Definiere E=jIojujQjT



Wissen (aus Eckart - Young -Theorem) : E ist die best Approximation an E
in der Menge der Rang n Matrieen .

A-usserdem :

Ej Sind PaarWeise orthogonal ⇒ Either = ¥, rjujetjthdntn -- O
w

^ = O

⇐ Quin E Ker E

Anderemits : EE - I ⇒ IE-I - o ⇒ C E EYE,) -- o ⇐) ⇒EEEto

⇒ ft ) - k- Intr

Falls rent. , nu to
⇒ he -tf ⇒ I- - Inn

,
nm f!!!!!)



9) PCA = principal component analysis
h

m
n Versuche

,
m Messanger

( Messwerte)

T Mittelwert " - " ⇒ jede Spatte hat Mittelwert 0

I = [ an , Ez, - -

, an]
^

X X Ea , Ez , - . . , In
E Rm

x x

t t t
g

× I t x FI, aij= o fiir 5=7,2 , . . . , n

[
Ziel: Finke dies Richtung = no enticing liegen die Punkte ?

Welche Gerade (Welcher niedngdimensionater Raum liegt am niichsten

an den Missunger im
Sime der Weinstein Quadrate ?

Jede Messing wird auf der Gerade (niedvig dim .
Raum) projiziert :

⇒ die Suenme der Entfernungen soll minimiert werden
t Ausgleich reckoning CLGS)

n

(
=
"

orthogonale Ausgleichreckoning
PCA

*
* # ¥¥¥
"

E t
7 S

" Kleinete Quadrate = Ausgleich reclining
r baden eine Basis in Bildrawn
m

E- EEE E- Can a. I . - T

ai
-
- Eunai t Eaten

a,

⇒ Hai Ili - laity, l't laity
,
12

"
"

⇒ Email: -- Eh
,
laitunit EnlaiTeal 'Eman Emei --TngFest Cgegeben) .
n

¥
,
Itai Eitan - antCE ET) u. = Max



Sowit gibt an = der erste linke singularvektor die Richtang der bestow
Gerade ( im oben bes chickenen Si nine)

IE der Zweite linke singularvektor , orthogonal auf an
⇒ die Richt

ring
in der die Daten am wenigsten Vanieren

⇒ an= principal component = die wichtigsfe Richtang
uzt kn : und zeigt in die am wentoften wichtige Richtung .

Bem: In der Statistic:

Variant: diag C EET)

Kovariant : nichtdiag C EET)

Kovariantmatrix 5-# EET

( n= Antahh Versuche)

FEW von EAI : on ,
Oz

EV von EET :

In , Iz

10) lineare Ausgleich reckoning wit linearen Nebenbedingungen
Ziel: Find EE IR

"

bei gegebenem E E IR
mm

, ke Rm mit

m2n= Rang (Az) so class

{ "II
- b-HE =minimal

E-E-d wit E EIR
"""

mit pan

Rang E =p
und de IR
) gegeben

Method 1 : Lagrange - MultipleKatoren : nee IR
"

ale zusiitzliche Unbekannte

LIE
, a)=L HEE- b-Hit ME LEE-d)

min Max Sattelpunktproblem
EE IR

"

me
Egypt⇐I E)

( minimiert nach x und Manimiert nach m )



dat cand - o

{ E'TEE-belt Eta
-_ O{ftp.m.ro Ee- a -- o

⇒ E'¥ lit .tn:7
(Esen wit Block- LR- Zerlegung

Wachtel : ATA unter Uenstiinden Schlecht konditioniert

Vorleil : wenn AE , E Struktur ⇒ Kann man das nutan
!

Method 2: mit SVD ist besser fiir Konditton

(Wachtel : man verliert die Stmktur von E und E )

Kondition :

E- ECEEtf If:p stmuw① ?

→ 11:47 Schauer

Ker E = Bild Iz

Trick: *= E.Ei
'

Ete

Dann suche to
sungen I

= Iot Izz mit y
c- IR?

-P

da Bild V⇒= Ker E ⇒ EI -- d ist automatism erfiiut .

HEE- b- HE- HEE t EE y
-Elli = NEED at CELEK71122

Matrix L fest
zu finder

Das ist ein tin
. Ausgleichproblem wit Matrix £12 und recht Seite tteok .


