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Kapitel 1
Schwingungen

1.1 Einleitung

Uberall in der Natur, und damit auch in der Physik, treten Schwingungen auf: In der
Astrophysik, Mechanik, Optik, Atom- und Molekiilphysik, Quantenphysik, Festkorper-
physik, in Feldtheorien, in der Musik und vielen anderen Gebieten. Allen diesen Schwin-
gungen ist gemeinsam, dass eine physikalische Grosse sich als Funktion der Zeit periodisch
dandert. Man benétigt dazu ein schwingungsfihiges System. Ein solches ist ein phy-
sikalisches System mit einer stabilen Gleichgewichtslage, also einer Gleichgewichtslage in
die es nach einer Storung durch Energiezufuhr wieder zuriickzukehren versucht. Diese
Energie wird dann nicht sofort wieder abgegeben, sondern verbleibt eine gewisse Zeit im
System und kommt dort in zwei unterschiedlichen Formen vor, potentielle und kinetische
Energie, zwischen denen sie periodisch oszilliert.

Ein Beispiel dafiir ist eine Kugel in einer Schale im Schwerefeld (sieche Abb. 1.1). Setzt
man die Kugel in einer gewissen Hohe h auf die Schale auf, so schwingt sie in Abwesenheit
von Reibungskriften unendlich lange von der einen Seite zur anderen und wieder zuriick.
Eine wesentliche Bedingung fiir das Eintreten einer Schwingung ist, dass die Energie ei-
ne durch das System vorgegebene Schwelle nicht {iberschreiten darf. Ansonsten wird das

1 3
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Abbildung 1.1: Eine Kugel schwingt in einer Schale. 1: Anfangspunkt, Kugel in Ruhe,
2: Minimum der potentiellen Energie und Maximum der kinetischen Energie, 3: Rechter
Umkehrpunkt.
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schwingende System Schale-Kugel zerstort, z.B. indem die Kugel aus der Schale heraus-
springt.

1.2 Harmonische Schwingungen

1.2.1 Beispiel: Schwingwagen

Abb. 1.2 zeigt die experimentelle Anordnung eines Schwingwagens, der mit zwei Federn
verbunden ist. Die Auslenkung des Schwingwagens wird gegen die Zeit aufgetragen und
man beobachtet eine sinusformige Schwingung der Position des Wagens um seine Ruhe-
lage.

Abbildung 1.2: Schwingwagen: Der Wagen ist iiber zwei Federn mit den festen Enden der
Laufschiene verbunden.

Die Kraft, die wir zum Dehnen einer Feder aufwenden miissen, betrigt (ndherungsweise,
innerhalb der Elastizitatsgrenze), siche Abb. 1.3:

F=k(r—rg), (1.2.1)

wobei k die Federkonstante und (r — ry) die Auslenkung aus der Ruhelage ist (wo
wir den kréftefreien Nullpunkt ry annehmen). Dieses Kraftgesetz der Feder ist das
Hooke’sche Gesetz. Die ricktreibende Kraft Fr der Feder ist nach Newtons 3. Axiom
entgegengesetzt gleich gross (Fr = —F') (siehe Abb. 1.3), sodass wir erhalten:

mit = —k (r —rp). (1.2.2)
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Abbildung 1.3: Federkraft-Diagramm. Weil die Federkraft versucht, die Feder in ihren
urspriinglichen Zustand zuriickzufiihren, spricht man auch von der Riickstellkraft Fy.

Wir wéhlen die neue Variable z = (r — 1), fiir die gilt
=i (1.2.3)

Damit lautet die homogene Differentialgleichung 2. Ordnung;:

i=——z. (1.2.4)

Diese Schwingung stellt einen dusserst wichtigen Sonderfall der moglichen Schwingungen
dar, da die riicktreibende Kraft linear in der Auslenkung ist. Systeme dieser Art werden
als harmonische Oszillatoren bezeichnet.

Mit der Kreisfrequenz wy, die hier durch

k
=4/ — 1.2.5
wWo m ( )

gegeben ist,! erhalten wir aus Gleichung (1.2.4) die Bewegungsgleichung des harmo-
nischen Oszillators

I+wiz=0. (1.2.6)

Die charakteristische Gleichung dieser Bewegungsgleichung lautet:

N4 ws =0
= )\172 == :]:in.

"'Wir verwenden hier den Index 0 fiir die Kreisfrequenz einer ungeddampften Schwingung, um wy spéter
von der Kreisfrequenz w einer geddmpften Schwingung zu unterscheiden. In Fillen, in denen eine solche
Unterscheidung nicht nétig ist, wird der Index 0 haufig weggelassen.
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Damit ist die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung eine Linearkombination der
folgenden beiden komplexen Exponentialfunktionen:

l‘(t) = Oleiwot + Cze_iw()t. (129)

Dabei kann die Kreisfrequenz wy als Winkelgeschwindigkeit einer Rotation in der kom-
plexen Zahlenebene interpretiert werden. Die komplexen Konstanten C; und C5 miissen
derart gewihlt werden, dass die Auslenkung x(t) stets reell ist, da wir physikalische Er-
gebnisse verlangen, d.h.?

x(t) =a"(t) WVt (1.2.10)
= (Cre™" 4 Coe™™0) — (Cre ™ + Ciet™) =0Vt (1.2.11)
(C) — C3) e +(Cy — CF)e ™ =0 Vit (1.2.12)
= (C,=05:=C (1.2.13)
= a(t) = Ce™ 4 C*e ™", (1.2.14)
Die Konstante C' ist komplex:
C=|Cle”. (1.2.15)

Dabei ist |C| der Betrag der Konstanten, ¢’ ihre Phase, und ¢ wird als Phasenfaktor
bezeichnet. Phasenfaktoren sind stets vom Betrag 1 und haben die Wirkung eines Dreh-
operators, der eine komplexe Zahl um den Winkel ihres Arguments, in diesem Fall um
den Winkel ¢, dreht, ohne den Betrag der komplexen Zahl zu dndern. Mit Hilfe von

e’ = cosp +isingp (1.2.16)
e ¥ = cosp —ising (1.2.17)
folgt
2(t) = |C] (e“wﬂt”’) + e—"<w0t+5’>> , (1.2.18)
=2 cos?ojot—i-(s’)
= x(t) = 2|C|cos (wot + ') . (1.2.19)
—~—
=A
Wir fassen zusammen:
x(t) = Acos (wot + ¢&'). (1.2.20)

Dies ist die allgemeine Losung mit der reellen Amplitude A und der (reellen) Phase ¢'. Die
Kreisfrequenz wy legt hierbei die Periodendauer des Kosinus fest, worauf wir in Abschnitt
1.2.4 noch néaher eingehen.

Eine gleichwertige Losung erhalten wir, wenn wir die Phase ¢’ durch

§ =5 g (1.2.21)

22* bezeichnet hierbei das Komplement der komplexen Variable x.
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ersetzen und verwenden, dass e™™/2 = 4, sowie i2 = —1 gilt:
= 2(t) = |O] (e emim/2 4 emiwolt) o tim/2) (1.2.22)
= |C| (—ie'“otH0) 4 jemilwotto)) (1.2.23)
= —i|C| ('ot+0) — gmilwot o)) (1.2.24)
) 2 sin(wot+9) ’
— 2|C sin (wol + ). (1.2.25)
r

Wir werden im Folgenden vor allem diese Form der Losung mit derselben Amplitude A,
aber einer um 7/2 verschobenen Phase 6 = ¢’ 4+ m/2 verwenden:

z(t) = Asin (wot + 9) . (1.2.26)

Harmonische Oszillatoren sind in allen Gebieten der Physik anzutreffen. Die mathema-
tische Behandlung ist dabei stets identisch. Zur Vereinfachung beschreibt man nicht-
harmonische Oszillatoren fiir kleine Auslenkungen gerne durch ihre lineare Naherung, um
mit dem harmonischen Ostzillator rechnen zu koénnen.

1.2.2 Ein angendherter harmonischer Oszillator

Als Beispiel dazu betrachten wir das in Abb. 1.4 gezeigte Potential. Es sei U(r) die
potentielle Energie eines Teilchens in einem Potential U(r) mit der Gleichgewichtslage bei
r = 1. Dort besitzt U(r) ein lokales Minimum und dementsprechend eine waagerechte
Tangente. Fiir kleine Auslenkungen ist es deshalb sinnvoll, U(r) in eine Taylorreihe um
den Punkt r = rg zu entwickeln:

Ulro + Ar) & U(rg) + ArU'(ro) + SAr2U" (ro) + . .. (1.2.27)
Wir definieren
Up:=U(rg), k:=U"(r¢g) und x:=Ar (1.2.28)
und beachten, dass
U'(rg) =0 (1.2.29)

gilt, da wir uns in einer Ruhelage befinden, also an einem lokalen Minimum. Die N&herung
fiir das Potential lautet dann

U(ro + ) = Uy + 3ka?. (1.2.30)

Die Kraft in der Ndhe von r¢ ist damit bei kleinen Auslenkungen x gegeben durch

F(z)=-U'(z) = —kx. (1.2.31)
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Abbildung 1.4: Das Potential in der Ndhe des Minimums wird quadratisch gendhert. Die
Kraft hingt dann linear vom Abstand (r — ry) vom Minimum des Potentials ry ab.

Dies ist das Hooke’sche Gesetz, das wir bereits beim System Feder-Massenpunkt kennen-
gelernt haben.

Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir das Teilchen der Masse m im Potential U:

mi = F(x) = —ka (1.2.32)

k
= i+—z=0 (1.2.33)
m

Die Kreisfrequenz ist hier erneut gegeben durch

k
— /= 1.2.34
o m ( )

und wir erhalten wieder die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators

i+wiz=0. (1.2.35)

Potentiale dhnlich zu dem in Abb. 1.4 gezeigten treten zum Beispiel zwischen zwei Atomen
auf, wenn sie ein Molekiil formen, welches um seine Ruhelage mit kleinen Amplituden wie
ein harmonischer Oszillator schwingt.
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1.2.3 Beispiel: Kreispendel

Demonstrationsexperiment: Pendel bewegt sich sinusformig.

Die Kreisbewegung einer Kugel in zwei Dimensionen wird auf eine Dimension (die Wand)
projiziert. Wir vergleichen die Bewegung der Projektion der Kugel auf die Wand mit der
des Pendels (siche Abb. 1.5).

Kreisbewegung

Abbildung 1.5: Das Pendel bewegt sich sinusférmig: Die Bewegung der aufgehéingten
Masse (Pendel) und die Projektion der Kugel auf die Wand werden verglichen (Ounline).

Experimentell beobachten wir:

Fiir kleine Auslenkungen ist die Pendelbewequng ununterscheidbar von der Projektion ei-
ner Kreisbewegqung.

Wir koénnen die Kreisbewegung als eine zweidimensionale Bewegung betrachten. Wir
wahlen dafiir ein Koordinatensystem, wie in Abb. 1.6 gezeigt. Die Kreisbewegung der
Kugel wird durch den Winkel ¢ parametrisiert, und die Koordinaten der Kugel sind

(o) = Gl ) = (st ) .


https://experimente.phys.ethz.ch/de/100/10005/20043/30446/
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y 4 Sin wt

Lichtquelle
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Abbildung 1.6: Die Pendelbewegung ist gleich der Projektion einer Kreisbewegung. Ein
Punkt bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit auf dem Kreis mit Radius 1.

wobei R der Radius der Kreisbahn ist. Weil die Kugel mit konstanter Geschwindigkeit
auf der Kreisbahn umléuft, ist die Winkelgeschwindigkeit konstant als Funktion der Zeit,
so dass der Winkel linear mit der Zeit zunimmt:

o(t) = wt. (1.2.37)

Um die Bewegung des Pendels zu beschreiben betrachten wir die Projektion der Kreisbe-
wegung der umlaufenden Kugel auf die y-Achse

y(t) = Rsin p(t) = Rsinwt. (1.2.38)

Wir schliessen aus der Beobachtung, dass sich die Masse des Pendels in der Projektion
auf eine Achse ebenfalls sinusféormig um ihre Gleichgewichtslage bewegt:

y(t) = Asin (wt + 0), (1.2.39)

wobei A die Amplitude, w die Kreisfrequenz und ¢ die Phase ist (sieche Abb. 1.7).

Offensichtlich ist das ebenfalls eine harmonische Schwingung. Zudem illustriert dieses
Experiment den Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und Winkelgeschwindigkeit.

Wir bemerken schliesslich, dass harmonische Bewegungen auch als Summe von Kosinus-
und Sinusfunktionen ausgedriickt werden kénnen. Aus der Gleichung

sin (o + 8) = sin acos 8 + cos asin 3 (1.2.40)
folgt
z(t) = Asin (wt + 0)
= Asinwt cosd + Acoswtsind

= (Acosd)sinwt + (Asind) cos wt
= Bsinwt + C coswt, (1.2.41)
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Abbildung 1.7: Die graphische Darstellung der urspriinglichen Phase.

wobei B = Acosd and C = Asind neue Konstanten (d.h. Amplituden) sind, die die
urspriingliche Phase enthalten.

1.2.4 Die Periode der Schwingung

Die Periode T der Schwingung ist definiert als die fiir eine vollstindige Schwingung
bendtigte Zeit.
Sowohl die Sinus- als auch die Kosiunusfunktion haben eine Periode von 2. D.h., bei

einem vollstandigen Zyklus erhoht sich die Phase® ¢ der Sinusfunktion um 27. Aquivalent
dazu muss sich die Phase zur Zeit ¢t + 7T um 27 von derjenigen bei ¢t unterscheiden:

ot+T)=p(t)+27 (1.2.42)
=w-t+T)+6=wt+0+27 (1.2.43)
= wt + wl = wt + 2, (1.2.44)

wobei wir p(t) = wt + § verwendet haben. Daraus folgt:

WT=2r = T=2 (1.2.45)
w

Die Frequenz v (hdufig auch alternativ mit f bezeichnet) ist die Anzahl der Schwin-
gungsperioden pro Zeitintervall:

- (1.2.46)

Die SI-Einheit der Frequenz ist das Hertz (1Hz = 1s7!).

3Mit Phase meinen wir hier das Argument des Sinus oder Kosinus und nicht die konstante Phase §,
welche von den Anfangsbedingungen abhingt.
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1.2.5 Auslenkung, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Weil die Sinusfunktion nur Werte zwischen —1 und 1 annehmen kann, ist die grosste
Auslenkung aus der Gleichgewichtslage gleich der Amplitude A, d.h. die Amplitude ist
der Betrag der maximalen Auslenkung:

z(t) = Asin(wt+0) = —-A<z(t) <A (1.2.47)

Die Amplitude entspricht der maximalen Entfernung vom Ursprung.

Die erste zeitliche Ableitung der Auslenkung z(t), die die Geschwindigkeit in Auslen-
kungsrichtung liefert, ist gleich

d
v(t) = d—f = Aw cos (wt + 0) (1.2.48)
und wir erhalten:
v(t) = Awcos (wt +60) = —Aw <u(t) < Aw. (1.2.49)

In dhnlicher Weise ist die Beschleunigung gleich

a(t) = % — % (Aw cos (wt + 0)) = —Aw? sin (wt + 6). (1.2.50)
Wir bemerken, dass
a(t) = —Aw?sin (wt +6) = —Aw® <a(t) < Aw? (1.2.51)

Zusammenfassend haben wir gefunden:

z(t) = Asin (wt + 0)
v(t) = Awcos(wt+9) (1.2.52)
a(t) = —Aw?sin (wt+94).

Die Beziehungen zwischen Sinus- und Kosinus-Funktionen sind in Abb. 1.8 gezeigt. Mit
diesen kann die Beziehung zwischen Auslenkung, Geschwindigkeit und Beschleunigung
graphisch dargestellt werden.

Um die Diskussion zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Anfangsbedingungen so sind,
dass die Phase § verschwindet.

1. Die Auslenkung verhélt sich sinusférmig. Zur Zeit ¢ = 0 ist die Auslenkung gleich
null und ihr Betrag ist maximal, wenn

T 3T
t=—, —. ... 1.2.53
wEE g g ( )

Das System bewegt sich periodisch zwischen den maximalen Auslenkungen —A und

+A.
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b f(t) = sinwt
I N
L 1 o X N 0T
14+
f(t) = sin(wt + 7/2) t f(t) = coswt
1+
wt
91 - L . T 2m
0=73
14+
w
f(t) = sin(wt + 7) b f(t) = —sinwt
1 4
wt
—2m T 5 —x T 2m
14+
f(t) = sin(wt + 37/2) + f(t) = — coswt
1 4
0 = %W wt
—r —T \ s o2
-1
w
f(t) = sin(wt + 27) b f(t) = sinwt
1 4
/ \ 0 =27
wt
—2m — (s 2m
14+

Abbildung 1.8: Beziehung zwischen Sinus- und Kosinus-Funktionen. Die angegebene Phase
d entspricht der Phasenkonstante, die eine Sinusfunktion sin(wt 4 ¢) haben muss, um die
entsprechende Funktion zu liefern.
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2. Die Geschwindigkeit verhélt sich kosinusférmig, d.h. sie kann als sinusférmig mit
einer urspriinglichen Phase gleich 7/2 dargestellt werden (siche Abb. 1.8). Die Ge-
schwindigkeit verhalt sich periodisch zwischen den maximalen Geschwindigkeiten
—Aw und +Aw. Wegen des Phasenunterschieds ist die Geschwindigkeit maximal,
wenn die Auslenkung verschwindet, und umgekehrt ist die Geschwindigkeit mini-
mal, wenn die Auslenkung maximal ist, also bei

wt =0, 27, ... (1.2.54)

Man kann das so verstehen: Beim Nulldurchgang ist die Geschwindigkeit maximal.
Die Auslenkung nimmt zu und die Bewegung wird gebremst bis die Geschwindigkeit
verschwindet. Dieser Punkt entspricht der maximalen Auslenkung. Die Richtung der
Bewegung andert sich und die Bewegung lduft zuriick: Die Auslenkung nimmt ab
und die Geschwindigkeit nimmt zu, bis der Nulldurchgangspunkt wieder erreicht ist.
In diesem Punkt ist die Geschwindigkeit maximal, und die Bewegung wiederholt sich
periodisch.

3. Die Beschleunigung verhélt sich sinusférmig, wie die Auslenkung, aber mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen, d.h. sie kann als sinusférmig mit einer urspriinglichen Phase
gleich 7 dargestellt werden (siche Abb. 1.8). Die Beschleunigung variiert periodisch
zwischen den maximalen Beschleunigungen —Aw? und +Aw?. Sie ist maximal bei
maximaler Auslenkung und verschwindet beim Nulldurchgang. Sie ist aber der Aus-
lenkung immer entgegengesetzt. Die Beschleunigung wirkt der Bewegung entgegen.
Wenn die Auslenkung positiv ist, ist die Beschleunigung negativ, und umgekehrt,
wenn die Auslenkung negativ ist, ist die Beschleunigung positiv.

In mathematischer Form konnen wir die zweil Grenzfille so zusammenfassen:

1. Bei maximaler Auslenkung (sin(wt + §) = £1):

r =LA
v =0 (1.2.55)
a = FAW?.

Die Geschwindigkeit verschwindet und die Beschleunigung wird maximal.

2. Beim Nulldurchgang (sin(wt + d) = 0):
T
v = +Aw (1.2.56)
a

Die Geschwindigkeit wird maximal und die Beschleunigung verschwindet.
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1.2.6 Komplexe Darstellung der Schwingung

Beim Kreispendel haben wir gesehen, dass eine Kreisbewegung eines Massenpunktes in
der Projektion auf eine Achse eine harmonische Schwingung ergibt. Dieses Ergebnis legt
es nahe, die Schwingung in der komplexen Ebene darzustellen:

2(t) = Ae™' = Ae'?. (1.2.57)

Wir wollen an dieser Stelle daran erinnern, dass die komplexe Exponentialfunktion e
einer Drehung in der komplexen Ebene um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn ent-
spricht. Siehe dazu auch die Eulersche Formel (1.2.16). Der Realteil von €'# ist gerade
cos(p), der Imaginérteil ist sin(p).

Um diese Rechnungen und vor allem die graphische Darstellung zu vereinfachen, leiten
wir diese Funktion ausnahmsweise nicht direkt nach der Zeit ¢ ab, sondern nach dem
Winkel ¢ = wt, so dass sich die Ableitung nur um eine multiplikative Konstante von der
Zeitableitung unterscheidet:

d )

é =i A =iz (1.2.58)

d?z  dz

= 1.2.59
= T ngO z ( )

d3z dz

— = T — iz 1.2.

13 e iz (1.2.60)

Jede Ableitung entspricht demnach einer Multiplikation des Phasenfaktors mit der Zahl
1, die hier als Operator, und zwar als ein sogenannter Rotator wirkt, und damit eine
Rotation um den Winkel 7/2 verursacht (siehe Abb. 1.9). Man kann also offensichtlich
mit komplexen Zahlen rechnen, was wegen der Eigenschaften der Exponentialfunktion im
Allgemeinen einfacher ist, und dann entweder den Real- oder den Imaginérteil der Losung
als Resultat verwenden.

Obige komplexe Darstellung der Schwingung z(t) 14sst sich noch um die im Reellen bereits
eingefithrte Phase § erweitern. Diese entspricht im Komplexen gerade einer Rotation um
den konstanten Winkel ¢ und lisst sich daher als Multiplikation von z(¢) mit €% schreiben.
Wir erhalten die allgemeine komplexe Darstellung einer Schwingung

5(t) = AePe™t = Ae'@0) mit A5, w € R. (1.2.61)

Alternativ lasst sich der Freiheitsgrad der Phase auch als Teil einer komplexen Amplitude
Zy = Ae™ = Acos(0) + iAsin(0) (1.2.62)

schreiben. Dann ist Z(t) = Zye™".
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Abbildung 1.9: Komplexe Darstellung der Schwingung. Eine einmalige Ableitung des Pha-
senfaktors z = €¥ nach dem Winkel ¢ dreht den Phasenfaktor um den Winkel 7 /2.

1.2.7 Anfangsbedingungen

Die Kreisfrequenz w wird durch die Losung der Bewegungsgleichung bestimmt (siehe
Abschnitt 1.2.2). Ist diese aufgestellt, so kann w mittels Koeffizientenvergleich mit der
allgemeinen Bewegungsgleichung (1.2.6) bestimmt werden.

Die Amplitude A und die Phasenkonstante ¢ sind durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt. Um diese beiden Grossen zu bestimmen wollen wir die im letzten Abschnitt ein-
gefiihrte komplexe Darstellung der Schwingung (1.2.61) verwenden.

Zur Zeit t = 0 ist z.B. die Auslenkung x(t = 0) gleich
z(0) = Asind = x9, (1.2.63)

wobei xg der Anfangswert der Auslenkung ist.

Zur Zeit t = 0 ist die Geschwindigkeit
v(0) = Awcosd = vy, (1.2.64)

wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit ist.

Die komplexe Amplitude (1.2.62) ldsst sich nun schreiben als

Zo = Ae® = 20 4 ia,. (1.2.65)
w
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Um ¢ zu bestimmen verwenden wir die Argumentfunktion

§ = arg {7y} = arg {% n z’xo} (1.2.66)

,
Tow

Vo

arctan wenn vy > 0,

arctan ?—Ow 4+ 7 wenn vy < 0 und x¢ > 0,

— \ arctan % — 7  wenn vg < 0 und zg < 0, (1.2.67)
+7/2 wenn vg = 0 und zg > 0,
\—7r/2 wenn vg = 0 und zo < 0.
Die Amplitude entspricht gerade dem Betrag von Zj,
A= |Zy| (1.2.68)
S L (1.2.69)
w

vo
=78+ 5 (1.2.70)

1.2.8 Energiebilanz des harmonischen Oszillators

Fiir einen idealen reibungsfreien harmonischen Oszillator ist die Gesamtenergie erhalten.
Um dies zu zeigen, betrachten wir die Bewegung eines harmonisch schwingenden Korpers.

Die potentielle Energie des harmonischen Oszillators bei der Auslenkung x ist

x T

Epor = —/FR(:I:) di = +/k:z di = Lka?, (1.2.71)
0 0

wobei IR die riicktreibende Kraft bezeichnet.

Die kinetische Energie des harmonischen Oszillators bei der Auslenkung x zur Zeit
t mit zugehoriger Geschwindigkeit 1 ist

Eyin = mv* = Imi? (1.2.72)

Mit den Losungen fiir die harmonische Schwingung

x(t) = Asin (wt + 0) (1.2.73)
&(t) = Aw cos (wt + 0) (1.2.74)
erhalten wir schliesslich die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators
Eior = Epot + Ekin (1275)
= imw’ A® cos® (wt + 8) + 2w’ A% sin® (wi + §) (1.2.76)
= imw’A® (cos® (wt + &) + sin® (wt + 9)) (1.2.77)
= imw® 4%, (1.2.78)
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A

Eiot () Eoot = %ka

L A?

Abbildung 1.10: Energiebilanz des harmonischen Oszillators. Eine vorgegebene Energie
E = %kAQ legt die Amplitude A fest (horizontaler Schnitt). Ein vertikaler Schnitt
—A <z < A legt die relativen Anteile der Potentiellen Energie E,,, und der kinetischen
Energie F;, fest.

wobei der Subskript von FEi fiir total energy steht.

Die Gesamtenergie héngt also nicht von der Zeit ab und ist damit zeitlich konstant, die
Energie ist also erhalten. An den Umkehrpunkten verschwindet die kinetische Energie,
beim Durchgang durch die Ruhelage dagegen die potentielle Energie (siehe Abb. 1.10).

Der zeitliche Mittelwert (Fy,) der kinetischen Energie ist gleich dem {iber eine Periode
T gemittelten Wert:

fOT Ban(t)dt | 2 42 fOT cos® (wt + ) dt

Bn) = 20— = I (1.2.79)
< k > foT dt 2 T
= Iymuw?A? % = 1F. (1.2.80)

Auf Grund der Energieerhaltung konnen wir folgern, dass sich die Gesamtenergie dem-
nach im zeitlichen Mittel zu gleichen Teilen auf die potentielle und die kinetische Energie
verteilt:

(Exin) = (Epot) = 5 Etot- (1.2.81)
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1.3 Gedampfte Schwingungen

1.3.1 Der geddampfte harmonische Oszillator

Wir betrachten einen Wagen, der horizontal auf einer Schiene steht und seitlich durch eine
Feder der Federkonstante £ > 0 mit einer Wand verbunden ist. Wenn man den Wagen um
eine Strecke x aus seiner Ruhelage bei s = 0 auslenkt, wird die Feder die Riickstellkraft

Fr = —kx auf den Wagen ausiiben. Mit dem zweiten Satz von Newton erhalten wir
mi=—-kr = I+ —x=0. (1.3.1)
m

Wenn wir jetzt jedoch noch eine zusétzliche, der Geschwindigkeit proportionale und ihr
entgegengesetzt wirkende Dampfungskraft (Reibungskraft) F, = —d 4 einfiithren, er-
halten wir:

d k
mi=—kr—dr = I+—1+—x=0. (1.3.2)
mom

Den Koeffizienten d der Dampfungskraft nennen wir Ddmpfungskonstante.

Eine solche Dampfungskraft, welche linear in der Geschwindigkeit & ist, stellt einen Spe-
zialfall dar. Wir werden uns in dieser Vorlesung ausschliesslich mit Dampfungskriften
dieser Form auseinandersetzen, da diese Félle mathematisch gut 16sbar sind. Im mecha-
nischen Kontext tritt eine solche Art der Dampfung im Fall von viskoser Reibung auf,
also zum Beispiel wenn sich ein viskoses Schmiermittel an der Kontaktfliche von zwei sich
gegeneinander bewegenden Korpern oder in einem Lager befindet, sowie als Strémungs-
widerstand im Falle einer laminaren Stromung (Stokes-Reibung). Beim Vorliegen anders
gearteter Reibungskréifte kann die Formulierung der Bewegungsgleichung mit geschwin-
digkeitsproportionalem Dampfungsterm teils zumindest als Naherung verwendet werden.
Beispiele fiir anders geartete Reibungskrifte sind die Gleitreibung (Coulomb-Reibung),
die lediglich von der Richtung der Geschwindigkeit abhéngt, sowie der Luftwiderstand,
der in vielen Anwendungsfillen iiber eine turbulente Stromung zu modellieren ist und sich
dann nadherungsweise proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit verhélt.

Wir fiihren die Dampfungsrate

v = 4 (1.3.3)

m

ein und verwenden die bereits bekannte Gleichung der Kreisfrequenz

k
=14/— 1.34
Wo m7 ( )
um schliesslich die Gleichung des geddmpften harmonischen Oszillators zu erhal-

ten:

i+ % +wiz = 0. (1.3.5)
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Es handelt sich wieder um eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Wir bestimmen die allgemeine Losung mit Hilfe des Euler-
Ansatzes z(t) = M. Die charakteristische Gleichung lautet

M+ +wi =0. (1.3.6)

Losen wir diese Gleichung nach A auf, erhalten wir
1
Mg = —=y £ 1] - — w2 (1.3.7)
Wir unterscheiden die folgenden drei Félle.

1. Fall: Starke (iiberkritische) Dampfung (v > 2wy)

Im ersten Fall ist der Radikand positiv und wir erhalten die rein reellen Losungen

Ma=—Lyt4/L —wi <. (1.3.8)

Wir finden als allgemeine Losung

z(t) = CreMt + Coer?t (1.3.9)

mit den beiden reellen Koeffizienten C; und Cs. Fiir grosse Zeiten findet man, dass

tlggo z(t) =0, (1.3.10)
das heisst, der Wagen néhert sich aufgrund der Reibung exponentiell an einen Still-
stand in der Ruhelage an (siehe Abb. 1.11). Betrachten wir die Geschwindigkeit des
Wagens,

x(t) = Cl/\le)\lt + 02>\2€)\2t (1311)

und suchen nach ihren Nullstellen, das heisst den Stellen, wo der Wagen seine Lauf-
richtung dndert, dann sehen wir, dass das nur moglich ist, falls

pM1=A2)t _ _iigj , (1.3.12)

Diese Gleichung hat maximal eine Losung. In diesem Fall wird der Wagen genau ein-
mal seine Richtung dndern und anschliessend auf den Nullpunkt zukriechen. Daher
bezeichnet man die starke Dampfung haufig auch als Kriechfall.

2. Fall: Kritische Dampfung (v = 2wy)

Hier ist der Radikand gerade Null und wir erhalten eine reelle Doppelwurzel
A2 = —7/2. Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1.3.5) ergibt, dass sowohl e~*7/2
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b (t)

Abbildung 1.11: Gedampfte Schwingung, iiberkritische Dampfung (Kriechfall). Griine
Kurve: v = 2s7!, w=0.3s71. Rote Kurve: v =157}, w=0.3s71.

als auch te™*7/2 diese 16sen. Die allgemeine Losung ist gegeben durch die Kombina-
tion dieser beiden speziellen Lésungen:

z(t) = (Cy + Cot) e~ 2, (1.3.13)

Dieser Bewegungstyp wird auch asymptotischer Grenzfall genannt, da hier
w— 0 und T"— oo gilt (siehe Abb. 1.12).

Auch hier gilt wieder, dass lim;_,,, () = 0. Ferner kann #(¢) héchstens einmal null
werden (siehe dazu auch Fall 1).
3. Fall: Schwache Dampfung (v < 2w)

Hier ist der Radikand negativ und wir erhalten

1 .
)\1,2 = —57 +

2
7T 9

] . (1.3.14)

Durch den Imaginérteil in A\; und Ay erhalten wir aus den Exponentialfunktionen
die trigonometrischen Funktionen. Einsetzen von A; in den Euler-Ansatz ergibt
mit den beiden komplexen Koeffizienten C 5 und der Kreisfrequenz

w=jwi 2L (1.3.15)
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z(t) = (1403s71t) ¢ 0371

Abbildung 1.12: Gedampfte Schwingung, kritische Dédmpfung.

nun die allgemeine Losung als Linearkombination

z(t) = CreMt + Che™t (1.3.16)
= Cre Mt 4 Chem 27t (1.3.17)
= (Cre™t 4 Che™ ™) e 27, (1.3.18)

Hierbei muss Cy = C} gelten, d.h. die Koeflizienten miissen konjugiert komplex
zueinander sein, um eine reelle Losung zu erhalten.

Unter Verwendung der Eulerschen Formel (1.2.16) sowie trigonometrischer Iden-
titdten, konnen wir die Gleichung (1.3.18) umformen zu

z(t) = Ae 2" sin (wt + 6) . (1.3.19)

Es gilt w < wpy, d.h. die Kreisfrequenz der gedampften (freien, harmonischen)
Schwingung ist kleiner als jene der ungedampften (freien, harmonischen) Schwin-
gung. Die Frequenzverschiebung ist um so grosser, je stirker die Dampfung ist.

Es gilt lim;_,o, z(t) = 0, aber der Sinusterm bewirkt, dass der Wagen unaufhorlich
hin und her schwingt (sieche Abb. 1.13). Man kann diese Schwingung auch interpre-
tieren als eine Schwingung mit zeitlich variabler, exponentiell abfallender Amplitude
A = Ae /2 und Kreisfrequenz w.
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Abbildung 1.13: Schwach geddmpfte Schwingung z(¢) und ihre Einhiillende f(¢).

1.3.2 Beispiele zum geddmpften harmonischen Oszillator.

Aus den vielen méglichen Beispielen greifen wir drei typische heraus: Eine lineare gedampf-
te Schwingung einer Masse an einer Feder (Abb. 1.14), eine geddmpfte Drehschwingung
einer Masse an einem diinnen Draht (Abb. 1.15) und schliesslich die Schwingung einer
Spannung bzw. eines Stroms in einem geddmpften elektrischen Schwingkreis (Abb. 1.16).
Tabelle 1.1 vergleicht die wichtigsten Bestimmungsgleichungen und Messgrossen dieser
drei Beispiele miteinander. Man beachte, dass alle Beispiele auf denselben Typ von Dif-
ferentialgleichung fithren und damit die selben Klassen von Lésungen haben wie oben
diskutiert.

1.3.3 Enmergiebilanz der geddmpften Schwingung

Zur Berechnung der zeitlichen Anderung der Energie berechnen wir

d d
EEtot = & (Ekin + Epot) (1320)
d
= =7 (3md® + gmuwge’) (1.3.21)
= mid + mwiiz (1.3.22)
=mi (i + wjz) = mi - (—yi) = —ymi” (1.3.23)
—Fp-i=Pp (1.3.24)
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Lineare Schwingung Drehschwingung Elektrischer Schwingkreis
mi =F4+Fp+ Fet | Jo =M+ Mp + Mexs Uxt = UL +Ur+ Uc
F = —kx M = —5p Uy =LI
Fp=—-mvyzx Mp = =2Jpp Ur=RI

Uc=Q/C

k = Federkonstante

m = Masse
~v = Dampfungsrate

» = Richtmoment

J = Tragheitsmoment

@ = Ladung, I = ) = Strom
R = Ohmscher Widerstand
C = Kapazitét

ext

I+ i+ wiz =

. : U,
Q+FQ+wjQ=—"

k
Wy = —
m

. . My
P+ 200 + wip = Jt
4
Wy = 7

I
I
Y=\ Te

Tabelle 1.1: Vergleich von drei verschiedenen geddmpften Schwingungen.

lFext

Abbildung 1.14: Gedampfte lineare Schwingung.

SCHWINGUNGEN
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Abbildung 1.15: Geddampfte Drehschwingung.

Abbildung 1.16: Gedampfter elektrischer Schwingkreis.

23
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mit der Dampfungskraft Fp = —ymz und der entsprechenden Verlustleistung Pp. In
(1.3.23) haben wir zur Umformung die Bewegungsgleichung (1.3.5) verwendet.

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie ist also gleich der Verlustleistung durch die
Déampfung.

Als Spezialfall untersuchen wir die schwache Dampfung, bei der die Dampfungsrate ~
klein ist gegeniiber dem Kehrwert der Schwingungsperiode T

1
7 < (1.3.25)

Wiéhrend einer Periode nimmt damit die Amplitude nur wenig ab.

Dann gilt fiir die iiber eine Periode gemittelte kinetische Energie
(Buin)r = 3 Evor = $m(i®) 7 (1.3.26)

Die mittlere Verlustleistung wahrend einer Periode 7' ist gleich

Pp = —ym/(i?)r (1.3.27)
=  Pp=—7E (1.3.28)

d
= &E‘cot = _ﬂyEtOt (1329)
= Eyr = Eiot(0) e (1.3.30)

——
:=Fp
Die Energie nimmt also exponentiell ab mit der Zerfallskonstante 7 = 1/~:

Eioi(t) = Ege /. (1.3.31)

Man beachte, dass die Zerfallskonstante 7 sich in diesem Skript auf die exponentielle
Abnahme der Energie bezieht. Alternativ kann man auch die Zerfallskonstante der Am-
plitude A betrachten, was zum Beispiel bei der Analyse elektrischer Schaltungen iiblich
ist. Durch den Zusammenhang Eiyo(t) o< A(t)? muss Tamplitude = 2 TEnergie = 27 gelten.

Die relative Abnahme der Energie wihrend einer Periode wird oft durch den Giitefaktor,
auch Q-Faktor genannt, beschrieben:

Etot(t)

=27 1.3.32

© Eiot(t) — Eror(t +T') ( )
E —t/T

=2 o (1.3.33)

ﬂ-E()e_t/T (]_ _ e—T/T)'

Da 7 > T ist, konnen wir den Term (1 —e 1/ T) in eine Reihe bis zu einem Term 1.
Ordung entwickeln:
T T
(1—e™)~1- (1 — —) =—. (1.3.34)

T T
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Damit erhalten wir fiir den Giitefaktor in der Naherung v < 1/7"

T W
Q=2mr > (1.3.35)

1.4 Erzwungene Schwingungen, Resonanz

1.4.1 Gleichgewichtslosung

Bisher haben wir nur frei schwingende Systeme behandelt, die also einmal angeregt und
anschliessend sich selbst iiberlassen wurden. Wir weiten nun die Diskussion aus, indem
wir eine periodisch von aussen einwirkende Kraft betrachten.

Diese antreibende Kraft sei
F,(t) = FycosQt, [y, Q2 eR, (1.4.1)

mit der Kreisfrequenz 2. Die Untersuchung einer einzelnen Kosinusschwingung ist eine
geeignete Vereinfachung, da die Zeitabhangigkeit beliebiger Funktionen durch die Uberla-
gerung von harmonischen Funktionen dargestellt werden kann. Das mathematische Instru-
ment dazu ist die Fouriertransformation. Der Anhang B.1 enthilt eine erste Einfithrung
zu diesem Thema, mit welchem wir uns in dieser Vorlesung jedoch nicht ndher auseinan-
dersetzen werden.

Die Differentialgleichung fiir die erzwungene Schwingung lautet damit

E
I+t 4 wit = Eocosﬂt. (1.4.2)

Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung ist die Summe aus der
allgemeinen Losung xp(t) der homogenen Gleichung und einer beliebigen partikuldren
Losung x,(t) der inhomogenen Gleichung:

x(t) = an(t) + zp(t). (1.4.3)
Wir nehmen als Losung der homogenen Gleichung eine geddmpfte Schwingung
xh(t) = Ao e 27 cos(wt + 0) (1.4.4)
an. Fiir grosse Zeiten t > 1/ geht die Amplitude gegen Null, d.h.
tlirgo xp(t) = 0. (1.4.5)

Die homogene Losung mit der Kreisfrequenz w verschwindet also nach dem sogenann-
ten Einschwingvorgang, der durch das Einsetzen der dusseren Kraft ausgelost wird.
Demnach gilt

1
fir £ = alt) =) (1.4.6)
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Fiir die partikuldre Losung verwenden wir den Ansatz
o gy eC, (1.4.7)

welcher ein System beschreibt, das mit der Kreisfrequenz {2 der antreibenden Kraft
schwingt. Wie zuvor bereits erwahnt, verlauft die Rechnung mit dem Ansatz einer kom-
plexen e-Funktion einfacher als mit den trigonometrischen Funktionen. Nach erfolgter
Rechnung ergibt dann der Realteil, Re(z,), die gesuchte Losung.

z,(t) = zpe’

Wir halten fest, dass der Oszillator nach einer gewissen Einschwingzeit der partikuldren
Losung (1.4.7) folgt und somit mit der Erregerfrequenz schwingt.

1.4.2 Resonanz

Indem wir die komplexe Darstellung Fye™* der antreibenden Kraft einfithren, so dass
F.(t) = Re {Foemt} = Fycos Qt, (1.4.8)

konnen wir den komplexen Ansatz fiir z,(f) in die Bewegungsgleichung einsetzen und
erhalten

) Fy .
zo [~ + iy + wi | e = “Dpi0t (1.4.9)
m
Damit ergibt sich die komplexe Amplitude der Schwingung zu
F
o = o/m (1.4.10)

(w2 — Q%) +ivQ
_ By (wg = 9%) =i

, , (1.4.11)
(W — Q2 1 2
wobei wir die Umformung
1 1 k * *
R (1.4.12)
z zz* 2z* ] z]
verwendet haben, die fiir eine beliebige komplexe Zahl z € C gilt. Es sei ferner
, F
To = |zol € und ag = -0 (1.4.13)
m

Der Betrag der komplexen Amplitude |zg|, welcher der physikalisch beobachtbaren Am-
plitude entspricht, und die Phase dy der erzwungenen Schwingung sind damit

T 1
2ol _ ____—v(r,0),
O )+
arctan (%) wenn {2 < wy, (1.4.14)
0
dp = arg {(wg — QZ) — iﬁyQ} =q —7/2 wenn ) = wy,
arctan <w%82> — 7  wenn ) > wy,
0

wobei arg das Argument einer komplexen Zahl bezeichnet.
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Man beachte:

1. Das Verhiltnis V (v, Q) = |zo| /ap wird auch Vergrosserungsfunktion genannt.

2. Die Phase oder auch Phasenverschiebung d, beschreibt, um welche Phase die
Oszillation relativ zur einwirkenden Kraft schwingt.

Sowohl V' als auch dp hédngen von der Dampfungsrate v und der Frequenz €) der
einwirkenden Kraft ab.

3. Durch Einfithrung der Variablen

Q v
= — d = — 1.4.15
= 3 2or ( )

welche die auf die Eigenfrequenz des Oszillators normierte Anregungsfrequenz und
die ebenfalls auf die Eigenfrequenz normierte Démpfung angeben, kénnen die obigen
Beziehungen dimensionslos dargestellt werden:

1 1
V(€)= — - (1.4.16)
0 \/(1 —1?)" 4 4%
arctan (fi’;) wenn 7 < 1,
dp = arg {(1 — 7]2) — i2§7]} = —7/2 wennn =1, (1.4.17)
arctan <;3§Z) —m  wenn 7 > 1.

Abb. 1.17 zeigt die Vergrosserungsfunktion und die Phasenverschiebung als Funktion
von 7).

Das Maximum der Resonanzkurve liegt bei der sogenannten Resonanzfrequenz §2,.,
welche sich wie folgt bestimmen l&sst:

v _o (1.4.18)
87] N="res

= Thes = V/ 1—- 252 (1419)
= Qs = woy/1 - 262, (1.4.20)

Am Maximum tritt Amplitudenresonanz ein. Die Resonanzfrequenz (), ist dabei
stets kleiner als die Eigenfrequenz des Oszillators.

Die Dampfung fiihrt dazu, dass die Amplitude nicht beliebig gross wird. In techni-
schen Systemen kann eine zu niedrige Ddmpfung bei anhaltend einwirkender Kraft
mitunter dazu fithren, dass die Oszillationsamplitude auf Werte anwéchst, die das
Objekt zerstéren kénnen. Siehe Tacoma Bridge.


https://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs&feature=youtu.be
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Abbildung 1.17: Resonanzkurven fiir Amplitude und Phase mit V und dy aus (1.4.16) und

(1.4.17).
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Eine Grésse, die hdufig verwendet wird um ein erzwungen schwingendes System zu
charakterisieren, ist die Resonanzbreite Aw. Sie ist definiert als die Halbwerts-
breite* des Amplitudenquadrats, also die Differenz der beiden Kreisfrequenzen, an
welchen das Quadrat der Amplitute gerade der Hélfte des Quadrats der Resonanz-
amplitude entspricht. Aquivalent kénnen wir die Resonanzbreite auch iiber die Halb-
wertsbreite des Quadrats der Vergrosserungsfunktion definieren, d.h.

1

Aw = ‘Ql — QQ| mit V(’)/, Ql) = \/5

V(y, Qes) fiir i=1,2.  (1.4.21)

Fiir den Fall einer schwachen Dampfung lisst sich die Resonanzbreite in Niherung®
durch

Wo
Aw~r — = 1.4.22
0~ ( )

ausdriicken. Somit besteht ein direkter Zusammenhang zwischen der Breite der Re-
sonanzkurve und dem Q-Faktor sowie der Démpfungsrate .

1.4.3 Bemerkungen zu Amplitude und Phase der Resonanz

Die Resonanzamplitude |z|

e ist proportional zur dusseren Kraft,

e ist um so grosser, je kleiner die Differenz |wy — Q| zwischen antreibender Frequenz
und Eigenfrequenz des Oszillators ist und je kleiner die Dampfungsrate ~ ist.

Wir untersuchen das Resonanzverhalten in den folgenden drei charakteristischen
Grenzféllen:

1. Resonanzferner Fall mit antreibender Frequenz () viel niedriger als die
Resonanzfrequenz: ) < wy, d.h. n — 0:

)
6o =0 (1.4.24)

e Die Dampfung spielt in diesem Fall keine Rolle. Die (kleine) Amplitude wird
nur durch die Amplitude der riicktreibenden Beschleunigung im Verhéltnis zum
Quadrat der Eigenfrequenz des Oszillators bestimmt. Bei zeitlich konstanter
Kraft (2 = 0) ergibt sich eine konstante Auslenkung.

e Der Oszillator schwingt in Phase mit der antreibenden Kraft.

4Im Englischen wird der Begriff Full Width Half Maximum (FWHM) verwendet.
5Bei Interesse findet man Informationen hierzu in der Literatur unter dem Stichwort Lorentzkurve.
Man beachte die Schreibweise, da es auch eine Lorenzkurve gibt, die hiermit jedoch nichts zu tun hat.
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2. Resonanznaher Fall: Q) ~ wy, d.h. n — 1:

o

= |zg| = — (1.4.25)
YWo

5o = —g (1.4.26)

= Re(x) = |zo|sin Q2 (1.4.27)

Auf Grund der Phasenverschiebung dy wird dem Oszillator in jeder Lage Energie
zugefiihrt. Der Betrag der maximalen Amplitude ergibt sich aus dem Verhéltnis der
antreibenden Beschleunigung und dem Produkt aus Dampfungsrate und Resonanz-
frequenz.

3. Resonanzferner Fall mit antreibender Frequenz () viel grosser als die Re-
sonanzfrequenz: ) > wy, d.h. n > 1:

a
= |zo| = Q—g (1.4.28)
o= —m (1.4.29)

e Die (kleine) Amplitude wird nur durch die Trégheit der Masse m bestimmt und
ergibt sich aus dem Verhiltnis der durch die antreibende Kraft verursachten
Beschleunigung und dem Quadrat der antreibenden Frequenz 2. Die Amplitude
geht asymptotisch gegen null fiir 2 — oo.

e Der Oszillator schwingt mit einer Phase, die der antreibenden Kraft genau um
180 Grad entgegengesetzt ist.

1.4.4 Energiebilanz der erzwungenen Schwingung

Wir verwenden wieder das bereits bei der freien Schwingung angewandte Verfahren zur
Berechnung der an der Schwingung beteiligten Energien:

mi + myd + mwir = Fa’ - @ (1.4.30)
d
= T {%mﬁcz + Imwga?} = —myi® + F, i (1.4.31)
:Ez)sz

Im Gleichgewichtszustand (stationdrer Fall) dndert sich die Gesamtenergie des Oszillators
Eog, nicht, d.h.

d
LBy, = 1.4.32
Lo 0 (1.4.32)

=  F,i=myi’. (1.4.33)

In diesem Grenzfall wird die durch die dussere Kraft zugefiihrte Leistung vollstdndig in
Reibungsleistung umgewandelt.



1.5. UBERLAGERUNG VON SCHWINGUNGEN 31

Die wiahrend einer Periode Ty, zugefiihrte mittlere Leistung ergibt sich zu

Tq
1
(Phr, = — / Fidt (1.4.34)
To
0
x(t) = |zo| cos (Qt + o) (1.4.35)
&(t) = — |zo| Q2sin (Qt + dp) (1.4.36)
= <P>TQ == —%F[)Q |x0’ Sinéo. (1437)
Nach GI. (1.4.13) ist aber
|zo| sin g = Im {z}, (1.4.38)

und somit folgt aus Gl. (1.4.10) die mittlere Leistung

Py, — —LE0 L E0 it . (1.4.39)
B m (W — Q2)° + 7202

Nach einigen algebraischen Umformungen erhalten wir schliesslich das wichtige Ergebnis

ma? 1
(P)g, = 0, 5
Py - <w3 - Q2> (1.4.40)

Aus diesem Ausdruck sehen wir, dass im Gegensatz zur Amplitudenresonanz bei der
Leistungsresonanz die maximale Leistung bei s p = wy iibertragen wird.

Die Leistungsresonanz findet statt, wenn die Erregerfrequenz €2 gleich der
Eigenfrequenz wy ist.

Siehe dazu Abb. 1.18.

In den dimensionslosen Gréssen 1 und & lautet diese Gleichung

ma3 1 1

LI ) 1.4.41
A

1.5 Uberlagerung von Schwingungen

(P)ro(n,€) =

1.5.1 Einleitung

In der Natur treten reine Schwingungen bei einer einzigen Frequenz selten auf. Das folgt
schon alleine aus der Tatsache, dass jede physikalisch realisierte Schwingung einen Anfang
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Abbildung 1.18: Leistungsresonanz.

nimmt und irgendwann zu Ende ist, widhrend eine Schwingung bei einer einzigen Frequenz
aus mathematischer Sicht stets von ¢t = —oo bis t = 400 verlauft.

Wir werden uns zunéchst auf die Uberlagerung von zwei Schwingungen beschrinken. Die
daraus gewonnenen Erkenntnisse lassen sich durch iteratives Vorgehen jedoch ohne Wei-
teres auf die Uberlagerung von n Schwingungen iibertragen. Der Ubergang zu unenedlich
vielen Schwingungen fithrt schliefilich zur Fourierreihe in Abschnitt B.1.

Zunichst wollen wir das Problem der Uberlagerung mathematisch in einer zu lsenden
Differentialgleichung festhalten. Bisher haben wir uns auf eine periodisch antreibende
Kraft F, konzentriert. Nun stellt sich die Frage, wie sich der Oszillator verhélt, wenn
er von mehr als einer dusseren periodischen Kraft getrieben wird. Fiir zwei antreibende
Krifte erginzt sich die Differentialgleichung nun zu®

F F
i+ i+ wir = El coswit + EQ coswat . (1.5.1)

Diese Differentialgleichung ist linear in der Funktion x und wir kénnen uns das Superpo-
sitionsprinzip zu Nutze machen. Fiir den stationédren Fall nach dem Einschwingvorgang
ist die Losung demnach die Summe der stationdren Losungen von zwei Differentialglei-

6Um die Notation bereits jetzt kompatibel zur Fourier-Reihe in Abschnitt B.1 zu halten, kennzeichnen
wir antreibende Krifte hier nicht mehr durch Grossschreibung €2, sondern durch Indizierung w; mit
1 =1,2,... (nicht zu verwechseln mit der Eigenfrequenz wy).
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chungen
F
i+ wir = — coswit (1.5.2)
m
.. . 2 F2
I+ i+ wijr = — coswat (1.5.3)
m

die jeweils nur eine der antreibenden Kréfte enthalten. Wir erhalten die Losung

x(t) = Aj cos (w1t + 1) + Az cos (wat + d2). (1.5.4)

1.5.2 Zwei Schwingungen gleicher Frequenz

Der cinfachste Fall einer Uberlagerung liegt vor, wenn die Frequenzen der zu iiberlagern-
den Schwingungen gleich sind.

1.5.2.1 Allgemeine Losung
Die Summe

x(t) = x1(t) + z2(t) (1.5.5)
der beiden Schwingungen

x1(t) = Ay cos (wt + 07) (1.5.6)
xo(t) = Ay cos (wt + d2)

lasst sich auf folgende zwei Arten ermitteln: Man verwendet die Additionstheoreme der
Winkelfunktionen, oder man fithrt komplexe Exponentialfunktionen wie folgt ein:

21(t) = Aee™ | A €R (1.5.8)
Zg(t) = A26162€th s A2 eR (159)
mit  z;(t) = Re{z(t)}. (1.5.10)

Damit ergibt sich die Summe

2(t) = 2(t) + 2(t)
= (A" + Ape™?) e (1.5.11)
—=: AePet, (1.5.12)
Das Ausklammern des zeitabhingigen Terms in Gleichung (1.5.11) ist moglich, weil beide
Schwingungen die gleiche Kreisfrequenz w haben. Wir erkennen, dass es sich bei der Sum-

me wieder um eine Schwingung mit Kreisfrequenz w handeln muss. Noch zu bestimmen
sind die neue Amplitude A und die neue Phase 9.
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2 =21+ 2

Z9 52 1

&V

Abbildung 1.19: Addition zweier komplexer Zahlen: z = z; + 2s.

Die Addition zweier komplexer Zahlen entspricht vollstindig der Addition zweier 2-
dimensionaler Ortsvektoren (siehe auch Abb. 1.19). Mit kartesischen Komponenten

2z = Re{zx} +iIm {2z} (1.5.13)
= Ay cos (wt + 0y) + 1A sin (wt + 0y,) (1.5.14)
=: Ty + 1Yk (1.5.15)
folgt
21+ 29 = (SCl + zyl) + (wg + Zyg) (1516)
= (21 + x3) +i (Y1 + y2) (1.5.17)
—_——— N —
=2 =y
= z=ux+1y, (1.5.18)

wobei wir die Zeitabhingigkeit der Ubersichtlichkeit halber nicht explizit ausgeschrieben
haben.

Aus dem Zusammenhang 2(0) = Ae® folgt fiir die Phase 6, dass

d =arg{z(0)} = arg {x(0) +iy(0)} (1.5.19)
[ arctan ré ; wenn x(0) >
arctan iﬁog +7  wenn x(0) < 0 und y(0) > 0,
— ) arctan Z(—gg —m  wenn z(0) < 0 und y(0) <0, (1.5.20)
+7/2 wenn z(0) = 0 und y(0) > 0,
| —7/2 wenn x(0) = 0 und y(0) < 0.
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Die Amplitude erhalten wir aus dem Zusammenhang

A2 =P =22 (1.5.21)
— (Ale"‘s1 + AQei‘SQ) et (Ale*i‘Sl + A2€7i62) et (1.5.22)
= A2 + A1 Ape’17%) A Agem i 017%2) 1 A2 (1.5.23)
= A} + A} + 2A, AoRe {10 7%)} (1.5.24)
= A7 + A} + 2A, Ay cos (6; — &) . (1.5.25)
Die Summe x(t) der beiden Schwingungen ergibt sich damit zu
z(t) = Re{z(t)} = Acos (wt + 9)
A= \J A2+ 43+ 241 Aq cos (81 — 62) (1.5.26)
d =arg {(A; cosdy + Aycosda) + i (Arsindy + Aysinds)}.
1.5.2.2 Spezialfille
1. Schwingungen gleicher Phase:
01 = 09 (1.5.27)
= A=A+ A, (1.5.28)
§ =01 = b (1.5.29)
Siche Abb. 1.20. Die Phase § lésst sich in diesem Fall schon aus Gleichung (1.5.11)

bestimmen und die Fallunterscheidung der Argumentfunktion muss nicht durch-
gefithrt werden.

2. Schwingungen mit Phasendifferenz

51 = 52 + 7 (1530)
5 = 6y (1.5.32)

Siehe Abb. 1.21. Auch hier liefert schon Gleichung (1.5.11) die neue Phase.

3. Schwingungen mit Phasendifferenz 7 /2:

5y =0, + g (1.5.33)
= A=./A?+ A2 (1.5.34)
= arg {(Aj cosd + Assindy) +1i (Aysind; — Ay cosdy)} (1.5.35)

Abb. 1.22 zeigt den Spezialfall §; = 0 und dy = —7/2 mit A;, Ay > 0. In diesem
Fall vereinfacht sich die Phase zu § = arg {A; + iAy} = arctan(As/A;).
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y fwt)

—3m —2m - T 27 3T wt
-1+ Ay
—2 T 442
-3+ A

[Acoswt = Ajcoswt + A, coswt]

Abbildung 1.20: Uberlagerung zweier Schwingungen gleicher Frequenz w und gleicher
Phase §, aber unterschiedlicher Amplitude (gleichphasige Uberlagerung).

-3

[A coswt = Ay coswt + Ay cos (wt + 7r)]

Abbildung 1.21: Uberlagerung zweier Schwingungen gleicher Frequenz w, aber unter-
schiedlicher Amplitude und einer Phasendifferenz von 7 (gegenphasige Uberlagerung).
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s fwt)

-3+

[A cos(wt + 0) = A coswt + A cos (wt + 7r/2)}

Abbildung 1.22: Uberlagerung zweier Schwingungen gleicher Frequenz w, aber unter-
schiedlicher Amplitude und einer Phasendifferenz von 7 /2.

1.5.3 Zwei Schwingungen unterschiedlicher Frequenz
1.5.3.1 Schwebung

Wir untersuchen die Superposition zweier Schwingungen gleicher Amplitude und gleicher
Phase, aber unterschiedlicher Frequenz:

z1(t) = Acoswt = Re { Ae™""} (1.5.36
z5(t) = Acoswst = Re { A"} (1.5.37
(
(

2
x(t) 1= x1(t) + z2(t) = A(coswit + cos wat) 1.5.38

= 2A cos (w1 ;wQ t) cos (wl ;wQ t) )

Dieses Ergebnis kann leicht auf beliebige Phasen verallgemeinert werden.
Wir kénnen Gl (1.5.39) auch in der Form

)
)
)
)

1.5.39

(1.5.40)

2(t) = A(t) cos (“’1 T t)

mit  A(t) = 24 cos (“’1 ;“’2 t) (1.5.41)

schreiben. Dies ist die Gleichung einer Schwebung, bei welcher eine rasche Oszillation
mit der Frequenz w = (w; +ws)/2 auftritt, deren Amplitude sich langsam mit der halben
Differenzfrequenz |w; — ws| /2 dndert (siehe Abb. 1.23, zusammen mit den die Schwebung
erzeugenden Schwingungen).
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Jeder Vorzeichenwechsel der Einhiillenden A(t) bewirkt einen Phasensprung von z(t),
aber das Vorzeichen ist nicht relevant fiir die Intensitit der Schwingung. Wir betrachten
deshalb das Amplitudenquadrat

A2(t) = 4 A2 cos? (wl ; 2 t) (1.5.42)
1 —
=447 (1 + cos (2 1 5 2 t)) (1.5.43)
=2 A% (1 + coswst) (1.5.44)
welches mit der Kreisfrequenz wg = |w; — wo| zwischen 0 und 4A? oszilliert. Bei einer

durch akustisch wahrnehmbare Tone erzeugten Schwebung wiirde dies als periodische
Verdnderung der Lautstidrke wahrgenommen werden.

Dies fithrt zur Definition der Schwebungsfrequenz

Ws 1
= 25— | — wel. 1.5.4
Vs o o |W1 w2 ( 5 5)
Die korrespondierende Schwebungsperiode
2 2
T _ T (1.5.46)
ws  |wi — wel

ist die Zeitdauer zwischen zwei Zeitpunkten, an denen die Amplitude der Schwingung

verschwindet (A(t) = 0).

Ein Anwendungsfall ist das Stimmen eines Musikinstruments der Frequenz w, /(27). Hier-
zu wéhlt man eine Referenzfrequenz wy/(27) und ldsst w; — we gehen, indem man die
Schwebungsfrequenz misst und verkleinert.

Man kann selbstverstédndlich auch eine vorgegebene Schwebung wieder in eine Summe
zweier Schwingungen verschiedener Frequenzen umwandeln: Gegeben sei eine Schwebung

x(t) = C coswat coswnt (1.5.47)

mit wy < w;. Dies ergibt

x(t) = %COS (0 —wa)t) + %COS (0 +@9)t). (1.5.48)

1.5.3.2 Amplitudenspektrum

Die Summe von Kosinusfunktionen in Gl. (1.5.48) wird charakterisiert durch zwei Fre-
quenzen, zwei Amplituden und i.A. zwei Phasen. Wenn es auf die Phasen nicht ankommt,
kann man die Schwebung statt mit Winkelfunktionen durch ein Amplitudenspektrum
beschreiben, bei dem die Amplitude in Funktion der Frequenz aufgetragen ist. Das Am-
plitudenspektrum A(w) zur oben behandelten Schwebung ist diskret (im Gegensatz zu
einer kontinuierlichen Verteilung), da genau zwei Frequenzen auftreten (sieche Abb. 1.24).
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fwt) = fi(wt) + f2(wt)

fo(wt) = cos 22wt

Abbildung 1.23: Schwebung.

w

0 W — e W w1 + We

Abbildung 1.24: Amplitudenspektrum einer Schwebung.
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1.5.3.3 Amplitudenmodulation

Bei der Signaliibertragung iiber Mittelwelle wird die Amplitude einer hochfrequenten
Tragerwelle (v = 300kHz...3 MHz) mit dem Signal eines Mikrofons moduliert, das Fre-
quenzen zwischen 30Hz und ca. 10kHz wiedergibt (siche Abb. 1.25). Dies ergibt die
folgende Amplitude:

z(t) = (Ao + czfcos (Dgtl- cos Wyt (1.5.49)
Modulation Trager

= Ag cost + % cos {(w; — o) t} + g cos { (w1 + @q) t} (1.5.50)

mit a < Ay (1.5.51)

Dieses Signal enthélt also drei Frequenzen: Die Frequenz der Trigerwelle @, und sym-
metrisch dazu zwei Satelliten links und rechts im Abstand der Modulationsfrequenz @,
(sieche Abb. 1.26).

[f(d)t) = {Ap + acos (%&)t)} - COos Qth] Ap=3,a=

Abbildung 1.25: Amplitudenmodulation.

Aot

o=

a+
| | -t
U

T
W) —Wy W1 Wit We

Abbildung 1.26: Amplitudenspektrum eines amplitudenmodulierten Mittelwellesignals.
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Abbildung 1.27: Zwei gekoppelte Pendel.

1.6 Gekoppelte Schwingungen

Als letztes Thema in diesem Kapitel betrachten wir gekoppelte Schwingungen. Diese sind
von Interesse, da in der Natur hdufig Wechselwirkungen zwischen oszillierenden Syste-
men auftreten, beispielsweise zwischen Atomen in Festkorpern. Zudem stellen gekoppelte
Ostzillatoren die Grundlage fiir das Phénomen einer Welle dar, welches wir im n&chsten
Kapitel behandeln werden.

1.6.1 Zwei Oszillatoren

Zwei identische Pendel der Masse m und der Eigenfrequenz wy = /g/¢ seien durch eine
Feder mit der Federkonstanten k& miteinander verbunden (sieche Abb. B.5). Fiir kleine
Auslenkungen z;, ¢ = 1,2 kann die Schwingung als rein horizontal angenédhert werden.

Dann lauten die Bewegungsgleichungen
. 5 k
T+ wir + . (x1 —x2) =0 (1.6.1)
k
Fg + wWizy — — (1 — 29) = 0. (1.6.2)

Dies sind zwei gekoppelte Differentialgleichungen 2. Ordnung. Zur Losung machen wir
einen Ansatz mit sogenannten Normalkoordinaten:

21 =T — X2 (163)

29 = T1 + Xa.

Durch Bildung der Summe bzw. der Differenz der Gleichungen (B.2.1) und (B.2.2) ergeben
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sich die beiden neuen Differentialgleichungen
S+ wiz =0 und (1.6.5)

k
3+ wiz + 2Ez1 =0. (1.6.6)

Diese Gleichungen sind nun entkoppelt (d.h. voneinander unabhéngig) und stellen jeweils
eine ungedampfte Schwingung dar. Wir nennen die Losungen von z(t) und z(t) auch
Normalschwingungen. Die entsprechenden Kreisfrequenzen sind

Wy = Wy und (1.6.7)

/ k

Aus der Riicktransformation zu den Ortskoordinaten x; und x5 folgt die allgemeine Losung

X1 (t) =
Ta(t) =

(21 + 22) (1.6.9)
(22— 21). (1.6.10)

N DN

Aufgrund der Uberlagerung dieser beiden Frequenzen erhélt man im allgemeinen Fall eine
Schwebung. Durch eine geeignete Wahl der Anfangsbedingungen, lassen sich jedoch auch
Schwingungen mit nur einer der beiden Frequenzen erzeugen. Dies fithrt uns zu folgender
Fallunterscheidung.

1. Gleichliufige Schwingung
Falls fiir alle Zeiten ¢ gilt, dass z1(t) = z2(t), so folgt

21(t) =0 und  25(t) = 2241 (t) . (1.6.11)

In diesem Fall ist nur die Normalschwingung z5(¢) mit der Eigenfrequenz wy = wy
angeregt (siehe Abb. B.6).

2. Gegenlaufige Schwingung
Falls hingegen 1 (t) = —z(t) fiir alle Zeiten ¢ gilt, so folgt

21(t) = 2x1(t) und 29(t) =0. (1.6.12)

In diesem Fall ist nur die Normalschwingung z; (t) mit der Eigenfrequenz w; angeregt

(siche Abb. B.7).

3. Allgemeiner Fall

Zum Schluss untersuchen wir noch den Fall, bei dem beide Normalschwingungen
gleichzeitig auftreten. Als Beispiel wéhlen wir die folgenden Anfangsbedingungen.
Das erste Pendel sei um A ausgelenkt, das zweite Pendel hingegen in Ruhelage, und
beide werden bis zur Zeit t = 0 festgehalten und dann gleichzeitig losgelassen.
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o

T To = Tq

Abbildung 1.28: Zwei gekoppelte Pendel mit gleichldufiger Schwingung.

C )
{w: w%—}—Qﬁ}
(2 AV
m m
CARRRRRARR AR ARRLC
Ty 9= —&

Abbildung 1.29: Zwei gekoppelte Pendel mit gegenldufiger Schwingung.
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Die Anfangsbedingungen in den Koordinaten x; lauten damit

i1 =0 iy = 0. (1.6.14)

Fiir die Normalkoordinaten bedeutet dies, dass

21 = A 29 = A (1615)

Die allgemeinen Losungen der entkoppelten Differentialgleichungen lauten
21 = C4 cos (wit + o) 29 = Oy cos (wat + 02) . (1.6.17)
Mit den Anfangsbedingungen aus Gl. (B.2.13)—(B.2.14) folgt daraus
21 = Acoswyt 29 = A coswst. (1.6.18)

Die beiden Normalschwingungen haben demnach die gleiche Amplitude und die
gleiche Phase zur Zeit ¢ = 0. In den Koordinaten z; lautet die Losung

x1(t) = Acos (w1 ;th) oS <w1 ;th) (1.6.19)
o(t) = Asin (wl "2“)275) sin (“"1 ;%) . (1.6.20)
Wir nehmen nun an, dass die Kopplung zwischen den Pendeln nur gering sei, dass
also .
— 5 1.6.21
m <L wp ( )

gilt. Dann ist w; z we und
w1 + wo > wy — Ws. (1622)

Es liegt also in diesem Fall eine Schwebung vor (siehe Abb. B.8).

Die Periode T' der kleinen (modulierenden) Frequenz ist

Am AT
T = = 1.6.23
Wi — w2y JwE+2k/m — wy ( )
_dr ! o 3T L (1.6.24)
wo /14 2k/(mw?) —1 wo {1+k/(mwg)} -1
4
= Tw m:“’o. (1.6.25)

Man beachte auch den Phasensprung beim Nulldurchgang der Einhiillenden, der
durch deren Vorzeichendnderung zustande kommt.



1.6. GEKOPPELTE SCHWINGUNGEN

bl ,.mmlllllllllllllnm.., ,,.mnnnm,,, A
IS

1, mlllllllllllllln

| il
fiMp

) |
L e

Pendel die Energie iibernommen hat. Die Kopplung der beiden Pendel bietet also
die Moglichkeit, Energie vollsténdig von einem Oszillator auf einen benachbarten
Ostzillator zu iibertragen. Genau diese Tatsache ermdglicht es mittels Wellen Energie
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1.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir Schwingungen diskutiert. Als wesentliche Punkte kann man
zusammenfassen:

e In der Natur sind Schwingungen von grosser Relevanz. Harmonische Schwingungen
treten immer dann auf, wenn ein System eine Gleichgewichtslage besitzt und die
Kraft im System riicktreibend und linear zur Auslenkung aus dieser Gleichge-
wichtslage ist.

e Sehr oft konnen beliebige Potentiale bei kleinen Abweichungen aus der Gleichge-
wichtslage mit quadratischen Potentialen angenédhert werden, was dann zu einer
linearen riicktreibenden Kraft und damit zu einer harmonischen Schwingung fiihrt.

e Die harmonische Schwingung beschreibt die Auslenkung aus einer Ruhelage anhand
einer Sinus- und/oder Kosinusfunktion. Die Dynamik des Systems (z.B. die Masse
und die Federkonstante) legt die Kreisfrequenz und damit die Periode der Schwin-
gung fest. Die beiden Anfangsbedingungen (z.B. Auslenkung und Geschwindigkeit
zur Zeit t = 0) bestimmen die Amplitude und die Phase einer harmonischen Schwin-

gung.

e Eine sehr effiziente Behandlung und Berechnung von Schwingungen erhélt man iiber
die Einfithrung von komplexen Variablen. Am Ende kann der physikalisch relevante
Anteil aus dem Realteil der komplexen Losung gefunden werden.

e Die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators (ohne Dampfung) ist zeitlich kon-
stant und proportional zum Quadrat der Amplitude und zum Quadrat der Kreisfre-
quenz. Im zeitlichen Mittel sind die kinetische und potentielle Energie des Oszillators
gleich gross und genau gleich der halben Gesamtenergie.

e Bei schwach geddmpften Schwingungen féllt die Amplitude exponentiell ab, und die
Kreisfrequenz ist reduziert gegeniiber der freien Schwingung. In diesem Fall ent-
spricht die zeitliche Anderung der Gesamtenergie des Systems genau der Leistung,
welche durch die Dampfungskraft entzogen wird.

e Wirkt eine externe periodische Kraft auf das System ein, schwingt es nach dem
Einschwingvorgang mit der Frequenz des Erregers. Die Resonanzkurve beschreibt
dabei das Verhalten der Amplitude des Oszillators als Funktion der Frequenz des
ungestorten Systems, der Erregerfrequenz, der Démpfung/Reibung sowie der Be-
schleunigung aufgrund der externen Kraft. Amplitudenresonanz tritt ein, wenn das
Maximum der Amplitude erreicht wird. Dies ist fiir eine Erregerfrequenz der Fall,
welche kleiner ist als die freie Kreisfrequenz (Eigenfrequenz des Systems). Leistungs-
resonanz, d.h. maximale Leistungsiibertragung, tritt ein, wenn die Erregerfrequenz
genau mit der Eigenfrequenz iibereinstimmt.
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e Die Uberlagerung von mehreren Schwingungen liefert wieder eine periodische Funk-
tion. Die Uberlagerung von 2 Schwingungen mit &hnlicher Frequenz fithrt zu einer
Schwebung. Hier variiert die Amplitude periodisch mit kleiner Frequenz, wihrend
die Schwingung selbst mit hoher Frequenz erfolgt.

e Eine beliebige periodische Funktion kann dargestellt werden als Uberlagerung von
unendlich vielen harmonischen Funktionen. Das Amplitudenspektrum (die Fourier-
Reihe) beschreibt dabei, welche Frequenzen (als Vielfache der Grundfrequenz) mit
welchen Amplituden in der Uberlagerung auftreten.

e Die Verallgemeinerung auf eine beliebige, nicht notwendigerweise periodische Funk-
tion erhélt man iiber das Fourier-Integral. Auch hier beschreibt das Amplituden-
spektrum, welche Frequenzen mit welchen Amplituden auftreten. Allerdings ist nun
das Frequenzspektrum kontinuierlich (Fourier-Transformierte) und nicht mehr dis-
kret.

e Wechselwirkungen (Kopplungen) zwischen oszillierenden Systemen fithren zu ge-
koppelten Schwingungen. Die dabei auftretenden Gleichungssysteme kénnen durch
Einfithrung der Normalkoordinaten entkoppelt und damit gelost werden. Diese Nor-
malkoordinaten (bzw. Normalschwingungen) entsprechen speziellen Schwingungs-
zustdnden des Systems, wo sdmtliche Oszillatoren mit derselben Frequenz harmo-
nisch schwingen und kein Energieaustausch zwischen ihnen stattfindet. Die allge-
meine gekoppelte Schwingung ergibt sich aus der Linearkombination dieser Normal-
schwingungen.
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Kapitel 2

Wellen

2.1 Einleitung

Wir haben im Fall der beiden gekoppelten Pendel gesehen, dass jedes Pendel seine Energie
vollsténdig auf das andere Pendel iibertragen kann. Was geschieht nun, wenn nicht nur
zwei Pendel miteinander gekoppelt sind, sondern eine grosse Zahl von Pendeln, welche
zudem regelméssig angeordnet sind?

Materie stellt in der Tat eine solche Anordnung dar, wobei die Atome selbst die Oszilla-
toren sind. Diese konnen auch fiir sich alleine schwingen, wenn man sie zu Schwingungen
anregt. Bei Festkorpern und Fliissigkeiten sind diese Atome in eine Kristall- oder Mo-
lekularstruktur eingebunden und wechselwirken untereinander iiber elektromagnetische
Kréfte. Diese Wechselwirkung stellt eine Kopplung der einzelnen Oszillatoren dar. Bei
einem Gas geschieht diese Kopplung durch Stosse, sobald ein frei fliegendes Atom oder
Molekiil auf ein anderes trifft. Der Stoss selbst beruht auch dort auf elektromagnetischer
Wechselwirkung.

Die Ubertragung von Energie in einer derartigen Kette findet statt, ohne dass Masse
iibertragen wird. Die Energieiibertragung durch Schwingungen nennt man eine Welle.

2.1.1 Beispiel: Seilwellen

Wir betrachten ein Seil, dessen beide Enden an den Wéinden festgehalten werden. Das
Seil verlduft horizontal und ist gespannt. Wir vernachléssigen die Gravitationskraft, die
fiir das Durchhéngen des Seils verantwortlich wére.

Wenn wir das Seil mit einem kurzen seitlichen Kraftstoss auslenken, beobachten wir,
dass die anfingliche Auslenkung als Wellenberg mit konstanter Geschwindigkeit am Seil
entlang wandert (siehe Abbildung 2.1).

Wir sagen, dass sich die transversale Auslenkung als eine Welle ausbreitet. Wir bemerken:

49
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Abbildung 2.1: Ausbreitung einer Seilwelle.

1. Jeder Punkt des Seils schwingt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle.
2. Ein Punkt des Seils bleibt so lange in Ruhe, bis der Wellenberg ihn erreicht.
3. Er wird dann aus seiner Ruhelage ausgelenkt.

4. Er kehrt schliesslich in den Ruhezustand zurtick.

Es folgt, dass die einzelnen Massenelemente des Seils durch die Wellenbewegung nicht
transportiert werden. Sie bewegen sich nur voriibergehend um ihre Gleichgewichtslage.

2.1.2 Beispiel: Wellenausbreitung im Masse-Feder-System

Wir konnen die in der Einleitung besprochene Wellenausbreitung in einem Festkorper
anschaulich demonstrieren, indem wir die Atome durch Massepunkte und die Wechsel-
wirkung zwischen den Atomen durch zwischen den Massepunkten gespannte Federn mo-
dellieren (siehe Abbildung 2.2).

Im Ruhezustand ist der Abstand zwischen den Massen so gewéhlt, dass in der Summe
keine Kréfte zwischen Paaren von Massen wirken.

Wenn die 1. Masse kurz longitudinal (entlang der Richtung der Wellenausbreitung) oder
transversal (senkrecht zur Ausbreitungsrichtung) ausgelenkt wird, erhoht sich der Abstand
zwischen der 1. und der 2. Masse. Die Federkraft wirkt dann als eine Riickstellkraft,
die versucht, die Massepunkte in ihre Ruhelage zuriick zu bewegen. Als Folge davon
bewegt sich die 1. Masse in Richtung ihrer Ruhelage, und die 2. Masse wird aus ihrer
Ruhelage weggezogen. Die 2. Masse bewegt sich jetzt, und der gleiche Vorgang findet
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Abbildung 2.2: Ein Feder-Masse-System. Die erste Masse wurde transversal ausgelenkt.

&

Abbildung 2.3: Longitudinale Wellen im Masse-Feder-System. Die zweite und dritte Masse
von rechts sind aus ihrer Ruhelage ausgelenkt.

zwischen der zweiten und dritten Masse statt. Diese Bewegung ist in Abbildung 2.3 fiir
eine longitudinale Welle und in Abbildung 2.4 fiir eine transversale Welle gezeigt.

Wir bemerken wie im Fall des Seils:
1. Jede Masse schwingt um ihre Ruhelage;
2. Jede Masse bleibt so lange in Ruhe, bis die Wellenfront sie erreicht;
3. Sie fiihrt dann eine Bewegung um ihre Ruhelage aus;

4. Sie kehrt schliesslich in den Ruhezustand zurtick.

Diese Anordnung wird niitzlich sein, wenn wir die Ausbreitung von Wellen in einem Seil
quantitativ betrachten. Wir werden das Seil als ein kontinuierliches Masse-Feder-System
zusammengesetzt aus infinitesimalen Massenelementen beschreiben.

2.1.3 Beispiel: Wellenausbreitung in einem Gas

Wir betrachten elastische Wellen, die durch Druckverinderung in einem Gas entstehen.
Der Schall ist das prominenteste Beispiel fiir diese Art von Wellen. Allgemeiner bezeichnet
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Abbildung 2.4: Transversale Wellen im Masse-Feder-System.

Abbildung 2.5: Mit einem Lautsprecher L erzeugte Schallwelle in einem Gas.

Schall mechanische Wellen in einem elastischen Medium, welches nicht zwingend ein Gas
sein muss.

Man kann eine solche Welle z. B. erzeugen, indem man einen Lautsprecher vor ein Glasrohr
stellt. Der Schall wird sich als eine Druckwelle der Luft mit einer bestimmten Schallge-
schwindigkeit im Glasrohr ausbreiten (siche Abbildung 2.5).

Weil ein Gas komprimierbar ist, werden sich der Druck und die Dichte des Gases dndern:
In einem Gas unterliegt die Dichte des Gases der gleichen Art von Schwankungen wie der
Druck.

2.2 Wellentypen, Wellenausbreitung

2.2.1 Beschreibung der eindimensionalen Wellenausbreitung

Wir wollen nun die Ausbreitung von eindimensionalen Wellen quantitativ beschreiben.
Wir betrachten hier zunéchst transversale Seilwellen.

Zur Zeit t = 0 kann die Form des Seils durch eine Funktion f(x) beschrieben werden,
wobei f die transversale Auslenkung des Seils ist. Die Koordinate z entspricht einem
Punkt entlang des Seils. Nach einiger Zeit ist der Wellenberg weitergewandert, und die
Form des Seils ist nun durch eine andere Funktion gegeben.
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Die Auslenkung des Seils als Funktion der Zeit kann durch eine Funktion

¢ = &(x,t) (2.2.1)

von zwei Variablen ausgedriickt werden, wobei x die Raumkoordinate und ¢ die Zeit
ist. Diese Funktion wird Wellenfunktion genannt. Sie beschreibt die Ausbreitung der
Wellen als Funktion der Zeit. Im Allgemeinen wird die Funktion £(x, t) die eindimensionale
Wellenausbreitung beschreiben:

1. Seilwellen: &(z,t) beschreibt die transversale Auslenkung des Seils.

2. Federwellen: &(x,t) beschreibt die longitudinale oder transversale Verformung der
Feder.

3. Gaswellen (Schall): {(x,t) beschreibt den Druck (oder die Dichte) des Gases.

Die Funktion £(z,t) kann im Prinzip eine komplizierte Zeitabhéngigkeit besitzen. Wir
machen die folgende Vereinfachung:

Vernachliassigung der Dispersion: Gewdhnlich wird sich die Form eines
Wellenberges mit der Zeit verdndern. Dieser Effekt heisst Dispersion. Di-
spersion wird verursacht durch eine Frequenzabhingigkeit der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Welle, wie wir spéter erkennen werden. Wir werden vorerst
die Dispersion vernachlissigen und eine stabile Form des Wellenberges anneh-
men.

Obwohl £(z,t) wie eine beliebige Funktion der zwei unabhéngigen Variablen x und ¢
(Raum und Zeit) aussieht, schriankt die Bedingung, eine Welle zu beschreiben, die mogli-
chen Formen ein:

Wenn &(z,t) die zeitliche und rédumliche Ausbreitung einer Welle darstellt,
dann sind die zwei Variablen x und ¢ nicht unabhéngig voneinander:

Die Raumabhéngigkeit der Funktion {(z,t) beschreibt die Form der Welle
und die Zeitabhéngigkeit der Funktion £(z,t) beschreibt die Ausbreitung
der Welle.
Wir nehmen die Form der Welle zur Zeit ¢ = 0 an. Sie werde durch die Funktion f(z) mit
£t = 0) = () (2:22)

dargestellt. Wenn wir  durch  — a ersetzen, erhalten wir die Funktion

E(z,t) = f(x —a). (2.2.3)
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Diese Substitution bewirkt eine Translation des Wellenbergs ohne Verdnderung seiner
Form. Die Welle hat sich ohne Verformung um den Betrag a in positive x-Richtung ver-
schoben. Entsprechend beschreibt

&(z,t) = f(z +a) (2.2.4)

eine Verschiebung der Welle um den Betrag a in negative x-Richtung (siehe Abbil-
dung 2.6).

flx—a)

Abbildung 2.6: Translation eines Wellenbergs um a nach links (oberes Bild) bzw. um a
nach rechts (unteres Bild).

Wenn wir nun
a=vt mit v>0 (2.2.5)

annehmen, wobei ¢ die Zeit ist und v > 0 die Geschwindigkeit, erhalten wir eine sich
ausbreitende Welle. Die Funktion

E(x,t) = f(x —ot) (2.2.6)

stellt eine Welle dar, die sich mit einer Geschwindigkeit v in positive z-Richtung bewegt.
In dhnlicher Weise entspricht die Funktion

E(z,t) = f(x + vt) (2.2.7)

einer Welle, die sich in negative z-Richtung ausbreitet.



2.2. WELLENTYPEN, WELLENAUSBREITUNG 95

Im Allgemeinen betrachten wir die Ausbreitung einer Welle in positive oder negative
z-Richtung. Die Ausbreitung der Welle kann deshalb wie folgt geschrieben werden:

&(z,t) = f(x L ot) (2.2.8)

wobei v als Phasengeschwindigkeit der Welle bezeichnet wird.

Die Phasengeschwindigkeit v einer Welle gibt die Geschwindigkeit an, mit
der sich eine vorgegebene Phase der Wellenfront bewegt.

Meist benutzen wir die Begriffe Phasengeschwindigkeit und Ausbreitungsgeschwindigkeit
synonym. Wenn in einem Medium Dispersion vorliegt, unterscheiden sich Phasen- und
Ausbreitungsgeschwindigkeit im Allgemeinen voneinander und kénnen von der Frequenz
der Welle abhéingig sein. Gleichung (2.2.8) stellt eine Welle dar, die sich ohne Dispersion
in die negative (+) oder positive (—) z-Richtung ausbreitet.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit wird von mindestens zwei Parametern bestimmt. Im
Allgemeinen wirken immer zwei Eigenschaften des Mediums gegeneinander:

1. Einerseits wirkt eine Riickstellkraft, die das Medium in seinen urspriinglichen Zu-
stand zuriickzubringen versucht. Je grosser diese Kraft ist, desto schneller breitet
sich die Welle aus.

2. Andererseits verlangsamt die Masse, die als Tragheit wirkt, die Wellenausbreitung.
Je grosser die Masse, desto langsamer breitet sich die Welle aus.

Einige charakteristische Ausbreitungsgeschwindigkeiten in verschiedenen Medien sind in
Tabelle 2.1 zusammengefasst.

Die Ausbreitungsrichtung der Welle kann leicht iiberpriift werden, indem man eine be-
stimmte Phase g (z. B. das Maximum oder einen Nulldurchgang) fest vorgibt, und iiber-
priift, in welche Richtung sich diese Phase bewegt:

x+ vt =d (2.2.9)
= txtv=0 = I=Fv. (2.2.10)

2.2.2 Harmonische Wellen

Ein héufig diskutierter Fall ist derjenige, in welchem die Welle durch eine periodische sinus-
oder kosinusféormige Funktion beschrieben wird. Eine solche Welle wird als harmonische
Welle bezeichnet. Dieser Fall ist auch daher wichtig, weil sich beliebige Wellenformen mit
Hilfe der Fourier-Zerlegung als Summe von harmonischen Wellen beschreiben lassen.

Wir konnen eine harmonische Welle erzeugen, wenn wir z. B. das Ende eines Seils in Form
einer sinusformigen Schwingung auf und ab bewegen. Eine sinusformige Welle wird sich
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Tabelle 2.1: Schallwellengeschwindigkeit v von verschiedenen Stoffen

Stoff Temperatur v/(ms™)
Gase: Luft 0°C 331

Luft 20°C 343

Helium 20°C 965

Wasserstoff 20°C 1284
Fliissigkeiten: | Wasser 0°C 1402

Wasser 20°C 1482

Meerwasser 20°C 1522
Festkorper: Aluminium 6420

Stahl 5941

Granit 6000

v v
T
A

Abbildung 2.7: Harmonische Welle.
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langs des Seils mit einer fiir das Seil und seine Spannung charakteristischen Geschwindig-
keit v ausbreiten (sieche Abbildung 2.7).

Die laufende harmonische Welle kann mit Hilfe der Sinusfunktion geschrieben werden als

E(z,t) = &osin [k (x £ vt)] (2.2.11)

wobei k die Wellenzahl (oder der Wellenvektor) und &, die Amplitude ist.

Der rdumliche Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wellenkédmmen wird Wel-
lenldnge A genannt. Die Form der harmonischen Welle wiederholt sich im rdumlichen
Abstand einer Wellenlénge.

Die Wellenzahl héngt mit der Wellenléinge zusammen. Aus der Raumabhéngigkeit des
Arguments der Sinusfunktion folgt

2
k(z+)\) =ke+2r = k=21 = k:%. (2.2.12)

Die Wellenfunktion kann als Funktion der Kreisfrequenz w berechnet werden:

E(x,t) = &ysin [k (z £ vt)]
= {osin [kx £ kut]

= &osin [kx + wt] | (2.2.13)
wobei fiir die Kreisfrequenz gilt:
w
w=kv oder v= % (2.2.14)

Der zeitliche Abstand zwischen dem Durchlaufen zweier Wellenkamme an einem festen
Ort ist die Periode T' = 27 /w der Welle.

Statt einer Kosinus- oder Sinusfunktion verwendet man fiir Berechnungen héufig auch die
komplexe Exponentialfunktion. Das Schlussergebnis ergibt sich dann, wie schon bei den
Schwingungen, aus dem Realteil der resultierenden Exponentialfunktion

E(z,t) = & ehr=et) . (2.2.15)

Wir wollen zwei Besonderheiten von harmonischen Wellen speziell hervorheben.

e Jeder Punkt des Mediums fiihrt eine harmonische Schwingung aus:
E(xo,t) = & () = Asin( - kzg  fwt). (2.2.16)
konst. Phase

e Fiir eine beliebig gewéhlte Zeit t; ist die Welle im Raum periodisch:

E(x,ty) = &, () = Asin(ka w ). (2.2.17)

konst. Phase
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2.2.3 Die Wellengleichung in einer Dimension

Wir betrachten die zeitlichen und rédumlichen Ableitungen einer harmonischen Welle

E(z,t) = &osin [kr — wt] = & sin [k (z — vt)] . (2.2.18)

Wir wollen nun eine Bewegungsgleichung finden, welche durch die harmonische Welle
gelost wird. Da die Funktion £ von zwei Variablen abhédngt, miissen wir eine partielle
Ableitung verwenden. Wir erhalten

g 0

2% = 2 osin [k (x — )] = & (—kv) cos [k (z — )] (2.2.19)
- g_if g (ko) sin [k (5 — ot)] | (2.2.20)
g_i — ok cos [k (z — vb)] | (2.2.21)
% = —&ok? sin [k (z — vt)] . (2.2.22)

Wir vergleichen nun die zweite zeitliche Ableitung und die zweite rdumliche Ableitung.
Wir bemerken, dass

02 o
a—tg = —& (kv)*sin [k (x — vt)] = vza—aé : (2.2.23)

Wir finden dasselbe Ergebnis, wenn wir die andere Ausbreitungsrichtung verwenden
&(x,t) = & sin [kx + wt] = Esin [k (x + vt)] . (2.2.24)

Tatséchlich spielt das Vorzeichen vor dem vt-Term keine Rolle, wenn wir die zweite Ab-
leitung berechnen. Zusammenfassend haben wir gefunden, dass fiir harmonische Wellen
gilt:

0% _ 0% 0% ,0%

Eine partielle Differentialgleichung der Form

P _ 0% _ (2.2.26)

o " o2

bezeichnet man als Wellengleichung, wobei v die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist. Diese
Gleichung beschreibt ganz allgemein die Bedingung, welche zu einer Welle fiihrt. Die
harmonischen Wellen sind hierbei nur ein Spezialfall der Losungen.
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Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist von der Form

&(x,t) = f(x —vt) + g(z + vt),

99

(2.2.27)

wobei f und g zwei beliebige (zweimal differenzierbare) Funktionen sind. Eine solche
Losung erfiillt immer die Differentialgleichung, unabhéngig von den Funktionen f und
g. Die Losung entspricht der Uberlagerung von Wellen, die sich in positive und negative

z-Richtung ausbreiten.

2.2.3.1 Beweis: Losung der Wellengleichung

Wir beweisen, dass die allgemeine Losung die Differentialgleichung erfiillt. Wir beginnen

mit der zeitlichen Ableitung
o&(x,t)  Of(z — vt) N dg(x + vt)

ot ot ot

Wir definieren

alz,t) =z —vt und p(x,t)=z+vt.

Damit gilt
0w, t) _ Oflalw,t)]  Og(Ble,t)] _ 9f(a) O  0g(B) 0B
ot ot ot  Oda Ot 0B ot
_ Of(a) dg(8)
= T oa '(—UH‘W'(HJ)
und

825(33715) . 82f(04)v2 i 829(5)@2 — 2. 82f(04) 829(@
o2 a2 032 N oa? 0p?

In ahnlicher Weise erhalten wir

0€(w,t) _ 0f[alw,t)] | 918, 0)] _ 0f(@)da  09(5) 08

ox ox ox Ja Oz op Ox
_ o), 99(B)
T O op
Pl _[P10) 290
or2 | 0a? 02

Daraus folgt schliesslich

Pe(r,t) _ o [Pl0) | P9B)] _ 0%
ot? oo’ 0p? ox?

d. h. die allgemeine Losung erfiillt die Wellengleichung.

(2.2.28)

(2.2.29)

(2.2.30)

(2.2.31)

(2.2.32)

(2.2.33)

(2.2.34)

(2.2.35)

(2.2.36)
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2.2.4 Transversale Wellen

Bei den transversalen Wellen ist die Auslenkung ¢ stets senkrecht zur Fortpflanzungsrich-
tung. Beispiele sind transversale Seilwellen, transversale Schwingungen einer Kette von
Massenpunkten, welche durch Federn miteinander verbunden sind (sieche Abbildung 2.4),
oder elektromagnetischen Wellen.

Wir betrachten als Beispiel eine Auslenkung € um Ax in z-Richtung mit einer Ausbreitung
in z-Richtung:

E=Ard. (2.2.37)

Die Wellenausbreitung hat dann die Form

E(z,t) =[Af(z—vt)] & (2.2.38)
1€(2,t)| = |A f(z — vt)]. (2.2.39)

Eine harmonische Welle als Spezialfall davon lautet damit
£(z,t) = Acos (kz —wt) & . (2.2.40)

Ublicherweise gibt es zwei Arten, eine Welle darzustellen:

1. Man betrachtet die Amplitude am fest vorgegeben Ort als Funktion der Zeit. Ab-
bildung 2.8 zeigt entsprechende Zeitverteilungen fiir vier Orte im abgestuften raum-
lichen Abstand von je \/4.

2. Im Gegensatz dazu kann man auch die rdumliche Verteilung der Welle zu einem fest
vorgegeben Zeitpunkt betrachten. Abbildung 2.9 zeigt entsprechende Ortsverteilun-
gen fiir vier Zeitpunkte im abgestuften zeitlichen Abstand von je T'/4.

2.2.5 Beispiel: Transversale elastische Seilwellen

Der Zusammenhang zwischen der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen und den phy-
sikalischen Eigenschaften des Seils kann mit Hilfe der Newton’schen Gesetze hergeleitet
werden.

Wir unterteilen das Seil in differentielle Massenelemente dm. In diesem Fall kann das Seil
als ein Masse-Feder-System (siehe Abschnitt 2.1.2) betrachtet werden, wobei die diskrete
Reihe von Massen durch eine kontinuierliche Verteilung von Massenelementen ersetzt
wird. Wir nehmen an, dass die Massenelemente sich nur in der vertikalen Richtung um
ihre Ruhelage bewegen kénnen. Wir betrachten nun ein einzelnes Massenelement dm der
Lange dz, dessen Anfangspunkt sich an der Koordinate z des Seils befindet und dessen
Endpunkt sich an der Koordinate = + dx befindet. Die Auslenkung ist durch die Funktion
y = &(x) bestimmt, siche Abbildung 2.10.
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-2 -7 / T s 37wt

£t
—3r

€1

1 4
37 72//_\# ™ 2/\71’ wt

1€t

—2m -7 T 27 3T wt

—3m
(=) .

&(z,t) = cos (kz — wt) ]

Abbildung 2.8: Zeitabhéngigkeit der transversalen Welle fiir 4 verschiedene Orte im ab-
gestuften raumlichen Abstand von jeweils Az = \/4.

Die auf das Seil mit Querschnittsfliche! A wirkende Kraft F erzeugt eine Zugspannung
S = F/Ap. Die auf das Massenelement wirkende resultierende vertikale Komponente der
Zugspannung ist

AS, = Ssina’ — Ssina, (2.2.41)
wobei a und o' die Winkel zur Horizontalen an beiden Enden des Massenelements sind (die

Auswirkung der Gravitationskraft wird als vernachléssighar gegeniiber der Zugspannung
angenomimen).

Fiir kleine Auslenkungen gilt die gendherte Gleichung
tana ~ sin«,
also

AS, ~ Stana’ — Stana. 2.2.42
y

Die Steigung des Seils im Punkt z ist gleich der Ableitung der Auslenkung & nach z. Da
die Funktion £ von zwei Variablen abhéngt, miissen wir die partielle rdumliche Ableitung
verwenden

o(rt) Ot dat)
ox ox

'Da A bereits fiir die Amplitude verwendet wird, kennzeichnen wir die Fliche Ay zur besseren Un-
terscheidung mit einem tiefgestellten Quadrat.

tana = . (2.2.43)
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wt =10
&(2,t)
—3m —2m -7 / T 2 3Tk
EEs
wt=1/2
€t
1 L
—3r 72//_\7r ™ 2/\7&' k2

1,,

£(z,1)

1,,
—3//\% —7

§(z1)

/D

3Mkz

3Tz

&(z,t) = cos (kz — wt) ]

N

Abbildung 2.9: Ortsabhéngigkeit der transversalen Welle fiir 4 verschiedene Zeitpunkte
im abgestuften zeitlichen Abstand von jeweils At = T'/4.

D. h., die resultierende vertikale Zugspannung kann als Funktion der Ableitung der Aus-
lenkungsfunktion geschrieben werden

AS, = Stana’ — Stan«
_g Of(r +du,t)  0¢(x,1)

ox

ox

r x+dx

Abbildung 2.10: Auf das Massenelement dm eines Seiles wirkende Krifte.
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Fiir infinitesimales dz erhalten wir schliesslich
0?¢(x,t)
Ox?
Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung der differentiellen Segmente kénnen mit Hilfe

der zeitlichen partiellen Ableitungen gewonnen werden:

4s, = S dz . (2.2.44)

o0& 0%¢
vy(z,t) = g und  ay(z,t) = el (2.2.45)
Aus dem zweiten Newton’schen Gesetz folgt
0? 0%¢
dS,-Ag=dm-a, = S@ dz Ag = dm@ : (2.2.46)
=dV

Nach Division durch dV und Einfithrung der Dichte p = j—’{} folgt daraus

0%¢ %€
Sy 2.2.47
02 P ot? ( )
und nach weiterer Division durch S folgt
¢ _ B%, (2.2.48)
Jx? S ot?
Diese Gleichung ist die Differentialgleichung der Wellenausbreitung.
Durch Vergleich mit der allgemeinen Form der Wellengleichung
0%¢(x,t)  ,0%(x,t)
A ) 2.2.49
ot? VT o 0, ( )
konnen wir somit die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Seilwellen ablesen als
v? = o v ==+ 5 (2.2.50)
p P

Dabei ist S die Zugspannung des Seils oder der Saite und p seine Dichte. Wir bemer-
ken, dass die Einheiten der Bestimmungsgleichung fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit v

gegeben sind durch
(kg/m?®) | (kg/m%)  Vs2 s’ -
d.h. die Einheit entspricht in der Tat einer Geschwindigkeit.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit héngt nur von den Eigenschaften des Seils ab:

1. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit nimmt mit der Zugkraft zu. Je grosser die Zugkraft
ist, desto schneller kehren die Massenelemente in ihre Gleichgewichtslage zuriick.

2. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit nimmt mit der Dichte ab. Je grosser die Dichte
ist, desto langsamer kehren die Massenelemente in ihre Gleichgewichtslage zuriick.
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2.2.6 Longitudinale Wellen

Bei longitudinalen Wellen ist die Auslenkung £ parallel zur Ausbreitungsrichtung (siehe
auch Abbildung 2.5). Bei Ausbreitung in z-Richtung ist demnach die Auslenkung gegeben
durch

E(z,t) =Af(z—vt) 2. (2.2.52)

Ein typisches Beispiel dafiir sind Schallwellen. Durch die Auslenkung der Atome oder
Molekiile ergeben sich Dichteschwankungen.

2.2.7 Beispiel: Longitudinalwellen im Festkorper

Allgemein dndert ein Korper seine Form, wenn Kréfte ihn expandieren oder komprimieren.
Falls der Korper seine urspriingliche Form wieder annimmt, sobald die Kréfte nicht mehr
wirken, dann wird die Deformation als elastisch bezeichnet.

Die meisten Korper sind nur bis zu einer bestimmten maximalen Kraft elastisch, die
Elastizitatsgrenze genannt wird. Uber dieser Grenze ist der Korper plastisch und seine
Gestalt wird urreversibel verdndert.

2.2.7.1 Verformungen: Elastizitit und Plastizitat

Wir betrachten die Schnittfliche eines quaderférmigen Festkorpers an einer beliebigen
Stelle und greifen an der Schnittstelle das Flichenelement da heraus.? Auf dieses Flichen-
element wirkt dann bei Belastung eine Kraft dF', die wir in eine Normalkomponente dF' |
und eine Tangentialkomponente dF zerlegen (sieche Abbildung 2.11).

2Wir stellen das Flichenelement durch seinen Normalenvektor da dar. Dieser ist senkrecht zur Ober-
flache, sein Betrag ist |da| = da. Beachten Sie, dass wir uns im Folgenden an die Notation da bzw. da
fiir Flichenelemente halten und Gesamtflichen mit Ag bezeichnen werden.

¢
dF dF
=

Abbildung 2.11: Zur Herleitung von Zug- und Schubspannung.
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Wir definieren nun die Normalspannung ¢ und die Schubspannung 7 als

def dF, _ def dFy
da ~ da

Die gemeinsame Einheit der Normal- und der Schubspannung ist

m?2

also eine Druckeinheit.

65

(2.2.53)

(2.2.54)

Je nach Vorzeichen von o bezeichnet man die Normalspannung auch als Zug- oder
Druckspannung. Die Zugspannung bei der Betrachtung von Seilwellen, deren Betrag
wir mit S bezeichnet haben, ist demnach eine spezielle Form der Normalspannung o.

Unter der Wirkung dieser Spannungen treten Deformationen des festen Korpers auf, die

wir im Folgenden untersuchen werden.

Wihlen wir einen Stab der Lange ¢ und iiben eine Zugspannung o aus, so finden wir in
der Regel eine Verldngerung von ¢ um die Strecke Al (siehe Abbildung 2.12). Fiir die

relative Verlangerung

det AL
Ep = —

4

findet man im Experiment das folgende Verhalten (siche Abbildung 2.13):

(2.2.55)

e Falls 0 > o, wobei og die Bruchspannung ist, bricht oder reisst das Material.

e Bei zdhen Materialien verformt sich das Werkstiick (dauernd, plastisch), falls o >
or, wobei op die Fliessspannung ist. Reduziert man nach der Verformung die Zug-
spannung, verhélt sich das Material wieder elastisch, wobei die elastische Anderung

auf einer zu grosseren Léngen hin verschobenen Gerade verlduft.

Abbildung 2.12: Lineare Verformung eines Stabes mit rechteckigem Querschnitt durch die

Zugspannung o.
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LE0 [Sprédes Material] R, [Zéihes Material]
€6
€5 | —
€4
€3 | —
€9 €9
€1 + €1
o o
o1 09 OB 01 02

Abbildung 2.13: Plastische und elastische Verformung unter dem Einfluss einer Zugspan-
nung o. Sprodes Material bricht bei der Bruchspannung oy,.

Im elastischen Bereich finden wir, bei nicht allzu grossen Verformungen, meist einen li-
nearen Zusammenhang zwischen ¢, und o

Al o
EZ =S 7 = E’ (2256)

welcher als Hooke’sches Gesetz bezeichnet wird. Der Zusammenhang ist analog zum
Kraftgesetz der Auslenkung einer Feder.

Die Proportionalitdtskonstante E wird als Elastizitdtsmodul bezeichnet. Im SI-System
haben o ,7,0p,0r,E alle die Dimension eines Druckes und damit die Einheit N/m?.
Typische Werte fiir diese Grossen sind in der nachstehenden Tabelle angeben:

Tabelle 2.2: Mechanische Eigenschaften verschiedener Stoffe (typische Werte): Dichte p,
Bruchspannung og, Fliessspannung or und Elastizitdtsmodul F.

Material P 0B, OF E

kg/m? | MN/m? | GN/m?
Aluminium 2700 | 90450 70
Weicheisen 7900 | 430-490 210
Stahl 7800 | 700-1500 215
Messing (70/30) | 8500 | 150-270 101
Fichtenholz? 450 40-80 13
Quarz 2600 1000 73
Granit 2800 200

3Der longitudinale Elastizititsmodul betrigt etwa Ey, = 10 — 16 GN/m?, der radiale Er = 0,4 — 0,9
GN/m? und der tangentiale Et = 0,4 — 0,6 GN/m?.
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Als Folge der Elastizitdatseigenschaft von Festkorpern breiten sich Deformati-
onswellen aus.

D. h., die Deformation des Festkorpers breitet sich aus. Falls die Deformation elastisch
ist, findet der Festkorper seine Gestalt wieder.

Im Festkorper existieren verschiedene Arten von Wellen:

1. Longitudinale Wellen konnen sich in allen Medien ausbreiten, die Volumenela-
stizitdt besitzen, wie z. B. in Festkorpern, aber auch in fliissigen und gasférmigen
Stoffen. Es wirkt eine der Volumenénderung entgegen gerichtete Riickstellkraft.

2. Transversale Wellen sind etwas komplizierter, da bei ihnen Schubkréfte 7 an den
Massenelementen des Korpers angreifen miissen, um sie wieder in ihre Ausgangslage
zuriickzutreiben. Derartige Wellen breiten sich nur in festen Korpern aus.

Bei Seilwellen hing die Ausbreitungsgeschwindigkeit von der Spannung und von der in-
versen Langendichte des Seils ab. Die Léngendichte spielte die Rolle der tragen Masse, die
bei hoherer Dichte die Ausbreitung der Welle verlangsamt. Im Fall des Festkorpers spielt
die Dichte (oder Volumendichte = Masse/Volumen) diese Rolle.

2.2.7.2 Longitudinale elastische Wellen im Festkorper

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der longitudinalen elastischen Wellen in einem
Festkorper folgt aus dem Hooke’schen Gesetz (Gleichung (2.2.56)). Wir betrachten dazu
einen Ausschnitt aus einem Stab am Ort z und am Ort z + dz (siehe Abbildung 2.14).
Die Verformung am Ort z sei £. Dann ist die Verformung am Ort z + dz gleich

Erde=¢+ %dz. (2.2.57)

Durch die Schwingung éndert sich die Dicke dz des Volumenelementes dV = Apdz um
die Differenz der beiden Auslenkungen

a¢ .
(5 + &dz> —6=de. (2.2.58)

Diese Ausdehnung bewirkt die riicktreibende Kraft

F=cA,, (2.2.59)

wobei die auftretende Zugspannung o (sieche Hooke’sches Gesetz) durch

o=E (2.2.60)



68 KAPITEL 2. WELLEN

o o+ do

Abbildung 2.14: Zur Herleitung der Wellengleichung in einem Stab.

gegeben ist. Am rechten Ende des Volumenelementes bei z+4dz ist die Zugspannung gleich

do 0%¢
a—i—da:a—l—%dz:a—l—E@dz. (2.2.61)
Damit wirkt die resultierende Kraft
dF = Ap [(0 +do) — o] = Apdo (2.2.62)
0o 0%

auf das Volumenelement. Durch diese Kraft wird das Massenelement dm = pdV = p A dz
beschleunigt, das 2. Newtonsche Gesetz ergibt

0%¢ 0%¢

Der Vergleich von Gleichung (2.2.63) mit Gleichung (2.2.64) ergibt die Wellengleichung

0% E 9%
= = 2.2.65
otz p 022 ( )
Damit folgt fiir die Schallgeschwindigkeit im Festkorper
v= £ : (2.2.66)
p

Einige repréasentative Materialeigenschaften in verschiedenen Festkorpern sind in Tabelle
2.2.7.1 zusammengefasst, woraus die Schallgeschwindigkeit im Material abgeschétzt wer-
den kann.
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2.2.8 Raé&aumliche Verteilung von Wellen

Wir betrachten nun die Ausbreitung von Wellen im dreidimensionalen Raum.

2.2.8.1 Ebene Wellen

Ein wichtiger Spezialfall der rdumlich ausgedehnten Wellen ist die ebene Welle. Sie ent-
steht zum Beispiel durch einen Erreger, dessen Linge gross im Vergleich zur Wellenlénge
ist, oder durch eine punktférmige Quelle, welche sich in grossem Abstand im Vergleich
zur Wellenlénge befindet. Bei einer ebenen Welle ist die Phase an jedem Ort senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung identisch:

&(x,y,2,t) = A f(kz — wt) (2.2.67)

Sie ist also durch lediglich eine rdumliche Dimension charakterisiert, hier die z-Achse.
Abbildung 2.15 zeigt einen Ausschnitt aus einer ebenen Schallwelle.

2.2.8.2 Polarisation
Die Amplitude transversaler Wellen hat 2 Freiheitsgrade senkrecht zur Ausbreitungsrich-

tung. Wenn demnach die Welle in z-Richtung lduft, ist die Amplitude ein 2-komponentiger
Vektor in der zy-Ebene

A= < Z‘w ) = &) = ( ﬁx >ei<’f“t>. (2.2.68)

Y Y

2

Abbildung 2.15: Longitudinale ebene Welle.
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[ Vertikale Polarisation ] [Horizontale Polarisation] [ Kombination J
13 '3
'3 —_ £,
3

Abbildung 2.16: Lineare Polarisation.

Als Polarisation der Welle bezeichnen wir nun gerade diese Bewegung des Amplituden-
vektors durch die zweidimensionale Ebene (hier zy-Ebene). Falls die Welle stets in einer
Geraden auf dieser Ebene schwingt, nennt man sie linear polarisiert (sieche Abbildun-
gen 2.16 und 2.17).

Durch Uberlagerung zweier linear polarisierter Wellen mit Phasendifferenz A¢ erhélt man
elliptisch polarisierte Wellen (siehe Abbildung 2.18), bei denen sich die Auslenkung auf
einer Ellipse bewegt. Fiir eine Phasendifferenz von 7/2 erhdlt man als Sonderfall davon
eine zirkular polarisierte Welle. Je nach Drehrichtung erhélt man eine linkszirkulare
oder eine rechtszirkulare Welle (relativ zur Ausbreitungsrichtung).

2.2.9 Energietransport

Wir betrachten als Beispiel die Energiebilanz fiir eine longitudinale Welle in einem Stab.
Die Geschwindigkeit eines Massenstiicks dm am Ort x ist

_ (=)
V= ot .

(2.2.69)

Die kinetische Energie d Ey;, des Massenstiicks ist damit durch

1 /0¢\°
EB,==-= 2.2.
d kin 9 (8t> dm ( 70)

2
_ % (%) v (2.2.71)

gegeben und die kinetische Energiedichte dEy;,/dV durch

dBgn 1 (867
2 (%) 2.2.72
awv 2’ <8t) (2:272)
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Abbildung 2.17: Horizontal bzw. vertikal polarisierte Welle.

Die potentielle Energie tritt hier in der Form der elastischen Energie auf. Diese ist gleich

AL Al
Fy— / F(ALY - d(AL) = A, / o(AL) - d(AF) (2.2.73)
0 N | 0 2
= AD/ (EA; ) ~d(Al) = %ADEATE (2.2.74)
— {AE (%)2 . (2.2.75)

Die Verformung am Ort z ist nach dem Hooke’schen Gesetz (siehe Gleichungen 2.2.56
und 2.2.60) gleich der relativen Léngenénderung A¢/¢:

oe(at) _ Al

o ; (2.2.76)
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Abbildung 2.18: Zirkulare und elliptische Polarisation.

Die elastische Energiedichte ist damit

dEel

1

v 2

oe\?

Nun ist die allgemeine Losung der Wellengleichung von der Form

E(x,t) = f(u) mit w=ux—uvt.
Es folgt
o ot  Oou Ot
=
ox Ox ou Ox
dEyin
v =
dEel 1 12
v sEf.
Nach Gleichung (2.2.66) ist
E dEy dE
2 kin 1 12 el
- — g = C2d
v a P Ty
Die Gesamtenergiedichte dFEi./dV ist damit
dEtot . dEkin dE’el . ”U2f/2
w _ av av ”’ ‘

(2.2.77)

(2.2.78)

(2.2.79)

(2.2.80)
(2.2.81)

(2.2.82)

(2.2.83)

(2.2.84)
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Man beachte: Diese Gleichung gilt fiir mechanische Wellen. Weiter ist zu beachten, dass
man bei Uberlagerung (Superposition) von Wellen die Energie nicht einfach aufsummieren
darf, da Interferenz (siche spéter in diesem Kapitel) die in der Welle enthaltene Energie
beeinflusst.

Entsprechend erhélt man fiir transversale Seilwellen mit der Zugspannung S = F//A und

v = /S/p:

dEkin 2
i (2.2.85)
dEel 1 12
=35f". 2.2.86

2.2.10 Intensitéit
Wir betrachten die Ausbreitung einer harmonischen Welle im elastischen Medium

§(z,t) = Acos (kx — wt) (2.2.87)
=k-u

mit der Phasengeschwindigkeit v = w/k. Die Energiedichte betrigt

dEtot
dVv

= pv? A%k? sin? (kz — wt) (2.2.88)
= pw?A?sin? (kxr — wt) . (2.2.89)

Man beachte:

e sin? (kx — wt) ist eine Funktion vom Typ f(x —vt) und damit ebenfalls eine Losung
der Wellengleichung.

e Es gilt sin? (kx —wt) >0 V(z,t).
e Die Energie breitet sich demnach mit der Phasengeschwindigkeit v = w/k aus.
Da wir meist Zeitspannen betrachten, die weitaus grosser sind als 7', interessieren uns bei

der Betrachtung der Energie vor allem die gemittelten Grossen. Die mittlere Energie-
dichte wihrend einer Periode T betragt

T

dE, 1 [ dE, 1
< d‘t/t> = T/ d‘t/t(x,t) dt = §pw2A2. (2.2.90)
0

Sie wéchst also quadratisch mit der Frequenz und ebenfalls quadratisch mit der Ampli-
tude, genau wie wir bereits bei Schwingungen gelernt haben.
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Die Energieflussdichte S einer Welle (auch bekannt als der Poynting-Vektor) be-
zeichnet die Energie d2E;., welche in der Zeit dt durch ein zum Energiefluss orthogonales
Flichenelement da hindurchtritt:*

dQEtot da J W
_ . da B 2.2.91
dadt da]’ O (2:2.91)

m2s  m?

Den Betrag der Energieflussdichte
I:=1S| (2.2.92)

bezeichnet man als Intensitdt [ der Welle. Die durch eine endlich grosse Fliche Ay in
der Zeit dt hindurchtretende Energie ist eine spezielle Form der Leistung und wird als
Energiestrom bezeichnet:

dEot 7 ’
TR Eioy = //S -da, [Biot]) = J/s = W. (2.2.93)
Ap

Bei einer elastischen Welle im Stab konnen wir die in Frage kommende Fléche als stets
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung annehmen, sodass der Flachenvektor parallel zur Wel-
lengeschwindigkeit verlauft. Damit ist die Intensitéit gegeben durch

. d?Eyot d?Eyot . dEyey  dw . d Bt

I = = ~dr = — = : 2.2.94
dadt  (da-de)dt 0 av Tt Cav (22.94)
Die mittlere Intensitit der harmonischen Welle ist also gleich
1 5 ., 1 w®
_ - — T A% 2.2.95
(I) 5P A 5P % A ( )

2.3 Dopplereffekt

Wir iiberlegen uns im Folgenden, was passiert, wenn sich die Quelle oder der Beobach-
ter einer Welle bewegen.® In Abbildung 2.19 und 2.20 sind mehrere von der Quelle Q
ausgesandte Wellenfronten eingezeichnet. In dem in Abb. 2.20 abgebildeten Fall bewegt
sich die Quelle ) selbst, wohingegen sie in Abb. 2.19 ruht, wihrend sich der Beobachter
(Empfinger) B bewegt. In beiden Fillen ldsst sich erkennen, dass der Beobachter eine
verschobene Frequenz der Wellenfronten wahrnehmen muss. So nimmt beispielsweise der
ruhende Beobachter im Falle einer sich zu ihm bewegenden Quelle (Abbildung 2.20) eine
hohere Frequenz war, da sich an seinem Aufenthaltsort die Wellenmaxima stauen und
diese hohere Dichte der Wellenmaxima die wahrnehmbare Frequenz lokal erhoht. Ver-
schiedene Auspriagungen dieses Effekts werden im Folgenden detailliert behandelt.

4Die in der Literatur iibliche Notation S fiir den Poynting-Vektor darf nicht mit dem zuvor verwen-
deten Symbol fiir die Zugspannung verwechselt werden.

5Wir behandeln hier den Fall, in dem sich die Quelle oder der Beobachter lings der Verbindungslinie
zwischen ihnen bewegen. Beliebige Bewegungsrichtungen kénnen behandelt werden, indem man ihre
Geschwindigkeitskomponente in Richtung dieser Verbindungslinie betrachtet.
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Abbildung 2.19: Dopplereffekt: Ruhende Quelle, bewegter Beobachter.

2.3.1 Beobachter bewegt, Quelle ruhend

Die ruhende® Quelle emittiert Wellen mit der Frequenz vq. In der Zeitspanne At wiirde
ein ruhender Beobachter

ny = vqg At (2.3.1)

Wellenléngen der Wellenform an sich vorbeizichen sehen. Ein auf die Quelle mit der
Geschwindigkeit vg hin bewegter Beobachter sieht zusdtzlich die Anzahl Wellenbuckel,
welche in die zuriickgelegte Strecke vg At hineinpassen. Damit ist die gesamte Anzahl
Wellenléngen, welche den Beobachter in der Zeit At passieren, gegeben durch

At
ny = vg At + ”BA . (2.3.2)
Die vom Beobachter wahrgenommene Frequenz vg ist damit
T\ UB
=-= = —. 2.3.3
vp==rat (2.3.3)

SRuhend in Bezug auf das Medium, in welchem sich die Wellen fortpflanzen.
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Abbildung 2.20: Dopplereffekt: Bewegte Quelle, ruhender Beobachter.

Die Phasengeschwindigkeit” sei vp. Mit Hilfe der Beziehung vp = A vq erhalten wir das

Ergebnis

vg =

vq

rq

(
(

1+U—B
Up
]
Up

) fiir Anndherung an die Quelle,

) fiir Entfernung von der Quelle.

2.3.2 Beobachter ruhend, Quelle bewegt

(2.3.4)

Nun sei der Beobachter ruhend und die Quelle bewege sich mit der Geschwindigkeit vg auf
den Beobachter zu. Hier erweist es sich als vorteilhaft, die vom Beobachter wahrgenom-
mene Wellenldnge A\g zu berechnen. Wir betrachten dazu die Entfernung der Quelle vom
Beobachter bei der Emission zweier unmittelbar aufeinanderfolgender Wellenmaxima (in
der Skizze sind die entsprechenden Positionen durch Q,, gekennzeichnet). Bei ruhender
Quelle wiirden die beiden Wellenmaxima im Abstand A am Beobachter vorbeiziehen. Da

"Wir vernachlissigen in diesem Abschnitt weiterhin Dispersionsphinome. Die Gruppengeschwindigkeit
und die Phasengeschwindigkeit werden also als identisch angenommen und es kann demnach auch von
der Ausbreitungsgeschwindigkeit gesprochen werden.
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sich aber die Quelle auf den Beobachter hin bewegt, verkiirzt sich die Wellenlénge um die
Strecke

UQT = UQ/VQ s (235)
wobei T' = 1/vq die Periodendauer ist. Daraus folgt

Ap=A— 9 (2.3.6)
rq

Indem wir wieder die Beziehung vp = v\ verwenden, erhalten wir in diesem Fall

e
1 — —=

vy = = = (2.3.7)
B vq

fiir Anndherung an den Beobachter,

fiir Entfernung vom Beobachter.

2.3.3 Schockwelle

Falls sich die Quelle mit einer Geschwindigkeit bewegt, die grosser ist als die Phasenge-
schwindigkeit, vq > vp, so addieren sich die einzelnen Wellenziige auf einer Kegelober-
fliche konstruktiv,® sieche Abbildung 2.21. Wihrend sich die Quelle in der Zeit At um
vQAt weiterbewegt hat (von Qg bis Q7), hat sich die Wellenfront (n = 0) nur um vpAt
ausgebreitet. Der halbe Offnungswinkel ¥ des Mach’schen Kegels betriigt somit

¥ = arcsin Gl ) (2.3.8)
vqQ

Es bildet sich eine Schockwelle (Uberschallknall). Das Verhéltnis vq/vp wird auch als
Mach’sche Zahl bezeichnet.

2.3.4 Bemerkungen

All diese Phinomene sind wohl bekannt beim Schall.” In diesem Fall bewegen sich die
Quelle oder der Beobachter relativ zu einem vorgegebenen Medium, nédmlich der als ru-
hend angenommenen Luft, und die Phasengeschwindigkeit entspricht der Schallgeschwin-
digkeit in Luft vs. Bei Lichtwellen im Vakuum finden wir andere Verhéltnisse. Es gibt
kein Medium, in welchem sich das Licht fortpflanzt. Damit sollte man den gleichen Effekt

8Siehe auch folgenden Abschnitt zur Uberlagerung von Wellen
9Ubungsaufgabe: Ein hupendes Auto fihrt an Thnen vorbei. Dabei stellen Sie fest, dass sich die Tonhshe
um eine Oktave (d.h. um einen Faktor 2) dndert. Wie schnell féhrt das Vehikel?
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Abbildung 2.21: Schockwelle.

erhalten, wenn sich die Quelle oder der Beobachter bewegt. Nur eine Geschwindigkeit ist
von Belang, die Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und Beobachter. Dieses Problem
ist erst mit Hilfe der Relativitatstheorie gelost worden, der relativistische Dopplereffekt
soll jedoch nicht Teil dieser Vorlesung sein und wird vor allem bei elektromagnetischen
Wellen relevant.

Der Dopplereftekt ist nicht zuletzt deshalb von Bedeutung, weil man durch eine Messung
von vf (bei bekannter Frequenz vq) die Geschwindigkeit der Quelle einfach und héufig
mit sehr hoher Priizision'” messen kann. So hat zum Beispiel vor etwa 100 Jahren der
Astronom Edwin Hubble durch Messung der Rotverschiebung von weit entfernten Ga-
laxien herausgefunden, dass diese sich (fast) alle von uns weg bewegen, und zwar umso
schneller, je weiter sie von uns entfernt sind.!!

10Vor allem in der Optik, bei genau bekannten scharfen Spektrallinien.

" {Tbungsaufgabe: Die Wellenléingen aller Spektrallinien, die von einer fernen Galaxie emittiert werden,
sind um einen Faktor 3 grosser als die Spektrallinien der gleichen Atome im Labor (sog. Rotverschiebung).
Wie rasch bewegt sich die Galaxie und in welcher Richtung?
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2.4 Prinzip der Superposition

2.4.1 Einleitung

Abbildung 2.22 zeigt zwei Wellenberge, die sich in entgegengesetzten Richtungen bewegen.
Experimentell wird beobachtet, dass in dem Moment, in dem sich die beiden Wellenberge
treffen, die gesamte Auslenkung des Seils gleich der Summe der Auslenkungen der einzel-
nen Wellenberge ist. Nachher trennen sich die Wellenberge wieder und laufen weiter, ohne
dass sich ihre Form geéindert hat. Diese fundamentale Eigenschaft von Wellen wird als
Prinzip der Superposition bezeichnet. Wenn die Wellen entgegengesetzte Amplituden
haben, l6schen sie einander aus. Dies kann folgendermassen formuliert werden.

Ist & (x — vt) die Wellenfunktion der sich in positiver z-Richtung bewegenden Welle und
& (x + vt) jene der sich in negativer z-Richtung bewegenden Welle, so ist die Gesamtwel-

—v

Abbildung 2.22: Zwei Wellen begegnen sich. In ¢) ist die resultierende Amplitude gleich
der Summe der Amplituden der beiden einlaufenden Wellen.
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lenfunktion die Summe der Einzelwellenfunktionen
E(z,t) =& (x —vt) + &z + 0t) . (2.4.1)

Dabei konnen sich die Wellen verstérken oder auch ausloschen (siche Abbildung 2.23).
Allgemein gilt:

Sind & (x,t) und &(z,t) Losungen der Wellengleichung, dann ist auch

E(z,t) = & (. t) + &(x, t) (2.4.2)

eine Losung. Dies folgt aus der Linearitédt der Wellengleichung.

Abbildung 2.23: Prinzip der Superposition. Im Fall ¢) haben wir die gegenseitige
Ausloschung der beiden Wellenberge.
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2.4.2 Anwendung: Superposition harmonischer Wellen

Die durch Superposition harmonischer Wellen resultierende Welle héngt von den Phasen
der urspriinglichen Wellen ab. Wir betrachten z.B. zwei harmonische Wellen, die von
zwei Quellen Q; und Qy mit derselben Amplitude A, derselben Kreisfrequenz w und
einem vorgegebenen Phasenunterschied ¢ herriihren. Die zwei Wellen treffen sich in einem
Punkt P, der sich im Abstand x; von Q; und z5 von Qs befindet (siehe Abbildung 2.24).

Wegen des Prinzips der Superposition ist die resultierende Welle im Punkt P gleich der
Summe der zwei einlaufenden Wellen

E(z,t) =& (2, t) + &z, 1) (2.4.3)
= Asin (kx; — wt) + Asin (kzy — wt 4 6) (2.4.4)

wobei 0 der Phasenunterschied der Quellen ist. Weil die Wellen verschiedene Wege zuriick-
gelegt haben, erreichen sie den Punkt P mit unterschiedlichen Phasen. Die Wegdifferenz
wird als der Gangunterschied Ax bezeichnet und fiihrt zur zusétzlichen Phasendifferenz
kEAx mit

Ar =x9 — 27, (2.4.5)
so dass

¢ = Asin (kry —wt) + Asin [k (x1 + Az) —wt + 6] . (2.4.6)

Eine wichtige trigonometrische Identitét, die wir noch héufiger verwenden werden, lautet
sin o + sin # = 2sin [§ (o + B)] cos [3 (e — B)] . (2.4.7)
Aus ihr folgt

¢ =2Asin [kz; — wt + 1 (0 + kAz)] cos [1 (6 + kAz)] . (2.4.8)

1
2

ad

oy

Sa
0%

o Qq
A

Abbildung 2.24: Gangunterschied.
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Die resultierende Welle ist demnach eine harmonische Welle

¢ =2Acos 3 (6 + kAx)] sin [kzy — wt + 1 (6 + kAz)] (2.4.9)

TV TV
Amplitude harmonische Welle

mit derselben Frequenz und derselben Wellenzahl wie die einlaufenden Wellen. Die Phase
unterscheidet sich von beiden urspriinglichen Wellen und wir bemerken, dass die Ampli-
tude der resultierenden Welle

A" :=2Acos B (0 + kAx)] (2.4.10)

nicht von der Zeit abhéngt.

Man kann den Gangunterschied derart wéhlen, dass die resultierende Phasendifferenz ein
ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, d.h.

%(5+kA£E) =nm, n=20,1,2,... (2.4.11)

In diesem Fall haben beide Wellen beim Aufeinandertreffen am Punkt P dieselbe Phase.
Man sagt dazu, sie seien in Phase und spricht von konstruktiver Interferenz. Die
resultierende Welle besitzt die doppelte Amplitude der Einzelwellen. Fiir

%(6—|—kAx): (n—i—%)w n=20,1,2,... (2.4.12)

sind die beiden Wellen in Gegenphase und addieren sich zu null, weil sie gleich grosse,
aber entgegengesetzte Amplituden besitzen. Man spricht von destruktiver Interferenz
und die resultierende Welle verschwindet fiir alle Zeiten.

Fiir die iiber eine Periode gemittelte Intensitéit der resultierenden Welle gilt

~ %(214)2 cos? B (6 + k;Ax)] . (2.4.13)

(1)

2.4.3 Kohéarenz

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gesehen, dass Wellen derselben Frequenz interfe-
rieren und sich dabei vollstédndig ausloschen oder auch verstiarken kénnen. Eine notwendi-
ge Bedingung dafiir ist die Zeitunabhéngigkeit der resultierenden Phase. Eine Interferenz
findet statt, wenn

1. zwei Quellen mit konstantem Phasenunterschied vorliegen oder
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Sp/

AN
7

Qo - > :: oP

HS HS

Abbildung 2.25: Aufteilung der von einer Quelle Q erzeugten Welle durch halbdurchléssige
Spiegel HS und anschliessende Interferenz im Punkt P. Sp sind nichtdurchlassige Spiegel.

2. sich zwei Wellen derselben Quelle mit unterschiedlich langen Laufwegen in einem
Bereich des Raumes iiberlagern, siehe z. B. das Interferometer in Abbildung 2.25, bei
dem mit Hilfe zweier halbdurchlassiger Spiegel das Licht einer Lichtquelle aufgeteilt
und wieder vereint wird. Durch die unterschiedliche Laufweite der beiden Wellen
tritt Interferenz auf.

Falls die Phase nicht zeitabhéngig ist, sind die Wellen koh&rent. Kohérenz ist eine not-
wendige Voraussetzung fiir das Auftreten von Interferenzphénomenen.

Bei zeitabhéngiger Phase tritt keine Interferenz auf, da sich die konstruktiven und de-
struktiven Uberlagerungen im zeitlichen Mittel ausgleichen. Klassische Lichtquellen wie
z. B. Gliithlampen oder Fluoreszenzrohren senden inkohérentes Licht aus, da verschiedene
Atome rein zufillig und unkorreliert Licht aussenden.

Interferenz mit zwei Wellen derselben Quelle ist nur dann moglich, wenn die Differenz
der Laufwege kleiner ist als die Kohérenzlinge, also als die Entfernung, welche eine
Wellenfront in einer Zeit zuriicklegt, in der die Eigenschaften der Quelle in guter Ndherung
als konstant angenommen werden konnen. In der Praxis kann eine Welle niemals fiir
unendliche Zeit unverdndert andauern, sondern muss einen Anfangszeitpunkt ¢; und einen
Endzeitpunkt ¢, haben. Daraus ergibt sich, dass die Welle auch raumlich begrenzt ist und
eine Kohérenzliange von maximal v - (5 — ¢;) hat. Beriicksichtigt man zudem, dass es
z.B. auf Grund von externen Einfliissen nicht moglich ist, iiber einen langen Zeitraum
eine Welle mit exakt den gleichen Eigenschaften (insbesondere Phasenlage) zu erzeugen,
verringert sich die Kohérenzlange auf v - At, wobei At die Zeitdauer ist, wahrend der die
Eigenschaften der Welle als ndherungsweise konstant angenommen werden koénnen.

2.4.4 Zwei entgegengesetzt laufende Wellen

Als néchstes untersuchen wir die Interferenz zweier entgegenlaufender kohérenter Wellen.
Die entgegenlaufende Welle kann man beispielsweise durch Reflexion an einem Spiegel
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erzeugen. Die Superposition £ := & + & der beiden Wellen

& (t) = Acos (kx — wt) (2.4.14)
& (t) = Acos (—kx — wt + dR) (2.4.15)

ergibt
& =2Acos (kx — (%R) cos (wt - (%R) . (2.4.16)

Dies ist keine laufende Welle mehr, da sie nicht vom Typ f(z — vt) ist. Man spricht
von einer stehende Welle, wie wir spéter noch diskutieren werden. Man beachte, dass die
Amplitude durch den Ort z im ersten Kosinus festgelegt wird und der zweite Kosinus fiir
eine Schwingung in der Zeit sorgt. Die mittlere Intensitét betréagt

(1) ~ 5(24)? cos’ (km - %R) | (2.4.17)

Fiir g = 0 gibt es Maxima der Intensitét bei
kx =nm, n=0,1,2,... (2.4.18)

und Minima bei

kx = (2n+1)g, n=0,1,2,... (2.4.19)

2.4.5 Zwei in verschiedene Richtungen laufende Wellen

Es seien & und & zwei von den Quellen Q; bzw. Q5 ausgehende harmonische Kreiswellen'?
mit zwei festen Phasen d; und d,. Fiir die folgende Rechnung werden wir der Einfachheit
halber ¢; = d; = 0 annehmen (siche Abbildung 2.26).

Bei einer Kreiswelle ist die Energie einer Wellenfront mit Radius r iiber den Kreisum-
fang 27r verteilt. Auf Grund der Energieerhaltung muss die Energiedichte bei der Aus-
breitung (Vergrosserung des Radius r) demnach mit 1/ abnehmen, damit die tiber den
Kreisumfang integrierte Energie konstant bleibt. Dies bedeutet, dass die Amplitude einer
Kreiswelle mit 1/4/r abnimmt.'?

Die Koordinaten der beiden Quellen seien

r ( o ) and 7y — ( b ) | (2.4.20)

12Eine Kreiswelle breitet sich nur in einer Ebene aus, nicht im gesamten Raum. Ein Beispiel wiire die
von einem ins Wasser fallenden Stein ausgeloste Welle.

13Bei einer Kugelwelle nimmt die Amplitude stattdessen mit 1/7 ab, da sich die Energie auf einer
Kugeloberfliiche 4772 verteilt und die Energiedichte somit mit 1/r? abnehmen muss.
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Somit gilt fiir die beiden Wellen:

cos (k|r — r1| — wt) (2.4.21)

£1(r 1) = A
V|r — 7]
&(r 1) = A
VIr =1

Interferenzmaxima ergeben sich, falls

cos (k|r — ra| — wt) (2.4.22)

P —ri|—|r—ro| =nX, |n|=0,1,2,... \=2n/k (2.4.23)

Exakt ist diese Beziehung nur dann richtig, falls die Amplituden konstant sind. Da sie
aber mit der Entfernung abnehmen, kénnen kleine Korrekturen auftreten, die wir hier
nicht beriicksichtigen werden.

Wir wollen nun die Kurven bestimmen, auf denen die Interferenzmaxima zu finden sind.
Das Einsetzen der Ortsvektoren r; und 7o in Gleichung (2.4.23) ergibt

V(z+a)l+y?2=nA++/(z—a)?®+y? (2.4.24)

= (z+a)?+y* =N+ 200/ (z —a)2 + 92 + (x —a)? +¢°
= 20\ (7 —a)? + % = dax — n*\? (2.4.25)

Nach nochmaligem Quadrieren und Umformen erhélt man schliesslich

o (4a® =n®XN?) ,  (4a® —n*N?)
- s (2.4.26)

Dies ist die Gleichung einer Hyperbelschar mit n als Parameter (siche Abbildung 2.26).

2.5 Reflexion und Transmission

Bevor wir uns ndher mit stehenden Wellen befassen werden, wollen wir noch untersu-
chen, was beim Auftreffen einer Welle auf eine Grenzflache, die zwei verschiedene Medien
voneinander trennt, geschieht.

Eine Welle laufe in einem Medium mit Kreisfrequenz w und Wellenzahl k; in positive
z-Richtung. An der Grenzflache (z = 0) treffe sie auf ein zweites Medium mit anderen
Materialkonstanten. Im Allgemeinen wird dann ein Teil der Welle im zweiten Medium wei-
terlaufen (Transmission) und ein anderer Teil wird reflektiert und in negative z-Richtung
zuriicklaufen (Reflexion) (siehe Abbildung 2.27).

Die Kreisfrequenz wird sich dabei nicht dndern.'* Sie ist also identisch fiir auftreffende,
transmittierte und reflektierte Welle. Was sich aber im Allgemeinen &ndern wird, sind die
Wellengeschwindigkeit v und damit auch die Wellenzahl k£ bzw. die Wellenldnge .

14Um dies zu iiberpriifen, kann man die Gleichungen (2.5.1)—(2.5.3) mit drei unterschiedlichen Kreis-
frequenzen wy, wr, und wr ansetzen. Man stellt dann fest, dass (2.5.4)—(2.5.5) nur fiir alle Zeiten ¢ erfiillt
sein kénnen, wenn wa = wr = wr gilt.
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Ar=80 2N A 0 A 2 3k

S

25
2
2

Abbildung 2.26: Interferenz zweier Kreiswellen mit fester Phasenbeziehung.

Bei der Seilwelle zum Beispiel ist v = 1/S/p, sodass sowohl eine andere Dichte als auch
eine andere Seilspannung die Geschwindigkeit &ndern. Bei der Schallwelle im Festkorper
ist v = /E/p. In diesem Fall bewirken ein anderer Elastizitdtsmodul oder eine andere
Dichte eine verdnderte Geschwindigkeit.

Demnach spielen drei verschiedene Wellenfunktionen

£ = Aellthie—wt) A; >0  auftreffend" (2.5.1)
£r = Agpel(Thz—witor) Ar >0  reflektiert , (2.5.2)
fp = Apel(Hhee—wt+or) Ar >0  transmittiert (2.5.3)

eine Rolle. Die physikalischen Losungen entsprechen wieder den Realteilen der komplexen
Wellenfunktionen. Die Phase der auftreffenden Welle haben wir der Einfachheit halber
gleich null gesetzt. Es miissen die folgenden beiden Randbedingungen erfiillt sein.

1. Stetigkeit der Auslenkung an der Grenzfliche
z—0_ z—04

2. Bei der Seilwelle z. B. miissen die vertikalen Krafte links und rechts der Grenzflache
identisch sein. Dies fiihrt zu der Bedingung

il gl pl

2.5.
8ZE =0 8$ =0 7 ( 55)

“Der Index I kommt aus dem Englischen, wo eine einfallende Welle mit incident wave iibersetzt wird.
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Abbildung 2.27: Transmission und Reflexion an der Grenzfliche zwischen zwei Medien 1

und 2 mit o = 2.

wobei F' die Spannkraft des Seils (Seilkraft) ist. Die Ableitung der Welle nach dem

Ort ergibt den jeweiligen vertikalen Anteil des Kraftvektors F'.

Aus Gleichung (2.5.4) folgt:

A[ + AReiéR = ATeiéT

(2.5.6)

Dieser Ausdruck ergibt zwei Gleichungen, eine fiir den Real- und eine fiir den Imaginérteil.
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Die Gleichung fiir den Imaginérteil ergibt

AT sin 5T = AR sin 6R

da Ap reell ist. Aus den Gleichungen (2.5.5) und (2.5.7) folgt

AI kl = AT kzeiéT + AR kleiéR
= 0= Arkysindt + Ag k1 sindr

= OZATkQSin5T+ATklsiD5T.

Fiir die Wellenvektoren gilt somit

ki = v% =w %,
ko = v% =w g—z )
Mit der Definition
o — @ _ S1p2
k1 Sop1

liefert Gleichung (2.5.10) schliesslich die Bedingung

Arsindr (a+1)=0.

Da a4+ 1 > 1, kann diese Gleichung nur fiir

sin 5T =0

KAPITEL 2. WELLEN

(2.5.7)

(2.5.8)
(2.5.9)
(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

(2.5.14)

(2.5.15)

erfiillt werden. Als mogliche Losungen kommen zunéchst o1 = 0 oder ér = 7 in Frage. Die
zweite Losung erfiillt aber nicht die Bedingung, dass im Grenzfall einer verschwindenden

Grenzflache

lim & = &r

V1 —V2

gelten muss, sondern liefert vielmehr

lim & = —&r,

V1 —V2

was keinen Sinn ergeben wiirde. Aus 1 = 0 folgt wiederum

sindg = 0.

(2.5.16)

(2.5.17)

(2.5.18)
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Fiir die reflektierte Welle gibt es keine weitere Bedingung, sodass sowohl dg = 0 als auch
Oor = m mogliche Losungen sind.

Wir setzen diese erhaltenen Phasen in die beiden Randbedingungen ein und erhalten aus
Gleichung (2.5.6)

und aus Gleichung (2.5.8)

AI = aAT :i:AR 0 (2520)

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen kénnen wir sowohl die Amplitude der Transmission

2A;
Ap = 2.5.21
T + ( )
als auch die der Reflexion
Ap = 42=%y (2.5.22)
D TP o

berechnen.

Héufig werden auch der Reflexionskoeffizient r := i—fl‘ und der Transmissionskoeffi-

zient ¢ := ﬁ—f eingefiihrt. Diese sind nach obigen Gleichungen gegeben durch
11—« Vg — V1
r=4 =4 (2.5.23)
1+« vy + U1
und ) )
t= -2 (2.5.24)
1+a v+ v
Spezialfalle:
1. a=1

Da hierfiir Sips = Sop; erforderlich ist, kann man auch mit unterschiedlichen Ma-
terialien diese Bedingung erfiillen. Man erhélt in diesem Fall

AR =0 und AT = AI o (2525)
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2. a>1

Da Ag > 0, gilt in diesem Fall das negative Vorzeichen in (2.5.22) und demnach

a—1 2AI
A d At = .
ar1 !t Y T

(SR:TF = AR:

Das feste Ende eines Seils entspricht dem Grenzfall

lim AR(O() = AI = AT — 0.

a—0o0

(2.5.26)

(2.5.27)

Bei diesem Grenziibergang wird die Welle vollstandig reflektiert und es findet ein

Phasensprung um 180° statt (siche Abbildung 2.28).

3. a<l1

Da Agr > 0, gilt in diesem Fall das positive Vorzeichen in (2.5.22) und demnach

11—« 2A1
— A d Arp = .
l+a T " T 1+1a

oR=0 = Ag

Das lose Ende eines Seils entspricht dem Grenzfall

111% AR(Oé) = AI .

£(x,t) v t=0

—
/LQ i
) —

Abbildung 2.28: Reflexion eines Wellenberges am festen Ende.

(2.5.28)

(2.5.29)
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Der Grenzfall o = 0 ldsst sich nur realisieren, indem man das Medium 1 an Vakuum
angrenzen lasst. Dann ist es aber nicht mehr sinnvoll, von einer Transmission (A =
2A;) zu reden, da keine mechanische Welle ins Vakuum iibertreten kann. Beim
Grenziibergang wird die Welle ebenfalls vollstandig reflektiert, aber es findet kein
Phasensprung statt (siche Abbildung 2.29).

Die Amplituden fiir Transmission und Reflexion sind als Funktion des Parameters « in
Abbildung 2.30 aufgetragen.

Natiirlich kénnen nicht nur Seilwellen bei einem Ubergang in ein anderes Medium reflek-
tiert werden. Auch andere physikalische Prozesse an Grenzflichen lassen sich durch die
hier gezeigte theoretische Betrachtung beschreiben. So werden zum Beispiel Licht- und
Mikrowellen reflektiert, wenn sich der Brechungsindex an der Grenzfliche zwischen zwei
Medien &ndert.

2.6 Stehende Wellen

2.6.1 Amplitude der stehenden Wellen

Mit der mathematischen Erfassung der Reflexion und Transmission im vorhergehenden
Abschnitt sind wir jetzt in der Lage, die bereits im Abschnitt 2.4.4 gefundene Losung
fiir die Superposition zweier entgegengesetzt laufenden Wellen weiter zu behandeln. Der
Einfachheit halber beziehen sich anschauliche Betrachtungen wieder auf das Beispiel von
Seilwellen.

5(:17,15) v t=0

/] .

Abbildung 2.29: Reflexion eines Wellenberges am losen Ende.
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Abbildung 2.30: Transmissions- und Reflexionskoeffizienten als Funktion des Parameters
a.

Wir hatten in (2.4.16) bereits das Ergebnis

£ =2Acos (kx - %) COS (wt - (%R) (2.6.1)

erhalten, mit der bei der Reflexion entstehenden Phase dr. Diese Welle ist, wie bereits
erwahnt, keine laufende Welle mehr. Man bezeichnet sie vielmehr als stehende Welle.
Sie ist dadurch gekennzeichnet, dass Knoten und Bauche auftreten. Knoten entsprechen
den Nullstellen des ortsabhédngigen Terms, an denen die Auslenkung der Welle stets null
ist. Béuche entsprechen dagegen den Extrema, also sowohl den Maxima als auch den
Minima des ortsabhéngigen Terms. Die stehende Welle schwingt dort ortsfest mit der
maximal moglichen Auslenkung.

Wir unterscheiden nun nach der Art der Reflexion:

1. Reflexion am harten Medium (Grenzfall fixiertes Ende, o > 1 und dg = 7)
Die Amplitude ist in diesem Fall

¢ = 2Asin(kx) sin(wt) (2.6.2)
und garantiert einen Knoten an der Grenzfliche (z = 0) (siche Abbildung 2.31).

2. Reflexion am weichen Medium (Grenzfall loses Ende, o = 0 und dg = 0)

Hier ist die Amplitude gleich
¢ = 2Acos(kx) cos(wt) (2.6.3)

und ergibt einen Bauch fiir x = 0 (siehe Abbildung 2.32).
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2.6.2 Energieverteilung bei stehenden Wellen

Da die Auslenkung in einem Knoten stets verschwindet, wird keine Energie hindurch
transportiert. Die Energie wird also nur wahrend des Aufbaus der stehenden Welle trans-
portiert, anschliessend verschwindet der Energiestrom und die Energie oszilliert nur noch
lokal zwischen kinetischer Energiedichte und potentieller (in diesem Fall elastischer) Ener-
giedichte

dBwn 4, (0§ 2_ 2 2.2 2
v = 2P (875 = 2pA“w*sin®(kx) cos™(wt) , (2.6.4)

dEpot 1 85 ? o 27.2 2 c 2
A 59 <8x = 25 A%k” cos”(kx) sin®(wt) (2.6.5)
= 2pA%w? cos? (kx) sin(wt) , (2.6.6)

da k* = w?/v? und v? = S/p. Wir haben hier als Beispiel die Reflexion am harten Medium
(am fixierten Ende) gewéhlt.

Abbildung 2.31: Stehende Welle bei Reflexion am harten Medium (a > 1).

£, 1)
2A

Abbildung 2.32: Stehende Welle bei Reflexion am weichen Medium (a = 0).
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Fir
wt=nw, n=0,1,2,... (2.6.7)

ist die potentielle Energie null und die gesamte Energie ist kinetisch. Umgekehrt ist fiir

™

wt=(2n+ 1)z, n=012,... (2.6.8)

die kinetische Energie null und die gesamte Energie ist potentieller Natur. Dies erinnert an
das Verhalten des Pendels, bei dem ebenfalls die Energie vollstdndig zwischen kinetischer
und potentieller Form oszilliert. Die kinetische Energie ist um die Wellenbéuche konzen-
triert, da dort die Schwingungsamplitude am grossten ist, und die potentielle Energie um
die Knoten, da dort die Zugspannung maximal ist (siche Abbildung 2.33).

2.6.3 Eigenschwingungen einer Saite

Bisher haben wir stehende Wellen fiir den Fall untersucht, bei dem ein Seil (oder ein
Draht) an einem Ende fixiert ist. Die Saite eines Musikinstruments ist an beiden Enden
eingespannt und wir wollen nun unser Wissen iiber stehende Wellen anwenden, um die
moglichen Schwingungen einer Saite zu berechnen.

Die allgemeine transversale Auslenkung einer Saite muss die Wellengleichung

L

% = w mit v° = ; (269)
erfiillen. Auch eine Normalschwingung muss diese Bedingung erfiillen. Bei einer Normal-
schwingung (Eigenmode!'®) schwingen alle Teilstiicke der Saite mit derselben Frequenz
w. Deshalb verwenden wir den Ansatz

£(z,t) = A(z) - cos(wt + 0) . (2.6.10)

Durch Einsetzen in die Wellengleichung erhélt man die Differentialgleichung fiir die Orts-
verteilung

?A W2
@+°;—2A:0. (2.6.11)

Mit k% = w?/v? ergibt sich hieraus schliesslich

24,
—+k*A=0. (2.6.12)

dz?

16Man kann die eingespannte Saite mit einer unendlichen Anzahl von gekoppelten Pendeln vergleichen.
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1
- —3A =\ ~1x 0
Epot/ (2pA%0?) (wt=@n+1)3, n=012.)

1

1

2

0 } I | xz
> —3A =\ ~1 0

Abbildung 2.33: Verteilung der kinetische Energie Ej;, und der potentiellen Energie £,
bei einer stehende Welle fiir die Reflexion am harten Medium (a > 1).

Diese Differentialgleichung kennen wir bereits fiir die Zeitabhéingigkeit von Schwingungen,
hier beschreibt sie aber die Ortsabhéingigkeit der Schwingungen einer Saite. Damit kennen
wir bereits die allgemeine Losung

A(z) = Agcos(kz+¢) oder A(z) = Acos(kx)+Bsin(kz). (2.6.13)

Die Konstanten (Ag, ¢) bzw. (A, B) werden durch die Randbedingungen festgelegt, also
ob die Saite beidseitig oder nur einseitig fest eingespannt ist (siehe dazu Abbildungen 2.34
und 2.36).
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2.6.3.1 Fest eingespannte Saite
Die Randbedingungen
Az =0)=0 und A(z=1¢)=0. (2.6.14)
gelten fiir eine beidseitig eingespannte Saite der Lange ¢. Daraus folgt
A=0 und kl=nr n=123,.... (2.6.15)

Es sind also nur diskrete Werte

fop = — (2.6.16)

moglich, aber davon unendlich viele. Diese Werte nennt man Eigenwerte. Die zugehori-
gen Wellenldngen

A\, = — == (2.6.17)

folgen aus dem Kehrwert von k,,. Die Eigenfunktionen der Normalschwingungen sind

A,(z) = B, sin (%x) (2.6.18)
und die Eigenfrequenzen sind
wy = ko = " 2 (2.6.19)
t\p

Die Kreisfrequenz und die Frequenz der fundamentalen Schwingung (n = 1) sind
gegeben durch

P (2.6.20)

1 /S
_ 212 2.6.21
< 20\l p ( )

Die Grundfrequenz héngt also von den drei Saiteneigenschaften der Zugspannung S, der
Lange ¢ und der Dichte p ab.

und
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Die Kreisfrequenzen der harmonischen Oberwellen sind ganzzahlige Vielfache

Wp = MW (2.6.22)

der Grundfrequenz. Die n-te Normalschwingung lautet somit

&n(x,t) = By sin (n%$) cos (nwit + 6y,) (2.6.23)
oder
&z, t) = a, sin (%x) cos(nwit) + by, sin (%x) sin(nwst) . (2.6.24)

Die Konstanten (B,,d,) bzw. (a,,b,) ergeben sich aus den Anfangsbedingungen, z.B.
festgelegt durch Zupfen oder Streichen der Saite.

Abbildung 2.34 zeigt die Grundschwingung und die 2. bis 6. Harmonische fiir die beidseitig
eingespannte Saite. Stehende Wellen kénnen auch fiir Schall oder fiir elektrische Grossen
in analoger Art und Weise betrachtet werden. Ein analoges Bild ergibt sich insbesondere
fiir die Schallauslenkung im Fall einer schwingenden Luftséule in einem beidseitig ge-
schlossenen Rohr. In diesem Kontext ist jedoch zu beachten, dass sich eine Schallwelle als
Auslenkungswelle oder als Druckwelle beschreiben ldsst, und wir deshalb zwischen Aus-
lenkungsknoten (Druckbéuchen) und Druckknoten (Auslenkungsbéuchen) unterscheiden
miissen, siche Abbildung 2.35.

2.6.3.2 Einseitig eingespannte Saite

Die Randbedingungen im Fall einer einseitig eingespannten Saite (oder fiir die Schallaus-
lenkung in einem einseitig geschlossenen Rohr) lauten

Az=0)=0 und A(z=()=B=A,, (2.6.25)

woraus folgt, dass

2n+1

= A=0 und kl= ™ n=0,1,2.... (2.6.26)

Es sind wiederum nur diskrete Werte moglich, in diesem Fall

_2n+17r
2 0

K (2.6.27)

Die Eigenfunktionen der Normalschwingungen sind

An(z) = Bysin <2”2+ ! %x) (2.6.28)
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Abbildung 2.34: Stehende Welle bei beidseitig fest eingespannter Saite. Grundschwingung
und 2. bis 6. Harmonische.
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Abbildung 2.35: Druck- und Amplitudenverteilung einer stehenden Schallwelle in einem
Gas zu einem festgelegten Zeitpunkt: a) Dichteverteilumg des Gases, b) Ruhelagen einiger

ausgewahlter Molekiile (dargestellt durch die Kugeln in der oberen Reihe) mit Richtung

ihrer Auslenkung gemiss £(z) (dargestellt durch die Pfeile und die neuen Positionen der
Kugeln in der unteren Reihe). Jedes der vier Beispiele entspricht einem Ort gemiiss der
x-Achsen in c). Insbesondere treten die blau hinterlegten Szenarien an den Orten auf, bei

denen () einen Nulldurchgang hat (Extrema des Drucks), wéhrend die griin hinterlegten

an den Orten der Nulldurchgéinge von p(z) (Extrema der Dichte) auftreten. c¢) Verlauf

der Auslenkung &(x) und des Drucks p(z) iber dem Ort.
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und die Eigenkreisfrequenzen sind

iy = o= 2T B (2.6.29)
2 U\ p
Die Grund (kreis)frequenz ist
T S
- /= 2.6.30
Y, p’ ( )

1 /S
= —, /= 2.6.31
4] w\ o ( )

Abbildung 2.36 zeigt die Grundschwingung und die 3., 5., 7., 9. und 11. Harmonische fiir
die einseitig eingespannte Saite, gehorend zu den Indizes n =0,1,2,3,4,....

2.6.4 Allgemeine Schwingungen einer Saite

Im Allgemeinen wird eine Saite gestrichen, gezupft oder angeschlagen, sodass die Anfangs-
auslenkung an der Stelle x keine harmonische Funktion ist. Wie in Abschnitt 1.4.1 bereits
erwahnt und im Zusatzkapitel B.1 behandelt wurde, lédsst sich jede periodische Funktion
als Fourierreihe darstellen. Um dies anzuwenden, miissen wir sogenannte periodische
Randbedingungen'” einfiihren.

Wenn man fiir die Losung der Wellengleichung

S
wp = kv = 2 |2 (2.6.32)
t\p
verwendet, dann beschreibt dies eine Sinuskurve, die von x = —oco bis © = 400 verlauft.

Die fiir uns wichtige Losung ist also mathematisch nur ein Ausschnitt aus einer sich
periodisch wiederholenden Anordnung (siche Abbildung 2.37).

Die allgemeine Losung ist eine Uberlagerung aller Eigenschwingungen
= . nm .
E(x,t) = Z sin (—a:) - [ay, cos(nwit) + by, sin(nwit)] . (2.6.33)
Beispiel: Gezupfte Saite mit Anfangsauslenkung A. Zur Zeit t = 0 ist

£(x,0) = i sin (%x) “ap, (2.6.34)

"siehe Kénzig, Mechanik, S. 242
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2n + 1

11

Abbildung 2.36: Stehende Welle bei einseitig fest eingespannter Saite. Grundschwingung,
3.,5.,7.,9. und 11. Harmonische.
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Abbildung 2.37: Durch das beidseitige Einspannen einer Saite bedingte periodische Rand-
bedingungen: a) 6. Harmonische, b) gezupfte Saite

Dies ist eine rdumliche Fourierreihe mit Periode 2¢. Die Koefflizienten a, und b, wer-
den folgendermassen ermittelt. Mittels einer Fourieranalyse erkennt man, dass sich die
Dreiecksfunktion als

£(x,0) = i—f {sin (%m) — %Sin (%x) + é sin (57%.7:) - .. } (2.6.35)

84 1
lan| = ==

mit
n ungerade (2.6.36)

schreiben lésst. Fiir die Berechnung der Koeffizienten b,, benttigen wir in diesem Fall noch
eine 2. Anfangsbedingung, namlich dass die Saite zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe ist

23
= = 2.6.
5 (2,0) =0 (2.6.37)
%(w,t) . = ;bn sin (%x) nw; =0 Va. (2.6.38)
Daraus folgt
b, =0. (2.6.39)
Die Wellenfunktion der mittig gezupften Saite ist damit
A 1
&(x,t) = i—z [sin (%w) cos (wit) — 2 sin (%x) cos (3wit) + .. } (2.6.40)
mit w; als 1. Harmonische und 3wy, 5wy, . .. als Oberwellen (hohere Harmonische). Wird
die Saite dagegen angeschlagen, wie z. B. beim Klavier, dann gilt
23
(r,t=0)=0 und —=| #0, (2.6.41)
ot |,_o

was zu einer anderen Verteilung der Harmonischen fiihrt. Das Streichen der Saite liefert
kompliziertere Anfangsbedingungen.
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2.7 Brechung und Beugung

2.7.1 Das Prinzip von Huygens

Das Prinzip von Huygens ist ein niitzliches Hilfsmittel zum anschaulichen Verstdndnis ver-
schiedener Phdnomene der Wellenausbreitung, insbesondere der Beugung und Brechung,
die wir im Anschluss betrachten werden.

Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfléiche (bzw. Wellenfront) wird als Zen-
trum einer neuen kugelférmigen Elementarwelle aufgefasst. Die Umbhiillende
dieser Elementarwellen ergibt dann die Wellenfront zu einem spéteren Zeit-
punkt.

Eine Wellenfliche wird folgendermassen definiert. Alle Punkte der Wellenflache geniigen
der Beziehung

k-r—wt=09¢, (2.7.1)
wobei ¢ eine beliebige, aber fest vorgegebene Phase ist. Abbildungen 2.38 und 2.39 zeigen
diese Elementarwellen fiir eine ebene Welle bzw. fiir eine Kreiswelle.

Falls sich beim Ubertritt einer Welle in ein anderes Medium die Phasengeschwindigkeit
v = w/k dndert, dndert sich entsprechend auch der Radius Ar = vAt der sich in der Zeit
At neu ausbreitenden Kreiswellen (bzw. Kugelwellen im dreidimensionalen Fall).

Das Huygens’sche Prinzip ist iiber 300 Jahre alt. Heute wissen wir, dass die Atome der
Materie die Quellen darstellen, welche Licht absorbieren und in Form einer Kugelwelle
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Abbildung 2.38: Huygens’sches Prinzip bei einer ebenen Wellenfront.
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Abbildung 2.39: Huygens’sches Prinzip bei einer Kreiswelle (Quelle Q).

wieder abstrahlen. Die Phasenbeziehung der einzelnen Punktquellen bewirkt, dass sich
die Welle weiterhin in der urspriinglichen Richtung bewegt.

Ahnliche Argumente kénnen auch zum Versténdnis der Ausbreitung von elektromagne-
tischen Wellen verwendet werden. Seien Qg,...,Qy in einer Reihe angeordnete Quellen
kohédrenter Kugelwellen gleicher Amplitude a im Abstand 0 voneinander (siehe Abbil-
dung 2.40). Dann ist die Phasendifferenz Ag zweier benachbarter Quellen in Richtung a
gleich

2
Ap = Tﬂ-AS =késina fir éd<r. (2.7.2)

Wir betrachten nun einen Punkt P, an dem die Interferenz aller von den N Quellen
ausgehenden Kugelwellen berechnet werden soll (siehe Abbildung 2.41). Wir nehmen an,
dass

d=(N-1)<r, (2.7.3)
wobei 7 der Abstand des Punktes P vom Mittelpunkt der Anordnung ist.
Die Uberlagerung der Wellen im Punkt P ergibt die Amplitude

N
— g i(krn—wt) 2 7 4
(o) =3 et (27.4)
Der Einfachheit halber wahlen wir hier N ungerade, N = 2M + 1, M > 0. Damit gilt
p= 4 (M +1—m)- As (2.7.5)
=  krp,=kr+(M+1)Ap —nlAyp (2.7.6)
a 2M+1
= 6(04) _z ei(M—‘rl)Agp Z e—inAgo ei(kr—wt) ) (277>

r
n=1
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Abbildung 2.40: Uberlagerung der von N Quellen auslaufenden Kugelwellen in Richtung

des Winkels «.

Die Summe der Exponentialfunktionen kénnen wir umformen, da sie eine endliche geo-

metrische Reihe in x = e 2¢ darstellt. Aus der Identitét

, i P
r+xr+...+x" =
z—1
folgt
2M+1 N o—iAp(2M+2) _ —iAp
E e Y = .
e"idy 1

n=1

—iAp(M+1) _ L iAeM
— olA9/2 | —iAG(M+1) e e

e~ iAp/2 _ oiAp/2
—iNAp/2 _ oiNAp/2

_ oiBp() | ©
e—1Ap/2 _ olAp/2

— o—ip(M+1) | sin(NAp/2)
sin(Ap/2)

Damit ergibt sich fiir die Amplitude

a Sln(NASD/Q) i(kr—wt)

del = r sin(A¢/2)

(2.7.8)

(2.7.9)

(2.7.10)

(2.7.11)

(2.7.12)

(2.7.13)
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Abbildung 2.41: Zur Berechnung der Interferenz im Punkt P (Darstellung nicht massstabs-
getreu, da wir 7 > 2M ¢ annehmen).

und fiir die Intensitat

N a_2 ‘ sin?(NAg/2)
()~ 2 (Bp/2) (2.7.14)

mit Ap = kdsina aus (2.7.2).

Abbildung 2.42 zeigt verschiedene Intensitatsverteilungen. Bei Abbildung 2.42 a) und b)
ist die gesamte Breite d gleich gross, aber die Zahl der Quellen unterscheidet sich um
einen Faktor 10. Man beachte den unterschiedlichen Winkelmassstab. Bei Abbildung 2.42
b) und c) ist dagegen die Zahl N der Quellen gleich gross, dafiir ist der Abstand ¢ und
damit die gesamte Breite d bei ¢) verdoppelt.

Wir halten fest:

1. Bei a = 0 liegt ein ausgeprigtes Maximum der Intensitét, die fiir zunehmende Win-
kel |o| stark abfillt. Fiir festen Abstand ¢ der Quellen ist die Breite des Maximums
proportional zu 1/N, wie sich in (2.7.13) mit der Kleinwinkelnédherung Ay ~ kda
erkennen ldsst.

2. Fiir 0 > A gibt es mehrere ausgepriagte Maxima, und zwar fiir die Winkel

Sinan:ng, n=0,1,2,..., n<§. (2.7.15)
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Abbildung 2.42: Intensitdt im Punkte P als Funktion des Winkels a. Eine ebene Welle
fallt ein und N kohérente Quellen im gleichméssigen Abstand ¢ voneinander emittieren
Kugelwellen, welche in grossem Abstand r interferieren.
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Entscheidend ist also das Verhéltnis 6 /A. Im Szenario aus Abbildung 2.42 a) hinge-
gen liegen ausserhalb des dargestellten Winkelbereichs keine weiteren ausgeprégten
Maxima.

2.7.2 Beugung

Was geschieht nun, wenn man die Zahl der Quellen gegen unendlich gehen lasst, aber
gleichzeitig den Abstand 0 zwischen ihnen derart verkleinert, dass die Breite d konstant
bleibt? Es sei also

N —-o00 und 6§ =0 mit N-J6=d=konst. (2.7.16)
und (Na)? := A% = konst. = a*—0 (2.7.17)

Das entspricht z. B. einer Offnung mit Spaltbreite d in einer Wand, auf die eine ebene
Welle auftrifft. Die Punkte der Wellenfront in der Spaltéffnung sind dann nach dem Huy-
gens’schen Prinzip die unendlich vielen Quellen, von denen neue Wellen hinter der Offnung
auslaufen und interferieren. Wir untersuchen dazu Gleichung (2.7.14) und vernachléssigen
dabei den Faktor 1/r%. Wir erhalten

—d
sin?(2k N§ sina)
lim (I) ~ lim o —=25—— (2.7.18)
N—o N—oo sin®(5k 4 sin )
< 2 lkd .
~ lim g2 S (ghdsino) (2.7.19)
N—oo vz k2d? sin®
) lA~ ) 1A~
— (Nay 22 (2~ f> = 27 (QN f) (2.7.20)
(349) (329)
wobei wir dieses Mal
d
Ap = kdsina = 27TX sin v (2.7.21)

nicht mehr auf den Abstand §, der ja gegen null geht, sondern auf die Spaltbreite d
beziehen.

Wir halten das wichtige Ergebnis fiir die Beugung am Einzelspalt gesondert fest als

.21 ~
,8in° SAQ

I~ A
e ey

(2.7.22)

mit Ap = kdsin o aus (2.7.21).

Wiederum sehen wir, dass die Beugungsfunktion vom Verhéltnis d/A abhéngt. Das Zei-
chen ~ in diesen Herleitungen stammt daher, dass die mittlere Intensitdt proportional
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Abbildung 2.43: Beugung am Spalt.

zur zeitlich gemittelten Wellenfunktion im Quadrat ist, mit weiteren Vorfaktoren wie in

Abschnitt 2.2.10 gezeigt.

Wir kénnen die folgenden drei Fille unterscheiden (siehe Abbildung 2.43).

1. d< X

Diese Bedingung ergibt ein breites Beugungsmaximum um den Winkel o« = 0 her-
um. Im Extremfall d < )\ entartet die Spaltoffnung zu einer Punktquelle fiir eine
Kugelwelle, deren Wellenfront gleichmiissig in alle Richtungen lduft.

ESDY

Man erhéilt ein starkes Maximum bei o = 0, aber auch weitere Maxima bei grésseren
Winkeln. Die Welle wird an der Blende gebeugt. Das ist auch der Grund, weshalb
man um die Ecke horen, aber nicht sehen kann. Schallwellen haben eine typische
Wellenléinge in der Grossenordnung von A = 1 m (denken Sie an die Grosse von
Musikinstrumenten), welche der typischen Grosse von Offnungen von Tiiren und
Fenstern entspricht. Die Wellenléinge von Licht ist dagegen A ~ 500 nm, was zum 3.
Fall fiihrt.

Ld> A

Diese Bedingung ergibt ein scharfes Maximum bei a = 0, was einem geometrischen
Schattenwurf entspricht. Die in andere Richtungen laufenden Wellen 16schen sich
gegenseitig vollsténdig aus, da es praktisch fiir jeden Winkel o # 0 ein Wellenpaar
gibt, welches gerade einen Phasenunterschied fiir destruktive Interferenz hat.
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Abbildung 2.44: Huygens’sches Prinzip und Reflexionsgesetz.

2.7.3 Reflexion und Brechung

Sowohl Reflexion als auch Brechung von Wellen kénnen mit dem Huygens’schen Prinzip
erklart werden.

2.7.3.1 Reflexion

Das Prinzip der Reflexion ist in Abbildung 2.44 dargestellt. Wenn eine Wellenfront (in
der Abbildung von links kommend) den Punkt A erreicht, geht von dort eine Kugelwelle
aus. Wenn dieselbe Wellenfront den Punkt B erreicht, hat sich die 1. Elementarwelle
bereits bis zum Punkt C ausgebreitet. Da sich dabei weder die Wellenldnge noch ihre
Geschwindigkeit dndert, folgt aus Symmetriegriinden das Reflexionsgesetz:

Bei der Reflexion einer ebenen Welle an einer ebenen Grenzflache ist der Ein-
fallswinkel gleich dem Ausfallswinkel.

2.7.3.2 Brechung

In entsprechender Weise kann man die Brechung von Wellen erkldren (siche Abbil-
dung 2.45). Im Unterschied zur Reflexion &ndert sich im Allgemeinen die Wellengeschwin-
digkeit v = Av beim Eindringen der Welle in ein anderes Medium. Da die Frequenz sich
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/ Y sin (03] . )\1

sinas Ao

Abbildung 2.45: Huygenssches Prinzip und Brechungsgesetz.

nicht &ndert, &ndert sich die Wellenlénge entsprechend. Bei einer Verlangsamung der
Welle im neuen Medium dreht sich der Wellenzahlvektor zur Flachennormalen hin. Das
Snellius’sche Brechungsgesetz lautet damit

Sinalzﬂ (2.7.23)
sinag U9 o
bzw.
sin aq )\1
=— |. 2.7.24
sin (0) )\2 ( )

2.7.3.3 Fermat’sches Prinzip

Sowohl Reflexion als auch Brechung kann man auf ein allgemeines Prinzip zuriickfiihren,
das sogenannte Fermat’sche Prinzip. Demnach lduft eine Welle bei Reflexion und Bre-
chung stets jenen Weg, fiir den die Laufzeit einer Phasenfliche ® zwischen zwei Punkten
minimal wird (siehe Abbildung 2.46). Die Zeit, welche eine Phasenfliche ®; mit Mittel-
punkt 7 benotigt, um iiber den Punkt » = (0, y) auf der Trennfliche zum Mittelpunkt o
einer Phasenfliche ®5 zu gelangen, muss minimal sein. Fiir unser Beispiel bedeutet dies,

dass
s s 1 1
At==+2=— /ol +(y—m)?+ —\ a3+ (y— ). (2.7.25)
U1 () V1 V2
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Abbildung 2.46: Fermat’sches Prinzip und Brechungsgesetz.

Die Minimalbedingung lautet

dAt 1 Y= _|_1 Y — Yo 1y
dy o aF+(y—wm)? wVad+y-w)?®
Mit
L n—y Y=y
sina; = und sinag =
S1 52

folgt wieder das Brechungsgesetz

sin o U1

sinag vy

2.7.3.4 Brechungsindex

Bei der Brechung von Licht wird der Brechungsindex

c
n,=—>1
G

(2.7.26)

(2.7.27)

(2.7.28)

(2.7.29)

definiert. Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und ¢; := v; ist diejenige im
Material 7. Die Verwendung von ¢; anstelle von v; entspricht der Konvention in der Optik.

Beim Vergleich zweier verschiedener Materialien bezeichnet man jenes mit der hoheren
Lichtgeschwindigkeit, also dem kleineren Brechungsindex, als optisch diinner und um-
gekehrt jenes mit der niedrigeren Lichtgeschwindigkeit und dem héheren Brechungsindex
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als optisch dichter, jeweils in Relation zum anderen Material. Aus Abbildung 2.47 wird
klar, warum die Begriffe dinn und dicht hier eine Bedeutung haben. Wahrend die einge-
zeichneten Lichtstrahlen im optisch dichten Medium (i = 1) eng beieinander liegen, sind
diese im optisch diinnen Medium (i = 2) durch die Brechung an der Grenzfliche weiter
voneinander entfernt.

Ausgedriickt mittels der Brechungsindizes lautet das Brechungsgesetz

sin oy _ N2 (2.7.30)

sinag ng

oder umgeformt

nysina; = ngsinasy . (2.7.31)

2.7.3.5 Totalreflexion

Beim Ubergang zwischen zwei Medien mit v, > vy, siehe beispielsweise Abbildung 2.47,
erhdlt man ab einem bestimmten Einfallswinkel oy keine reelle Losung mehr fiir das
Brechungsgesetz. Wenn sin ay > vy /vy ist, so erfiillt kein Winkel ay die Gleichung

sin aig = % sina; > 1. (2.7.32)
1

In diesem Fall wird das Licht vollstéandig reflektiert. Dieses Phdnomen wird Totalrefle-
xion genannt.

(G4}

ny =

77/2:1

Abbildung 2.47: Brechung und Totalreflexion beim Ubergang vom optisch dichteren zum
optisch diinneren Medium.
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Luft

Y

He

Abbildung 2.48: Defokussierende akustische Linse.

2.7.3.6 Akustische Linsen

Die Schallgeschwindigkeit in einem Gas ist gegeben durch

RT

2.7.33
T (2.7.33)

V= K

wobei k der Adiabatenkoeffizient ist, R die allgemeine Gaskonstante und M die mola-
re Masse des Gases. Diese Grossen werden spéter im Kapitel Warmelehre eingefiihrt.
Demnach gilt

Vco, < Vruft < UHe - (2734)

Ein mit Helium gefiillter Gasballon wirkt somit defokussierend, ein mit CO, gefiillter
dagegen fokussierend (siehe Abbildungen 2.48 und 2.49).

2.8 Dispersion und Gruppengeschwindigkeit

2.8.1 Einleitung

Bei der Behandlung von harmonischen Wellen sind wir bisher davon ausgegangen, dass
die Welle durch genau eine Frequenz w bzw. einen Wellenvektor k charakterisiert ist. Das
ist aber eine Idealisierung. Tatséchlich gibt es derartige Wellen in der Natur nicht, da
jede Welle sowohl im Raum als auch in der Zeit einen Anfang und ein Ende hat. Geméss
den Eigenschaften der Fourier-Transformation besteht eine solche Welle aus Komponen-
ten unterschiedlicher Frequenz und es muss beriicksichtigt werden, dass es Medien mit
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Abbildung 2.49: Fokussierende akustische Linse.

frequenzabhéngiger Ausbreitungsgeschwindigkeit gibt, in denen sich die einzelnen Kom-
ponenten unterschiedlich schnell fortpflanzen.

Bei der Fourieranalyse eines Knalls in Abschnitt B.1.2.2 und B.1.2.3 haben wir gesehen,
dass mit abnehmender Zeitdauer 7 des Knalls zunehmend mehr Frequenzen mit nennens-
werter Amplitude am Knall beteiligt sind. Dort hatten wir die Zeitverteilung des Knalls
an einem fest vorgegebenen Ort untersucht. Nun wollen wir auch die Fortpflanzung des
Knalls oder einer anderen beliebigen, aber zeitlich und rdumlich begrenzten Welle, eines
sogenannten Wellenpakets, untersuchen.

Insbesondere stellt sich die Frage, ob bei der Fortpflanzung der Welle auch ihre Form
erhalten bleibt oder sich diese dndert. Um dies zu untersuchen, zerlegen wir die Welle
mittels Fouriertransformation in harmonische und unendlich ausgedehnte Wellen, da diese
ihre Form nicht &ndern

_ L (ke —w (k1)

£e.0) = —= / A(k)e dk. (2.8.1)
Wie man am Argument der Exponentialfunktion erkennt, ist die zu x fourierkonjugierte
Variable die Wellenzahl k, so wie die zur Zeit ¢ fourierkonjugierte Variable die Kreisfre-
quenz w ist. Wir haben hier zum ersten Mal eine frequenzabhéngige Phasengeschwindig-
keit v, zugelassen, was sich in der Abhéngigkeit w = w(k) zeigt, diese Abhéngigkeit wird
als Dispersion bezeichnet.'®

18Die Frequenzen der Welle sind stets fest vorgegeben, withrend die Wellenzahl bzw. die Wellenlinge
vom jeweiligen Medium und den Frequenzen abhéngen. Demnach wére die Betrachtung von k als Funk-
tion von w intuitiv naheliegend. In den folgenden Herleitungen erweist es sich jedoch als niitzlich mit
Umkehrfunktion w(k) zu arbeiten.
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Abbildung 2.50: Lineare Ndherung einer Dispersionskurve w(k) und Wellenpaket &(x, )
mit dem zugehorigen Amplitudenspektrum A(k).

2.8.2 Lineare Nidherung der Dispersionskurve

Wir beschrianken uns bei der weiteren Diskussion der Dispersion auf ein ndherungsweise
monochromatisches Wellenpaket £(z,t), dessen Amplitudenspektrum A(k) also in einen
engen Wellenzahlbereich um einen Peak bei einer bestimmten Wellenzahl k, fallt. Zudem
dndere sich die Wellenzahl als Funktion der Frequenz nur wenig in diesem Bereich (siehe
Abbildung 2.50).

Es sei nun

Dann ist

(x / itkz—w(B)D) qf; (2.8.3)

31 - ﬁ\

/A(ko + ¢ )elltkote)e—w®)] q¢r (2.8.4)
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Wir entwickeln w = w(k) in eine Reihe um k = kg bis zur 1. Ordnung

w(k) = w(ko) +€ — : (2.8.5)

Dabei ist die Gruppengeschwindigkeit, deren Bedeutung spéter ersichtlich wird, defi-
niert durch

dw
w= | (2.8.6)
k=ko
Damit ergibt sich die Amplitude zu
1 / y
£(z,t) = ——=elthoz=wk)t) . [ A (kg + ¢)ele @t q¢’ | (2.8.7)
V2T
::G(:ctvgt)

Die Welle besteht demnach aus einer harmonischen Welle mit Phasengeschwindigkeit
vp = w(ko)/ko, welche durch die Funktion G(x — v,t) moduliert ist:

1 .

z,t) & ——=el(For=w ko)) . G — g ¢ 2.8.8

Elet) > (@ = vt (233

Die Gruppengeschwindigkeit gibt somit die Geschwindigkeit an, mit welcher sich die
Einhiillende G(x — v4t) fortbewegt.

Eine Welle ist dispersionsfrei, wenn w und k iiber eine lineare Beziehung zusam-
menhéngen mit der Proportionalitétskonstanten v,

d
w=v-k = d—cl::v = Vg =1p. (2.8.9)
In einem allgemeinen Medium kann v von k abhéngen. In diesem Fall ist w(k) keine lineare
Funktion von k£ und

Vg F Up - (2.8.10)

Beachte: In der linearen Naherung bleibt die Form des Wellenbuckels erhalten. Falls da-
gegen der Wellenbereich grosser ist, d&ndert sich die Wellenform im Laufe der Zeit, da sich
die Bestandteile der Welle (d. h. die verschiedenen Frequenzanteile) mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit ausbreiten, sodass der Puls auseinanderléuft.

Die Komponenten bewegen sich mit der Phasengeschwindigkeit v, = v, die Gruppe als
Ganzes mit der Gruppengeschwindigkeit v, (siche Abbildung 2.51).
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Abbildung 2.51: Wellenpaket.

Fiir die Ausbreitung von Energie und Information ist die Gruppengeschwin-
digkeit massgeblich und nicht die Phasengeschwindigkeit.

Diese ist immer kleiner oder hochstens gleich gross wie die Lichtgeschwindigkeit c:

vg < c (2.8.11)

Die Phasengeschwindigkeit v, kann hingegen auch grosser als ¢ sein.

Gewisse Wellen (z. B. Licht im Vakuum, Schallwellen) zeigen keine Dispersion. In diesem
Fall héngt die Phasengeschwindigkeit nicht von der Wellenzahl £ ab:

du,(A)
dk

Gruppen- und Phasengeschwindigkeit sind in diesem Fall gleich gross

—0 (2.8.12)

'Ug:’Up:

(2.8.13)

©
k

Bei vielen anderen Wellen (z.B. Licht im Medium, Wasserwellen) findet man hingegen
Dispersion. In diesen Fillen héngt v, von k (oder \) ab.

Man spricht von normaler Dispersion, falls

du, (k) du,
P 2.8.14
1k <0 oder o\ >0 ( )
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und von anomaler Dispersion, falls

dvp(k;) dvp()\)
2.8.15
2 > (0 oder \ <0 ( )

gilt.

In beiden Féllen ist die Phasengeschwindigkeit nicht mehr gleich gross wie die Gruppen-
geschwindigkeit. Es gilt stattdessen

dw  d(vpk)
T ar

dv, o dvp

_ 2.8.16
kPN ( )

Ug

In der Optik héngt der Brechungsindex n h&ufig von der Wellenldnge A im Medium,
n = n(A), bzw. von der Frequenz, n = n(v), ab. In diesem Fall erhalten wir fiir die
Phasengeschwindigkeit

c c
Up = n()\) = w (2817)
und fiir die Gruppengeschwindigkeit
c A dn(X)
= 14+ —— . 2.8.18
= o0 [1+ 7 o] i

Damit erhalten wir die Mdoglichkeit, mit einem Prisma urspriinglich weisses Licht in die
verschiedenen Farbkomponenten zu zerlegen. Durch sorgfiltige Auswahl verschiedener
Glassorten konnen umgekehrt chromatische Farbfehler weitgehend korrigiert werden.

2.9 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir vornehmlich mechanische Wellenphdnomene diskutiert. Als
wesentliche Punkte kann man zusammenfassen:

e Im Allgemeinen kann man Wellen als eine Storung (eine Auslenkung einer gewissen
physikalischen Grosse aus ihrer Ruhelage wie z. B. der Ort eines Seilelementes, der
Druck in Luft, das elektrische und/oder magnetische Feld etc.) verstehen, welche
sich im Raum ausbreitet und durch eine Funktion des Typs f(x — vt) beschrieben
werden kann.

e Fine solche Funktion geniigt der Wellengleichung 822&?“ = 92 azgiﬁ’t), mit &(z,t) =

f(x—wt). Die Wellengeschwindigkeit héngt von den Eigenschaften des Mediums ab,
z.B. von der Seilspannung und der Massenbelegung des Seiles bei einer Seilwelle.
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Bei einer Welle wird Energie, aber keine Materie transportiert.

Im Falle von harmonischen Wellen kann f(z — vt) durch Sinus- und/oder Kosinus-
funktionen beschrieben werden, z.B. {(z,t) = Asin(kz — wt), mit v = w/k. Hier
nennt man k = 2w /X die Wellenzahl, wobei A die Wellenlénge ist, d. h. der Abstand
von zwei Wellenmaxima (oder Minima) zu einem bestimmten Zeitpunkt.

Man unterscheidet grundsétzlich zwei Typen von Wellen, je nachdem in welcher
Richtung die Auslenkung erfolgt. Steht die Auslenkung senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung spricht man von Transversalwellen, ist sie parallel von Longitudinalwellen.
Des Weiteren unterscheidet man bei Transversalwellen zwischen linearer und ellip-
tischer Polarisation.

Die Punkte einer Welle im Raum, welche dieselbe Phase besitzen, bilden eine Wel-
lenfront. Je nach Form der von der Wellenfront geformten Fléche spricht man z. B.
von ebenen Wellen, Kreiswellen oder Kugelwellen.

Die Energie einer Welle, die pro Zeit durch eine Einheitsflaiche hindurchtritt, wird
als Energieflussdichte bezeichnet. Deren Betrag bezeichnet man als Intensitédt der
Welle.

Falls sich Quelle und/oder Beobachter einer Welle relativ zueinander und/oder rela-
tiv zum Medium bewegen, in welchem sich die Welle ausbreitet, tritt eine Frequenz-
verschiebung auf, die man durch den Dopplereffekt beschreibt.

Das Superpositignsprinzip besagt, dass die Summe von Loésungen der Wellenglei-
chung (also die Uberlagerung von Wellen) wieder eine Losung der Wellengleichung,
also wieder eine Welle, ergibt. Dies folgt aus der Linearitdt der Wellengleichung.

Falls die Quellen verschiedener Wellen eine fixe Phasenkopplung haben (also eine
zeitlich konstante relative Phase), spricht man von kohdrenten Wellen. In diesem
Fall ergeben sich Phdnomene wie konstruktive und destruktive Interferenz.

Bei Reflexion einer Welle an einer Grenzschicht konnen sich die einlaufende und
reflektierte Welle zu einer stehenden Welle {iberlagern.

Die allgemeinste Schwingung einer eingespannten Saite (d. h. einer stehenden Welle
in dieser Saite) ergibt sich aus Uberlagerung der Grundschwingung und von Ober-
schwingungen. Die Anfangsbedingungen (z. B. Zupfen oder Streichen der Saite) be-
stimmen, welche Frequenzen in den Oberschwingungen vorkommen.

Jeder Punkt einer Wellenfront kann als Quelle einer neuen Kugelwelle verstanden
werden. Dieses Konzept bezeichnet man als das Prinzip von Huygens. Mit diesem
Prinzip und Interferenzeffekten konnen Phénomene wie Reflexion, Brechung und
Beugung anschaulich beschrieben werden.
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e Bei Beugung am Spalt ist das Verhéltnis von Wellenldnge zu Spaltbreite von Rele-
vanz.

e Im Allgemeinen hat eine Welle einen Anfang und ein Ende, d.h. es breitet sich
ein Wellenpaket aus. Dieses kann anhand der Fourieranalyse beschrieben werden als
Uberlagerung von vielen Wellen mit verschiedenen Wellenléngen. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Einhiillenden des Wellenpakets nennt man Gruppengeschwin-
digkeit. Ein harmonischer Wellenanteil einer bestimmten Frequenz breitet sich mit
der Phasengeschwindigkeit aus.

e Die Dispersionsrelation beschreibt den Zusammenhang zwischen Frequenz und Wel-
lenzahl. Bei Dispersionsfreiheit ist die Frequenz eine lineare Funktion der Wellen-
zahl, w = vk, d.h. die Wellengeschwindigkeit v ist unabhéngig von der Frequenz
oder Wellenlénge.
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Kapitel 3

Wiarmelehre und Thermodynamik

Im folgenden Kapitel werden wir uns im wesentlichen mit Eigenschaften von Viel-Teilchen-
Systemen beschéftigen, bei denen die Anzahl der Teilchen sehr gross ist, typischerweise
in der Grossenordnung von 10?* oder mehr. Beispiele solcher Systeme werden Gase (be-
stehend aus Atomen und/oder Molekiilen), Festkorper oder Fliissigkeiten sein. Speziell
werden wir die makroskopischen Eigenschaften der Systeme und deren Gesetzméssigkei-
ten diskutieren. Zudem werden wir sehen, wie einige dieser makroskopischen Phénomene
mit den mikroskopischen Eigenschaften der Systembestandteile zusammenhéngen.

Als erstes Beispiel fiir eine solche makroskopische Eigenschaft, welche auf eine physika-
lische Grosse der mikroskopischen Bausteine des Systems zuriickgefithrt werden kann,
besprechen wir nun das Konzept der Temperatur eines Systems.

3.1 Temperatur und der Nullte Hauptsatz der Ther-
modynamik

3.1.1 Die Temperatur und das Gasthermometer

Die Temperatur ist uns vertraut als ein Mass dafiir, wie warm oder wie kalt ein
Korper ist. Eine genaue Definition der Temperatur ist keineswegs einfach. Im Falle ei-
nes Festkorpers oder einer Fliissigkeit ist die Temperatur mit der thermischen Bewegung
(z.B. Schwingungen) der Atome korreliert. Im Falle eines Gases ist die Temperatur ein
Mass fiir die mittlere kinetische Energie der Gasmolekiile.

Ein Thermometer kann definiert werden, wenn sich eine physikalische Eigenschaft eines
Korpers mit der Temperatur verdndert. Eine quantitative Messung dieser Eigenschaft
liefert dann nach entsprechender Kalibrierung die Temperatur. Eine derartige Eigenschaft,
die zur Temperaturmessung fiithrt, wird eine thermometrische Eigenschaft genannt.

Man kann z.B. die folgenden thermometrischen Eigenschaften benutzen:

1. die thermische Ausdehnung eines Korpers oder einer Substanz (z.B. Quecksilber);

123
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2. den elektrischen Widerstand von Metallen, der mit der Temperatur zunimmt;
3. das Volumen eines Gases bei konstantem Druck;

4. den Druck eines Gases bei konstantem Volumen.

Jede dieser thermometrischen Eigenschaften kann im Prinzip zur Messung der Temperatur
eines Korpers benutzt werden.

3.1.1.1 Das Gasthermometer und die Definition des Drucks

Wir betrachten das Gasthermometer. Bei einer speziellen Version wird das Volumen des
Gases als thermometrische Eigenschaft benutzt, siehe Abb. 3.1. Das Quecksilber iibt eine
nach unten gerichtete Kraft mit Betrag

F =mg = pAlg (3.1.1)

aus, wobei p die Dichte des Quecksilbers und A die Querschnittsfliache ist.

Der Druck p wird definiert als die senkrecht auf eine Fliache ausgeiibte Kraft pro Fléche,
d.h.

_ 3.1.2
P=7 (3.1.2)

wobei F' der Betrag der Normalkomponente der Kraft und A die Flache ist.

Vakuum

Quecksilber

>

Luft oder Gas

h Gas:
Druck p

Volumen V'
Temperatur 7'

Abbildung 3.1: Eine Version des Gasthermometers mit konstantem Druck.
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Einheit: Die SI-Einheit des Druckes ist Newton pro Quadratmeter (N/m?) und wird als
Pascal bezeichnet:
[p) = 1Pa=1N/m?. (3.1.3)

Frither benutzte man auch die Atmosphdire (atm) mit 1 atm = 1,01325 - 10° Pa, was
ungefdhr dem Luftdruck auf Meereshohe entspricht. Eine andere gebrauchliche Einheit
ist das bar mit

1 bar = 1000 mbar = 100 kPa = 10° Pa. (3.1.4)

3.1.1.2 Gesetz von Gay-Lussac

In der Version des Gasthermometers, die wir betrachtet haben, wurde der Druck p des
Gases konstant gehalten. Experimentell beobachtet man, dass das Volumen des Gases bei
konstantem Druck proportional zur Temperatur ist:

V =CyT  bei konstantem Druck. (3.1.5)

Dieses Ergebnis ist als Gesetz von Gay-Lussac! bekannt. Das Gesetz gilt fiir alle Gase
bei niedrigen Dichten, unabhéngig von ihrer chemischen Zusammensetzung.

Demonstrationsexperiment: Mit Luft gefiillter Ballon, siche Abb. 3.2.

In einer anderen Version des Gasthermometers kann das Volumen konstant gehalten und
der Druck als thermometrische Eigenschaft benutzt werden. Experimentell beobachtet
man, dass der Druck des Gases bei konstantem Volumen proportional zur Temperatur
ist:

p=CyT  bei konstantem Volumen. (3.1.6)

1J.L. Gay-Lussac (1778-1850)

Abbildung 3.2: Ein Ballon wird auf fliissigen Stickstoff gestellt.
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3.1.2 Die absolute Temperatur und die Kelvin-Skala

Wir betrachten noch einmal das Gasthermometer mit konstantem Druck. Wir kénnen
die Hohe h des Quecksilbers bei verschiedenen Temperaturen messen. Das Gesetz von
Gay-Lussac sagt voraus, dass

V=Ah=C\T bei konstantem Druck. (3.1.7)

Es folgt, dass die Temperatur proportional zur Hohe h des Quecksilbers ist,

A
T — o h  bei konstantem Druck. (3.1.8)
1

Um das Thermometer zu benutzen, miissen wir noch die Konstante A/C bestimmen. Wir
tauchen das Thermometer in ein Eis-Wasser-Gemisch ein und messen hy. Dann messen
wir die Hohe hqg9 beim Siedepunkt des Wassers. Eine beliebige Temperatur, definiert iiber
die Celsius-Skala, wird dann gemessen als

h — hg

T(h) = — 0
() thO_hO

-100°C bei konstantem Druck. (3.1.9)

Demonstrationsexperiment: Bestimmung des absoluten Nullpunktes

Man misst den Druck des Gases bei konstantem Volumen als Funktion der Temperatur.
Bei einer Temperaturabnahme wird sich das Volumen (bei konstantem Druck) oder der
Druck (bei konstantem Volumen) des Gases reduzieren.

Im Demonstrationsexperiment wird der Druck eines Gases, das in einem Behilter einge-
schlossen wird, bei verschiedenen Temperaturen gemessen. Der Behélter wird zuerst in ein
Eis-Wasser-Gemisch eingetaucht, dann in kochendes Wasser und schliesslich in fliissigen
Stickstoff (T' = 77 K &~ -196,2 °C bei einem Druck von 1 bar). Die gemessenen Werte wer-
den als Funktion der Temperatur aufgetragen (siehe Abb. 3.3). Da es in der Natur keinen
negativen Druck geben kann, folgt aus der Beobachtung des Verhaltens des Gasthermo-
meters, dass es eine minimale Temperatur gibt bei welcher der Druck gerade Null ist. Man
spricht vom absoluten Nullpunkt.

3.1.2.1 Definition der Kelvin-Skala

Um ein Thermometer zu eichen und damit eine Temperaturskala zu definieren, muss man
einen Fixpunkt festlegen, bei dem alle Thermometer denselben Wert fiir diese Temperatur
angeben. Ein solcher Fixpunkt kann der Tripelpunkt des Wassers sein.

Beim Tripelpunkt des Wassers stehen Wasserdampf, fliissiges Wasser und Eis
miteinander im Gleichgewicht. Dieser Zustand kann nur bei einem bestimmten
Druck bestehen, und er ist daher eindeutig.
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G Druck p = p(T') bei
T konstantem Volumen V'

1,04

0,5+

100 50 0 -50 -100  -150  -200 273 T/°C

Abbildung 3.3: Der gemessene Druck als Funktion der Temperatur.

Um den Tripelpunkt des Wassers zu erhalten, kann die folgende Anordnung verwendet
werden. Ein Glasbehélter wird mit reinem Wasser und Eis gefiillt, evakuiert und dann
zugeschmolzen. Der Tripelpunkt wird erreicht, wenn Eis, Wasser und Wasserdampf im
Gleichgewicht vorliegen.

Wie bereits erwiahnt, sind die Temperatur und der Druck dieser Anordnung eindeutig
definiert: Der Dampfdruck?® beim Tripelpunkt betrigt 610,7 Pa.

Die Kelvin-Skala® wurde frither so definiert werden, dass die Temperatur des Tripel-
punktes
T3 = 273,16 K =0,01°C (3.1.10)

betrégt.

Im Rahmen der Neudefinition der SI-Einheiten im Jahr 2019 wurden alle Einheiten in
Abhiingigkeit von Naturkonstanten neu definiert.* So auch die Kelvin-Skala, welche seit-
dem tiiber die Boltzmann-Konstante

k =1,380649 x 10~**J /K (3.1.11)

definiert ist.” Diese ist dabei ausgedriickt in der Einheit J/K = kgm?s 2 K~! und somit
abhéngig von der Definition von kg, m und s, welche selbst wieder iiber Naturkonstanten
definiert werden. Formen wir die Definition der Boltzmann-Konstante um, erhalten wir

~1,380649 x 1072 kgm?

B k sz

?Der Dampfdruck wird spéter im Abschnitt zu den realen Gasen diskutiert werden.
3Lord Kelvin (William Thomson) (1824-1907).

‘https://www.bipm.org/en/si-base-units /kelvin
5In der Literatur oft auch mit kg bezeichnet.

1K

(3.1.12)
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Mit Hilfe der Boltzmann-Konstante kann eine Temperatur 7" in eine Grosse mit der Einheit
Energie umgewandelt werden (siche auch Abb. 3.4), z.B.

J
T=300K = kT=41-10"2"] mit [kT] = K=J (3.1.13)
Die Einheit der absoluten Temperatur ist das Kelvin. Der absolute Nullpunkt ist der

Nullpunkt der Kelvin-Skala. Ein Wert T" < 0 K ist nicht mdoglich.

3.1.3 Der Nullte Hauptsatz der Thermodynamik

Das zentrale Konzept der Thermodynamik ist die Existenz der Temperatur.

Wir betrachten z.B. zwei Systeme (Koérper) A und B. Das System A erscheint uns heiss,
und das System B erscheint uns kalt. Wir bringen A in Kontakt mit B. Nach einer ge-
wissen Zeit erscheinen uns beide Systeme gleich warm.® Wir sagen, dass beide Koérper
sich in thermischem Gleichgewicht miteinander befinden. Eine wichtige Eigenschaft
des thermischen Gleichgewichtes ist die Transitivitéat, die im Nullten Hauptsatz der
Thermodynamik festgehalten wird.

SWir nehmen hier an, dass die Korper jeweils iiber ihre gesamte Ausdehnung hinweg die gleiche
Temperatur besitzen, sich also innerhalb der Kérper ebenfalls ein Gleichgewichtszustand eingestellt hat.
In der Praxis erreicht ein System diesen Zustand wenn man lange genug wartet.

{ Joule ] [Kelvin] {Celsius] [ Fahrenheit ]

M M M M

(Siedepunkt J (-{5,152] (373K  [-{100°C  [-{212°F
(Gefrierpunkt) |-|3,77 2] |H{273 K |- 0°C —|32°F

Absoluter
Nullpunkt | [7|0 —0 K | —273°C || —459°F

) ) ) )

Abbildung 3.4: Vergleich von verschiedenen Temperaturskalen. Der Siedepunkt und der
Gefrierpunkt von Wasser bei 1 bar sind angegeben. Das erste Thermometer zeigt die der
Temperatur entsprechende Energie kT (12zJ = 1 Zeptojoule = 10721 J).
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Befinden sich zwei Systeme jeweils in thermischem Gleichgewicht mit einem
dritten System, so stehen die beiden Systeme auch untereinander in thermi-
schem Gleichgewicht.

Diese Eigenschaft ist unter anderem deshalb so bedeutsam, weil sie es uns erlaubt mittels
eines Thermometers eine Aussage dariiber zu treffen, ob zwei Systeme im thermischen
Gleichgewicht stehen oder nicht. Wir betrachten das Thermometer als drittes System C,
und die angezeigte Temperatur 7' gibt dessen Zustand an. Messen wir bei zwei Syste-
men A und B nun die gleiche Temperatur, so befinden sich beide jeweils in thermischem
Gleichgewicht mit dem (sich beide Male im gleichen Zustand befindenden) Thermometer
C. Der Nullte Hauptsatz erlaubt nun die Folgerung, dass auch A und B sich miteinander
in thermischem Gleichgewicht befinden miissen.

Vom makroskopischen Standpunkt aus stellt die Temperatur eine Grosse dar,
die in verschiedenen Systemen schliesslich denselben Wert annimmt, wenn diese
Systeme miteinander in Kontakt gebracht werden.

3.1.4 Ideale Gase

Im Folgenden betrachten wir ein idealisiertes Viel-Teilchen-System, das sogenannte ideale
Gas, welches als Werkzeug fiir viele Diskussionen in der Thermodynamik und Wérmelehre
verwendet werden kann. Falls die Figenschaften eines realen Gases jenen dieses idealisier-
ten Systems sehr gut entsprechen, werden die Vorhersagen aufgrund des Modells des
idealen Gases auch gut mit den experimentellen Beobachtungen iibereinstimmen. Falls
diese Voraussetzung nicht mehr erfiillt ist, werden wir Abweichungen beobachten und ein
Modell des realen Gases einfithren miissen, wie in einem spéteren Abschnitt diskutiert.

Als Ideales Gas bezeichnen wir eine Ansammlung von sehr vielen identischen
Teilchen, deren Ausdehnung vernachléssigt werden kann und welche nur iiber
elastische Stosse miteinander wechselwirken. Die Teilchen iiben demnach keine
Krifte aufeinander aus.

Es ist klar, dass dieses Modell nur in Ndherung verwendet werden kann. Aus den definie-

renden Eigenschaften folgt, dass ein ideales Gas nicht verfliissigt werden kann.”

3.1.4.1 Die Zustandsgleichung fiir ideale Gase

Wir haben im Abschnitt 3.1.1.2 die Gesetze von Gay-Lussac betrachtet:
V=0CT bei konstantem Druck,

p = CyT bei konstantem Volumen.

"Eine Fliissigkeit lisst sich nicht komprimieren, da die abstossende Wechselwirkung der einzelnen
Teilchen dies verhindert, diese Wechselwirkung ist beim idealen Gas nicht vorhanden. Ein ideales Gas
lasst sich beliebig komprimieren.
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Experimentell beobachtet man zudem, dass der Druck steigt, wenn ein Gas bei konstanter
Temperatur komprimiert wird. Wenn das Gas expandiert, so sinkt der Druck wahrend der
Volumenzunahme.

In guter Naherung ist das Produkt aus dem Druck und dem Volumen bei konstanter
Temperatur konstant. Diese Beziehung gilt fiir alle Gase bei geringer Dichte und ist als
Gesetz von Boyle® und Mariotte® bekannt.

Demonstrationsexperiment: pV = konst. Online Sammlung

Der Druck eines Gases in einem Volumen wird gemessen. Im Experiment wird das Vo-
lumen geéndert und die Anderung des Druckes als Funktion des Volumens gemessen.
Die Temperatur wird mit fliessendem Wasser konstant gehalten. Wenn wir das Volumen
halbieren, wird der Druck verdoppelt. Wir bemerken, dass das Produkt konstant bleibt,
solange das Volumen nicht zu klein ist. Bei kleinem Volumen nimmt das Produkt pV zu
(d.h., der Druck ist hoher als bei einem idealen Gas erwartet).

Wenn wir zwei identische Behélter betrachten, die mit gleichen Mengen desselben Gases
bei der gleichen Temperatur gefiillt sind, ist es uns vertraut, dass man das doppelte
Gasvolumen bei gleichem Druck p und gleicher Temperatur 7" erhélt, wenn beide Behélter
zusammengefiigt werden. Es folgt, dass das Produkt pV proportional zur Gasmenge sein
muss.

Diese Ergebnisse werden in der Zustandsgleichung des idealen Gases

pV =nkT (3.1.14)

zusammengefasst, wobei k£ die Boltzmann-Konstante, n die Anzahl der Gasmolekiile
und 7' die absolute Temperatur ist. Im Prinzip kénnten wir dies auch als Definition
des idealen Gases verwenden, d.h. ein Gas, welches diese Gleichung erfiillt, entspricht
dem Modell des idealen Gases. Dass hier gerade die Boltzmann-Konstante die Proportio-
nalitédts-Konstante ist, ist kein Zufall. Vor ihrer Festlegung auf einen bestimmten Wert
wurde experimentell sichergestellt, dass diese fiir alle Gase den gleichen Wert annimmt.

Aus Abschnitt 3.1.2.1 wissen wir bereits, dass das Produkt kT einer Energie entspricht.
Offensichtlich muss demnach auch das Produkt pV einer Energie entsprechen, was sich
leicht anhand der Einheiten von p und V iiberpriifen lasst.

Wenn wir die Stoffmenge'® 71 ([12] = mol) eines Gases betrachten, dann enthélt es

n =i Ny (3.1.15)

8R. Boyle (1627-1691)

9E. Mariotte (1620-1684)

10Dje Einheit mol wurde friiher als die Stoffmenge eines Systems definiert, das aus ebensoviel Teilchen
besteht, wie Atome in 12 g des Kohlenstoffnuklids '2C enthalten sind. Im Rahmen der Neudefinition der
SI-Einheiten im Jahr 2019 wurde 1 mol festgelegt auf exakt No = 6,02214076-10%% Teilchen. Zum Beispiel
hat 1mol Helium eine Masse von ungefihr 4 g, und 1mol Kupfer ungefihr 64 g.


https://experimente.phys.ethz.ch/de/100/10004/20046/30441/
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Molekiile, mit der Avogadro Zahl
Na = 6,022-10% mol ™. (3.1.16)

Die Zustandsgleichung des Gases lautet damit

pV =nkT=aNskT =#aRT, (3.1.17)

wobei wir die Gaskonstante R eingefiihrt haben, welche fiir alle Gase den Wert

J
mol K

R = Nak = 8,314 (3.1.18)

hat.

Beispiel: Die Temperatur 7' = 273,15 K = 0°C und der Druck p = 1bar werden als
sogenannte Standardbedingungen definiert. Das molare Volumen V), ist bei diesen
gleich Vi = &L = 22, 4m? /kmol.

Die Dichte eines Gases bei Standardbedingungen ist

m m/n M  Mp

=—=——=—= 3.1.19
V. V/n Vy RT’ ( )

p

wobel M die molare Masse des Stoffes ist.

3.1.5 Kinetische Gastheorie

In diesem Abschnitt versuchen wir, einen Zusammenhang zwischen den makroskopischen
Grossen (Druck, Temperatur, usw.) und den mikroskopischen Vorgingen (Bewegung und
Stosse der Atome und Molekiile) zu finden. Wegen der grossen Anzahl der Molekiile in
einer makroskopischen Substanzmenge ist es unmoglich, Ort und Geschwindigkeit jedes
einzelnen Molekiils zu berechnen;'' wohl aber koénnen statistische Mittelwerte verschie-
dener Grossen (z.B. (v), (v?)) untersucht werden. Wir beschréinken uns dabei auf die
Herleitung eines einzigen Gesetzes: Wir wollen verstehen, wie die Zustandsgleichung des
idealen Gases mit der Bewegung der Molekiile zusammenhéngt.

Speziell wird hier der interessante Zusammenhang zwischen Temperatur und mittlerer
kinetischer Energie der Teilchen in einem idealen Gas hergeleitet.

Wir nehmen an, dass die Stoffmenge n eines idealen Gases (mit , punktformigen Mo-
lekiilen) in einem Wiirfel mit der Kantenlidnge ¢ eingeschlossen ist (siche Abb. 3.5). Die
Geschwindigkeit eines Molekiils sei v = (v, vy, v,). Zur Vereinfachung nehmen wir an,
dass im zeitlichen Mittel die Hélfte aller Molekiile sich mit der konstanten Geschwin-
digkeitskomponente v, = +wvg, die andere Halfte mit der Geschwindigkeitskomponente

HUWir miissten dafiir ein System aus ungefihr 10?® Differentialgleichungen lésen.
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v dt

A

Abbildung 3.5: Zur Bewegung der in einem Wiirfel eingeschlossenen Molekiile.

vy = —vg bewegt. Entsprechendes gelte fiir die y - und die z - Richtung. Damit ist auch
der Betrag des Geschwindigkeitsvektors

v= o[ =/ o2+ 02+ 02 =0V3 (3.1.20)

In der Zeit At treffen in positiver z-Richtung

1 AAt’UQ_’fLNAAAtUO

=g (NN —F— ==y

Molekiile auf die entsprechende Wiirfelseite auf'? (und natiirlich ebensoviel auf jede andere
Seite des Wiirfels), wobei wir die Bezeichnung V' = ¢3 eingefiihrt haben. Der Faktor 1/2
rithrt daher, dass sich nur die Hélfte der Molekiile in Richtung der Fliche bewegt. Der
zweite Faktor ist die Gesamtzahl der Molekiile im Wiirfel. Der dritte Faktor schliesslich
gibt den Bruchteil der Molekiile an, der in der Zeit At auf die Flache A aufprallt.

konstant.

(3.1.21)

Wird ein Molekiil an der Wand in z-Richtung elastisch!® reflektiert, so {ibertrigt es einen
Impuls
Ap, =2muy (3.1.22)

auf die Wand.'* Die gesamte auf die Wand ausgeiibte Kraft betrigt nach Newton

niAp, Ny AAtvy 2muy
At 2V At
movs A

F, =

(3.1.23)

= NNy

12Wir verwenden den Subskript ; fiir engl. impinging (auftreffend).

13Die Stésse miissen im thermischen Gleichgewicht (im Mittel) elastisch sein, sonst wiirde sich das Gas
erwiarmen oder abkiihlen.

14Um eine Verwechslung mit dem Gasdruck p zu vermeiden, bezeichnen wir in diesem Abschnitt die
Impulsinderung eines einzelnen Teilchens mit Ap,.
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Gemiiss (3.1.20) ist v3 = Lv?. Wir erhalten somit den Gasdruck

F muov? 1 1
=2 —naN — = pv?. 3.1.24
D n Na 5TV pr ( )

Wenn wir das idealisierte konstante v? durch den Mittelwert (v?) der Geschwindigkeits-
verteilung der Molekiile ersetzen, erhalten wir

ﬁNAm@. (3.1.25)

pV = 5

GV )

Vergleichen wir diesen Zusammenhang mit der Zustandsgleichung des idealen Gases in
(3.1.14), kénnen wir die Beziehung

(Fign) = %m (v?) = ng (3.1.26)

ablesen. Damit haben wir einen Zusammenhang der makroskopischen Grosse Temperatur
mit der mikroskopischen Grosse mittlere kinetische Energie eines Atoms bzw. Molekiils
hergestellt.

Vom mikroskopischen Standpunkt aus ist die Temperatur ein Mass fiir die
thermische Bewegung der Atome oder der Molekiile.

3.2 Wirme und der Erste Hauptsatz der Thermody-
namik

3.2.1 Definition der Wirme

Wenn zwei Kérper mit verschiedenen Temperaturen miteinander in Beriithrung gebracht
werden, gleichen sich die Temperaturen nach einer gewissen Zeit an. Bis Anfang des
19. Jahrhunderts wurde diese Beobachtung durch die (spiter widerlegte) Existenz eines
Warmestofts, des caloricums, erklart. Es wurde angenommen, dass der Warmestoff vom
Koérper mit hoherer Temperatur an den Korper mit niedriger Temperatur abgegeben
werde.

Eine Einheit fiir die Warmemenge wurde eingefiihrt, als die Natur der Wérme noch un-
bekannt war.

Die Kalorie (cal) wird definiert als die Warmemenge ), durch die 1 g Wasser
unter Normdruck (p = 1bar) von 287,65 K auf 288,65 K erwarmt wird.
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Aus dem Studium der mikroskopischen Vorgénge und deren Zusammenhang mit der Tem-
peratur folgt, dass man einem Korper Energie zufiihren muss, um seine Temperatur zu
erhohen.

Benjamin Thompson'® schlug erst gegen Ende des 18. Jahrhunderts vor, dass die , Wirme*
eine Form von Energie ist. Man muss deshalb fiir die Warmeenergie dieselbe Einheit der
Energie benutzen, die fiir die mechanische Energie benutzt wird. Der Arzt Julius Robert
von Mayer!® hat dann das mechanische Wirmedquivalent gemessen, indem er Wasser
durch Schiitteln erwarmte. Er stellte damit als erster das Gesetz der Erhaltung der Energie
auf, das in den folgenden Jahren stetig erweitert und ergénzt wurde.

Heute wird die SI-Einheit Joule fiir die Warmemenge verwendet.

Die Wiarme (@ ist die Energie, welche alleine aufgrund des Temperaturunter-

schiedes zwischen zwei Korpern ausgetauscht wird.

Fiir den Zusammenhang von Kalorien und der Energieeinheit Joule gilt

1 Kalorie (cal) = 4,1868 Joule (J). (3.2.1)

3.2.2 Definition der Wiarmekapazitit

Verschiedene Korper underscheiden sich durch die Menge von Energie, die benotigt wird,
um ihre Temperatur um einen bestimmten Betrag zu erhéhen. Wenn wir einem Korper
eine Warmeenergie AQ zufiihren, wird seine Temperatur um AT erhoht.

Die Wiarmekapazitéat C eines Korpers wird definiert als

AQ
_ 2% _ 3.2.2
C AT @ AQ = CAT, (3.2.2)

wobei AQ die fiir die Erhéhung der Temperatur des Kérpers um AT benotigte Energie
ist.

Die Warmekapazitéit einer Substanz pro Masse wird als spezifische Wiarmekapazitit
bezeichnet (manchmal auch verkiirzt als spezifische Wirme). Die spezifische Wirmeka-
pazitét ist

1 AQ
Cm_mAT

wobei m die Masse der Substanz ist. Die Einheit ist J/(kg K).

AQ = ¢, m AT, (3.2.3)

15Benjamin Thompson (1753-1814)
16 Julius Robert von Mayer (1814 - 1878)
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Die Warmekapazitét einer Substanz pro Stoffmenge wird als molare Wiarmekapazitit
bezeichnet. Die molare Warmekapazitat einer Substanz ist

1AQ

CMm = 5 E AQ = cyn AT, (3.2.4)

wobei 7 die Stoffmenge ist. Die Einheit ist J/(mol K).

Man spricht z.B. von der Warmekapazitdt C' eines Gegenstands, aber von der spezifischen
Wiérmekapazitit ¢ von Kupfer. Haufig werden die spezifischen Wérmekapazititen pro
Masse und pro Stoffmenge nur mit Hilfe ihrer Einheiten unterschieden. In diesem Skript
folgen wir der Notation

>

Cm = Wirmekapazitat pro Masse

cy = Wirmekapazitit pro Stoffmenge.

Die Warmemenge, die man einem Korper zufiithren muss, um ihn von der Temperatur 7,
auf die Temperatur T, zu erwdrmen, ist

Te

Q< = /5Q/ = /C(T) dr . (3.2.5)

Ta

Hierbei wurde fiir eine allgemeinere Betrachtung beriicksichtigt, dass die Warmekapazitét
auch von der Temperatur abhidngen kann. Wenn die Temperaturdnderung nicht zu gross
ist, kann die Warmekapazitiat C(7") jedoch wie zuvor als eine Konstante betrachtet werden
und es gilt

Q< =C(T.—T,) = CAT. (3.2.6)

Notation: Mit dem Symbol < (bzw. ") bezeichnen wir die dem System zugefiihrte (bzw.
entzogen) Wirme (allgemeiner: Energie). Als System bezeichnen wir dabei den Korper
oder das Gas, den/das wir betrachten. Wird keines der beiden Symbole verwendet und
auch sonst keine weitere Aussage iiber die betrachtete Energie getroffen, gehen wir im
Allgemeinen von der Perspektive des Systems (also <*) aus. Eine positive Energie entspricht
dann einer dem System zugefithrten Energie, eine negative hingegen wird dem System
entzogen. Einige Beispiele:

e )¢ > 0 £ Dem System wird insgesamt Wirme von der Umgebung (von aussen)
zugefiihrt.

e Q7 >0 £ Vom System wird insgesamt Wirme an die Umgebung abgegeben.

e Q>02Q >02 Q7 <0 (weil Q =Q¢ =—-Q)
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3.2.3 Wairmekapazitit eines Festkorpers

Die spezifischen Wiarmekapazitéiten (pro Masse) von Festkorpern haben sehr unterschied-
liche Werte, siehe Tabelle 3.1. Empirisch erkennt man jedoch:

Wenn wir die molaren Warmekapazitaten (pro Stoffmenge) betrachten, dann
unterscheiden sich die Werte fiir verschiedene Festkorper nicht deutlich von-
einander.

Es gibt wenige Ausnahmen, wie z.B. Beryllium, Bor und Diamant. Solche Félle wer-
den als ,anomal“ bezeichnet. Man sieht auch, dass Wasser im Vergleich zu den meisten
Festkorpern eine hohe Wérmekapazitét besitzt.

Dass die molaren Warmekapazitéiten der meisten Festkorpern sehr dhnliche Werte auf-
weisen, wird in der Dulong-Petit’schen Regel

J
mol K

ey = 25 (3.2.7)

festgehalten.

Dieses Verhalten wird auf natiirliche Weise mit der Atomtheorie des Materieaufbaus er-
klart. Wir beobachten, dass der Warmebetrag, der benétigt wird, um die Temperatur pro
Atom um 1 K zu erhchen, vom Stoff weitestgehend unabhéngig ist.

In Festkorpern schwingen die Atome oder Molekiile um ihre Gleichgewichtslage. Wenn das
Volumen des Korpers konstant gehalten wird, so dass die mittleren Abstéinde der Atome
unverandert bleiben, tritt die zugefithrte Warmeenergie nur als Schwingungsenergie auf.

Tabelle 3.1: Spezifische Warmekapazitaten verschiedener Stoffe bei Zimmertemperatur
und einem Druck von 1 bar.

Stoff Spezifische | Molare Molare
Wiérme ¢, | Masse M | spez. Warme cy,

Einheit | Jkg 'K~ | kgkmol ™ | kJkmol ' K~!

Aluminium 900 27 244

Kupfer 386 63,5 24.5

Blei 128 207 26,5

Silber 236 108 25,5

Beryllium 11

Bor 13

Kohlenstoff 6

(Diamant)

Wasser 4182 18 75,4

Eis (—10°C) | 2220 18 39,6
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Wenn man die molare Warmkapazitiat betrachtet, hat man es beim Vergleich verschiede-
ner Stoffe immer mit derselben Anzahl von Atomen zu tun. Es folgt, dass die molaren
Wairmekapazitdten von Festkorpern sehr dhnliche Werte aufweisen miissen.

Demonstrationsexperiment: Spezifische Wirme von Al und Pb.

Wir bestimmen die Wérmekapazitit von jeweils 14 mol Aluminium (Al) und Blei (Pb).
Wegen der sehr unterschiedlichen molaren Massen von Blei und Aluminium sind die Mas-
sen der zwei Korper sehr verschieden: die Masse des Bleikorpers ist 2,9 kg und die des
Aluminiumkorpers ist 380 g. Im Experiment wird gezeigt, dass die molaren Wirmekapa-
zitdten von Blei und Aluminium dennoch &hnlich sind. Dies wird wie folgt demonstriert.
Die zwei Korper werden zunéchst in kochendes Wasser eingetaucht, bis ihre Temperatur
ungefihr 100°C ist. Anschliessend werden die Korper jeweils in einen Behilter einge-
taucht, der mit 500 g Wasser bei Raumtemperatur gefiillt ist. Wir messen die Endtempe-
raturen des Wassers in den beiden Behéltern und beobachten, dass die Endtemperaturen
gleich sind.

Berechnung;:
Molare Masse: Mpy, = 207 g/mol My = 27g/mol
Masse: mpp, = l4mol- 207 £ ma = 14 mol - 27 -1
mol mol
~ 2900 g ~ 380¢g

- J -

ey %14m01-25m0 R ~350J/K  ficy ~350J/K
Wasser: oV =4182J/(gK)

= CV =mwcV =2090J/K
Die Wiarme wird auf das Wasser iibertragen:

CV (T, - T)") = fey (T, — To) (3.2.8)

wobei T, und T, die Anfangs- und Endtemperatur der Metalle sind und cy; &~ ciP ~ i}

Mit T, ~ 373K und TV ~ 293K finden wir

 (Aey Ty + CVTY)
Te="—rw e (3.2.9)
_{(350J/K) (373K) + (2090 J /K) (293 K)}
- (2090 J/K + 350 J/K)

~ 304 K

~ 31°C

3.2.4 Latente Warme

Wird einem Korper Warme zugefiihrt, steigt im Allgemeinen seine Temperatur. Bei be-
stimmten Temperaturen und bestimmten Driicken verursacht eine Wéarmezufuhr jedoch
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keine Temperaturerhohung, ndmlich dann, wenn ein Phaseniibergang stattfindet. Bei
einem solchen Phaseniibergang dndert sich lediglich die potentielle Energie und nicht die
kinetische. Somit #ndert sich auch die Temperatur nicht.!”

Die Wirme @, die bendtigt wird, um einen Phaseniibergang (ohne Temperaturénde-
rung) der gesamten Stoffmenge zu bewirken, ist proportional zur spezifischen latenten
Wirme'®

Am = Q/m, (3.2.10)

wobei m die Masse des Korpers ist. Fiir die selbe Substanz ergeben sich verschiedene
latente Wérmen fiir den Phaseniibergang von fest zu fliissig (Schmelzen) und fiir jenen
von fliissig zu gasférmig (Verdampfung). Wir unterscheiden daher zwischen

\s £ spezifische Schmelzwirme und (3.2.11)

Ap = spezifische Verdampfungswirme. (3.2.12)

Einige Schmelz- und Siedepunkte und die spezifischen latenten Wéarmen sind in Tabelle
3.2 aufgefiihrt.

Tabelle 3.2: Schmelzpunkte, Siedepunkte und spezifische latente Wéarme (bei p = 100 kPa)

Substanz | Schmelzpunkt Ag Siedepunkt AD
K kJ/kg K kJ/kg
Wasser 273,15 333 373,15 2260
Blei 600 25 2020 860
Helium — - 4.2 20
Sauerstoff 54,4 14 90,2 210
Stickstoff 63 26 77,35 200
Kupfer 1356 205 2839 4730

3.2.5 Definition der Inneren Energie

Wérme und Temperatur stehen in Zusammenhang mit der Energie der (ungeordneten)
Bewegung der Molekiile eines Korpers oder Gases, d.h. eines Viel-Teilchen-Systems.

Die Innere Energie U hédngt nur vom Zustand des Korpers ab. Dieser wird u.a. durch
den Druck, das Volumen und die Temperatur des Korpers charakterisiert, d.h.

U=UpV,T,...). (3.2.13)

1"Ein ideales Gas hat keine potentielle Energie, daher kénnen wir dort auch keine Phaseniiberginge
beobachten.
18]atent = verborgen, da keine Temperaturinderung beobachtet werden kann.
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Eine Grosse, die nur vom Zustand des Systems abhéngt, wird Zustandsfunktion ge-
nannt. Die Thermodynamik beschreibt thermische Vorginge, in denen ein Korper
aufgrund seiner Wechselwirkung mit der Umgebung von einem thermischen Gleichge-
wichtszustand (Anfangszustand) in einen anderen (Endzustand) gelangt.

Wiéhrend des Vorganges kann sich die innere Energie U des Korpers dndern:

UA = U(pA,VA,TA,...) — UE :U(pE,VE,TE,...> (3214)

Wir bemerken, dass die Anderung der inneren Energie nur vom Anfangs- und

Endzustand abhéngt, und nicht von den Zwischenzusténden.

U verhalt sich demnach wie ein Potential. Weil U durch den Zustand eindeutig definiert
ist, darf

AU = Ug — Ua (3.2.15)

nicht von dem gegangenen Weg zwischen Anfangs- und Endzustand abhéngen.

3.2.6 Der Erste Hauptsatz der Thermodynamik

Der 1. Haupsatz der Thermodynamik besagt, dass einem Korper Energie in Form
von Wérme oder von mechanischer Energie zugefithrt werden kann. Dabei erinnern wir
uns daran, dass die Warme @) eine Form der Energie ist, die allein aufgrund eines Tem-
peraturunterschiedes zwischen zwei Korpern ausgetauscht wird.

1. Wenn wir einem Korper die Warme @) zufiihren, éndert sich seine innere
Energie.

2. In gleicher Weise kann man dem Koérper Energie durch mechanische
Arbeit W zufiihren.

Die Innere Energie U ecines Systems kann also sowohl durch Arbeitszufuhr 6§WW< als
auch durch Warmezufuhr 6Q< verindert werden:

dU = W< + 6Q< . (3.2.16)

Dies ist die mathematische Formulierung des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik.
Wie bereits erwahnt, ist die innere Energie U eine Grosse, die den Zustand des Systems
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beschreibt. Aufgrund von (3.2.16) ist es nicht moglich einem System eine bestimmte
Arbeits- oder Wirmemenge zuzuordnen. '’

Ist U konstant (dU = 0), so spricht man von einem abgeschlossenen System.
Demonstrationsexperiment: Blei hdmmern Online Sammlung

Am Beispiel eines Bleistabes wird demonstriert, wie sich durch mechanische Schliage die
Temperatur eines Korpers erhoht. Wir messen die Temperatur des Stabes und beobachten,
dass sie sich drastisch erhoht, wenn wir ihn himmern (siche Abb. 3.6).

Demonstrationsexperiment: Fallende Kugel erzeugt Wéarme Online Sammlung

Eine Kugel wird losgelassen und falllt auf einen Korper (siehe Abb. 3.7). Wir beobach-
ten, dass die Temperatur des Korpers sich drastisch erhoht. Mechanische Energiezufuhr
hat eine Erhohung der inneren Energie des Korpers zur Folge, was schliesslich zu einer
Wiérmezufuhr des Kérpers zum Thermometer fithrt, um diese beiden zu einem Tempera-
turausgleich zu bringen.

9Das heisst, wir kénnen nicht sagen, Kérper X habe Wirme Y bzw. Arbeit Z. Wir kénnen ihm
nur eine Energie zuordnen, die ihm insgesamt durch Arbeit und Wirme zugefithrt wurde. Es ist z.B.
nicht moglich, bei einem Glas Wasser festzustellen, ob es durch Warmezufuhr oder durch Arbeitszufuhr
(Umriihren) erwirmt wurde. Wir verwenden deshalb das Symbol & bei §W*¥" und §@Q<", die nur einen
Teil der Energiezufuhr beschreiben, wihrend wir bei dU das Symbol d verwenden.

Abbildung 3.6: Das Himmern von Blei fithrt zu einer Temperaturerhhung.


https://experimente.phys.ethz.ch/de/100/10004/20023/30073/
https://experimente.phys.ethz.ch/de/100/10004/20023/30181/
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Abbildung 3.7: Eine fallende Kugel fithrt zu einer Temperaturerhhung.

3.3 Spezifische Wirme und Zustandsinderungen des
Idealen Gases

In diesem Abschnitt behandeln wir weitere Aspekte aus dem Kontext Warme(kapazitéit),
Arbeit und innere Energie fiir den Spezialfall eines idealen Gases. Im Zuge dessen lernen
wir auch das wichtige Konzept des pV-Diagramms kennen.

3.3.1 Volumenarbeit und das pV-Diagramm

In der in Abb. 3.8 dargestellten Anordnung iibt das Gas iiber den Druck p eine Kraft
F = p- A auf die Fliche A aus. Andert sich nun das Volumen V um dV, so wird die
Kraft F' entlang einer Strecke dx ausgeiibt und somit eine Arbeit verrichtet. Diese wird
als Volumenarbeit bezeichnet. Die vom Gas an der Umgebung verrichtete Arbeit ist

AW/ =F -dz=p-A- — =pdV. (3.3.1)

W :/5W‘/=—/pdV, (3.3.2)
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/dV:Adx

¥

F=pA —

—_—

dx

Abbildung 3.8: Die von einem Gas geleistete Arbeit wihrend der Expansion um dV. Der
Druck des Gases ist mit p bezeichnet.

wobei V, und V, die Anfangs- und Endvolumina des Gases sind und das negative Vor-
zeichen aussagt, dass Arbeit von aussen (von der Umgebung) am System (dem Gas)
verrichtet wird (W<).

Betrachten wir beispielhaft eine Zustandsdnderung bei konstanter Temperatur 7', eine
sogenannte isotherme Zustandsénderung, so ist mit der allgemeinen Gasgleichung der

Druck gegeben durch
nRT 1
= —. 3.3.3
P T ( )

Der Verlauf des Druckes bei einer Expansion, also einer Vergrosserung des Volumens von
Vi auf Vs, ist in Abb. 3.9 eingezeichnet. Ein solcher Graph in der (V,p)-Ebene wird als
pV-Diagramm bezeichnet?® und wird hiufig verwendet, um Zustandsinderungen eines
Gases darzustellen. Die Volumenarbeit ist gerade die Flache unter dem Graphen im pV-
Diagramm. Sie ist in Abb. 3.9 farbig hinterlegt. Fiir das Beispiel der isothermen Expansion
ergibt sich eine Volumenarbeit von

Va
W¥ = — / pdV (3.3.4)
\%1
Vs
~ _ART / %dV (3.3.5)
Vi
=nRT]log (%) ) (3.3.6)

Bei der Besprechung verschiedener Zustandsdnderungen werden wir noch weitere typische
Beispiele von pV-Diagrammen kennenlernen.

20Die Bezeichnung pV-Diagramm hat sich etabliert, obwohl die Darstellung tatsichlich in der (V,p)-
Ebene erfolgt, d.h. das Volumen wird auf der z-Achse aufgetragen und der Druck auf der y-Achse. Jeder
Punkt (Abszisse = V, Ordinate = p) der Ebene entspricht einem bestimmten Zustand des Gases.
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]

D2

Vi Vs

Abbildung 3.9: pV-Diagramm der isothermen Expansion. Der Betrag der geleisteten Ar-
beit ist gleich der geténten Fléache.

3.3.2 Spezifische Wiarme idealer Gase

Da Gase im Gegensatz zu Festkorpern ihr Volumen verdndern konnen, miissen wir bei
ihnen zwischen zwei Typen von molarer Warmekapazitéit unterscheiden.

3.3.2.1 Spezifische Wiarme bei konstantem Volumen

Bei konstantem Volumen benotigen wir die Warmemenge
AQ1 =nCy AT (3.3.7)

um die Temperatur eines idealen Gases um AT zu erhohen. Cy ist die molare Wérmeka-
pazitit bei konstantem Volumen. Dabei nimmt der Gasdruck zu (siche Abb. 3.10).

3.3.2.2 Spezifische Wirme bei konstantem Druck

Bei konstantem Druck benétigen wir die Warmemenge
AQy =nC, AT (3.3.8)

um die Temperatur eines idealen Gases um AT zu erhohen. C), ist die molare Warmeka-

pazitit bei konstantem Druck. In diesem Fall vergrossert sich das Volumen (siehe Abb.
3.11).
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Bei konstantem Druck benotigen wir eine grossere Warmemenge als bei konstantem Vo-
lumen. Das Gewicht in Abb. 3.11 wird angehoben, d.h. es wird Arbeit vom System am
Gewicht verrichtet und die dafiir notwendige Energie muss durch einen Teil der zugefiihr-
ten Warme aufgebracht werden. Es gilt

C,=Cy+R. (3.3.9)

Diese Beziehung konnen wir iiber den 1. Hauptsatz herleiten: Aus der Definition der
molaren Warmekapazitéit bei konstantem Volumen ergibt sich zunéchst

1 [6Q¢ 1 (dU W< 1dU
_ 2 D A Gt 3.1
Cv ﬁ(dT )V ﬁ{dT 5T }V ndl’ (3:3.10)

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen den 1. Hauptsatz in der Form 6Q¥ = dU —
SW<" verwendet haben. Der 2. Term in der geschweiften Klammer ist Null, weil keine

[ fi

NS < o

1%
AQ =nCy AT
= p+ Ap
T+ AT

Abbildung 3.10: Spezifische Warme bei konstantem Volumen.

’-O-‘ V+ AV
v AQ =nC, AT P

p >

T T+ AT

Abbildung 3.11: Spezifische Wéarme bei konstantem Druck.
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Arbeit geleistet wird, da das Gewicht nicht angehoben wird. Da die Temperatur 7" selbst
auch als Zustandsfunktion verstanden werden kann, miissen wir nicht zwischen d7" und

0T unterscheiden, d.h., dT = 4T

Bei konstantem Druck wird der Kolben hingegen gehoben. Die zugehorige Arbeitsleistung
betrégt (siche Abb. 3.8)
W7~ =Fde=pAdz =pdV . (3.3.11)

Fiir ein ideales Gas bei konstantem Druck gilt:

nik

pV =aRT = dV =—dT (3.3.12)
p
SW” =pdV = aRdT (3.3.13)
und somit 50 U swS
1 1
Cp—ﬁ<ﬁ)p—5{ﬁ+v}p—cﬁﬁ" (3:5.14)

3.3.3 Gleichverteilungssatz (Aquipartitionsgesetz)

Im Abschnitt 3.1.5 zur kinetischen Gastheorie haben wir die kinetische Energie eines
idealen Gases mit drei Freiheitsgraden untersucht. Dabei haben wir angenommen, dass
sich, sobald sich nach einer gewissen Zeit ein thermisches Gleichgewicht innerhalb des
Gases eingestellt hat, die kinetische Energie im Mittel auf alle drei Bewegungsrichtungen
gleich verteilt. Diese Annahme stellt einen Spezialfall des Gleichverteilungssatzes dar,
welcher aus der klassischen statistischen Mechanik folgt:

Fiir ein System im thermodynamischen Gleichgewicht der Temperatur T

entfallt auf jeden Freiheitsgrad im Mittel eine Energie von % kT pro Teilchen.

Fiir ein ideales Gas der Stoffmenge 7 erhalten wir fiir die innere Energie den Ausdruck

U—ﬁNAng—ﬁgRT, (3.3.15)
wobei f die Anzahl Freiheitsgrade pro Teilchen angibt.?! In der kinetischen Gastheorie
haben wir den Fall von f = 3 Freiheitsgraden untersucht und haben dort den Ausdruck
(3.1.26) erhalten, welcher zu (3.3.15) mit f = 3 dquivalent ist. Da bei einem idealen Gas
keine potentielle Energie auftritt, entspricht die innere Energie der totalen kinetischen
Energie der Teilchenbewegungen.

2lIn der Literatur wird der Begriff des idealen Gases teils im engeren Sinne fiir den Fall mit f = 3
Freiheitsgraden verwendet. Wir verwenden diesen Begriff im weiteren Sinne fiir ein Gas ohne intermole-
kulare Wechselwirkungen, d.h. auch fiir Werte f # 3, solange alle Freiheitsgrade einer kinetischen Energie
entsprechen.
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Mit dem Ausdruck fiir U aus (3.3.15) konnen wir nun die molare Wérmekapazitit eines
idealen Gases anhand der Definitionen in (3.3.7) und (3.3.8) als Funktion der Anzahl der
Freiheitsgrade f herleiten, ndmlich

2
cy =R und C, = f%R. (3.3.16)

Tabelle 3.3 fiihrt Naherungswerte fiir die molaren Warmekapazitiaten einiger Gase auf.

Das Verhaltnis
C, B f+2

RKR= — =
Cy f

wird Adiabatenkoeffizient genannt.?

(3.3.17)

Bei tiefen Temperaturen konnen einzelne Freiheitsgrade ,eingefroren“ sein, d.h.; diese
Freiheitsgrade konnen nicht mehr angeregt werden und damit tragen sie nichts zur inneren
Energie bei (sieche Abb. 3.12). Die Tatsache, dass eine Mindestenenergie zur Anregung
von Freiheitsgraden, z.B. Schwingungen, nétig ist, kann erst durch die Quantisierung der
Energieniveaus in der Quantenmechanik verstanden werden.

Die Bewegung der Molekiile zeigt sich bei der Brown’schen Bewegung: In Gasen oder
Fliissigkeiten suspendierte Teilchen fiihren im Mikroskop sichtbare, unregelméssige Bewe-
gungen (Translationen + Rotationen) aus, die von den Stossen der Gas- bzw. Fliissigkeits-
Molekiile mit den suspendierten Teilchen herriihren.

3.3.4 Zustandsinderungen bei idealen Gasen

Wir haben bereits gesehen, dass sich die innere Energie eines Systems dndert, wenn es
zu einer Zustandsédnderung kommt, z.B. durch Warmeaustausch mit der Umgebung oder
durch mechanische Arbeit, die am oder vom System verrichtet wird. Nun betrachten wir
konkrete Beispiele solcher Zustédndsanderungen.

22Hiufig wird anstatt x auch das Symbol v fiir den Adiabatenkoeffizienten verwendet.

Tabelle 3.3: Molare Wérmekapazititen und Adiabatenkoeffizient x = C,/CY einiger Gase

Freiheitsgrade
System Transl. Rot. Total | Cy O, &
1-atomiges Gas 3 0 3 SR IR 3
2-atomiges Gas 3 2 5 2R IR I
3-atomiges Gas 3 3 6 3R 4R %
feste Korper | 3 kin.+ 3 pot. 6 cy ~ 3R
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Abbildung 3.12: Spezifische Wirme von Hy (schematisch).

3.3.4.1 Isobare Zustandsinderung

Eine isobare Zustandsinderung ist dadurch definiert, dass bei ihr der Druck p die
ganze Zeit iiber konstant gehalten wird. Zur Bestimmung der dem System zugefiihrten
Arbeit konnen wir daher den Druck aus dem Integral der Volumenarbeit herausziehen
und erhalten

W = —p/dV =—p(Ve—Va) bei konstantem Druck. (3.3.18)

Dieser Ausdruck ist im Falle einer Expansion V., > V, negativ, d.h. das Gas verrichtet
Arbeit an der Umgebung, wohingegen ein positiver Wert im Falle einer Kompression
bedeutet, dass die Umgebung effektiv Arbeit am Gas verrichtet.

Die umgesetzte Warme erhalten wir mit Hilfe von p AV = n R AT und Abschnitt 3.3.2.2
als

Q< =C,n AT = pT?p(Ve — Vi) bei konstantem Druck. (3.3.19)

Die Summe aus W< und Q< entspricht laut 1. Hauptsatz der Anderung der inneren
Energie des Gases, welche sich aus der Temperaturdnderung ergibt, die mit der Volu-
menénderung einher geht.
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3.3.4.2 Isotherme Ausdehnung und Umwandlung von Wirme in mechanische
Arbeit

Wir haben in Kap. 3.2.6 ein Beispiel gesehen, in dem die Temperatur 7' eines Korpers
durch eine Zufuhr von mechanischer Energie W erhoht wurde. Nun betrachten wir ein
Beispiel, in dem eine Wérme ) mit einem (idealisierten) Wirkungsgrad von 100 % in
mechanische Arbeit W umgewandelt wird.

Bei der Einfithrung der Volumenarbeit und des pV-Diagramms in 3.3.1 haben wir den
Fall einer isothermen Expansion bereits angesprochen. Wir wollen dieses Beispiel nun
eingehender behandeln und auch die Rolle der Warme besprechen. Bei T' = konst. gilt
fiir das ideale Gas pV = konst., so dass sich der Druck p und das Volumen V wihrend
des gesamten Expansionsvorgangs gleichzeitig éndern. Im der Anordnung in Abb. 3.13
wird die Geschwindigkeit der Expansion mit Hilfe der Kraft F' kontrolliert, die auf den
Kolben wirkt.

Wenn das Gas expandiert, leistet es am Kolben die mechanische Arbeit W. Fiir eine kleine
Expansion dV ist die vom idealen Gas am Kolben geleistete Arbeit gleich
nRT
SW/ = +4pdV = +”7dv (3.3.20)
Wiirden wir dem Gas keine Wéarme zufiihren, kdime die notige Energie fiir diese Arbeit
von der inneren Energie des Gases. Die Abnahme der inneren Energie wiirde als Tempe-
raturabnahme des Gases beobachtet werden. Es folgt daraus:

Temperatur 7' (Wérmereservoir)

Qf, Vi I

Temperatur 7' (Warmereservoir)

F

N & e

Abbildung 3.13: Isotherme Expansion eines Gases. Um die Temperatur des Gases wahrend
der Expansion konstant zu halten, muss Warme zugefithrt werden.
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Um die Temperatur des Gases wihrend der Expansion konstant zu halten,

miissen wir gleichzeitig Warme zufiihren.

Da die innere Energie des idealen Gases nur von der Temperatur abhéingt, siehe (3.3.15),
folgt
T =konst. = U=U(T)=konst. = dU=0, (3.3.21)

und mit dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik gilt
AU = 6Q< +5W< =0 = 6Q< = W< . (3.3.22)

Weil die Temperatur des Gases konstant ist, wird die gesamte zugefiihrte Warme in me-
chanische Arbeit umgewandelt.

Fiir die komplette isotherme Expansion ist die gesamte zugefiihrte Wirme Q< gleich

Q/:/(;Q/ :_/(m// W W

7 fav V.
:/pdV =BT [ - :ﬁRT1n<72).

1

(3.3.23)

V1 Vl

Dies ist in Einklang mit der insgesamt geleisteten Arbeit, die wir bereits in (3.3.4) be-
rechnet haben.

Im Fall des idealen Gases entspricht eine Kurve im pV-Diagramm mit pV' = konst. einer
bestimmten Temperatur bzw. inneren Energie. Das pV/-Diagramm fiir die hier besprochene
isotherme Expansion ist in Abb. 3.9 abgebildet.

3.3.4.3 Adiabatische Zustandsinderungen bei idealen Gasen

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit Prozessen, bei denen sich zwar die Temperatur
verdndern kann, aber keine Warmeabgabe an die Umgebung (oder Wérmeaufnahme aus
der Umgebung) stattfinden kann. Es gilt also die ganze Zeit iiber 6Q) = 0. Man spricht
in diesen Fillen von adiabatischen Prozessen (siehe Abb. 3.14). Dies ist z.B. dann der
Fall, wenn das System warmeisoliert ist oder falls der Prozess so rasch ablauft, dass die
Wairmeabgabe an die Umgebung geniigend klein ist.

Wir benutzen im Folgenden den 1. Hauptsatz, um uns zu iiberlegen, wie sich Volumen,
Druck und Temperatur bei einem idealen Gas &ndern, wenn wir es adiabatisch expandieren
oder komprimieren.

e Nach dem Gleichverteilungssatz 3.3.3 gilt fiir das ideale Gas der Zusammenhang

dU = 7 N g kdT =7 g RAT = 7 Cy dT . (3.3.24)
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— T
h ! adiabatisch

D2

T,

Vi Va

Abbildung 3.14: pV-Diagramm der adiabatischen Expansion des idealen Gases. Der Betrag
der geleisteten Arbeit ist gleich der geténten Flache.

Bei einer adiabatischen Expansion (§Q< = 0) gilt

ART
dUzéQ/+MW/:5W/:—de:—ﬁV—Mﬂ (3.3.25)

Indem wir diese beiden Ausdriicke gleichsetzen, erhalten wir die Differentialglei-
chung

ab _ _ hdv (3.3.26)

C
Einsetzen des Adiabatenkoeffizienten x = C'_p ergibt
%

R C,—Cy

2 k1.
Cy Cy &

Falls x konstant ist, konnen wir sofort integrieren und erhalten

In7T=—(k—1)InV + konst. (3.3.27)
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und daraus die sogenannten Adiabatengleichungen?

TVs1 = konst.
pV" = konst.
Trpt=f = konst.

151

(3.3.28)

Abb. 3.15 zeigt die adiabatische und die isotherme Zustandédnderung im Vergleich.

Beispiel: Komprimieren von Luft

Wir komprimieren Luft (k ~ 1,4) adiabatisch auf 1/10 des Anfangsvolumens V,. Wie

dndern sich dabei Druck (p, = 1 bar) und Temperatur (7, = 27°C = 300 K)?

Do = Pa (E> = 25,1 bar

De ‘/: = Pa V;

Te ‘/;}/4—1 — Ta ‘/an—l

)

Y

Ve
Va

k—1
T. = T, (—) =753 K =480°C

Ve

(3.3.29)

Man beachte, dass die allgemeine Gasgleichung pV = n RT immer gilt, auch bei adia-
batischen Prozessen. Wir konnen deshalb das zweite Resultat auch aus der allgemeinen

23H#ufig auch als Poisson’sche Gleichungen bezeichnet, nicht zu verwechseln mit der Poisson-Gleichung

in der Elektrostatik.

P1 —

mVi
pV = konst.

'/ pV" = konst.
(fiir k = 1,4)

Vi Va

Abbildung 3.15: Vergleich der isothermen und adiabatischen Expansion des idealen Gases.
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Gasgleichung herleiten:

ART, peVe (v;)“

_ L (3.3.30)
nRT,  p.Va Ve T o

3.3.4.4 C,/Cy-Messung nach Ruchardt

Mit einer periodischen adiabatischen Kompression und Expansion kann man den Adiaba-
tenkoeffizient x experimentell bestimmen. Hierfiir verschliesst man ein gasgefiilltes Gefiss
des Volumens V' mit einem beweglichen Kolben. Dieser wird nun fallengelassen und kom-
primiert zunéchst das Gas, was zu einer Temperaturerh6hung fiithrt. Im weiteren Verlauf
fithrt der Kolben eine harmonische Schwingung aus.

Nach Gl. 3.3.26 gilt

d
CydT = —RTVV (3.3.31)
dr  RdV R AV

= =

i e (3.3.32)

Die relative Temperaturanderung ist demnach von der Anzahl Freiheitsgrade f abhéngig
und betrigt

ar 24V av
=t (k=1 |. 3.
="y == (3.3.33)

Diese Temperaturdnderung kann mit einem feinen Kupferdraht gemessen werden, dessen
elektrischer Widerstand temperaturabhéngig ist und der so diinn gewéhlt werden kann,
dass seine Wirmekapazitit vernachldssigbar ist. Aus den Messwerten kann dann mit
obiger Formel x bestimmt werden.

3.4 Kreisprozesse und der Zweite Hauptsatz der
Thermodynamik

Wir haben mit dem 1. Hauptsatz gesehen, dass Warme nichts anderes ist als eine besonde-
re Form der Energie. In einem abgeschlossenen System ist die gesamte Energie konstant,
aber es ist moglich verschiedene Energieformen ineinander umzuwandeln. Der 2. Haupt-
satz der Thermodynamik setzt solchen Umwandlungen jedoch Grenzen. Wir formulieren
ihn zuerst in Worten (Kap. 3.4.1: Phanomenologie) und besprechen seine Konsequenzen
bei der Betrachtung thermodynamischer Kreisprozesse (Kap. 3.4.2), verkniipfen ihn dann
mit den mikroskopischen Effekten (Kap. 3.4.3: Entropie, Wahrscheinlichkeit, Ordnung)
und gehen schliesslich zu seiner mathematischen Formulierung iiber (Kap. 3.4.4).
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3.4.1 Phanomenologie

Der 2. Hauptsatz basiert auf experimentellen Erkenntnissen von Thomson?* und Clausi-
us?® und ist nicht beweisbar. Er gehort daher zu den phénomenologischen Gesetzen. Die
beiden folgenden Formulierungen der Erkenntnisse von Thomson und Clausius stellen
jeweils eine phanomenologische Formulierung des 2. Hauptsatzes dar.

1. Thomson:

Es gibt keine periodisch wirkende Vorrichtung (Maschine M), die es gestattet, einem
Korper (Warmereservoir) Wérme (dQ)) zu entziehen und in Arbeit zu verwandeln,
ohne dass Verdnderungen im System oder in der Umgebung zuriickbleiben.

Der umgekehrte Prozess, die vollstdndige Verwandlung von Arbeit in Warme ist
hingegen ohne weiteres moglich (siehe Abb. 3.16).
2. Clausius:

Es gibt keine periodisch wirkende Vorrichtung (Maschine M), welche gestattet,
Wiirme von einem Reservoir tieferer Temperatur (7k) zu einem mit hoherer Tem-
peratur (7w > Tx) zu transportieren, ohne dass dazu Arbeit geleistet oder sonst
von aussen Energie zugefiihrt wird.

Das Umgekehrte ist hingegen ohne weiteres moglich: Warme fliesst ,, von selbst* von
wirmeren Korpern (T > Tx) zu kélteren (sieche Abb. 3.17).

Die beiden Formulierungen implizieren einander und sind daher dquivalent.

24William Thomson, Lord Kelvin (1824 - 1907)
ZRudolf Clausius (1822 - 1888)

( N\ ( )

Warmereservoir Warmereservoir
TW TW

0Q 0Q

[ Warmereservoir } { Waéarmereservoir }

TK TK

| J O J

Abbildung 3.16: Prinzip von Thomson.
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( N ( )

{ Warmereservoir } { Warmereservoir }

Tw Tw

0Q

0Q Ja!

0Q

Y

Warmereservoir Warmereservoir
Tk Tk

Abbildung 3.17: Prinzip von Clausius.

3.4.2 Thermodynamische Kreisprozesse

Ein Kreisprozess (zyklischer Prozess) ist ein Vorgang, dessen Endzustand seinem eigenen
Anfangszustand entspricht. Solche Kreisprozesse eignen sich beispielsweise um eine Ma-
schine zu beschreiben und in einem pV-Diagramm darzustellen. Bei der Betrachtung von
Kreisprozessen werden wir auf einige der weitreichenden Auswirkungen des 2. Hauptsatzes
stossen.

Wir unterscheiden zwei Kategorien von Maschinen. Als Warmekraftmaschine bezeich-
nen wir Maschinen, die Warme in Arbeit umwandeln. Den umgekehrten Prozess, das Auf-
wenden von Arbeit um einen Wéarmefluss von einem kalten zu einem warmen Reservoir zu
erzeugen, bezeichnen wir als Warmepumpe oder Kéiltemaschine. Warmepumpen und
Kaltemaschinen unterscheiden sich lediglich in ihrem Zweck: Warmepumpen dienen der
Erwérmung des warmen Reservoirs, Kéltemaschinen der Kiihlung des kalten Reservoirs.

Wir betrachten zuerst die Carnot-Maschine als idealisiertes Konzept, dann den Stirlingmo-
tor als realen Versuchsaufbau und abschliessend zwei Verbrennungsmotoren als technische
Anwendungen (Ottomotor und Dieselmotor).

3.4.2.1 Carnot-Maschine

Die Carnot-Maschine ist ein idealisiertes Modell einer Maschine, die einem Warmereser-
voir bei einer Temperatur 77 Warme entnimmt und diese teilweise in Arbeit umwandelt.
Die verbleibende Wérme wird an ein zweites Warmereservoir der Temperatur 7o < T}
abgegeben (siehe Abb. 3.18). Die Carnot-Maschine ist demnach eine Warmekraftmaschi-
ne. Nach einem Kreislauf befindet sich das Arbeitsgas wieder im Anfangszustand. Das
pV-Diagramm ist in Abb. 3.19 dargestellt und enthélt die folgenden Zustandsiibergénge.
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Wairmereservoir ] 0Q1 002 ( Wirmereservoir

T, | =© ‘L T

Abbildung 3.18: Prinzip einer Warmekraftmaschine C'.

1. A: (1 — 2): isotherme Expansion

2. B: (2 — 3): adiabatische Expansion

3. C: (3 — 4): isotherme Kompression

4. D: (4 — 1): adiabatische Kompression

Allgemein definieren wir den Wirkungsgrad einer Wirmekraftmaschine als Quotient
aus der wihrend eines Zyklus aus der Maschine gewonnenen Arbeit (§W /" in Abb. 3.18)
und der wihrend diesem Zyklus der Maschine vom wéarmeren Reservoir aus zugefiithrten
Wirme (0Q); in Abb. 3.18):

n— gewonnene Arbeit (3.4.1)

vom warmen Reservoir zugefithrte Wirme -

Wir wollen nun den Wirkungsgrad der Carnot-Maschine berechnen. Diese verwendet als
Arbeitsmedium ein ideales Gas. Wir rechnen dabei mit der konstanten Gasmenge n und
vernachlédssigen alle Verluste.

Wie wir bereits gelernt haben, entspricht die Flache unter einer Kurve im pV-Diagramm
der Arbeit, die vom System an der Umgebung verrichtet wird. Ein Kreisprozess besteht
aus der Aneinanderreihung mehrerer solcher Kurven. Die gesamte wéhrend eines Zyklus an
der Umgebung verrichtete Arbeit ist nun die Summe der Integrale der einzelnen Kurven.
Dies entspricht gerade der vom Kreisprozess eingeschlossenen Flache. Fiir die Carnot-
Maschine sind die positiven und negativen Beitrage zur verrichteten Arbeit in Abb. 3.20
als Schraffuren markiert. Anhand dieser Uberlegungen sieht man auch, dass ein im Uhr-
zeigersinn laufender Kreisprozess insgesamt eine positive Arbeit an der Umgebung leistet
und somit einer Warmekraftmaschine entspricht. Umgekehrt ist die gesamte an der Umge-
bung verrichtete Arbeit in einem gegen den Uhrzeigersinn laufenden Kreisprozess negativ.
Das System nimmt Energie in Form von Arbeit auf und entspricht einer Warmepumpe
oder Kaltemaschine.

Um die insgesamt verrichtete Arbeit der Carnot-Maschine zu bestimmen, miissen wir die
Arbeit in jedem Schritt berechnen und die Ergebnisse aufsummieren.
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A p
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\ [D: Adiabatische |
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0,2 45~
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Abbildung 3.19: Das pV-Diagramm des Carnot’schen Kreisprozesses (maBstébliche Dar-
stellung). Der Betrag der verrichteten Arbeit ist gleich der geténten Fliche.
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Abbildung 3.20: Betrachtung der Arbeit in einer qualitativen Darstellung des pV-

Diagramms aus Abb. 3.19. Positive Beitrage zur verrichteten Arbeit (1 — 2 und 2 — 3)

sind aufsteigend schraffiert ( /), negative Beitrige (3 — 4 und 4 — 1) absteigend (\).

Dabei entscheidet die Integrationsrichtung, ob der Beitrag positiv oder negativ ist. Im

gekreuzt schraffierten Bereich heben sich die positiven und negativen Beitrage gerade auf.

Die wéhrend eines Zyklus verrichtete Arbeit entspricht der ausschliesslich aufsteigend
schraffierten Flédche. Dies ist genau diejenige Fldche, die vom Kreisprozess eingeschlosse-

nen wird.
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Im ersten Schritt wird das Gas isotherm vom Volumen V; auf das Volumen V5 expan-
diert. Das Gas ist in Kontakt mit einem Warmereservoir, so dass die Temperatur bei der
Expansion konstant bleibt (1" = T7).

Bei der Expansion verrichtet das Gas iiber den Kolben die Arbeit

Vo
mf_/F@_/mv
1%
fav v
= ART, 17:ﬁRﬂhw% (3.4.2)

1

Da sich die innere Energie U des Gases bei diesem Prozess nicht dndert, muss geméss
1. Hauptsatz eine gleich grosse Warmemenge 5@1/ = (5W1/ aus dem Wérmereservoir in
das Gas gelangen.

Im zweiten Schritt wird das Gas dann adiabatisch vom Volumen V, auf das Volumen V3
expandiert. Dabei verringert sich die Temperatur von 7} auf T3 (vgl. Kap. 3.3.4.3), ohne
dass von aussen Wirme zu- oder abgefiihrt wird. Die Differenz der inneren Energien wird
als Arbeit nach aussen abgegeben:

Wy = aCy (Ty — Ty), (3.4.3)

wobei U; = ﬁgRTi = nCyT; fir das ideale Gas verwendet wurde (vgl. Abschnitt 3.3.3).
Die beiden anderen Schritte lassen sich analog analysieren. Das Resultat ist in Tabelle 3.4
zusammengefasst. Es empfiehlt sich, die Ergebnisse fiir die einzelnen Schritte als Ubung
jeweils mit den Methoden aus Abschnitt 3.3.4 nachzurechnen.

Es sei angemerkt, dass die Driicke und Volumina der vier Zusténde eines Carnot-Kreislaufs
nicht beliebig gewihlt werden kénnen.

Tabelle 3.4: Schritte der Carnot-Maschine. Warmeres Warmereservoir: Ty, = T}, kélteres
Wiérmereservoir: Ty, = T3

Schritt | Aa@a-2 | B (293 | (o4 | Di@-—1 |
Prozess isotherme adiabatische isotherme adiabatische
Expansion Expansion Kompression Kompression
Volumen Vi—V, Vo — Vs Vo= V4 Vi W
Temperatur Tw Tw — Ty Ty T — Ty

V; Vi
Arbeitsabgabe | sW{" = AR T, In V2 Wy =aCy (T —T) | W& =ART In V‘* oWy =aCy (T — Ti)
1 4

Va

V-
Warmezufuhr (5Q‘1/ =nRT, In A 0 6Q5 = AR Ty In Vd 0
1 4
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Fiir die beiden adiabatischen Schritte 2 und 4 gilt nach Gl. 3.3.28:
TVt =Ty V! (3.4.4)
TVt =TV (3.4.5)

Diese beiden Gleichungen sind zeitunabhéngig, da alle vorkommenden Grossen Konstan-
ten sind. Wir kénnen sie also dividieren und erhalten

K—1 K—1
AVi _RVi (3.46)
AV BV

Nach dem Ziehen der Wurzel, erhalten wir schliesslich die Bedingung

Vi Vs =15 Vi, (3.4.7)
die eine Folge davon ist, dass der Zyklus geschlossen ist. Die Bedingungen dafiir, dass der
Kreislauf geschlossen ist, sind in Tabelle 3.5 angegeben.

Als  Wirkungsgrad der Carnot-Wéarmekraftmaschine erhalten wir den Carnot-
Wirkungsgrad

gewonnene Arbeit  0W{ 4+ 6Wy — 6W3/ — WY T —Ty
= ” ” = = <
zugefithrte Warme ) Ql/ T

1.| (3.48)

Die Energiedifferenz zwischen der gewonnenen Arbeit und der zugefithrten Wérme 5@1/
wird in Form von Warme (5@2/ an das kéltere Reservoir abgegeben.

Der Wirkungsgrad dieser idealisierten Wirmekraftmaschine ist von grosser Bedeutung,
weil sich zeigt, dass jede reale Warmekraftmaschine einen kleineren Wirkungsgrad
hat:

TW - Tk

3.4.9
—. (3.4.9)

Nreal < NCc =

wobei wir zur besseren Unterscheidung von warm und kalt 7 durch 7T, und 73 durch Tj
ersetzt haben.

Tabelle 3.5: Notwendige Bedingungen fiir die Geschlossenheit des Carnot-Kreislaufs (k =
C,/Cv, a:=Ty/T5 > 1und g :=V;/V5 <1).

i | pi/m Vi/Va

1
2
3| pars av1/8
4
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Um diesen wichtigen Satz beweisen zu konnen, untersuchen wir zunéchst die Auswirkun-
gen einer rickwdrts, also gegen den Uhrzeigersinn, laufenden Carnot-Maschine. In diesem
Fall pumpen wir Wirme (6Q7) in das wirmere Reservoir hinein (siche Abb. 3.21) und
wenden dafiir Arbeit auf. Eine gegen den Uhrzeigersinn laufende Carnot-Maschine ist also
wie erwartet eine Warmepumpe bzw. Kéltemaschine.

Da die Warmepumpe zum Ziel hat, dem warmeren Reservoir Warme zufliessen zu lassen,
definieren wir den Wirkungsgrad einer Wirmepumpe als

zum warmen Reservoir abgefithrte Warme 1
nw = " - = -. (3.4.10)
zugefithrte Arbeit n

Fiir die Carnot-Wirmepumpe ergibt sich ein Wirkungsgrad von?°

6Q{ T 1
nw = = w = — > 1 3411
on 4 Tw - Tk Nlc ( )

Ein Wirkungsgrad > 1 steht dabei nicht im Widerspruch zur Energieerhaltung, da wir
bei der Definition des Wirkungsgrades einer Warmepumpe die aus dem kalten Reservoir
als Warme an das Arbeitsgas zugefithrte Energie nicht berticksichtigen.

Eine Kaltemaschine dient dem Entziehen von Wiarme aus dem kiihleren Reservoir. Der
Wirkungsgrad einer Kéltemaschine ist daher definiert als

vom kalten Reservoir zugefithrte Wirme

= 3.4.12
1 zugefithrte Arbeit ( )

Eine riickwéarts laufende Carnot-Maschine hat als Kéltemaschine einen Wirkungsgrad von

7
Nk = 00 _ Tk _ (3.4.13)
SW< Ty — Tx

Dies hat zur Folge, dass nx — 0 fiir T, — 0, was bedeutet, dass es umso schwieriger wird,
die Temperatur eines kalten Reservoirs (z.B. das Innere eines Kiihlschrankes) weiter zu
senken, je tiefer seine Temperatur bereits ist.

26Eine reale Warmepumpe erreicht stets kleinere Werte.

Warmereservoir 1‘ 0Q1 /C\ -~ 002 [ Warmereservoir
T, J B O/ L 15

Abbildung 3.21: Carnot-Maschine als Warmepumpe.
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Um die zuvor aufgestellte Behauptung zu beweisen, dass keine Wéarmekraftmaschine einen
hoheren Wirkungsgrad als ¢ haben kann, wollen wir einen Widerspruchsbeweis konstruie-
ren. Wir nehmen an, es gibe eine Super-Warmekraftmaschine mit ng > nc. Wir verwenden
diese zum Antrieb einer Carnot-Wérmepumpe (siehe Abb. 3.22). Die dem Wérmereservoir
T, = T1 entnommene Warmemenge 0Q); liefert die Arbeit

SW = ns 6@, (3.4.14)

mit der die Carnot-Warmepumpe angetrieben wird. Diese pumpt die Warmemenge 6@}
zuriick ins Warmereservoir 7y, und es gilt

0Q) = 1w W = 1w 15 Q1
= B5Q, > 60, . (3.4.15)
Ule

Damit konnten wir das warme Reservoir immer weiter erwérmen und das kalte immer
weiter abkiihlen, ohne dass wir von aussen Arbeit oder eine sonstige Form von Energie
zufithren miissten. Dies widerspricht dem Prinzip von Clausius. Alternativ kénnten wir
auch einen Teil der Arbeit auskoppeln, indem wir nur das eine Reservoir abkiihlen, was
wiederum nach Thomsons Formulierung des 2. Hauptsatzes verboten ist. Unsere Annahme
einer Super-Warmekraftmaschine steht also im Widerspruch zu beiden phdnomenologi-
schen Formulierungen des 2. Hauptsatzes.

Wir haben gezeigt, dass es keine Warmekraftmaschine mit einem Wirkungsgrad grosser n¢
geben kann und haben bereits die Aussage gemacht, dass keine reale Warmekraftmaschi-
ne diesen Wirkungsgrad erreichen kann. Nun wollen wir genauer darauf eingehen, welche
Bedingungen eine, wenn auch fiktive, Warmekraftmaschine erfiillen muss, um einen Wir-
kungsgrad von n¢ zu erreichen. Es lédsst sich zeigen, dass die Reversibilitét des betrachteten
Kreisprozesses eine hinreichende und notwendige Bedingung dafiir darstellt.

Warmereservoir
T,

0@ 1 01
0Q5 0Q2
Warmereservoir
15

Abbildung 3.22: Anordnung fiir den Widerspruchsbeweis gegen die Existenz einer Super-
Wirmekraftmaschine S.
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Abbildung 3.23: Die (irreversible) freie Expansion eines Gases im Vakuum. Die Klappe
wird zu einer bestimmten Zeit geoffnet und das Gas expandiert. Die Temperatur des Gases
dandert sich nicht wahrend der Expansion.

Ein Vorgang heisst reversibel, wenn seine Umkehrung derart moglich ist, dass
keine Anderungen jedweder Art im System oder in der Umgebung (bspw. den
Reservoirs) zuriickbleiben.

Um dieser Definition zu entsprechen, muss ein Vorgang die folgenden Bedingungen
erfiillen.

e Es darf keine mechanische Energie durch dissipative Effekte (z.B. Reibung) in
Wiérme umgesetzt werden.

e Wirme darf nur zwischen Objekten (Gase, Reservoire, Festkorper, etc.) mit infini-
tesimal geringer Temperaturdifferenz iibertragen werden.

e Der Vorgang muss quasi-statisch ablaufen, d.h. das System muss sich durchgehend
im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Dies kann dadurch erreicht werden,
dass der Vorgang geniigend langsam ablauft, sodass die Dauer des Vorgangs ein Viel-
faches iiber der zum Erreichen des thermodynamischen Gleichgewichts bendtigten
Zeit liegt.

Irreversible Vorgénge sind zum Beispiel: Verwandlung von kinetischer Energie in Warme
durch Reibung, Warmeleitung zwischen Systemen verschiedener Temperatur, Durchmi-
schen von Gasen, rasches Ausstromen eines Gases in Vakuum (siche Abb. 3.23).
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Es wird klar, dass reversible Vorgénge ein theoretisches Konstrukt sind und in der Realitét
hochstens naherungsweise durchgefithrt werden konnen. Dennoch ist ihre Betrachtung
fiir Riickschliisse auf reale Maschinen dusserst relevant, wie wir am Beispiel der Carnot-
Maschine gesehen haben.

3.4.2.2 Stirlingmotor

Als erstes Beispiel einer realen Wirmekraftmaschine betrachten wir den Stirlingmotor,?”
einen Heissluftmotor, der ohne Ventile auskommt. Das Arbeitsgas der Maschine ist Luft
und die Maschine arbeitet zwischen zwei Temperaturen. Zwei Kolben (der Verdriangerkol-
ben V und der Arbeitskolben A) werden vom Schwungrad S bewegt (siche Abb. 3.24).
Der Kolben V ist um eine Phasendifferenz von 90° gegeniiber dem Kolben A verschoben.

Dadurch wird die Luft periodisch zwischen dem ,heissen“ (Tw) und dem ,kalten“ (Tx)
Teil der Maschine verschoben. In der Praxis kann das kalte Reservoir Kiithlwasser und das
warme Reservoir die Flamme eines Bunsenbrenners sein.

Der Kreislauf besteht aus zwei Isothermen und zwei Isochoren (siche Abb. 3.25).

1. A: (1 — 2): Isotherme Expansion bei T' = T mit Arbeitabgabe.

2. B: (2 — 3): Isochore Abkiihlung: Verdréngerkolben drangt Arbeitsgas in den Kalt-
raum. Dabei kiithlt das Gas auf T = T3 ab.

3. C: (3 — 4): Isotherme Kompression bei 7' = Tj durch Kolben (Arbeitsaufnahme).

4. D: (4 — 1): Isochore Erwdrmung: Verdringerkolben dréngt Arbeitsgas in den
Heissraum. Dabei erwarmt sich das Gas auf 7' = T;.

Im Experiment messen wir die Temperatur im unteren Teil des Gasbehélters. Sie betragt
ca. 400 °C. Das Kiihlwasser hat eine Temperatur von ca. 20 °C. Wir beobachten:

1. Bewegen wir das Schwungrad S im Gegenuhrzeigersinn, dann lduft die Maschine
nicht.

2. Bewegen wir das Schwungrad S im Uhrzeigersinn, dann beginnt die Maschine frei zu
laufen. Die Laufgeschwindigkeit wird schliesslich durch Reibungsverluste begrenzt.

3. Die Stirling-Maschine kann auch ,umgekehrt“ laufen: Wir ersetzen die Flamme
durch fliissigen Stickstoff mit einer Temperatur von ca. —200°C.

4. Schliesslich kann die Maschine als eine Warmepumpe verwendet werden: Wir halten
dazu die Maschine an und bewegen das Schwungrad mittels eines Griffes. Wir leisten
Arbeit von aussen, und die Maschine wird als Warmepumpe betrieben: Sie entnimmt
Wiérme aus dem kélteren Reservoir, um sie an das wirmere abzugeben.

2TRobert Stirling (1790 - 1878)
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Abbildung 3.24: lllustration des Kreislaufs der Warmekraftmaschine von Stirling.

tD

P1+ 1

D (ps — 1)
Pa+ 4 A (Vl — V5)
b2+ C(Va=") 2

B (p2 — p3)
p3+ 3
0 = = 14
Vi Va

Abbildung 3.25: Schematisches pV/-Diagramm des Stirlingmotors. Der Betrag der verrich-
teten Arbeit ist gleich der getonten Fléche.
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3.4.2.3 Verbrennungsmotoren

Abschliessend betrachten wir zwei Beispiele technischer Realisierungen von Verbrennungs-
motoren, die ebenfalls als Warmekraftmaschinen beschrieben werden kénnen.

Ottomotor (Benzinmotor), siche Abb. 3.26:

1. A: (0 — 1): Ansaugen des Benzin-Luftgemischs bei konstantem Druck,
2. B: (1 — 2): adiabatische Kompression,

3. C: (2 — 3): Warmezufuhr durch Verbrennen des Benzins (Explosion),
4. D: (3 — 4): Arbeitshub,

5. E: (4 — 1): Ausstromen der heissen Gase,

6. F: (1 — 0): Kolben wird geleert.

Dieselmotor, siche Abb. 3.27:

Grundsétzlich dhnlich wie beim Ottomotor. Der Brennstoff wird aber erst bei (C: 2 —
3) eingespritzt, und zwar so, dass der Druck annéhernd konstant bleibt. Damit ist eine
hohere Kompression und ein besserer Wirkungsgrad maoglich.

p

P33+ 3
C ([)2 — P:S)
D2+ 2 D (V; = V)
Pa+ B (Vi = 1) 4
E (ps — 1)

IO |
0+ } } v

0 Va Vi

Abbildung 3.26: Schematisches pV-Diagramm des Ottomotors. Der Betrag der verrichte-
ten Arbeit ist gleich der geténten Flache
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P2+ 2 3
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Pay B (Vi = Vb) 4
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1 o 1
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Abbildung 3.27: Schematisches pV-Diagramm des Dieselmotors. Der Betrag der verrich-
teten Arbeit ist gleich der getonten Flache.

3.4.3 Entropie, Wahrscheinlichkeit, Ordnung

Die bisher besprochenen Formulierungen des 2. Hauptsatzes liefern fiir viele irreversible
Prozesse in der Natur keine direkte Erklarung, warum diese irreversibel sind. Ein Beispiel
hierfiir ist die freie Expansion eines Gases im Vakuum (siehe Abb. 3.23). Ein bemerkens-
werte Eigenschaft in diesem Beispiel ist, dass die Unordnung des Systems zunimmt. Wie
sich zeigen wird, ist dies auch fiir alle anderen irreversiblen Prozesse der Fall. Es erscheint
sinnvoll, ein Mass fiir diese Unordnung zu definieren und sie genauer zu untersuchen. Da-
bei werden wir zunéchst eine statistische (mikroskopische) Definition kennenlernen und
im Anschluss unsere Definition auf thermodynamische Systeme erweitern.

Die Entropie S wird als weitere Zustandsgrosse eines Systems iiber die Formel

S =k logW (3.4.16)

definiert, die auf Grund ihrer grossen Bedeutung sogar auf dem Grabstein von Ludwig
Boltzmann verewigt ist.?® Dabei konnen wir W als die Wahrscheinlichkeit interpretieren,
dass der vorliegende Zustand realisiert ist.?? Die Entropie kann als Mass der Unordnung

287u besichtigen auf dem Wiener Zentralfriedhof, den zu besuchen auch sonst sehr interessant ist.

29Diese Interpretation ist fiir die folgende anschauliche Diskussion niitzlich, fiihrt jedoch zu einer an-
deren Normierung als die thermodynamische Definition der Entropie, die wie spéter verwenden werden.
Bei der Bildung der Differenz zweier Entropien spielt diese Normierung (multiplikativer Faktor innerhalb
des Logarithmus) keine Rolle, da sie einer additiven Konstante ausserhalb des Logarithmus entspricht.
Wer in der Literatur recherchieren mochte, wie die statistische und die thermodynamische Sichtweise
ohne Normierungsunterschied zusammenpassen, recherchiert nach dem Begriff Phasenraumvolumen und
interpretiert W als geeignet normiertes Phasenraumvolumen.
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interpretiert werden. Wie schon die innere Energie U (oder auch p, V und T') héngt sie
nur vom Zustand des Systems ab, nicht aber vom Weg zu diesem Zustand.

Beispiel:

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit W, dass sich zufillig alle Molekiile der Stoffmenge
N eines idealen Gases in der linken Hélfte eines Behélters (Volumen V;) aufhalten (siche
Abb. 3.28)7 Das Gesamtvolumen, das zur Verfiigung steht, betrégt V4. Fiir jedes einzelne
Molekiil betrédgt die Wahrscheinlichkeit

Vi
= —. 3.4.17
w= ! (3.417)
Fiir alle (als unabhéngig angenommenen) Molekiile erhalten wir
) o\ Na
W =uwham = (—1) . (3.4.18)
Vo

Die Entropieinderung AS beim Ubergang von einer beliebigen Verteilung®® der Molekiile
im Volumen Vj zu einem Zustand, in dem alle im Volumen V; sind, betrégt

AS:kan—k‘lnlz—k‘NAﬁlnE:—Rﬁlnﬁ. (3.4.19)
Vi Vi

Je kleiner das Volumen V; relativ zu V; ist, desto unwahrscheinlicher ist es alle Molekiile
gleichzeitig dort vorzufinden, und desto stirker ist die Abnahme der Entropie. Damit
wird die folgende Aussage motiviert (aufgrund der Erfahrung, dass solche extrem un-
wahrscheinlichen Zustdnde nicht beobachtet werden).

Jedes abgeschlossene System strebt seinem wahrscheinlichsten (ungeordnetsten) Zu-

stand zu. Seine Entropie kann nie abnehmen:

AS >0 (3.4.20)

Diese Aussage ist fiir abgeschlossene Systeme giiltig. Es kann also durchaus sein, dass
die Entropie eines (nicht abgeschlossenen) Systems wihrend einer Zustandsédnderung ab-
nimmt, indem gleichzeitig die Entropie der Umgebung um mindestens den gleichen Betrag
zunimmt.

Neben der Definition iiber die Wahrscheinlichkeit, lasst sich die Entropie auch thermo-
dynamisch definieren und berechnen. Wird bei der absoluten Temperatur T° die Warme-

menge 6Q%. reversibel zugefiihrt, so resultiert daraus die folgende Entropiezunahme:

%
4s — (SQ% (3.4.21)

30Da beliebig keine besondere Anforderung an den realisierten Zustand stellt, ist die Wahrscheinlichkeit
hierfiir offensichtlich 1. Anders betrachtet lautet die Forderung in diesem Fall nur, dass sich jedes Teilchen
innerhalb eines Volumens V; befindet, wenn insgesamt das Volumen V|, zur Verfiigung steht, also w =
Vo/Vo = 1.



168 KAPITEL 3. WARMELEHRE UND THERMODYNAMIK

A

Vi

Q/V

A2

*o‘{o»
S

Abbildung 3.28: Zur Definition der Entropie: Besonders unwahrscheinliche Verteilung von
Molekiilen.
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Die Entropie aller reinen Stoffe wird am absoluten Nullpunkt (7' = 0) zu Null normiert.?!

Mit der Definition in (3.4.21) berechnen wir noch einmal die Entropiedinderung der Stoff-
menge 7, eines idealen Gases, wenn es vom Volumen Vi reversibel auf das Volumen V;
verdichtet wird. Wir bringen das Gas in Wéarmekontakt mit einem Reservoir der Tempe-
ratur 7" und komprimieren isotherm (siche Abb. 3.29).

Nach dem 1. Hauptsatz gilt
0Q<, + W< =0,

da sich die innere Energie des Gases bei konstanter Temperatur nicht &ndert. Wir erhalten

507 WY pdv 14
A v [ 07 ~dV =-Raln2.
5= /dS / / T / d 7

Vo
(3.4.22)
Wir erhalten somit aus dieser makroskopischen, thermodynamischen Rechnung das gleiche
Resultat wie frither mit der mikroskopischen, statistischen Rechnung. Tatséchlich ist das
immer der Fall. Der Beweis dafiir wiirde hier zu weit fiihren.

Wollen wir die Entropiednderung eines irreversiblen Prozesses bestimmen, kénnen wir
einen reversiblen Prozess mit gleichem Anfangs- und Endzustand betrachten und dessen
Entropiednderung mit obiger Definition berechnen. Da die Entropie eine Zustandsgrosse
ist, entspricht die so bestimmte Entropieinderung im System der Anderung im Fall des
irreversiblen Prozesses. Die beiden Fille unterscheiden sich jedoch in Bezug auf die Entro-
piednderung in der Umgebung.

Um den Verlauf der Entropie wihrend einer Zustandsinderung darzustellen, verwendet
man ein ST-Diagramm. Fiir den Carnot-Prozess ist dieses in Abb. 3.30 abgebildet. Dabei

31Genauer: die Entropie von Reinkristallen, da nichtkristalline Stoffe auch bei T' — 0 eine Restentropie
haben konnen. Ein solcher Referenzpunkt ist notwendig, da die Normierung der Entropie durch Betrach-
tung von Entropiednderungen in physikalischen System nicht eindeutig festgelegt wird, vgl. Fussnote 29.
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Abbildung 3.29: Die reversible (d.h., langsame) isotherme Kompression des idealen Gases.
Um die Temperatur konstant zu halten, muss wahrend der Verdichtung Wérme an ein
Wiérmebad abgefiihrt werden.

haben wir die Entropie auf der y-Achse und die Temperatur auf der z-Achse aufgetragen.
In der Literatur ist teils auch die umgekehrte Konvention zu finden. Bei der Verwendung
von ST-Diagrammen ist daher stets auf die Beschriftung der Achsen zu achten.

3.4.4 Mathematische Formulierung des 2. Hauptsatzes

Mit der Einfithrung der Entropie ergibt sich die folgende Formulierung des 2. Hauptsatzes.
Fiir alle Zustandsénderungen in einem abgeschlossenen System (Volumen V' und innere

Energie U konstant®?) gilt

Fiir einen beliebigen reversiblen Kreisprozess gilt

}z{dS = 7{ 5%/“ =0. (3.4.24)

Bei allen realen (irreversiblen) Vorgéngen nimmt die Entropie zu. Bei idealisierten
reversiblen Kreisprozessen bleibt sie konstant. Sie kann nie von selbst abnehmen.
Damit wird eine Zeitrichtung (Vergangenheit — Zukunft) ausgezeichnet.

32Die Forderung nach konstantem Volumen ergibt sich daraus, dass eine Volumenénderung dV zu einer
Energieiibertragung in Form von Arbeit {W = —pdV fithren wiirde.
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Abbildung 3.30: Das ST-Diagramm fiir den Carnot-Prozess. Bei adiabatischen Zu-
standsénderungen wird keine Warme ausgetauscht und somit laufen diese Zustandsénde-
rungen isentrop (mit konstanter Entropie) ab.

Beispiel Warmekraftmaschine:

Wir betrachten erneut die Carnot-Maschine (vgl. Kap. 3.4.2). Diese entnimmt (im ideali-
sierten Modell reversibel) die Warmemenge 5@1/ > 0 aus dem Reservoir 1 bei der Tempe-
ratur Ty, und fithrt dem Reservoir 2 (wiederum reversibel) die Warmemenge 5Q2/ > 0 bei
T\ zu. Da die Entropie eine Zustandsgrosse ist, hat das Gas nach einem vollstandigen Um-
lauf des Kreisprozesses wieder die gleiche Entropie wie zu Beginn. Die Entropiednderung
des gesamten Systems wihrend eines Umlaufs entspricht demnach der Entropiednderung
der Reservoirs, die durch

AS

_ Q¢ sQf _dQf Qi _ (3.4.25)
Tk Tw Tk Tw - o

gegeben ist. Die Ungleichung gilt, da nach dem zweiten Hauptsatz AS > 0 ist (mit
Gleichheit bei reversiblen Prozessen). Daraus folgt

0Q5 _ T

0Q{ ~ Tw
Da die innere Energie des Gases nach dem Durchlaufen des Kreisprozesses wieder ihrem
Anfangswert entspricht, folgt nach dem ersten Hauptsatz

SWY +0Q¢ +6Q5 =0 = 6QF =W +46Q5 . (3.4.27)

(3.4.26)
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Daraus folgt fiir den Wirkungsgrad:

ndiféwf_(SQ{—éQ{_l_éQ{<1_£_Tw—Tk
0Q% 0Q% of — T Ty

(3.4.28)

Im reversiblen Fall (Carnot-Maschine) gilt das Gleichheitszeichen.

Das ist das gleiche Resultat wie bereits in Abschnitt 3.4.2.1. Fiir die Herleitung iiber die
Entropie benétigen wir jedoch kein Wissen {iber den inneren Mechanismus der Maschine
und miissen keine aufwéndigen Rechnungen durchfiihren.

3.5 Reale Gase und Fliissigkeiten

In den meisten bisherigen Diskussionen haben wir angenommen, dass ein Gas die Bedin-
gungen des idealen Gases erfiillt. Allerdings ist klar, dass es unter realen Bedingungen
Wechselwirkungen zwischen den Gasteilchen gibt, und dass letztere auch eine endliche
Ausdehnung haben. Im Folgenden werden wir sehen, welche Effekte sich einstellen, wenn
dies beriicksichtigt wird.

3.5.1 Zustandsgleichung nach van der Waals

Aus rein phinomenologischen Uberlegungen ergibt sich, dass die Wechselwirkung zwischen
den Gasteilchen und deren endliche Ausdehnung zu folgender Abénderung der allgemeinen
Gasgleichung fiihrt:

an? - -
p+W (V—nb):nRT (351)
Mit dem Molvolumen V), := % erhalten wir
(p + ‘%) (Var —b) = RT. (3.5.2)
M

Verglichen mit der Zustandsgleichung von idealen Gasen treten zwei Korrekturen auf:

1. Zum #usseren Druck p addiert sich der sog. Binnendruck p; = an?/V?, der von
der Anziehung der Molekiile herriihrt. Dies vermindert die Moglichkeit der Molekiile
Impuls zu iibertragen.

2. Vom Volumen V miissen wir das sog. Kovolumen subtrahieren. Dieses kann man
mit b &~ 4NA) abschétzen, wobei ) das Eigenvolumen eines Molekiils ist.
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In Abbildung 3.31 ist fiir ein reales Gas der Druck p als Funktion des Molvolumens V; mit
der Temperatur als Parameter wiedergegeben. Fiir hohe Temperaturen (hier ca. T' > 340
K) verhélt sich das reale Gas wie ein ideales Gas. Allerdings ergeben sich bei niedrigeren
Temperaturen deutliche Abweichungen von diesem Verhalten.

Am kritischen Punkt (K) hat die Isotherme entsprechender Temperatur einen Sattel-
punkt. Aus dessen Eigenschaften lassen sich die Werte pk, Virk, Tk am Punkt K ermit-
teln.??

Wir 16sen die Zustandsgleichung nach p auf und erhalten

__fr e
S Vu—b VY

p (3.5.3)

33Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir pk, Vas x und Tk in der Herleitung ohne den Subskript K und
fiigen diesen erst im Endergebnis wieder hinzu.

+op
MPa
10 —t } } —
T/K _ 400
1 350 1
8__ 4
K 310
N | l
T 280 1
100%A. @ Y- - F--f - — e e e e - - - TS
4+ L
T [ Koexistenz fliissig/gasformig j I
2 t t t t } t t t t } t t t t } t t t t } t t t t >
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Var/m® kmol ™'

Abbildung 3.31: Isothermen fiir CO5 nach van der Waals im pVj;-Diagramm. Innerhalb
des Koexistenzbereiches folgt das Gemisch nicht der durchgezogenen Kurve, sondern der
gestrichelten Linie bei konstantem Druck.
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Die 1. Ableitung verschwindet am Sattelpunkt und es folgt

op RT 2a
0= - _ 4+ — 3.5.4
Wy (Ve = b)*  Vir ( )
= RTVS =2a(Vay —b)*. (3.5.5)
Auch die 2. Ableitung verschwindet und wir erhalten die Bedingung
o? 2RT 6
0= L S (3.5.6)
=  2RTV}, =6a (Vs —b)°. (3.5.7)

Nach Division von Gl. 3.5.7 durch Gl. 3.5.5 erhalten wir das kritische Volumen Vj;x = 30b.
Durch Einsetzen von Vjsx in Gl 3.5.5 erhalten wir die kritische Temperatur Tx und
schliesslich den kritischen Druck px durch Einsetzen von Vi, x und Tk in Gl. 3.5.3:

8 a
= T = _
_ la Pk Vux 3 o
P = o972 RTx 8

Unterhalb der kritischen Temperatur setzen neue Effekte ein: Wenn man fiir T < Tk von
grossen Molvolumen her kommend (rechte Seite in der Abbildung) das Volumen verklei-
nert, steigt der Druck nur solange, bis die Koexistenzphase “fliissig/gasformig” erreicht
wird. Von da an bewirkt eine weitere Volumenreduktion eine Verfliissigung eines Teils des
Gases derart, dass der Druck dabei konstant bleibt. Hier wird also die Wechselwirkung
zwischen den Gasteilchen sehr relevant, ansonsten konnte kein Ubergang von gasférmig
zu fliissig erfolgen. Die Isotherme folgt in diesem Gebiet nicht der theoretischen Kurve,
sondern einer horizontalen Geraden (konstanter Druck, gestrichelte Linien in Abb. 3.31).
Beim Eintritt von rechts her sind 0% des Stoffes fliissig; beim Austritt aus dem Koexi-
stenzgebiet links ist der Stoff vollstandig (zu 100 %) verfliissigt. Geht man von diesem
Punkt noch weiter nach links, so steigt die Isotherme steil an, da sich Fliissigkeiten nur
geringfiigig komprimieren lassen.

Oberhalb der kritischen Temperatur kann das Gas auch bei grosstem Druck nicht ver-
fliissigt werden. Einige Beispiele fiir Parameter von realen Gasen sind in Tabelle 3.6 auf-
gefiihrt.

3.5.2 Dampfdruck
3.5.2.1 Dampfdruckkurve

Fiir eine gegebene Menge n einer Substanz erhalten wir aus der Zustandsgleichung den
Druck p = p(V,T') als Funktion von Volumen und Temperatur. Im Gebiet der Koexistenz
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Tabelle 3.6: Van der Waals’sche Parameter fiir verschiedene Gase

Substanz a b Vi x Tk PK
Pam®kmol™2 | m®kmol™ | m?kmol™! K kPa
He 3450 248-107% | 73,8-1073 5,3 222
N, 140 800 39,8-1073 | 119,4-1073 | 126,1 | 3290
CO, 365 600 4421073 | 132,6 - 1073 | 304,2 | 7160

von Gas und Fliissigkeit hingt der Druck p in weiten Bereichen (vgl. Abb. 3.31) nur von
der Temperatur 7" und nicht vom Volumen V' ab. Die Gleichung

Pa = pd(T) (3‘5-9)

wird als Dampfdruckkurve bezeichnet. Die Kurve ist begrenzt durch den Tripelpunkt
(Koexistenzpunkt des gasformigen, fliisssigen und festen Zustands) und den kritischen
Punkt. In Abb. 3.32 ist die Dampfdruckkurve fiir Wasser eingezeichnet. Sie zeigt jenen
Druck, bei dem die gasformige Phase des Stoffes mit seiner fliissigen Phase im Gleichge-
wicht ist, als Funktion der Temperatur 7'.

3.5.2.2 Gleichung von Clausius-Clapeyron

Die Steigung der Dampfdruckkurve dpgq/dT" wird durch die Gleichung von Clausius-
Clapeyron beschrieben. Wir leiten diese mithilfe des zweiten Hauptsatzes her.

Wir betrachten dazu ein reales Gas und durchlaufen den in Abb. 3.33 dargestellten
Kreisprozess reversibel. Dabei ist T} > T5. Fiir diese reversible Warmekraftmaschine ist
der Wirkungsgrad gegeben durch

_Tl_TZ AT_(SW_AP'(Vd—V}i)
o T 7. 80, L(Ty)
AT (Va—=Va) Ty’

(3.5.10)

N (3.5.11)

wobei V4 und Vy das Volumen des Dampfes bzw. der Fliissigkeit bezeichnen und L(77)
die zur Verdampfung benctigte Wérme ist.

Im Grenzfall eines infinitesimalen Temperaturunterschieds (AT — dT') folgt daraus mit
der (auf die Masse bezogenen) spezifischen Verdampfungswirme3! L,,(T):

dpd o Ly
AT T (Via — Vina)

(3.5.12)

31Die Verdampfungswirme ist selbst leicht von der Temperatur abhéingig. Fiir Wasser gilt z.B. L,, (0°C)
= 2503 kJ/kg, L,,(100°C) = 2256 kJ/kg und L,,(Tx) = 0.
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Abbildung 3.32: Dampfdruckkurve fiir HO mit kritischem Punkt K und Tripelpunkt T.
Ein moglicher Ubergang zum festen Zustand ist hier noch nicht beriicksichtigt und wird
zu einem spéteren Zeitpunkt betrachtet.

Dabei sind V,, 4 = 1/pq und V,, 4 = 1/pa das spezifische Volumen des Dampfes bzw. der
Fliissigkeit, und 7T ist die absolute Temperatur.*® Auf die Stoffmenge bezogen erhilt man
entsprechend

dpa _ Ly
dT T (VM,d — VM’ﬂ) i

(3.5.13)

3.5.2.3 Bemerkung zur Hygrometrie

Luft ist ein Gemisch aus verschiedenen Gasen, darunter auch Wasserdampf. Der Anteil
des Wasserdampfes am Gesamtdruck des Gemisches wird Partialdruck genannt. Dieser
entspricht dem Druck, den die Wasserteilchen bei gleicher Temperatur in dem gleichen Vo-
lumen ausiiben wiirden, wenn die anderen Anteile des Gemisches nicht vorhanden wéren.
Da Wasser nur sehr langsam verdampft, ist dieser Partialdruck peg i.a. verschieden vom

35Ubungsaufgabe: Bei welcher Temperatur siedet das Wasser bei einem Barometerstand von p =
890 hPa?
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Abbildung 3.33: Kreisprozess zur Herleitung der Gleichung von Clausius-Clapeyron.

Dampfdruck pq. Das Verhiltnis von p.g zu pq bezeichnet man als relative Feuchtigkeit

o ="M 100%. (3.5.14)
Pd

Fiir ¢ > 100 % ist die Luft mit Wasserdampf iibersattigt; es bildet sich Nebel. Fiir ¢ =
100 % spricht man von geséttigter Luft, fir ¢ < 100% ist die Luft mehr oder weniger
trocken.

Falls kalte Luft (z.B. T' = 0°C), die relativ feucht ist (z.B. f = 100 %) erwarmt wird, so
verdndert sich peg nicht.3¢ Da sich aber pq #indert (z.B pq(0°C) = 6,0 hPa, pa(20°C) =
23,4 hPa), nimmt die relative Feuchtigkeit ab:

Deft per pa(kalt)
= — .1 =
plwarm) pa(warm) 00% pa(kalt) pq(warm)
- (3.5.15)
pa(kalt 6,0
LY nart) (= 22 100% = 26% )
pa(warm) p(lalt) ( 23,4 00% 6%)

Bei einer Luftfeuchtigkeit von ¢ ~ 100 %, bspw. in den Tropen, ist keine Warmeabgabe
durch Schwitzen moglich. Umgekehrt schldgt sich Wasser auf kalten Gegenstdnden nieder
(Brillen, Kiihlwasserrohre), wenn deren Temperatur zu niedrig ist.

36Im Beispiel Luft nehmen wir an, dass sich V und 7 #ndern und peg konstant bleibt.
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Abbildung 3.34: Phaseniibergéinge fiir HoO mit kritischem Punkt K, Tripelpunkt T,
Schmelzkurve SMK, Sublimationskurve SBK und Dampfdruckkurve DDK.

3.5.3 Phaseniiberginge

Abbildung 3.34 zeigt schematisch die verschiedenen Phasen von H5O, die durch die Dampf-
druckkurve (gasformig/fliissig), die Sublimationskurve (fest/gasférmig) und die Schmelz-
kurve (fest/fliissig) voneinander getrennt sind. Der feste Zustand kommt zusitzlich in
verschiedenen Phasen vor (Eis I, Eis III, etc.).?”

Auch fiir die Schmelzdruckkurve ps(T") (und analog fiir die Sublimationskurve) gilt die
Gleichung von Clausius-Clapeyron:

dps(T) _ Lm,fest—)ﬂ
dT T (Vm,ﬂ - Vm,fest) .

(3.5.16)

Man beachte, dass bei HoO V), 0 < Vet und damit cdl’,}s < 0 ist. Daher schmilzt Eis

bei erh6htem Druck schon bei geringeren Temperaturen. Tabelle 3.7 gibt einige wichtige
thermodynamische Eigenschaften fiir Wasser wieder.

37Eis bildet bei unterschiedlichen Bedingungen unterschiedliche Kristallstrukturen. Daher wird zwi-
schen verschiedenen Eis-Phasen unterschieden.
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Tabelle 3.7: Thermodynamische Eigenschaften von HyO

Tripelpunkt: Tt =0,01°C

pr = 611,73 Pa
Kritischer Punkt: Tk = 373,99°C

pK = 2,206-107 Pa
Spezifische L fisgas = LA785(T)
Verdampfungswirme: | LL+#35(100°C) = 2256 kJ /kg
Spezifische Lfest=f — [fest=f ()
Schmelzwérme: List=1(0°C) = 333 kJ /kg
Spezifische Llest=gas — [ fest=gas ()
Sublimationswiirme: | Lfst=#8s(0°C) = 2826 kJ /kg

3.6 Enthalpie und Joule-Thompson Effekt

3.6.1 Enthalpie H

Neben der inneren Energie U und der Entropie S werden weitere Zustandsfunktionen
verwendet, von denen wir die Enthalpie H explizit auffiihren wollen:

H=U+pV. (3.6.1)

Diese Beziehung gilt, falls bei einem System nur die Volumenverdringungsarbeit wesent-
lich ist; in andern Féllen, wie etwa bei der Behandlung magnetischer Phinomene, ist sie
entsprechend zu erweitern.

Bei isobaren Zustandsénderungen (dp = 0) gilt

dH = 6Q< (p = konstant) . (3.6.2)

In der Literatur findet man deshalb in der Regel die molaren Schmelz- oder Verdampfungs-
enthalpien AHy (meist in kJ/mol) von Substanzen, oder die molaren Bindungsenthalpien
(=Reaktionswérmen) von chemischen Reaktionen tabelliert. Ferner gilt

1 (0H
Cp== (8_T)p . (3.6.3)

3.6.2 Joule-Thomson-Effekt

Zur Abkiihlung eines Korpers konnen verschiedene Verfahren verwendet werden. Wir
haben zuvor bereits die Kéltemaschine kennengelernt. Technisch wichtig (z.B. fir die
Herstellung von fliissiger Luft) ist auch die Expansion von Gasen (Joule-Thomson-Effekt).
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Abbildung 3.35: Joule-Thomson-Effekt.

Wir lassen ein komprimiertes Gas (konstanter Druck p;, Temperatur 7} ) aus dem Raum 1
durch eine porése Wand (Wattebausch), die Wirbel- und Strahlbildung unterbindet, lang-
sam in den Raum 2, der unter dem konstanten Druck p; < p; steht, ausstromen. Dabei
fithren wir weder Arbeit noch Warme zu (siehe Abb. 3.35).

Wir untersuchen zunéchst die Energiebilanz des Vorgangs. Der linke Kolben driicke das
gesamte Gasvolumen V; durch die Watte hindurch. Dabei wird der darin enthaltenen
Gasmenge die Arbeit p; V] zugefiihrt. Dieselbe Gasmenge befindet sich jetzt im Bereich 2
mit dem Volumen V5 und muss dabei die Arbeit poV5 gegen den rechten Kolben leisten.
Die Differenz ist dem Gas als innere Energie zugekommen. Es gilt

piVi—pVo = U — Uy
Uy +piVi = Uy + pa Vs (3.6.4)
H, =H,. (3.6.5)

Demnach ist bei diesem Prozess die vorher eingefiithrte Enthalpie konstant geblieben.

Bei einem realen Gas haben wir die thermische Zustandsgleichung (Gl. 3.5.1) bereits
kennengelernt. Wir miissen nun auch noch die kalorische Zustandsgleichung herleiten, also
die innere Energie bestimmen. Diese enthélt ausser der kinetischen Energie %ﬁ fRT auch
eine potentielle Energie (Arbeit gegen die van der Waals-Kréfte, die den Binnendruck p;
bewirken). Hierzu berechnen wir die Arbeit, die an einem realen Gas verrichtet wird, um
es von einem unendlich grossen Volumen auf ein endliches Volumen V' zu komprimieren,
ohne dass zusétzlich noch Warmeaustausch stattfindet:

4 \4
SWe = /pi dv’ = /nz% dv’ = —sz%. (3.6.6)
Die innere Energie betrédgt somit
~2
U= ﬁgRT - % . (3.6.7)
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Wir berechnen nun die Enthalpie des realen Gases:

H=U+pV
f n%a nRT na
—(slpr - 9 s na
(”2R v ) \vom )Y
=p
. / V -9 @
_nRT(2+V—ﬁb 2n v (3.6.8)

Wir haben durch die Elimination des Drucks p = p(V,T) die Enthalpie als H = H(V,T)
dargestellt. Um daraus die Temperaturdnderung als Funktion der Volumendnderung zu
berechnen bilden wir das totale Differential von H und erinnern uns daran, dass sich die
Enthalpie beim Joule-Thompson-Effekt nicht &ndert:

OH OH
OH 1(V—nb)—1
(_) arr LV —1) L
sar——av SV gy V) -
oH ar (L4 Y
oT 2 V-—nb
abT  2ad br 2a
—hb)2 2 — nb)? >
gy Vombp RV (Vb2 RVE (3.6.10)
i + 4 i + v
2V —nb 2 V-—nb

Fiir ein ideales Gas ist a = b = 0 und somit d7" = 0; in diesem Fall gibt es also weder
eine Abkiihlung noch eine Erwidrmung. Um den Prozess beim realen Gas zu beschreiben,
néhern wir das Ergebnis (3.6.10) fiir V' > nb durch

dT%ﬁg- bRT — 2a :Nﬂ.bRT—Qa

2 Uye: :
1% <£+1)R 1% C,

(3.6.11)

Demnach erfolgt bei hohen Temperaturen eine Erwarmung,®® bei Temperaturen unterhalb

der Inversionstemperatur

2a 27
Ty = — = — T 3.6.12
I 7 = 4 Lt ( )

dagegen eine Abkiihlung.?”

Der Joule-Thomson-Effekt wird bei der Linde’schen Maschine zur Luftverfliissigung ver-
wendet, bei welcher mit dem Gegenstromverfahren das Gas vorgekiihlt wird. Bei geniigen-
der Vorkiihlung kénnen mit dem Joule-Thomson-Effekt auch Wasserstoff (7 = 20 K) und

387.B. bei Hy = Explosionsgefahr beim Offnen der Flasche !
392.B. bei Luft: Ap =~ 20 MPa ergibt eine Abkiihlung von etwa AT = 50 K.
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Helium (T} = 4,2 K) verfliissigt werden. Noch tiefere Temperaturen erhélt man durch Ab-
dampfen (Entzug der Verdampfungswiirme), z.B. bis zu 0,3 K bei *He. Auf bis zu 1073 K
kommt man schliesslich durch adiabatisches Demagnetisieren. Je mehr man sich dem ab-
soluten Nullpunkt anndhert, umso aufwendiger werden aber die Prozesse.

Besonders wichtig sind tiefe Temperaturen, wenn man von der Supraleitung Gebrauch ma-
chen mochte. Bei gewissen Metallen fallt unterhalb einer sogenannten Sprungtemperatur
Ts der elektrische Widerstand eines Leiters auf unmessbar kleine Werte (Supraleitung).
In der Regel ist die Sprungtemperatur 7, sehr tief, z.B.

T(AD) =11 K, T,(Pb) =73 K. (3.6.13)

3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir wichtige Aspekte aus dem Gebiet der Thermodynamik und
Warmelehre diskutiert. Als wesentliche Punkte kann man zusammenfassen:

e In der Thermodynamik befasst man sich mit der Beschreibung von Vielteilchen-
Systemen, bei denen die Anzahl der Teilchen sehr gross ist. Man versucht, makro-
skopische Eigenschaften (Zustidnde) und deren Beziehungen zueinander zu finden, so
dass der Zustand eines Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt eindeutig festgelegt
ist.

e Beispiele fiir solche Zustandsgrossen sind Temperatur, Druck, Volumen, innere Ener-
gie, Entropie.

e Als niitzliches Modell eines Vielteilchen-Systems erweist sich das ideale Gas. Es
handelt sich dabei um eine Ansammlung vieler identischer Teilchen, welche keine
Ausdehnung besitzen und welche lediglich iiber elastische Stosse miteinander Wech-
selwirken. Ein solches Gas hat keine potentielle Energie. Die Zustandsgleichung des
idealen Gases liefert einen universellen Zusammenhang zwischen Druck, Volumen
und Temperatur. Reale Gase mit geringer Dichte, welche die Zustandsgleichung in
guter Ndherung erfiillen, konnen gut durch das Modell des idealen Gases beschrieben
werden.

e Die Temperatur ist ein Mass fiir die mittlere kinetische Energie der ungeordneten
Bewegung der Teilchen eines Systems. Die Anderung der Temperatur kann gemes-
sen werden durch Anderungen anderer Systemzustinde, wie z.B. Druck oder Volu-
mensanderungen.

40Karl Miiller und J. Bednorz fanden dann den ersten sog. Hochtemperatur-Supraleiter mit 7, = 35 K
(Nobelpreis 1987). Im Jahr 2020 gelang es an der University of Rochester erstmals einen Supraleiter bei
Raumtemperatur Ty = 288 K zu erzeugen, dafiir war jedoch ein hoher Druck von p = 2.67 x 10° bar nétig,
was die praktische Nutzbarkeit noch einschriinkt (zum Vergleich: Druck im Erdkern p ~ 3.5 x 10 bar).
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Druck ist eine skalare Grosse, definiert als das Verhéltnis der Normalkomponente
einer resultierenden Kraft auf einer Fliche und der Flache selbst. Bei einem Gas
ergibt sich der Druck aus den sténdigen elastischen Stossen der Gasteilchen mit der
Oberflache des Gasbehélters.

In der kinetischen Gastheorie versucht man aus den mikroskopischen Eigenschaf-
ten der Gasteilchen und deren statistischen Verteilungen Zusammenhénge zu den
makroskopischen Eigenschaften herzustellen. Auf diese Weise konnten wir den Zu-
sammenhang der Temperatur mit der kinetischen Energie der Gasteilchen herleiten.

Wiérme ist eine Form der Energie, welche zwischen Systemen ausgetauscht werden
kann. Dieser Austausch findet dann statt, wenn zwei Systeme in Kontakt gebracht
werden, welche unterschiedliche Temperaturen besitzen.

Wirme und Arbeit sind keine Zustandsfunktionen. Wir kénnen einem System kei-
nen Betrag an Warme oder Arbeit zuordnen. Stattdessen beschreiben die Grossen
Waérme und Arbeit Mengen an Energie, die in der jeweiligen Form zwischen Syste-
men iibertragen werden.

Bei Warmezufuhr in ein System ist dessen Temperaturédnderung linear proportional
zur zugefithrten Warme (zumindest bei nicht zu tiefen Temperaturen). Die Propor-
tionalitatskonstante (pro Masseneinheit /pro Mol) wird (spezifische/molare) Wérme-
kapazitdt genannt. Bei idealen Gasen héngt die molare Wéarmekapazitiat im wesent-
lichen von der Anzahl der Freiheitsgrade ab.

Der Gleichverteilungssatz besagt, dass bei einem System im thermodynamischen
Gleichgewicht die Gesamtenergie im Mittel gleichméssig verteilt ist auf die einzel-
nen Freiheitsgrade (z.B. kinetische Energie der einzelnen Bewegungskomponenten,
Rotationsenergie, Schwingungsenergie). Die mittlere Energie eines Teilchens ist pro-
portional zur Temperatur des Systems und zur halben Anzahl der Freiheitsgrade.
Die Proportionalitdtskonstante ist die Boltzmann-Konstante.

Der erste Hauptsatz der Warmelehre besagt, dass die innere Energie eines Systems
verdndert werden kann durch Zufuhr von Wéarme oder durch Verrichten von Arbeit
am System. Es handelt sich hierbei um eine Formulierung des Energieerhaltungs-
satzes. Die innere Energie ist dabei die Gesamtenergie des Systems (kinetische und
potentielle Energie aller Teilchen).

Es zeigt sich, dass zwar Arbeit vollstdndig in Wérme umgewandelt werden kann, dass
aber der umgekehrte Prozess nicht moglich ist, d.h. Warme kann nicht vollstindig
in Arbeit umgewandelt werden. Dies ist eine mogliche Formulierung des zweiten
Hauptsatzes der Warmelehre. Eine andere mogliche Formulierung ist, dass Wérme
nicht von selbst von einem kalten in ein warmes System fliesst, sondern dass dies
nur unter Zufuhr von Arbeit moglich ist.
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e Wirmekraftmaschinen sind Maschinen, in denen ein System (z.B. ein Gas) einen
Kreisprozess durchlauft und dabei Warme aus einem warmen Reservoir verwendet
um Arbeit zu verrichten. Ein Teil der Wirme wird allerdings an ein kaltes Reservoir
abgegeben und kann nicht als Arbeit genutzt werden.

e Der Carnot-Prozess ist ein reversibler Kreisprozess und hat den grossten Wirkungs-
grad aller Kreisprozesse. In der Realitét haben alle Kreisprozesse irreversible An-
teile in den Zustandsdnderungen, was dazu fiihrt, dass der reale Wirkungsgrad von
Wirmekraftmaschinen kleiner ist als der Carnot-Wirkungsgrad.

e Die Entropie ist eine Zustandsfunktion, welche definiert ist als das Verhéltnis aus
reversibel zugefithrter Warme und Temperatur eines Systems. Sie steht in Zusam-
menhang mit der Wahrscheinlichkeit eines Zustands des Systems und kann als Grad
der Unordnung interpretiert werden. Jedes abgeschlossene System strebt seinem
wahrscheinlichsten (ungeordnetsten) Zustand zu. Die Entropie eines abgeschlosse-
nen Systems kann nur konstant bleiben oder zunehmen. Um die Entropie eines
Systems zu verringern, muss z.B. Arbeit an ihm verrichtet werden. Dabei nimmt
aber die Entropie eines anderen Systems (welches die Arbeit verrichtet) zu, und
zwar so, dass die Gesamtentropie konstant bleibt oder zunimmt.

e Die Zustandsgleichung eines realen Gases nach van der Waals beriicksichtigt die Ef-
fekte der endlichen Ausdehnung der Gasteilchen und deren Wechselwirkung unter-
einander. Bei Temperaturen iiber einer bestimmten kritischen Temperatur stimmt
die Zustandsgleichung sehr gut mit jener des idealen Gases iiberein. In der Nédhe der
kritischen Temperatur kommt es zu starken Abweichungen.

e Unterhalb der kritischen Temperatur kann ein Gas bei Kompression verfliissigt wer-
den. Dabei bleibt der Druck solange konstant, bis das gesamte Gas verfliissigt ist.
Es handelt sich hierbei um einen Phaseniibergang.

e Die Dampfdruckkurve beschreibt jenen Druck als Funktion der Temperatur, bei dem
ein Phaseniibergang von gasformig auf fliissig (oder umgekehrt) stattfindet.
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Anhang A

Differentialgleichungen

A.1 Einleitung

Dieser Anhang wird als mathematisches Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt. Er gibt eine
Zusammenfassung der Losungen von Differentialgleichungen, die wichtig sind, um Schwin-
gungen und Wellen zu analysieren. Sie werden diese Differentialgleichungen in den Mathe-
matikvorlesungen detaillierter behandeln. Die Herleitungen hier sind mathematisch nicht
vollstéandig und exakt, zeigen aber, worum es im Wesentlichen geht — und sie geniigen um
die Beispiele, die wir in Physik 1 besprechen, zu losen.

Der Anhang soll einen kurzen Einblick in die Losungsmethoden fiir einfache Differential-
gleichungen geben. Allerdings ist es nicht sehr sinnvoll, hier nur , Rezepte* aufzufiihren,
da Rezepte allein nicht unbedingt zum Verstindnis der Problematik beitragen.’ Vielmehr
wird zuerst anhand eines allgemeinen Beispiels das notige Vokabular definiert, und an-
schliessend werden die Losungen fiir allgemeine Differentialgleichungen (in aufsteigendem
Schwierigkeitsgrad) hergeleitet. Anschliessend werden zu jedem Typ Gleichung ein paar
Beispiele vorgelost. Diese Beispiele illustrieren dann auch den schwierigsten Teil der Dif-
ferentialgleichungsproblematik in der Physik: Wie kommt man von einem physikalischen
Problem iiberhaupt zu einer Differentialgleichung?

A.2 Einige Definitionen

Ehe man sich an das Losen einer Differentialgleichung macht, sollte man zu allererst
erkennen, um welchen Typ Gleichung es sich handelt. Fiir die Ableitungen einer Funktion
u(t) nach der Variablen ¢ wird im Weiteren die folgende Notation gebraucht:

%u(t) =a  sowie (%) u(t) = du = u™(¢). (A.2.1)

'Nicht alles, was man einem Kochbuchrezept nachkocht, ist nachher essbar! Ist jetzt das Rezept
schlecht oder hat der ,Koch® irgendwas falsch verstanden?

Al
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Die Hauptbegriffe sollen anhand des Beispiels
U™ () + Ay () u" V() + . 4 ar () a(t) 4 ao(t) u(t) = s(t) (A.2.2)

erlautert werden. Auf den ersten Blick mag diese Gleichung kompliziert aussehen, aber
wenn man systematisch vorgeht, kann man leicht erkennen, um welchen Typ es sich hier
handelt.

1. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hochste vorkommende Ableitung
in der Gleichung. In unserem Beispiel ist dies die n-te Ableitung. Wir haben es also
hier mit einer Gleichung der n-ten Ordnung zu tun.

2. Weiter merkt man, dass die Ableitungen nur als Linearkombinationen vorkommen,
d.h. die Funktion v und ihre Ableitungen treten nicht als Potenzen oder in anderen
Funktionen auf, sondern stets direkt als Summand, der héchstens noch mit einem
Faktor multipliziert wird. Eine solche Gleichung nennt man linear. Alle Gleichun-
gen, die diesen Kriterien nicht geniigen, sind nichtlinear und lassen sich wieder in
Kategorien unterteilen, die wir hier aber nicht betrachten.

3. Zusétzlich gibt es noch einen Term, der nicht in Verbindung mit der Funktion
auftritt, ndmlich s(¢). Diesen Term nennt man die Stérfunktion. Wir bezeichnen
die Gleichung als homogen, falls die Storfunktion verschwindet, d.h. s(t) = 0 V¢,
andernfalls ist die Gleichung inhomogen.

4. Die Koeffizienten sind die Funktionen a,_1(t),...,ao(t). Die a; sind in diesem Bei-
spiel ebenfalls Funktionen von ¢, genauso wie u. In diesem Fall sagt man, dass es
sich um eine Gleichung mit variablen Koeffizienten handelt. Sind die a; keine
Funktionen, sondern Konstanten, redet man von einer Gleichung mit konstanten
Koeffizienten.

Die Gleichung A.2.2 wurde somit als eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit variablen Koeffizienten identifiziert.

A.3 Die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung sind Gleichungen vom Typ?

u=a(t) - u(t) + s(t) inhomogen, mit variablen Koeffizienten (A.3.1)
U =a-u(t)+ s(t) inhomogen, mit konstanten Koeffizienten (A.3.2)
= a(t) - u(t) homogen, mit variablen Koeffizienten (A.3.3)
U= a-u(t) homogen, mit konstanten Koeffizienten. (A.3.4)

Die Gleichungen (A.3.3) und (A.3.4) heissen die zu (A.3.1) und (A.3.2) zugehorigen ho-
mogenen Gleichungen.

2Beachte dass im Folgenden zwecks klarerer Darstellung der Multiplikationspunkt haufig explizit hin-
geschrieben wird, aber nicht mit einem Skalarprodukt zwischen Vektoren missverstanden werden soll.
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A.3.1 Die homogene Gleichung

Zuerst werden wir die homogene Gleichung (A.3.3) losen. Dazu werden wir die Methode
der Trennung der Variablen gebrauchen. Um diese zu illustrieren, schreiben wir GI.
(A.3.3) nochmals in der Form

du

dt
Wir trennen nun nach Variablen, d.h., alle Gréssen, die explizit von u abhéngen, ziehen
wir auf die linke Seite und alle, die explizit von t abhéngen, auf die rechte Seite. Wir
erhalten

= a(t) - u. (A.3.5)

du
u
Wir bilden das unbestimmte Integral auf beiden Seiten:

/%“ - /a(t)-dt (A.3.7)

= lnu= /a(t) ~dt+ (A.3.8)

= a(t) - dt. (A.3.6)

T (A.3.9)

In dieser Gleichung ist ¢; die Integrationskonstante. Bei der Integration von a(t) wird
dementsprechend eine weitere Konstante auftreten, welche aber iiber eine Neudefinition
von c¢; absorbiert werden kann. Mit ¢y = expc; erhélt man schliesslich die allgemeine
Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung;:

u(t) = cy e O, (A.3.10)

Man sollte nun keineswegs versuchen, dieses Resultat auswendig zu lernen. Es ist viel
wichtiger, die Methode, mit welcher wir zu dem Resultat gekommen sind, verstanden zu
haben. Die spezifische Losung zu einem Problem kann man sich dann selber konstruieren!
Die Konstante ¢, wird in der Regel durch zusétzliche Bedingungen, wie z.B. Anfangsbe-
dingungen u(0) = gy bestimmt.

A.3.2 Die inhomogene Gleichung

Nun wollen wir die inhomogene Gleichung
w=a(t) u(t) + s(t) (A.3.11)

l16sen. Es gilt der Satz:

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

= partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
+ allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung.
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Das allgemeine Losen der homogenen Gleichung haben wir in Kap. A.3.1 gelernt. Es
verbleiben die Fragen, was eine partikuldre Losung ist, und wie man eine solche finden
kann. Unter partikulidrer Losung einer Differentialgleichung versteht man eine spezielle
Losung der Gleichung, also eine, bei der keine frei wihlbaren Konstanten mehr vorkom-
men, oder anders gesagt, eine vollstdndig bestimmte Losung.

Dass obiger Satz verniinftig ist, kann man folgendermassen sehen: Sei u, eine bestimmte
Losung der inhomogenen Gleichung. Es gelte also

i, = a(t) - up(t) + s(t). (A.3.12)
Dann gilt auch
(i (1= uy) = it — ity = {a(t) - u(t) + s()} — {a(t) - () + s(£)} (A.3.13)

= a(t) - {ult) —up(t)} . (A.3.14)

Demnach ist u — u, eine Losung der homogenen Gleichung

d
3 (4= w) = a(t) - {ult) —up(t)}. (A.3.15)

Nach Gl. A.3.10 gilt aber fiir die Losung einer solchen Gleichung;:

u(t) —up = C el @4t (A.3.16)
also muss die Losung der inhomogenen Gleichung v die Form

u(t) = uy + C el 2O (A.3.17)
haben, d.h., u ist tatséchlich die Summe von partikuldrer und allgemeiner Losung der

homogenen Gleichung.

Es gibt zwei einfache Methoden, mit denen sich partikulire Losungen finden lassen, und
zwar die Methode der unbestimmten Koeffizienten und die Methode der Variation der
Konstanten.

Betrachten wir zuerst die Methode der Variation der Konstanten. In Worten aus-
gedriickt funktioniert das folgendermassen: Man fasst die Konstante C' in der Losung der
zugehorigen homogenen Gleichung als differenzierbare Funktion von t auf, schreibt also
C(t), und versucht nun dieses C'(t) so zu bestimmen, dass

u, = O(t) el ot (A.3.18)

der inhomogenen Gleichung (A.3.11) geniigt. Dazu setzt man den Ansatz (A.3.18) in
Gleichung (A.3.11) ein und erhalt

% {(J(t) e/ a<t>-dt} = a(t) - {O(t) e/ a<t>'dt} +5(t) (A.3.19)
e ot jtc*( t)+C(t) - %ef ah-dt — g (¢) . {C(t) e a<t>-dt} + s(t) (A.3.20)

el 0% S0t) 4 1) -alt) -/ 0% = aft) - {C) el 0% 45 (A32)
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Damit nun u, aus Gl. (A.3.18) eine Losung der inhomogenen Dgl. ist, muss gelten:

e oyt %C(t) = s(t) (A.3.22)
= %C(t) = 5(t) - e Sl (A.3.23)

Die anschliessende Integration beider Seiten dieser Gleichung iiber ¢ gibt uns die gesuchte
Funktion

C(t) = / s(t) - e~ Jadiqy (A.3.24)

die aus Gl. (A.3.18) eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung Gl. (A.3.11)
erzeugt. Wiederum sollte man nicht versuchen, dieses Resultat ,,auswendig“ zu lernen!
Vielmehr sollte man die Methode verstehen und deren Anwendung durch Uben erlernen.

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten ist nur auf Gleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten anwendbar. Sie beriicksichtigt die spezielle Struktur von bestimmten
Storfunktionen. Bei dieser Methode wird je nach Storfunktion ein spezieller Ansatz in die
Differentialgleichung eingesetzt, dessen Koeffizienten nachher durch Vergleich gefunden
werden miissen. Die Ansétze dazu sind in Tabelle A.1 aufgefiihrt.

Eine weitere Moglichkeit, die in der Physik und in den Ingenieurwissenschaften sehr be-
liebt ist, bietet sich im Spezialfall von homogenen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten und konstanter Storfunktion. In diesem Fall lasst sich die Differentialglei-
chung durch eine Koordinatentransformation auf eine homogene Differentialgleichung
transformieren. Im Fall von (A.3.11) mit a(t) = a V¢ und s(t) = s Vt erhalten wir durch
die Einfithrung einer neuen Koordinate

a(t) = u(t) + > (A.3.25)

mit & =  die homogene Differentialgleichung

i=a- (a(t) - 2) ts=a-a(t). (A.3.26)

Zusammenfassend zeigt Abb. A.1 das Losungsschema fiir die lineare Differentialgleichung
1. Ordnung.

A.3.3 Beispiele

Ein Sittigungsprozess: Das Lernen

Jeder von uns hat sicher schon einmal bemerkt, dass er am Anfang recht viel und schnell
lernen kann, es mit der Zeit doch immer schwieriger wird und man langsamer lernt. Nach
geraumer Zeit kann man dann kaum noch zusétzlichen Stoff aufnehmen. Die Frage ist,



ANHANG A. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

- nein
Linear?

ja
(L Or(inung? ]ﬂ>®
ja
hom(‘)gen?

separieren < [ Zugehoriges homogenes
L Problem 16sen

((integrieren ) N
artikulére
Lol [L(’jsung suchen ]

Allgemeine ) ] /\

Losun
& Variation der Unbestimmte
Konstanten Koeffizienten

Y

Konstanten aus Rand-
bedingungen bestimmen

Partikulare

Losung

4

( Allgemeine Losung des )
| inhomogenen Problems |

Fe;tig

Y

[ Konstanten aus Rand-
| bedingungen bestimmen |

Fe;:tig

Abbildung A.1: Losungsschema fiir die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.
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Tabelle A.1: Einige Ansidtze fiir partikulire Losungen der Differentialgleichung
= a-u+ s(t) mit konstantem a.

’ Storfunktion \ \ Losungsansatz \ ‘

s(t) = but" u(t) =y At
u=0 p=0

u(t) = e Z At a#a
m =0
s(t) = e Z b, th m
(=0 u(t) = te™ Z At a=a
pn=0
s(t) = coswt Z b, t" u(t) = coswt Z At
u=0 p=0
s(t) = sinwt Z b, t" u(t) = sinwt Z Attt
pn=0 pn=0
s(t) = e coswt Z b, t" u(t) = e* coswt Z Attt
p=0 p=0
w#0

u(t) = e sinwt Z Attt

s(t) = e* sinwt Z b, t"
pu=0 pn=0
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wie man dies mathematisch beschreiben kann.? Die Funktion, die es zu beschreiben gilt,
ist die Menge an Stoff, die bis zu einer gewissen Zeit ¢t aufgenommen wird, nennen wir
sie L(t). L(t) wichst stdndig, aber die Lerngeschwindigkeit dL/d¢ wird umso kleiner, je
grosser L(t) wird, und zwar so lange, bis eine gewisse Séttigung Ly, erreicht ist. Trivia-
lerweise ist L(0) = 0, denn wer keine Zeit aufwendet, wird auch nichts lernen. Wenn
L(t) den Séttigungswert Ly, erreicht hat, soll L nicht mehr weiter wachsen, also wird die
Geschwindigkeit Null. Eine Gleichung, die diese Eigenschaften erfiillt, ist

dL

—=k(Lpn—1L). A.3.27
=k (Ln— 1) (4.3.27)
Etwas umgeformt lautet sie:

dL

und ist demnach eine inhomogene lineare Gleichung 1. Ordnung.

Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung

dL

& kL A.3.2
— =k (A.3.20)

lasst sich durch Separation und Integration auf beiden Seiten finden:

L
df = —kdt (A.3.30)
= InL=—kt+c (A.3.31)
L(t)=C-e*. (A.3.32)

Hier steht ¢ fiir die Integrationskonstante, und C' = e“.

Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung koénnen wir mit der Methode der
Variation der Konstanten finden. Wir ersetzen dazu die Konstante C' in Gl (A.3.32)
durch eine Funktion C(¢). Den so erhaltenen Ansatz

Ly(t) = C(t) - e ™ (A.3.33)

3Die folgende Modellbildung, die natiirlich mit einem Augenzwinkern gemeint ist, verfolgt eine soge-
nannte phdnomenologische Herangehensweise. Es wird nach einer mathematischen Beschreibung gesucht,
welche moglichst gut den Beobachtungen entspricht, die man in einer bestimmten Situation macht. Das
Modell liefert keine Begriindung fiir die beobachteten Phinomene und erhebt keinen Anspruch darauf,
ein allgemeines Naturgesetz zu beschreiben, das sich auf andere Situationen iibertragen liesse. Es besteht
also Hoffnung: Durch gute Lerntechniken (Modifikation des Experiments) kénnte es moglich sein, den
beobachteten Séttigungseffekt zu vermeiden.
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setzen wir dann in die Gleichung (A.3.28) ein und erhalten

% {Ct)y-e ™} =—k-{C(t) e ™} + kL (A.3.34)
e_kt%it) —k-Ct)-e™=—k-Ct)-e™+kLy (A.3.35)
%it) LM (A.3.36)

= Ct)= kLm%e’“ = Lye™. (A.3.37)

Eingesetzt in Gl. (A.3.33) erhalten wir somit eine partikulidre Losung fiir das inhomogene
Problem:
Ly(t) = Lpee™ = L, (A.3.38)

Héatten wir dieses Resultat erahnen kénnen? Selbstverstdndlich! Denn die Ableitung der
Funktion geht gegen null, wenn die Funktion nicht mehr weiter zunimmt, also konstant
wird! Dies geschieht laut Gleichung Gl. (A.3.27) aber nur, falls L(t) = L, ist! Die parti-
kuldre Losung stand also quasi in der Gleichung selber.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist gleich der Summe der allgemeinen
Losung der homogenen und der partikuldren Losung L, des inhomogenen Problems,

L(t) = Ly, + Ce ", (A.3.39)

Es bleibt nur noch die Konstante C' den Rand- bzw. Anfangsbedingungen anzupassen.
Wir wissen, dass L(0) = 0 sein muss:

LO0)=Lyp+Ce ™™ =L,+C=0 (A.3.40)
= (C=—-L,. (A.3.41)

Dies ergibt dann schliesslich die Losung
L(t)=Ly(1—e™), (A.3.42)

welche fiir ¢ — oo auch tatséchlich gegen den Grenzwert L., strebt.

Exponentieller Zerfall mit zeitlich konstanter Zufuhr
Die Zerfallsrate N (=Anzahl Zerfélle pro Zeit) einer radioaktiven Substanz ist stets pro-
portional zur noch vorhandenen Menge N des radioaktiven Stoffes in der Probe:

AN = —ANdt. (A.3.43)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Die Losung finden wir
durch Separieren und Integrieren:

dN
— = —\dt A.3.44
= (A3.44)

= InN=-XM+c¢ (A.3.45)
N(t) = Ce™™". (A.3.46)
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Zur Zeit t = 0 ist die Menge an radioaktivem Stoff N(0) = N, also ist
N(t) = Noe . (A.3.47)
Wie éndert sich jetzt diese Losung, wenn man stéindig den Mengenstrom ( (= Anzahl

Atome der Substanz pro Zeit) der radioaktiven Substanz der Probe zufiihrt? Die Diffe-
rentialgleichung schreibt sich dann

AN = AN d + Bdt (A.3.48)
dN

Wir haben nun eine inhomogene Gleichung, die sich genau gleich wie im vorhergehenden
Beispiel 16sen ldsst, allerdings nun mit einer anderen Anfangsbedingung (N (0) = Ny). Es
ergibt sich die Losung

N(t) = 5 + < Ny — s ce (A.3.50)
A A
Fiir ¢ — oo erhilt man den Grenz- und Gleichgewichtswert
lim N(t) = s (A.3.51)
t—00 A e

Dieses Ergebnis ldsst sich auch auf andere Gebiete iibertragen, wie z.B. auf die kiinstli-
che Erndhrung durch Tropfinfusion. Glukose wird im Kérper nach dem Gesetz (A.3.44)
abgebaut. Fithrt man jetzt von aussen einen Glukosestrom [ zu, erreicht man nach einer
geniigend langen Zeit eine konstante Glukosemenge /A im Blut.

A.4 Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Man nennt

W(t) + a1 -u(t) + ap - u(t) = s(t) (A.4.1)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten und

U(t) + ay - u(t) +ao-u(t) =0 (A.4.2)

die zugehorige homogene Gleichung. Gibt man zusétzlich noch die Rand- bzw. Anfangs-
bedingungen
u(to) = U , U(to) = Vo (A43)

vor, dann spricht man vom zugehorigen Rand- bzw. Anfangswertproblem.
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A.4.1 Die homogene Gleichung

Zuerst werden wir uns wieder dem homogenen Problem zuwenden. Beweise zur Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen werden wir hier nicht betrachten. Diese werden in der
Regel in den Mathematikvorlesungen zur Geniige behandelt.

Es ist klar, dass u(t) = 0 in jedem Fall eine Losung ist. Zudem gilt das Superpositions-
prinzip, d.h., wenn uy, . .., u,, Losungen von Gl. (A.4.2) sind, dann ist Cy-uy+. . .+Cpp-tp,
ebenfalls eine Losung. Zur Konstruktion der allgemeinen Losung gehen wir mit dem Eu-
lerschen Ansatz

u(t) := e (A4.4)

an Gl. (A.4.2) heran, wobei A eine beliebige komplexe Zahl ist. Wir erhalten dann:

d2 At d At At
@6 + ay &6 + ape”™ = 0 (A45)
=AM+ ahe +age™ =0 (A.4.6)
= )\2 +aA+ayg=0 (A47)

Die Gleichung A.4.7 folgt, weil die vorhergehende Gleichung A.4.6 fiir alle Werte von ¢
gelten soll. Man sieht also, dass e™ genau dann eine Losung der Differentialgleichung ist,
wenn Gl. (A.4.7) erfiillt ist. Man nennt die Gleichung

)\2 aF CL1>\ +ag = 0 (A48)

die charakteristische Gleichung und

p(A) = A2 + a A+ ag (A.4.9)

das charakteristische Polynom der Differentialgleichung. Um jetzt die tatsdchliche
Losung der Differentialgleichung zu finden, miissen wir uns die Losungen der charakteri-
stischen Gleichung Gl. (A.4.8) anschauen. Je nach Vorzeichen der Diskriminante®

A = a} — 4ay (A.4.10)
findet man die Lésungen

: <—a1 + \/K) ,  A>0 (Zwei reelle Wurzeln)

M2 =q —ia, A=0 (Eine reelle Doppelwurzel) (A.4.11)

(—a1 £iv=4A), A<O (Zwei konjugiert komplexe Wurzeln).

4Man sollte noch wissen, wie man eine quadratische Gleichung 16st, sonst nachschlagen!
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Fall I: Zwei verschiedene reelle Wurzeln A\; und As

At Aot

In diesem Fall sind e** und e

Funktionen der Form

und, wegen des Superpositionsprinzips, auch alle

u(t) = CreMt + Chet! (A.4.12)

Losungen der Gl. (A.4.2). Die Konstanten C} und Cy erhilt man aus den Randbe-
dingungen Gl. (A.4.3) durch

u(to) = ug = G 4 Cye2" (A.4.13)
ﬂ(to) = Vg = Ol>\1€>\1t0 + 02A26A2t0. (A414)

. Fall II: Eine reelle Doppelwurzel A\ = Ay

Durch Einsetzen in die Dgl. (A.4.2) kann man leicht tiberpriifen, dass fiir diesen Fall
die Funktionen u(t) = e** und u(t) = teM?, also auch

u(t) = C1eM + CyteM' = (Cy + Oy t) (A.4.15)
Losungen sind. Die Konstanten lassen sich dhnlich bestimmen wie bei Fall I.

Fall III: Zwei konjugiert komplexe Wurzeln A\; = A}

Wir bezeichnen die Wurzeln mit

)\172 =ax lﬂ (A416)
mit o= —3a; (A.4.17)
und = —-1vV-A. (A.4.18)
Die Eulersche Formel .
e =cosp +ising (A.4.19)

verkniipft die Winkelfunktionen mit der e-Funktion. Die Lésung der Differential-
gleichung lautet also

u(t) = Cre T 4 Celoi (A.4.20)
= eat {C1€+i5t + 02671'&} (A421)
= e {(Cy + Cy) cos ft + i (Cy — Co) sin St} . (A.4.22)

Da u(t) reell sein soll, die Konstanten Cy und Cj jedoch auch komplex sein konnen,
wéhlen wir sie derart, dass By := (C] + Cy) reell und iBs := —(C — C3) imaginér
ist. Damit erhalten wir schliesslich die endgiiltige Form unserer Lésung:

u(t) = e (B cos Bt + Bysin ft) . (A.4.23)
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A.4.2 Die inhomogene Gleichung

Fiir die inhomogene Gleichung gilt genau der gleiche Grundsatz wie beim Problem 1. Ord-
nung:

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung =
partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
+ allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung

Das bedeutet also, dass wir auch hier zuerst wieder eine partikulére Losung finden miissen.
Wiederum konnen wir eine der beiden vorher diskutierten Methoden, entweder die der
Variation der Konstanten oder die der Unbestimmten Koeffizienten verwenden. Erstere
wird jedoch zusehends komplizierter, sodass in der Praxis eher mit der Methode der
unbestimmten Koeffizienten gearbeitet wird. Die meisten vorkommenden Storfunktionen
lassen sich in eine der in Tabelle A.2 aufgelisteten Kategorien einordnen.

A.4.3 Beispiele

Ein rein mathematisches Beispiel

Wir untersuchen die Differentialgleichung
Y —y = ze*. (A.4.24)

1. Schritt: Erkennen, um welchen Typ Gleichung es sich handelt.

e Da hier andere als die bisher verwendeten Variablen verwendet werden, sollte
man zunéchst die Variablen korrekt einander zuordnen. Hier gilt v — y und
t— x.

e Anschliessend sollte man die Ordnung der Differentialgleichung, d.h., die
hochste vorkommende Ableitung, bestimmen. Bei unserem Beispiel ist das die
2. Ableitung und damit eine Dgl. 2. Ordnung.

e Ist sie linear? Falls ja, ist es gut fiir uns, falls nein, ist es ein etwas grosseres
Problem. Aber sie ist linear!

e Ist sie homogen? Nein! Es gibt eine Storfunktion
s(z) = we*. (A.4.25)

e Sind die Koeffizienten der Funktion y und ihrer Ableitung konstant? Ja!

2. Schritt: Losen der homogenen Gleichung
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Tabelle A.2: Ansétze fiir partikulidre Losungen fiir die inhomogene Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. In der 3. Spalte wird das charakteristische
Polynom p(\) derart faktorisiert, dass das verbleibende Polynom ¢(\) # 0 an der entspre-

chenden Nullstelle ist.
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| Storfunktion Losungsansatz Nullstellen von p(\)
u(t) =) At p(0) #0
m =0
5(t) = b,t" -
! ; ! u(t) =1 At P
~ q()
u(t) = e Z At p(a) #0
n =0
s(t) = e Z b, t" ‘ — o
p=0 u(t) =t"e™ Y A th PA_ (A=)
; g ey,
u(t) = coswt Z B, t*
n=0
m m p(if) # 0
s(t) = coswt Y b, t" +sinwt Y Cyt"
=0 n=0
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e Aufschreiben der homogenen Gleichung:

y'—y=0 = 1-y"+0-y—1-y=0. (A.4.26)
e Bestimmen der charakteristischen Gleichung:

M4+0-A-1=0 = pAN)=IN-1=0. (A.4.27)

e Nullstellen von p(A) suchen. Hier ist p(A) = (A + 1)(A — 1). Man hat also die
beiden voneinander verschiedenen Nullstellen Ay = 1 und A\ = —1. Damit
handelt es sich hier um den Fall T (A > 0), und man hat sofort die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung

yh(x) = C’le"” + Cge_””. (A428)
3. Schritt: Bestimmung einer partikuldren Losung y,(z) der inhomogenen Gleichung.

e Bestimmung des Typs der Storfunktion s(z) = xe?®: In Tabelle A.2 findet man,
dass sie zum Typ

ey bt (A.4.29)
pn=0
zahlt, wobei jetzt ¢ durch x ersetzt ist, o = 2 ist, und alle b, = 0 sind, ausser
by = 1.
e Auswahl des korrekten Ansatzes:
Da p(a) # 0, ist der richtige Ansatz
Yp = (Ao + Arz) €. (A.4.30)

Zu beachten ist dabei, dass man alle A, bis zum Wert ;1 = m verwendet, auch
wenn fiir gewisse Indizes b, = 0 ist (in diesem Fall A)!
e Diesen Ansatz setzt man nun in die Differentialgleichung (A.4.24) ein und findet
nach einigen Rechnungsschritten
{4 (AO + Alflj) -+ 4141 - AO - Alx} 629: = IEGQI (A431)

Der Koeffizientenvergleich ergibt nun
3A0 + 4A1 =0 und 3141 =1 s (A433)

was zur Losung Ag = —4/9 und A; = 1/3 fiihrt. Somit haben wir die parti-
kulédre Losung

yp(x) = (—g + %x) e* (A.4.34)

gefunden.
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4. Schritt: Bestimmung der allgemeinen Losung y(x) der inhomogenen Gleichung.

Die Regel besagt, dass man zu einer partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung
die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Problems addieren muss, also
findet man:

4 1
y(@) = yp(z) + yn(z) = <—§—%§x)<¥w+—cﬂﬁ-%caex. (A.4.35)

Das mathematische Pendel

Wir betrachten einen Massenpunkt der Masse m, welcher an einer masselosen Stange der
Liange ¢ an einem Punkt drehbar aufgehéngt ist. Reibungskréifte am Drehpunkt sowie
Luftwiderstand vernachléssigen wir, sodass die einzige wirkende Kraft die Gravitations-

kraft ist. Einen solchen idealisierten Aufbau nennt man das mathematische Pendel (siehe
Abb. A.2).

Sei i der Winkel zwischen der Pendelstange und der Vertikalen. Wir wollen nun versuchen,
eine Gleichung aufzustellen, die die Schwingungen des Pendels beschreibt, also wie sich
der Winkel ¢ mit der Zeit verdndert. Wir wenden dazu den Satz von Newton an:

F =ma (A.4.36)

Der Massenpunkt m wird von der Pendelstange auf eine Kreisbahn mit Radius ¢ gezwun-
gen, die von der Schwerkraft verursachte Beschleunigung kann also nur eine Komponente
tangential zu dieser Kreisbahn haben. Sei s die vom Tiefstpunkt des Pendels aus gemes-
sene Bogenldnge, dann finden wir

& i (A.4.37)
m— = —mgsin 4.
dt2 g ()07
und, da die Bogenldnge s = (i ist,
d2
mﬁd—tf = —mgsinp (A.4.38)
e g
= W + z Sin g = 0 (A439)

Diese Gleichung ist nichtlinear und somit nicht mit den hier behandelten Methoden 16sbar.
Wenn wir unsere Betrachtung jedoch auf kleine Winkel ¢ einschrinken, kénnen wir den
Sinus in der Taylorentwicklung 1. Ordnung um den Ursprung (¢ = 0) anndhern durch
sin = ¢ , so dass man schliesslich die lineare Differentialgleichung

— +=>p=0 (A.4.40)

erhilt. Es féllt auf, dass die Bewegung des Pendels unabhéngig von der Masse m ist, die
sich ja aus der Gleichung herausgekiirzt hat! Der Losungsweg ist identisch mit dem aus
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Abbildung A.2: Mathematisches Pendel.

dem vorhergehenden Beispiel. Es handelt sich hier um eine homogene lineare Differenti-
algleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Zuerst miissen wir die charakteri-
stische Gleichung

A2+ % =0 (A.4.41)

16sen. Die Diskriminante ergibt sich zu
A= —4% <0, (A.4.42)

und somit haben wir den Fall III vorliegen. Die Losungen von Gl. (A.4.40) sind also nach
Gl. (A.4.23) gegeben durch

o(t) = e (Cicoswt + Cysinwt) mit a:=——, w:= , (A.4.43)

wobei hier a; = 0 in Gl. (A.4.8) gilt und geméss Gl. (A.4.10) somit @ = 0 und w = \/g/¢
sind. Man findet also die allgemeine Losung

©(t) = C} coswt 4+ Cy sinwt. (A.4.44)

Damit das Pendel iiberhaupt schwingen kann, muss es erst einmal in Bewegung gesetzt
werden. Man muss es also beispielsweise um den Winkel ¢y auslenken und zum Zeitpunkt
t = 0 loslassen. Die Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist dann ¢(0) = ¢ = 0.
Die Konstanten C; und Cs erhalten wir aus den folgenden Gleichungen:

©(0) = Cy cos(w - 0) + Cysin(w - 0) = ¢q (A.4.45)

©(0) = —Cwsin(w - 0) + Crwcos(w - 0) = g =0 (A.4.46)
= (= ©Yo und Cg =0 (A447)
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Die vollsténdige Losung des Anfangswertproblems lautet also
©o(t) = g coswt. (A.4.48)

Das Pendel beschreibt also eine Kosinusschwingung mit der Anfangsauslenkung ¢, und

der Periode
2 12
=" 2 zw\/: (A.4.49)
w g

Die Periode ist demnach unabhéngig von der Masse des Pendels und zusétzlich auch von
der Anfangsauslenkung ¢q. Diese Ergebnisse fiir das mathematische Pendel gelten jedoch
alle nur unter der Annahme, dass die Amplitude klein ist.

In der Diskussion von Schwingungen und Wellen haben wir stédndig mit solchen linearen
Differentialgleichungen 2. Ordnung zu tun. Dass in Gl. (A.4.40) der Koeffizient a; = 0
ist, also die erste Ableitung nicht vorkommt, ist ein Spezialfall, der bei harmonischen
Oszillatoren ohne Dampfung vorliegt. Die allgemeine Losung (A.4.44) fiir diesen Fall ldsst
sich intuitiv dariiber erkldaren, dass Sinus und Kosinus nach zweimaligem Ableiten jeweils
eine skalierte Version ihrer selbst ergeben und deshalb als Losung in Frage kommen, wenn
nur die zweite Ableitung in der linearen Differentialgleichung enthalten ist. In geddampften
Systemen ist a; # 0 und es kommen alle drei Félle aus Abschnitt A.4.1 als Losung in
Frage.



Anhang B

Fouriertransformation

B.1 Fourieranalyse

B.1.1 Fourierreihen
B.1.1.1 Definition und Eigenschaften

Das im Kapitel Schwingungen behandelte Konzept der Uberlagerung zweier Schwingungen
kann auf die Uberlagerung beliebig vieler Schwingungen iibertragen werden.

Definition:

Eine Fourierreihe ist eine Uberlagerung von endlich vielen oder auch unendlich vielen,
aber abzdhlbaren, Schwingungen.

Jede periodische Funktion f(¢) mit Periode T, also

fE+T)= 1), (B.1.1)
kann geschrieben werden als
ft) = Z Ay, cos (wpt + 6y)
"0 (B.1.2)
oder f(t) =Y {aycos(wyt) + by sin(w,t)}
n=0
mit
w, = nwy, Frequenzen der Oberschwingungen, (B.1.3)
2
Wy = Tﬂ ,  Frequenz der Grundschwingung. (B.1.4)

A19
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Die Funktionen cos w,t und sin w,t bilden die Basisvektoren eines unendlich dimensionalen
Vektorraums, in dem sich periodische Funktionen als Linearkombination dieser Basisvek-
toren darstellen lassen.

Man beachte:

e coswyt sind die Basisvektoren im Raum der geraden periodischen Funktionen f,
mit Periode T' = 27 /wy und der Symmetrie

fo(t) = fo(—1) (B.1.5)

e sinw,t sind dagegen die Basisvektoren im Raum der ungeraden periodischen Funk-
tionen f, mit Periode 7' = 27/wy und der Symmetrie

fu(t) = —fu(—t) (B.1.6)

Es gilt also

o) = an cos(wpt) (B.1.7)

Fa(t) = by sin(wyt) (B.1.8)

Man beachte auch, dass by = 0 gilt, da der konstante Term eine gerade Symmetrie aufweist
und bereits durch ay dargestellt ist.

Beliebige periodische Funktionen ohne Symmetrie konnen dann als eine Linearkombina-
tion von geraden und ungeraden Funktionen dargestellt werden:

f(t) =afs(t) +bfult) (B.1.9)

Falls nun sowohl f(t) als auch die Periode T' = 27 /wy bekannt sind, kann man die Fou-
rierkoeffizienten a; und b, bestimmen. Dies entspricht einer Projektion eines Vektors r
im R™ auf die Basisachse @y:

ap =172y (B.1.10)

Beim Vektor wird diese Projektion durch das Skalarprodukt erreicht, bei der Funktion im
Funktionenraum durch das Integral iiber das Produkt der Funktion f(¢) mit der Basis-
funktion, berechnet fiir eine Periode T'.

f(t) cos(wyt) dt

N o

St~y T

ap =
(B.1.11)

bk = f(t) sin(wkt) dt

N o

Dies ist die Grundlage der Signalverarbeitung und Informationstechnik. Auch in der Quan-
tentheorie spielt diese Zerlegung eine grundlegende Rolle.



B.1. FOURIERANALYSE A21

B.1.1.2 Beispiel: Maanderkurve

Die Maanderkurve wird auch als Rechtecksignal bezeichnet (siehe Abb. B.1):

+A 0<t<T
f(t):{ LT T (B.1.12)
I<i<

Da die Kurve mit dieser Definition punktsymmetrisch bzw. ungerade ist, kann sie aus-
schliesslich mit Sinusfunktionen dargestellt werden:

f(=t) = =f(t) (B.1.13)

= Z by sin(wyt) (B.1.14)

Die Koeffizienten by ergeben sich aus

T
2
—/f sin(wyt) dt (B.1.15)
T
0
T/2 T
2A :
= sin(wyt) dt — [ sin(wygt) dt (B.1.16)
T/2

Zwischenrechnung: Integral iiber die Sinusfunktion in Gl. (B.1.16)

b

/ ettt g — / {cos(kuwot) + i sin(kwot)} dt (B.L17)
] b b b

Pﬁ#mﬂ:/mwm&+dﬁﬁwmt (B.1.18)
Wo a

_ ki {sin(kwob) — sin(kwoa)} — kL {cos(kub) — cos(kwoa)} (B.1.19)

wo wWo



A22 ANHANG B. FOURIERTRANSFORMATION
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k=1,3,5,...

Abbildung B.1: M#danderkurve und deren Approximation durch eine Fourierreihe.
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Der Vergleich der Real- und Imaginérteile ergibt:

b
1
/cos kwot) dt = — {sin(kwob) — sin(kwoa)}
kwo
/ 1
/sm (kwot) dt = ——— {cos(kwob) — cos(kwoa)}
]Cu}o
T/2

sin(wyt) dt

4
o —
Il
|

oy

- F|-
S
—
Q
o
43
N
o
S|y
NN
N——
|

—_
——

Entsprechend ist

k‘(do
2 A
b= —— [1 - (=DF = (=1)"+1
= b Tkwg[ (=1)F = (=1)* +1]
:%[1—(—1)’“]: g’
km 0
Damit folgt fiir die Maanderkurve:
= 44
fo= > - sin(kwt)
k=1,3,5,...

Das entsprechende Amplitudenspektrum ist in Abb. B.2 wiedergegeben.

B.1.1.3 Gibbs’sches Phinomen

k ungerade

k gerade

A23

(B.1.20)

(B.1.21)

(B.1.22)

(B.1.23)

(B.1.24)

(B.1.25)

(B.1.26)

(B.1.27)

Das Gibbs’sche Phénomen bescheibt das Verhalten von Fourierreihen in der Umgebung
von Sprungstellen. Bei der Approximation entstehen Uberschwinger an der Sprungstelle,

die sich auch mit verbesserter Approximation nicht ausmerzen lassen.

B.1.1.4 Komplexe Darstellung der Fourierreihe

Statt mit Winkelfunktionen kann man die Fourierreihe auch mit der komplexen Exponen-

tialfunktion darstellen:

o)
_ 2 Cn eznwt

n=—oo

(B.1.28)
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Abbildung B.2: Amplitudenspektrum der Maanderkurve.

Man beachte, dass bei dieser Darstellung auch negative Frequenzen erforderlich sind.

Fur

Cn=c", (B.1.29)
ist f(t) € R mit
co = % (B.1.30)
Cp = % (a, — iby) (B.1.31)
- % (an + iby) (B.1.32)
= f(t)= % + i {ay, cos(nwot) + by, sin(nwot) } (B.1.33)
n=1
Die Amplituden ¢, ergeben sich zu
T
o — % / F(#)einet dt (B.1.34)
0

B.1.1.5 Anwendungen der Fourierreihe

Bei der Fourieranalyse einer periodischen Funktion f(t), z.B. eines Signals, wird ermit-
telt, mit welcher Amplitude die Vielfachen der Grundfrequenz wy auftreten.

Bei der Fouriersynthese versucht man dagegen, eine vorgegebene periodische Funktion
durch eine geeignete Kombination von Schwingungen zu erzeugen.
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B.1.2 Fourierintegrale
B.1.2.1 Definition

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gelernt, dass man periodische Signale durch
unendliche Fourierreihen ausdriicken kann. Das zugehorige Amplitudenspektrum besteht
aus einzelnen, diskreten Amplituden. Wenn man nun die Periode T — oo gehen lésst,
erhélt man kein periodisches Signal mehr, sondern eine nichtperiodische Funktion. Dabei
geht aber auch wy = 27/T — 0, so dass bei gleichbleibendem Massstab im Amplitu-
denspektrum die Linien immer dichter werden, bis sich eine kontinuierliche Verteilung
ergibt.

Statt der Koeffizienten ¢, in Gl. (B.1.28) erhélt man dann eine Amplitudenfunktion A(w),
auch Spektrum genannt, und die Summe wird durch ein Integral ersetzt:

() = \/LQ_W / Alw) € du (B.1.35)

Der Faktor vor dem Integral ist frei wéhlbar. Ist er aber einmal gewéhlt, dann ist damit
der Vorfaktor bei der Amplitude A(w) nicht mehr frei. Der Faktor 1/+/27 hat den Vorzug,
dass sich bei der Berechnung der Amplitudenfunktion der gleiche Faktor ergibt:

o0

A(w):\/% / F(£) et dt (B.1.36)

B.1.2.2 Beispiel: Knall

Ein Knall lasst sich ndherungsweise durch eine konstante Schallamplitude wéhrend eines
gewissen Zeitintervalls beschreiben (siehe Abb. B.3):

(1) = {fo’ TTstsT (B.1.37)

0, sonst

Die Fouriertransformierte A(w) dieser Funktion ist dann

A(w) \/ﬂ / 10 R \/_ ot 4y (B.138)
= fO e_wt ' = fO i wr _ —iwT
T [—iw] T Variw e —e7] (B.1.39)
=2isinwT
Alw) = j%smfdm) (B.1.40)
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_ f07 -7 S t S T 1 &
{f(t) - {O, sonst J Jo

H=

2fo sinwTt

{A(w)—\/ﬁ -

Abbildung B.3: Zeitliche Verteilung und Spektrum eines Knalls.

B.1.2.3 ,,Unendlich kurzer Knall“ und Deltafunktion

Offensichtlich benotigt man zur Fouriersynthese eines Knalls unendlich viele Frequenzen,
wobei sich aber die Hauptbeitrage im Gebiet des 1. Maximums um w = 0 herum befinden.
Je kiirzer der Knall ist, desto breiter wird die Amplitudenverteilung und damit auch das
Gebiet des 1. Maximums.

Wir betrachten dazu als geeignetes Mass die Breite Aw zwischen w = 0 und der 1.
Nullstelle.! Dort ist
sin(Awr) =0 = Aw= T (B.1.41)
T

Die Breite der Amplitudenverteilung ist also umgekehrt proportional zur Zeitdauer des
Knalls.

Was geschieht nun, wenn der Knall immer kiirzer gemacht wird, aber derart, dass gleich-
zeitig fo vergrossert wird, so dass die Fldche fj - 27 konstant bleibt (siehe Abb. B.4)? Fiir
eine Einheitsflache erhilt man die Deltafunktion:

00, T=a

§5(z —a) = {0’ v#a (B.1.42)

'Normalerweise nimmt man die volle Breite auf halber Hohe (Halbwertsbreite, FWHM), was aber hier
zu einer transzendenten Gleichung fiihrt.



B.1. FOURIERANALYSE A27

[f(t) =0(t — to)} 810

Vor 1 V2r|AW)|

H=

N | =

Abbildung B.4: Zeitliche Verteilung und Spektrum eines unendlich kurzen Knalls.

Dies ist offensichtlich keine Funktion im normalen Sinne. Man bezeichnet sie vielmehr als
Distribution, und als solche ist sie {iber das folgende Integral definiert:

/ d(zx—a)de =1 (B.1.43)
Man beachte, dass gilt:
b<a 9]
/(5(:17—&) =0 und /5(93—@) =0 (B.1.44)
—00 c>a

Die Deltafunktion §(z — a) projiziert aus einer beliebigen Funktion den Funktionswert
f(a) heraus:

/f@w@—amxzﬂw (B.1.45)




A28 ANHANG B. FOURIERTRANSFORMATION

Die Fouriertransformierte der d-Funktion ist gleich:

Alw) = \/% / §(t —to)e ™t dt = \/%e_mo (B.1.46)

1 —0oQ
= Re{A(w)} = W cos(wtp) (B.1.47)
Im {A(w)} = — \/127 sin(wto) (B.1.48)

Das Amplitudenspektrum der Deltafunktion erstreckt sich also von —oco bis oo.

Diese Art von Zusammenhang zwischen der Breite eines Zeitsignals und der Breite der Am-
plitude im Frequenzspektrun werden wir in der Quantenmechanik in der Heisenberg’schen
Unschérferelation wiederentdecken.

B.2 Gekoppelte Schwingungen

Als letztes Thema in diesem Kapitel betrachten wir gekoppelte Schwingungen. Diese sind
von Interesse, da in der Natur hidufig Wechselwirkungen zwischen oszillierenden Syste-
men auftreten, beispielsweise zwischen Atomen in Festkorpern. Zudem stellen gekoppelte
Ostzillatoren die Grundlage fiir das Phénomen einer Welle dar, welches wir im néchsten
Kapitel behandeln werden.

B.2.1 Zwei Oszillatoren
Zwei identische Pendel der Masse m und der Eigenfrequenz wy = /g/¢ seien durch eine

Feder mit der Federkonstanten k& miteinander verbunden (siehe Abb. B.5). Fiir kleine
Auslenkungen z;, ¢ = 1,2 kann die Schwingung als rein horizontal angenédhert werden.

Dann lauten die Bewegungsgleichungen
. 9 k
T+ Wy + E (1’1 — .’132) =0 (B21)
k
.i'g + ngg — E (1171 — 1'2) =0. (B22)

Dies sind zwei gekoppelte Differentialgleichungen 2. Ordnung. Zur Losung machen wir
einen Ansatz mit sogenannten Normalkoordinaten:

21 = T1 — X2

ww
N

29 = T1 + Xa.



B.2. GEKOPPELTE SCHWINGUNGEN A29
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Abbildung B.5: Zwei gekoppelte Pendel.

Durch Bildung der Summe bzw. der Differenz der Gleichungen (B.2.1) und (B.2.2) ergeben
sich die beiden neuen Differentialgleichungen

Zy+wiza =0  und (B.2.5)
k
2+ wiz + 22 =0. (B.2.6)

Diese Gleichungen sind nun entkoppelt (d.h. voneinander unabhéngig) und stellen jeweils
eine ungedampfte Schwingung dar. Wir nennen die Losungen von z1(t) und z(t) auch
Normalschwingungen. Die entsprechenden Kreisfrequenzen sind

Wy = Wo und (B.2.7)

wr = /Wi + 2%. (B.2.8)

Aus der Riicktransformation zu den Ortskoordinaten x; und x5 folgt die allgemeine Losung

Aufgrund der Uberlagerung dieser beiden Frequenzen erhélt man im allgemeinen Fall eine
Schwebung. Durch eine geeignete Wahl der Anfangsbedingungen, lassen sich jedoch auch

Schwingungen mit nur einer der beiden Frequenzen erzeugen. Dies fithrt uns zu folgender
Fallunterscheidung.

1. Gleichliaufige Schwingung
Falls fiir alle Zeiten ¢ gilt, dass z1(t) = z2(t), so folgt
21(t) =0 und  2(t) = 2241(). (B.2.11)

In diesem Fall ist nur die Normalschwingung z»(¢) mit der Eigenfrequenz wy = wy
angeregt (siehe Abb. B.6).
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o

T To = Tq

Abbildung B.6: Zwei gekoppelte Pendel mit gleichldufiger Schwingung.
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k
{w: w§+2—}
m
¢ B\
m m
QNN YT
T fo = —X

Abbildung B.7: Zwei gekoppelte Pendel mit gegenldufiger Schwingung.

2. Gegenlaufige Schwingung

Falls hingegen z;(t) = —x2(t) fiir alle Zeiten t gilt, so folgt
21(t) = 2x1(t) und 2(t) =0. (B.2.12)

In diesem Fall ist nur die Normalschwingung z; (f) mit der Eigenfrequenz w; angeregt
(siche Abb. B.7).

3. Allgemeiner Fall

Zum Schluss untersuchen wir noch den Fall, bei dem beide Normalschwingungen
gleichzeitig auftreten. Als Beispiel wéhlen wir die folgenden Anfangsbedingungen.
Das erste Pendel sei um A ausgelenkt, das zweite Pendel hingegen in Ruhelage, und
beide werden bis zur Zeit t = 0 festgehalten und dann gleichzeitig losgelassen.
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Die Anfangsbedingungen in den Koordinaten x; lauten damit

1 =A 29 =0 (B.2.13)
i1 =0 iy = 0. (B.2.14)

Fiir die Normalkoordinaten bedeutet dies, dass

21 = A Z9 = A (B215)

Die allgemeinen Losungen der entkoppelten Differentialgleichungen lauten
21 = C4 cos (wit + d7) 29 = Cycos (wat + d3) . (B.2.17)
Mit den Anfangsbedingungen aus Gl. (B.2.13)—(B.2.14) folgt daraus
21 = Acoswyt 29 = A coswst. (B.2.18)

Die beiden Normalschwingungen haben demnach die gleiche Amplitude und die
gleiche Phase zur Zeit ¢ = 0. In den Koordinaten z; lautet die Losung

x1(t) = Acos (w1 ;th) oS <w1 ;th) (B.2.19)
o(t) = Asin (“’1 ‘2“”275) sin (“’1 ;‘%) . (B.2.20)
Wir nehmen nun an, dass die Kopplung zwischen den Pendeln nur gering sei, dass
also .
— 5 B.2.21
m <L wp ( )

gilt. Dann ist w; z we und
w1 + wa > w; — wo. (B222)

Es liegt also in diesem Fall eine Schwebung vor (siehe Abb. B.8).

Die Periode T' der kleinen (modulierenden) Frequenz ist

41 47
T = = B.2.23
Wi — w2 JwE+2k/m— wy ( )
_dn ! o 3T L (B.2.24)
wo \/1+2k/(mw?) —1 wo {1+Ek/(mwi)}—1
4
= T~ m:w”. (B.2.25)

Man beachte auch den Phasensprung beim Nulldurchgang der Einhiillenden, der
durch deren Vorzeichendnderung zustande kommt.
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Pendel die Energie iibernommen hat. Die Kopplung der beiden Pendel bietet also
die Moglichkeit, Energie vollsténdig von einem Oszillator auf einen benachbarten
Ostzillator zu iibertragen. Genau diese Tatsache ermdglicht es mittels Wellen Energie
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B.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir Schwingungen diskutiert. Als wesentliche Punkte kann man
zusammenfassen:

e In der Natur sind Schwingungen von grosser Relevanz. Harmonische Schwingungen
treten immer dann auf, wenn ein System eine Gleichgewichtslage besitzt und die
Kraft im System riicktreibend und linear zur Auslenkung aus dieser Gleichge-
wichtslage ist.

e Sehr oft konnen beliebige Potentiale bei kleinen Abweichungen aus der Gleichge-
wichtslage mit quadratischen Potentialen angenédhert werden, was dann zu einer
linearen riicktreibenden Kraft und damit zu einer harmonischen Schwingung fiihrt.

e Die harmonische Schwingung beschreibt die Auslenkung aus einer Ruhelage anhand
einer Sinus- und/oder Kosinusfunktion. Die Dynamik des Systems (z.B. die Masse
und die Federkonstante) legt die Kreisfrequenz und damit die Periode der Schwin-
gung fest. Die beiden Anfangsbedingungen (z.B. Auslenkung und Geschwindigkeit
zur Zeit t = 0) bestimmen die Amplitude und die Phase einer harmonischen Schwin-

gung.

e Eine sehr effiziente Behandlung und Berechnung von Schwingungen erhélt man iiber
die Einfithrung von komplexen Variablen. Am Ende kann der physikalisch relevante
Anteil aus dem Realteil der komplexen Losung gefunden werden.

e Die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators (ohne Dampfung) ist zeitlich kon-
stant und proportional zum Quadrat der Amplitude und zum Quadrat der Kreisfre-
quenz. Im zeitlichen Mittel sind die kinetische und potentielle Energie des Oszillators
gleich gross und genau gleich der halben Gesamtenergie.

e Bei schwach geddmpften Schwingungen féllt die Amplitude exponentiell ab, und die
Kreisfrequenz ist reduziert gegeniiber der freien Schwingung. In diesem Fall ent-
spricht die zeitliche Anderung der Gesamtenergie des Systems genau der Leistung,
welche durch die Dampfungskraft entzogen wird.

e Wirkt eine externe periodische Kraft auf das System ein, schwingt es nach dem
Einschwingvorgang mit der Frequenz des Erregers. Die Resonanzkurve beschreibt
dabei das Verhalten der Amplitude des Oszillators als Funktion der Frequenz des
ungestorten Systems, der Erregerfrequenz, der Démpfung/Reibung sowie der Be-
schleunigung aufgrund der externen Kraft. Amplitudenresonanz tritt ein, wenn das
Maximum der Amplitude erreicht wird. Dies ist fiir eine Erregerfrequenz der Fall,
welche kleiner ist als die freie Kreisfrequenz (Eigenfrequenz des Systems). Leistungs-
resonanz, d.h. maximale Leistungsiibertragung, tritt ein, wenn die Erregerfrequenz
genau mit der Eigenfrequenz iibereinstimmt.
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Die Uberlagerung von mehreren Schwingungen liefert wieder eine periodische Funk-
tion. Die Uberlagerung von 2 Schwingungen mit &hnlicher Frequenz fithrt zu einer
Schwebung. Hier variiert die Amplitude periodisch mit kleiner Frequenz, wihrend
die Schwingung selbst mit hoher Frequenz erfolgt.

Eine beliebige periodische Funktion kann dargestellt werden als Uberlagerung von
unendlich vielen harmonischen Funktionen. Das Amplitudenspektrum (die Fourier-
Reihe) beschreibt dabei, welche Frequenzen (als Vielfache der Grundfrequenz) mit
welchen Amplituden in der Uberlagerung auftreten.

Die Verallgemeinerung auf eine beliebige, nicht notwendigerweise periodische Funk-
tion erhélt man iiber das Fourier-Integral. Auch hier beschreibt das Amplituden-
spektrum, welche Frequenzen mit welchen Amplituden auftreten. Allerdings ist nun
das Frequenzspektrum kontinuierlich (Fourier-Transformierte) und nicht mehr dis-
kret.

Wechselwirkungen (Kopplungen) zwischen oszillierenden Systemen fithren zu ge-
koppelten Schwingungen. Die dabei auftretenden Gleichungssysteme kénnen durch
Einfithrung der Normalkoordinaten entkoppelt und damit gelost werden. Diese Nor-
malkoordinaten (bzw. Normalschwingungen) entsprechen speziellen Schwingungs-
zustdnden des Systems, wo sdmtliche Oszillatoren mit derselben Frequenz harmo-
nisch schwingen und kein Energieaustausch zwischen ihnen stattfindet. Die allge-
meine gekoppelte Schwingung ergibt sich aus der Linearkombination dieser Normal-
schwingungen.



Anhang C

Musikinstrumente

C.1 Akustik, Musikinstrumente

Schallwellen in Gasen sind reine Longitudinalwellen, bei denen sich die Dichte und der
Druck periodisch dndern (siehe auch Abbildung 2.5). Dabei sind Druck und Dichte ma-
ximal dort, wo die Auslenkung minimal ist (sieche dazu Abbildung 2.35).

Als Klang bezeichnen wir eine allgemeine stehende Welle £(z,t) der Form von Glei-
chung (2.6.40), also eine Uberlagerung von Grund- und Oberwellen. Ein reiner Ton
ist ein Spezialfall davon, mit nur einer Grundfrequenz und keinen Oberwellen, d. h., keine
Vielfache der Grundfrequenz. Die Uberlagerung von Klingen wird als angenehm (,,harmo-
nisch“) empfunden, falls beide Klange moglichst viele gemeinsame Oberwellen aufweisen.
Solche speziellen Uberlagerungen nennt man Akkorde.

Beispielsweise verhalten sich die Grundfrequenzen v;; und 15 einer Oktave wie

——=2:1 C.1.1

- (C.1.1)
und einer Quinte wie

21 _3.9, (C.1.2)

V11

Die Oktave und die Quinte usw. bezeichnen die Tonintervalle zwischen den beiden
Grundfrequenzen. Diese Intervalle und die jeweils gemeinsamen Obertone sind in Ab-
bildung C.1 dargestellt.

Die notwendige Bedingung fiir gemeinsame Obertténe ist offensichtlich ein rationales
Verhiltnis der beiden Grundfrequenzen, also

@:g, qg,p € N. (C.1.3)
V1,1 p
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Die Auslenkungen der beiden sich iiberlagernden stehenden Wellen sind damit

&(x,t) = Z sin (%x) [a,, cos(nwy 1t) + by, sin(nwy 1t)] (C.1.4)
n=1

&z, t) = Z sin (%x) [a], cos(nwa 1t) + b, sin(nws 1t)] (C.1.5)
n=1

mit nws; = n%wm ) (C.1.6)

Tabelle C.1 zeigt die innerhalb einer Oktave auftretenden Tonintervalle.

Ein Instrument, das derart gestimmt ist, hat eine reine Stimmung. Man erkennt jedoch
aus Tabelle C.2, dass die Frequenzverhéltnisse von zwei aufeinanderfolgenden Ténen der
Tonleiter nicht gleich sind, sondern die drei Werte 9/8, 10/9 und 16/15 annehmen. Damit
klingt ein fiir die C-Dur-Tonleiter rein gestimmtes Klavier fiir eine andere Tonart ,,un-
rein. Um Instrumente mit fester Stimmung fiir alle Tonarten verwenden zu kénnen, hat
man die gleichméssig temperierte Stimmung eingefiihrt, bei der das Frequenzverhéltnis
zweier aufeinanderfolgender Halbténe konstant den Wert Y2 besitzt (sieche dazu auch
Demtroder, Physik I).

v pEm) =) v =) (=new)
1) Y

124t @ — — 12 1

a1 a1 —

ol — 0l

N ol

N o1

S 1

S o1

5+ @ —— 5+ —

b — 41

N 21

. 1

1 Quinte 1 il Oktave

Abbildung C.1: Die Tonintervalle Quinte und Oktave und gemeinsame Obertone.
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Tabelle C.1: Tonintervalle innerhalb einer Oktave.

’ Intervall ‘ Ve /1y ‘
Oktave 2:1
Quinte 3:2
Quarte 4:3
grosse Terz 5:4
kleine Terz 6:5
grosse Sexte 5:3
kleine Sexte 8:5
kleine Septime 9:5
grosse Septime 15:8
grosse Sekunde 9:8
kleine Sekunde 10:9

Tabelle C.2: C-Dur-Tonleiter

Ton | Relative Frequenz- | Temperierte Intervall
Frequenz verhéltnis | Stimmung
c 1
9:8 V2
d 9:8 22/12 gr. Sekunde
10:9 V2
e 5:4 24/12 gr. Terz
16:15 V2
f 4:3 25/12 Quarte
9:8 V2
g 3:2 27/12 Quinte
10:9 V2
a 5:3 29/12 gr. Sexte
9:8 V2
h 15:8 11/12 gr. Septime
16:15 N2
c 2:1 212/12 Oktave
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