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Kapitel 21

Grundbegriffe

21.1 Differenzialgleichungen

Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung in welcher eine unbekannte Funktion y(z)
einer oder mehrerer Variablen und ihre Ableitungen vorkommen. Im Fall, dass y eine auf

einemn Intervall 7 C R definierte Funktion ist
y: ICR—- R,

spricht man von einer gewdhnlichen Differenzialgleichung. Eine allgemeine (gewohn-

liche) Differenzialgleichung ist somit eine Gleichung der Form
P, y(@), (), 1" (@), ) = 0.
Zum Beispiel
1) y+a=y
2) vy +y+3y=0
(3) y" +2(y")? +y =sin’z
(4) zy” +sin(y) =y +a

Die Ordnung einer Differenzialgleichung ist die Ordnung der héclisten Ableitung, die in
der Differenzialgleichung vorkomint. Die Differenzialgleichung (1) hat Ordnung 1. Die Glei-
chungen (2) und (4) haben Ordnung 2, wilrend die dritte Gleichung eine Differenzialglei-
chung dritter Ordnung ist.

Eine Differenzialgleichung heisst linear, falls fiir je zwei Losungen yi(z) und yo(z) der
Differenzialgleichung auch jede Linearkombination ay;(z) + bya(z) eine Losung devselben
Gleichung ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn y und alle Ableitungen ¥/, 3", etc. linear

vorkommen, d.h. in Ausdriicken der Form
a(@)y(z) + b(z), clz)y (z) +d(z), etc.

397



21. GRUNDBEGRIFFE

Es diirfen also keiue nicht linearen Terme wie y2, (3" )3,sin(y), eV , ete. vorkomimen. Die
Gleichungen (1) und (2) sind beispielsweise linear, weil nur lineare Terme in y,y" und y”
vorkommen. Die Gleichungen (3) und (4) sind hingegen nicht linear, da die nicht linearen
Termen (y")? bzw. sin(y) vorkommen.

Eine Differenzialgleicliung heisst homogen, falls keine Terme vorkonunen, die rein von der
Funktionsvariablen 2 abhéngen. Sonst neunt man die Gleichung inhomogen. Die Diffe-
renzialgleichung (2) ist beispielsweise homogen, weil es keine Terme gibt, welche rein von
@ abhidngig sind. Die Gleichungen (1), (3) und (4) sind hingegen inhomogen, weil Terine
vorkomiuen, die rein von « abhingen.

Belsplel 21 1. 1 000 Klasszftz ere\d?ie ;fo\lgeﬂden\‘Dz\fﬁérenzidlaleé.\chwiae\ﬁ.

‘\a) (a? —"l)t/ +y 0
“.*b)y_\(T vl \ o
) sm(J -1)%§:cos(ﬁ~sﬁm
‘.d) (a: +e")y —m .

\e) 7;(4)+y 3y -a\:y\.—::;r3 ‘

Lésung:
Differentialgleichung Ordnung | linear? | homogen/inhomogen?
(2 -1y +y>=0 1 Nein homogen
y = '(‘:%5 2 Ja homogen
sin(y’ — 1) + 2 cos(y) = sinz 1 Nein inhomogen
(a8 4 e¥)y = 1 — eV 1 Nein homogen
Yy 4y — 3y —ay = 2B 4 Ja inhomogen

21.2 Anfangswertprobleme

Ein Anfangswertproblem n-ter Orduung ist eine gewohnliche Differenzialgleichung 7-ter

Ordnung zusammen mit 7 Anfangsbedingungen
F(:’:7 :‘/(:U)) y/($)> y”(a:), "ty ?/('IL)(:I;)) =0
y(@o) = yo, ¥'(z0) = y1, ¥"(20) = p2, +++ , ¥ (wo) = yu-1.

Der Satz von Picard-Lindelof, den wir in Kapitel 26 kennenlernen werden) besagt, dass das
obige Anfangswertproblem eine eindeutige Losung besitzt, falls F' einige Regularitétsbe-
dingungen erfillt. Diese eindeutige Losung y(z) ist auf einem maximalen Existenzintervall
definiert und héngt von den Anfangsdaten yg, y1,92,*« ,¥n—1 ab.
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21.3. GRUNDPRINZIP F{/R LINEARE, INHOMOGENE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

21.3 Grundprinzip fiir lineare, inhomogene Differenzialglei-

chungen

Viele Probleme, die in der Physik vorkommen, werden von linearen, inhomogenen Diffe-
renzialgleichungen beschriehen. Eine der wichtigsten Eigenschaften solcher Gleichungen,
welche ich bereits jetzt benennen mochte, besteht darin, dass die allgemeine Lsung fol-

gende Form hat
y(x) = YHomo () + Yp (2) s
N’ Ny e S~
Gesamtiosung  allg.Lésung des homogenen Problems  partikuldre Ldsung des inhomogenen Problems

wobel YHomo() die allgemeine Losung des zugehdrigen homogenen Problems (d.h. die
Differenzialgleichung ohne den inhomogenen Term) und y,(x) eine partikuldre Lésung
des inhoniogenen Problems ist. Das Losen von linearen, inhomogenen Differenzialgleichun-
gen erfolgt also zuerst durch die Losung des zugehorigen homogenen Problems und danach
durch die Suche einer partikuldren Losung, welche die inhomogene Gleichung erfiillt. Die

allgemeine Prozedur erfolgt gemaiss den folgenden drei Schritten
(1) Losen der homogenen Gleichung;
(2) Bestimmung einer partikuldren Losung y,(z) der inhomogenen Gleichung;

(3) Die allgemeine Losung y(z) der inhomogenen Gleichung ist die Summe der homoge-

nen und partikuliren Losung, d.l.
y(a:) = yl‘lomo(fU) + yp(m)

In den néclisten Kapiteln werden wir verschiedene Techniken diskutieren, welche dazu

dienen, homogene bzw. partikulire Losungen zu berechnen.
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Kapitel 24

Lineare Differenzialgleichungen n-ter
Ordnung mit konstanten

Koefhizienten

Wahrend Differenzialgleichungen héherer Ordnung i.Allg. schwierig zu losen sind, gibt es
fiir lineare Differenzialgleichungen héherer Orduuug mit konstanten Koeffizienten explizite

Lésungsverfahren.

24.1 Homogene Differenzialgleichungen

Eine allgemeine lineare, homogene Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeflizienten lautet
any™ + @y D + -+ agy =0,

wobei ap,- -+ ,a, € R und a, # 0 sind!. Solche Differenzialgleichungen werden immer mit

demn sogenannten Fuler-Ansatz gelost

y(z) =,

wobei A € C ein zn bestimmender Parameter ist. Das Einsetzen des Euler-Ansatzes y(z) =

e in die Differenzialgleichung liefert
an/\ne)\m o an_l)‘nr—le)\:n o 5 g s aoe,\l' = ().

Da e* #£ 0, darf man den Term e*® einfach wegkiirzen. So bekommt man eine Gleiclung

fiir den unbekannten Parameter \

a"’)\n- L an‘_l)‘n—l + - 4ap =0,

Wir setzen voraus, dass a, ungleich Null ist, denn sonst wiire die betrachtete Gleichung keine Diffe-

renzialgleichung n-ter Ordnung.
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24. LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN n-TER ORDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

die sogenannte charakteristische Gleichung. Mit dem Euler-Ansatz iiberfiihrt man so-
mit die Differenzialgleichung auf ein Nullstellenproblem fiir das sogenannte charakteristi-
sche Polynom x(\) = a,\" +ap 1 A"t + - +{o. Um die obige Differenzialgleichung zu
16sen, geniigt es also, das charakteristische Polynom zu berechimen und dessen Nullstellen zu
bestimmen. In anderen Worten, muss man das charakteristische Polynom in Linearfaktoren

zerlegen
n

X = [T = M),
fe=1
wobel Ay, ..., Ap die n Nullstellen von x(A) sind. Im Allgemeinen kénnen wir nicht aus-
schliessen, dass eine oder mehrere Nulistellen mehrmals vorkommen. Falls eine Nullstelle
A mehrmals vorkommt, sagen wir m 1mal, so sagt man, dass A\ Vielfachheit in hat (man
sagt auch, dass A eine m-fache Nullstelle ist). Betrachtet man nun nur die unterschiedlichen

Nullstellen von x so gilt

r

X = [T =A™

k=1
A1, o, Ay sind die r unterschiedlichen Nullstellen des charakteristischen Polynoms und
my, ist die Vielfachheit der Nullstelle Ay (d.h. wie oft diese Nullstelle in der Zerlegung

vorkommt). Zu einer m-fachen Nullstelle A gehoren die m linear unabhiungigen Losungen

e

T T —1 tg
A L)x‘e/\'l/>_.‘ m—1 ,AL.

Zur m-fachen Nullstelle A = O gehoren die Losungen

- Sam—1
lLa,- 2 .

Zusammenfassend: Hat also das charakteristische Polynom die Nullstellen Aj, .-+, A mit

Vielfachheiten iy, -+ ,myg, so besitzt die Differenzialgleichung die linear unabhéngigen

Lésungen
ehw,fb‘ . 6/\1:”, .. ,m7711~"1 . C/\133
ez\zm, - E/\zm7 s ,.,L,m:_:—l , e,\gm
e/\k:v, - c/\k:v’ . ,.,E'mk—l . ex\kdl_

Diese Losungen hilden ein Pundamentalsystem der Differenzialgleichung. Die allgemeine
Losung ist eine Linearkombination aller Losungen im Fundamentalsystem. Die Koeffizien-
ten der Linearkombination werden dann aus den Anfangsbedingungen bestimnmt,

Byfspicl 24.1.1 200y +y' ~ ¢/ ~y =0
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24,1, HOMOGENE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

L8sung: Es handelt sich um eine lineare, homogene Differenzialgleichung dritter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Um die allgemeine Lésung zu finden, machen wir also den Euler-Ansatz

'y(’L) = e/\m>

waobei der Parameter A € C zu bestiminen ist. Das Finsetzen des Fuler-Ansatzes in die Differenzi-
algleichung liefert
/\36/\“" + AZG_M; _ /\e/\a: . eA:v =0

Das Wegkiirzen von e** ergibt das folgende charakteristische Polynom
M4N-A-1=0.

Durch Einsetzen sieht man, dass A = 1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Somit
ist das charalteristische Polynomn durch (A — 1) teilbar. Die Polynomdivision liefert

MEN - A-1=0-DN+22+1) =N -1+ 1)

Wir haben also das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerlegt. Die Nullstellen lauten
somit: 1,—1, —1. Die Nullstelle —1 ist doppelt, d.h. sie hat Vielfachheit 2. Somit ist
e ", w-e”, €F
A=-1 doppelt

das Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung lautet somit
y(x) = Ae™ + Bz - e™" + Cle”,

wobei A, B, C' Konstanten sind, welche aus den Anfangsbedingungen bestinunt werden kénnen.
|

el 2412 o0/ -2~ By=0y) =1y =0.

Bsuﬁg: Wir machen einen Euler-Ansatz
y(a) = e,
Das Einsetzen des Euler-Aunsatzes in die Differenzialgleichung liefert
MM _o\eM — 8 = 0,
Es ergibt sich also das folgende charakteristische Polynom
Mo2A—-8=A-4)(\+2)=0.
Wir haben somit die zwei Nullstellen 4, —2. Beide Nullstellen sind reell und komnmen je einmal vor
(Vielfachheit 1). Somit ist
das Fundamentalsysten. Die allgemeine Losung lautet somit

y(x) = Ae*™ + Be 7,
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24.2. INHOMOGENE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

24.2 Inhomogene Differenzialgleichungen

Fiir die Lésung inhomogener Probleme
any™ (@) + an_1y" V(@) + -+ + agy(z) = b(=)

gilt genau der gleiche Grundsatz wie fiir Differenzialgleichungen erster Ordnung
y(z) = homogene Losung + partikulire Losung.

Das bedeutet also, dass wir auch hier zuerst die Losung des zugehdrigen homogenen Pro-
blems finden miissen und dann eine partikulire Losung des inhomogenen Problems. Die
Berechnung der homogenen Losung erfolgt mit den Techniken, die im vorigen Abschnitt
besprochen wurden. Fiir die Bestimmung einer partikuldren Lésung kann man eine Ver-
allgemeinerung der Methode der Variation der Konstanten anwenden, diese wird aber fiir
Differenzialgleichungen héherer Ordnung zusehends komplizierter, sodass man in der Praxis
lieber die Methode des direkten Ansatzes benutzt. Die grosste Schwierigkeit bei dieser
Methode ist aber die Wahl eines dem Problem angepassten Ansatzes fiir die partikulére

Lésung. Wie geht man vor? Es gilt:

“Der Aunsatz fiir y,(x) hat dieselbe Form wie der inhomogene Term b(z)”.

Was heisst das konkret? Ganz einfach! Es bedeutet, dass yp(2) eine Funktion vom selben
Typ wie b(x) ist. Fir b(z) = 10 wird beispielsweise ein konstanter Ansatz y,(z) = C
gewihlt, wobei C' durch Einsetzen bestimmt werden kann. Fiir b(z) = 2z wird ein linearer
Ansatz gemacht y,(z) = Az + B. Falls b(z) ein Polynom vom Grad m ist (zum Beispiel
b(z) = 20z — 322 mit m = 7), so wird ein Polynom vom Grad m als Ansatz gew#ihlt

Yp(®) = Ag + A1z + Aga® + -+ Apa™.
Fiir b(z) = % wird y,(z) = Ae*® gewiihlt. Fiir b(z) = cos(5z) wird der Ansatz
y(z) = Acos(bz) + Bsin(bz)

gemacht, usw. Es ist einfach wichtig, dass y,(z) eine Funktion derselben Form wie b(2) ist.
Wie sieht es nun mit b(z) = 5z +sin ze3® aus? In solchen Situationen kann man die vorigen
Fille einfach kombinieren. b(x) ist die Summe von zwei Termen: einem linearen Term und

einem Produkt. Darum macht man den folgenden Ansatz

Yp(z) = Az + B+ (Csinz + D cosz)e™™
I Teil 11 Teil

Die folgende Tabelle Lilft bei der Wahl eines dem Problem angepassten Ansatzes fiir die
partikulare Losung.
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24. LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN n-TER ORDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

Inhomogener Term b(x) Ansatz fiir g Jp( )
Fo\ajnmi oo bt o At
Exp-term- Polnaws 2 3710 byt e E;ZO
sin(wa) Y bzt + cos(wz) S, cizt sin(wz) Y17, At + cos(wat >, Bixt
sinh(wa) Y1, b,'mi + cosh(wz) i, i sinh(wz) Y7 A?‘H’i + cosh(wz) Z:’io Bjat
e sin(wa) Yoi, birt + e cos(wa) Sy cint | e sin(wa) Yo Ajat + e cos(wa) Yo, Bzt

Besonderer Fall: Wenn es vorkommt, dass ein Teil der fiir ,(z) zu wahlenden Funktion
bereits in der Losung des homogenen Problems vorhanden ist (vgl. Beispiel 24.2.3), wird
der Ansatz zusitzlich mit & multipliziert.

bispiel 24.2.1 e 00y — 4y’ + 13y — ze®

Lésung: Homogene Losung: Wir lésen die homogene Gleichung

y" —dy +13y =0
mit dem Euler-Ansatz y(z) = . Das charakteristische Polynom lautet
A — 4\ +13=0.

Die Losungen sind A = 2 4 3i. Daler ist e2+39% o(2-80% dag Fundamentalsystem der homogenen
Differenzialgleichung. Die homogene Lésung lautet soinit

yhomo(w) = Ap(2+3i)e AE 36(2—31')1’
was man am besten mit Sinus nnd Cosinus schreibt
257 X i g 5 '
Ynomo (@) = " (Asin(32) + B cos(3z)).

Partikulédre Losung: Da der inhomogene Term ze* ein Polynom vom Grad 1 mal e® ist, machen

wir den folgenden Ansatz fiir die partikuldre Losung
yp(x) = e* - (az + b).

Die Koeffizienten a,b finden wir durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich. Da y),(z) = e*(ax +
b) + ae® und y, (z) = e*(azx + b) + 2ae” = (ax + 2a + b)e”, haben wir

e*(ax + 2a + b — dax — 40 — 4a + 13ax + 130) = €*(10ax — 2a + 10D) L ze®,

Es folgt 10¢ = 1 und ~2a + 10b = 0. Somit ist @ = 1/10 und b = 1/50. Ausserdem ist

(] 1 :
Yp(®) = (1—0 =+ E) e”
die gesuchte partikulidre LOsung.

Zusammenfassend: Die gesante Losung ist die Summe der homogenen und der partikuldren Losung

y(w) = e**(Asin(3z) + Bcos(Bq,)) (‘E + 510) 3
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