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2.2 DProlluokz
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14 Musw\krﬁgkﬁ’cs momenk (€ Tnurtiodmoment)
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Tel1: me)em EATY Themen/ﬁu{-)gabm von |ekzter (Wodn 7



Tl 2: Recop dar Thaorie {w b akkuele Serie

Lekite Wodne haben wir den  Newton'sthen Bmegmas%mh k@mxb\%khrv\{"

-

MR:M:_)?: K [%Ivv\PuMsmk% ':ﬁ:-[é’ Wobﬁ_ﬁam—'\;)
Digse Formel %«M Kw alle Ma,sse{)w\k/te. (:: mokerieller Punldk) .

Nun wallen wir gudn B&Ne?un%ss'éi%e, haben, weldu 6«»: bd/&bi% starre oder
ChEmerbwe. K'drp{r ?)dkm" dar ol s

1. Massmm{’cdpukkmtv um Bmea\/w&en, von K’o’rpern 2w bescthreiben:

Mo, = R

O Die BU(’/\L{W\A-.S\M\& Vom MQSSMMLHQLPMR C.
(Erinnerwva: Massuwd’(’cdf)w\ug 3umansw Sdu»erpumkk wean  Masse ‘I\mwoafn.)
7

[mmer A(’f Fa.l[ ir\TeCJ'\MCUA .'>
ﬁ

R: Resulbierends allar Krigke(\(nmyonu\kxx\)( o we f\mwir\uu\z MQ,—(})\C_ haben.

ﬁnwmdm\g: In TenMath bowkren wir den Massenmittelpunlcbsaks %dev
wie dan Newton'sdan Bmejm?s%]uak%- (Nwr A le[bl{'lmq,iS{' ondars ).

o 5

Tx

BusP'\ele_r

—-7_ :_‘,: --(\—F - _ :;_
Mo = m% = pagsinla Moy, = MX = Zmﬂ— fFe



2.Drallsotz:

2.1 Droll.s

Der Dragt (b, Dredumpula) st tine Phwsikalisdhe Grosse, wold dan Bweﬂ\u\ﬂs—
2ustand Qs rotierendan starren Korpers bestimmt . Sie besuvabt s0Thsn
din "Sdhwung' dor Rotakion . Den Dral kann man b&&gﬂ:uf\ tinas inertiaden
Punkkes (dd. oin Punldk in Rine) 0 odss berﬁztdu dus Massenmittelpunlctes bestimmen:

Besiafich. inerbinlsr Funkk - To= 7T dm

B
Bm?bck Massmwm{:’cd{)mkk C: m?' $'d

B

[ Ama/;’r e st den Drall nie beredhman,
s st ober W w wissen. Wie sle M%ivv'\ﬁrjf Tk =)

2 =5 -

mit =1 -Tpc

—ﬁw%mmuk/(wre?l €w (L!r\, Dro&k
Wie bsim Moment %,{b\’ Y3 K)\u den Dralk amdh MTerwMofiovxsre?A:

-

— s -
Lo= 1 x P>+ L.

\

Drall bemyAdn 0 Drall be’cuzkd« MASSU\M.HeLled
Z Bundet h R )



2.2 Drallsakz:

Der Drallsate ist tin physkabisdhus Gestkr, dan bingk, dass wr Aindurung do
Drekimpwes W\(drpus un Dreumoment an thm m?gebmd,\k werden mwmss.
2B. Wenn wir oin SP‘\&p\o.tikwusseL hobens

Um diestn Korussed in Dnhm\q w versthien, muss man @ autossen (5 in Moment
M%bﬁnﬁeni dos dom Karussth Dravimpuls m%m\rﬂ. U due Dvdwmg, amgzu)/\é‘rm

v man wieder tn Momenl i Cweﬁu\riw\kw\g cmg\oﬁm)m, wm dan Drebimpula

2 verondun und & wm anhalken bvin%m. (Das mathen in dar realen Welk
Rlib\mpxsmmu\h im k«ju wk dor fkiidaerstond).

Die mokhemadis o FOrm\AUW\q dases (restkzes lowtek wie {Maﬁ
/ witlda Ablz;Jw..\?{'.

Dralls ok mu?/m bt ingtindom Punkkes 0 | Cy= My

Drulkb&k% \)Ql&(ﬁbdf\, dus M&ngk%MMucs C - 'tcz Mtot

(£ rebotiver Drallsakz)
Bem: Den Dradlsodz omn wans ™ i bvri;%kdm 2 Pundcke m%’nl\m‘.




2.3 Drallaskz i ebene  Rotodionen von Storrlorpern:
dh. 2D @‘” P /7 Herlﬁ{‘lu\a im S\U{P{' O(LIr VOr\equ\a

Be: tbuin Rotodionen onn dor Droll unk yolglid« anth der Drallank2 Vereir\{}ad/\t Wer dn:

Inerbislpunk (2 Punkk in Rure)

Dralksokz bauyum%): L= Ta=Tp=Mr| (Dral: | Ly= T )

Massenmitbelpunick

Droluaks be.a‘aaﬂzd/» ¢ Le= T, =I}@=Mﬁ (Drals | Le=Tew|)

wobti T, bww. I, dur Musmdawl’smwxu\k ist.
&Der Dralk wade das Momenk miasserv tn daselbe Radz\tuwy Pos‘nh'v 3eyed/u\1k Werdan .

24 Muswr'o;gmts momenk (£ Tnurtiolmoment):

beciighin O Io=§é r dm
e ﬂv\gs‘r st e n beredhnan in etk Meth

besiglicn ¢ | To= Il 1o
Sie Kb das Tr’aiakd wnas Skorren, Karpers Mw';ber Unr ﬂr\(hrw\ta Cuner
Ro’cukxomjudwﬁndd%kn&’t bor dar Drehw\g, hm Qe fﬂu\;)dow Adnse an. Sie ist
ulo\\‘dmy% ven dur (womekrie und Masse dua Korpers.

my I=1I,
my 1=2I,
my 1=31I,

my I=41,

B 8B B B B B
n | n n n 1

e & o

my 1=5I,

my 1=61,

W o,p
d\ﬁ -

Bem: Das Massemkrhlgku’csmme/\t ist ba wnwr dboun SK- B@M\eﬂ,umﬁ loonstant .
L Orund warwn wir s dum Drall Lozt den Drallsakr Ly= T,0 erhakken o)



BQ/'\Sp’\de'-
@ ’3,\(’

3

[, = L9= M =FkF

Drodl wde Momenk 1 draselbe RAMM{T Posi’o(v redvan !

C’O = Ioké = Moz .QF— gMﬁ-S‘In(‘(’)

B f



va«(je Massb\kragkﬁs:v\ommkt (in dor Ruad. Werdan sie Gandn in lar Ru adoc

Mass enpunld: X 7

MasSelos

Boldeen Ot

Krgiss sz be:

Tv\{l‘w{'emmk ©
dAAW ) 1\3

I=0
To=ml?

I.= -;? Wk

=1 9
=L

Ty= 5 twr?

I, =mr?

I,= 2mr %

3:10&\3

RBem: Der Massu\krily/u;\'smmu\k QA B D\AMO?U\M Tealen ?usa:NnM3e/%ek?{'m
Kirpers ist 4G Addition dar enadnen Muswr&&kﬁs momenke .

iy,

B
¥

Four objects with identical masses ]

and radii racing down a plane while
rolling without slipping.

From back to front:

. spherical shell,

|:| solid sphere,

. cylindrical ring, and

[l sotid cylinder.

The time for each object to reach the
finishing line depends on their moment
of inertia. (OGV version)



3. QUSMmmfassw\a dar MM%TMﬁe % odlﬁ Vorge)w» DWM%&LM"
MMSU\PW\JObe: Newton'sthur Beme.aumrgmdc% M’o'i=—R>
Storve % &t@nm&erbwe K’o’rper:

-_ M?c" ES ;FdM

Imf)ul/ssuk%f F= R ==
Drallsokz - Tyt
b(’-'thgjﬁd\ LO —Eo = r/‘o

Ma:scnwﬁt\’f)\?‘"‘u -

bfj‘ifx%«:d/\ \’C —l-:c: ﬁc_

-

Masse;\mxtbdp unlksak? [ma.= R

Ebene Kobodionen von storren. K'éerV\=
Dralisok:

Iv\ex’fialy wnlck

baii%ld\, 6 : L.,oz Tows= Io‘f-‘: Mt:: Drall: Loz Low

Massenmittelp lu,nlut

beﬁi&k(’/\ (o L‘C-'- ch:) = I(_\e -‘-ME Drall- Lc_:lcb()

L in TedaMeth: Mwm’oﬁlpw\l«tz %m' Sdmwerlnmbt

\,\\'\Mﬁz Der Dradk wd, dus Momend noassery tn diaselbe Rjd/\kwa, Pos‘nJva 3md/wzk Werdan .

wobti T, T = MMSNrbLgM’C&mme;\t (2 Tnutiakmoment):

Bespieke Musu\trﬁgwts momenk -

0 c

c
o™ 0¢ . ] 0 O
L‘”"%_\J !
_ A _
L=0 =9 ml L= Zimrl I, =mr?
— A
To=ml LZ%le I,= %Mrz

1= 2mr 2



er?zhm Danwm&abm=

1. Identifiziere die allgmeine Lage, die unterschiedlichen Starrkorper und deren Verbin-
dungen

2. Freischnittskizze fiir die einzelnen Starrkoérper (von der allgemeinen Lage) erstellen:

(a) Korper freischneiden und Verbindungskrifte (z.B. Seilkrifte) einfithren
(b) alle externen Kréfte einfiithren

(c) geeignetes Koordinatensystem fiir jeden Korper einfithren. Koordinaten sollten in
die Richtung zeigen, in den sich der Kérper bewegen wird. Der Ursprung dieser
Koordinaten sollte in der Skizze deutlich erkennbar sein (wichtig fiir Anfangsbe-
dingungen).

(d) Freiheitsgrad ermitteln, falls danach gefragt ist

3. Newtonsches Bewegungsgesetz fiir jeden Korper, Drallsatz fiir jeden rotierenden Korper
aufstellen

R=ma & Mo = Lo = Io¢

4. Bei System mit mehreren Korpern: Kinematische Rela-
tionen aufstellen — Zusammenhang zwischen den ein-
zelnen Variablen der unterscheidlichen Korpern finden.
Haufig gilt: z = Ry (siehe Skizze rechts) /\ ,

ml.'l’x

Anfangsbedingungen aufstellen (um spéter die Integrationskonstanten zu bestimnmen)

ot

z(0)=... & #(0)=.. oder p(0)=.. & ¢0)=..

6. DGL losen - mithilfe von Losungsansatz oder bei einfachen DGLs durch Integration

7. Anfangsbedingungen in Losungen der DGL einsetzten und Integrationskonstanten be-
stimmen

= s Theoweblotter von Tekix Stadler



Beﬁspiekwggaloe: Serie 12 Aquodoe']

1. 'Eine Jo-Jo-Spule (Masse m, Radius R, Trigheitsmoment in Achsenrichtung im Mas-
senmittelpunkt I = mR?/2 ) ist mit einem vertikalen Faden in A aufgehiingt und
wird zum Zeitpunktt = 0 aus der Ruhe losgelassen. Die Spule ist mit geniigend Faden

umwickelt.

m, I

1. Stellen Sie alle zur Bestimmung der Bewegung und der Fadenkraft notigen Glei-

chungen auf.

Frexsdwitt:

Muﬁsw\ai{:dpunkksakz: M= my= R = g~ ,

Drollsokz ba%;gl:dm Mogsomitt dlpunict € (ehens Rotation): ﬁc: L¢= M
= Ic\() = KFS

Kinamokis ns  Relafionen:  x=RY

Wir wollen @ wd @) redumzieren in gina (}\Uz;de(a] ( wel S\ad’em hak Fre;kﬁ{'sgru\ 1
= Bmm lann dar i 4 c\u;a«m? besdwichen werdan 1)



+ MX + L\e— Mﬁ— Fs"'Fg / lin. Relation: :P‘-' T)é-
(= W\Y + TL;(. =m
RS ¢
2
&3 L""""'l:—) rvxg l T.= % uinsekten

¥ (=0

P\V\%w\asbediagw\.am= % x (=0

2. Bestimmen Sie die Bewegung und die Fadenkraft fiir die gegebenen Anfangsbe

dingungen.

Dal: x=

S - [Zyu
%’(-tv

= Sk M‘_‘[%tatﬂ'vo

1
£ K= g R X

wm

I
ﬁ“waQdﬁl\g)\er\'— x(0)= :<°=£ 0

X (0) = V=0

L

= xW=3




FMmkraﬁ’ W ; Y= ™y = 3

= Fewg-mi = (Lg) =(34t) =
z 1
F= M= 3 M= 3 m

.
——

3. Wie viel Zeit vergeht, bis die Spule um 10R gefallen ist?

St di et | W by Spude o TR gallan Tt

|
- xlt)= Jqt, = 1R

(=) -l:'ll = 1() K--g—

4. Vergleichen Sie diese Zeit mit derjenigen fiir den freien Fall.

Froo Fall: xip) = 3 gk* (er\&’tm\.a ([ fowitig):
Sei %7 da 205&, Wenn dar Spuhe wm 10R 3
)7, ey
?Pou\m st im froen Tl U L
'x(’(L):%%;:;:K)R ;(:% [ﬁKYlM':g{}dk
_y 42 _ 20R _ [2R & x= gt +
T g A = fedk= {ok+wo dt
& Xz -‘z-ﬁ’c’w Vot + X,
ﬁ An bubm - %b=0
hits £ TE FLE @y e

3 1 - ':1 L
) % 1) 25/(
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Aufgabe 3 (28 Punkte)

Eine Rolle mit Masse mp ist im Punkt B reibungsfrei gelagert. Wenn sich die Rolle dreht,
dann wird ein Quader mit der Masse mg eine schrige Ebene, welche reibungsbehaftet ist,
hinaufgezogen. Das Seil, welches den Quader hochzieht, hat zudem eine Feder mit Federkon-
stante ¢, welche am Quader angemacht ist. Gegeben sind folgende Grossen: M, F, a, b, R4,
Rp. po, mp, mq, g. Geben Sie Ihre Losungen mit den bekannten Grossen an.

Annahmen: System eben; Seil masselos, undehnbar und immer gespannt; Rollen reibungsfrei
gelagert und Rolle A masselos; die Dichte von Quader (mg) und mp ist homogen verteilt;
Korper bewegen sich nur entlang der eingezeichneten Richtungen xi, ¢, und ¢o; Anfangsbe-
dingungen xy = ¢ = ¢p = 0. Massentrigheitsmoment einer homogenen Kreisscheibe (Rolle):
Iy = =,

L /L L L L L L L L L L L L L L LS

masselos

Abbildung 3: Skizze zu Aufgabe 3.

(a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System unter Beriicksichtigung aller Bindungen? |1
Punkt]

(Q’““b"\ wh  Rolle B inldumive S )

(b) Was ist die kinematische Relation zwischen ¢; und ¢o. [1 Punkt]

- - . R ° R
V= RB'%:' Rer ¢4 = ¢, = “g_’;dﬂ = $,= "?ﬁg‘ka

Weil Scizzolkr S~%C}>4 dk



__~K
&= 47L _——ﬁ%‘{’q’PC
/
Ah‘glmﬂd)lbe&iny»:}en? CPL(o)z—%ck[o) +C=0 = (=0

=0

(¢) Schneiden Sie die beiden Rollen und den Quader frei und zeichnen Sie alle Reakti-
onskrifte ein. Nehmen Sie an, dass das System sich in einem statischen Gleichgewicht

befindet. [3 Punkte|

*r ~SF

@"‘93

(d) Berechnen Sie die Lagerkrifte in A und B und die Reaktionskrifte im System. Nehmen @ A
Sie an, dass das System sich in einem statischen Gleichgewicht befindet. [12 Punkte| A’(l Y BX ) Bj-
Fs, ng‘ FR, Nr

SK@7 KBUFO0= Bat Fo-as (36) + mg grsl3or) = Bt B Fg o+ Smgg = D

K8 (y):0= BU* Fe-sin (3¢°) = My g 1S (36) = By~ 121"5~Aj—§ Mg - @

MB(B, 2 0= M-, R R @

PRI

SK@: KBK:0= pym FesB) +F, - @
KB[':P’O: P\\:\* Fosin(3%) )

MB(P\, 2): 0= K[-\'EZ - RﬁFs =) FS‘Z; FS'= —%’lﬂ . .,@



SK@" KB (x): 0= Mgg'Sir\('So‘)"Fsz_"FK"'F "’@
KB[:@’Oz N-— maﬁ-ms(’bo") .. ®

MB(D, 2): 0= eN - 3 -F SN0,

(e) Was sind die Kipp- und Haftbedingung? Nehmen Sie an, dass das System sich in einem
statischen Gleichgewicht befindet. Achtung, folgende Annahmen gelten nur fir diesen
Aufgabenteil: Folgende Werte konnen zur Losung der Aufgabe verwendet werden: M =
reF, o =2, b > a. Gibt es Kippen oder Gleiten? [3 Punkte]

Zle|

Kippem le] >b§ = >1

eumf»vmw ez AIEQT%( Mg — +F>



&

D = (4 . -
= e Lﬁ""Qﬂ'EB (2_“”()8 EB M+ RBF)

= = b [LhggRe M) = 0 regKe

‘\JEMQ%EQ Zt\]gl\/%/ﬁé
Qa
Z 2
Red/in =2 Agl‘ = 7"{? = _q/— >
M b ] o >

win klppm & lun Hliten /




(f) Bestimmen Sie die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Quaders und der Rol-
le. Nehmen Sie an, dass der Quader nun nicht reibungsbehaftet ist und geben Sie Thre
Losung in Abhéangigkeit von x; und ¢y an. Hinweis: Die Losung der Differentialglei-
chungen wird nicht bendtigt. [6 Punkte]

Quadsrs  Ma¥a=~ T+ Jmag +F = clxy+&,Rg)

= ""a-;('l" - t{x+ $,Rg) + izMag +F /MM Xy ath Qinks

= mgx,*x,= ¢ Kp *%Meg L

2
RQ“U L = IB 4)2 = M- EB'FC /Fcz C'()(,I‘FC(DzRB) / IB= NLE—B

mKB

o S b= Mo Reclard, &) Jued, man biks

mRs
& TB C"z"’ CRBL‘#L = M- cRpx, @

(g) Wie bekommt man aus diesen Differentialgleichungen die statischen Gleichungen aus
dem Problem 3(d) (ohne Reibung)? Bestimmen Sie M aus den statischen Gleichungen
mit den anderen bekannten Grossen. [2 Punkte

stakisd: x=%=0 4;2‘ C.[;Z-—-O ( ke wandxglu;{'&\w;\z Buddg.m.-mt)
Omk 7=0 = (0= —chRpt3meg +T
—_—
- \"_} einsekzen
@ wk Gy=0 2 C—RBL‘i’l: M- ¢Rgx,

LKB47 M- Rg-Ec$,Rgt m@g*rF)



e Cﬁfﬂ’/z: M+ %ﬁ %mqjﬁs‘ e

= M= izmqg KB + Fﬁs = RB'{F + %MQ g)




Teil 3: Ubun%w{z(jalom - Sene 2

2. 2Ein homogener Reifen ist im Punkt A gelenkig gelagert und schwingt in einer Verti-
kalebene. Der Reifen hat die Masse m und den Radius r. Das Massentréagheitsmoment
des Reifens beziiglich des Punktes A betragt .

1. Finden Sie die Bewegungsdifferentialgleichung. Kommt sie Thnen bekannt vor ?

2. Linearisieren Sie die Bewegungsdifferentialgleichung und bestimmen Sie die Kreis-
frequenz einer kleinen Schwingung.



3. *Eine Rolle (Masse m und Radius R) und ein Quader (Masse 2m) sind geméss der
Skizze {iber ein masseloses, undehnbares Seil miteinander verbunden. Eine Feder (de-
ren ungespannte Lange null ist) ist im Punkt C' an der Spule befestigt. Der Quader
liegt auf einer schiefen Ebene und gleitet reibungsfrei.

Annahmen: Trdagheit der Rolle in A vernachlissigbar, Rollenlager reibungsfrei, kein
Gleiten zwischen Seil und Rolle, keine Reibung zwischen Quader und Ebene, Feder

masselos.
Hinweis: Massentrigheitsmoment der Rolle: Ic = mR? /2

\ N
XS

%,3@,

1. Bestimmen Sie den Freiheitsgrad des Systems.

2. Schneiden Sie die zwei Korper frei und formulieren Sie an ihnen den Massenmit-
telpunktsatz und wo nétig den Drallsatz.

3. Sofern in b) mehr Koordinaten verwendet wurden, als der Freiheitsgrad des
Systems ist: Welche Beziehungen gelten zwischen diesen Koordinaten?

4. Stellen Sie die Bewegungsdifferentialgleichung fiir den Quader auf (ohne sie zu
16sen). Bestimmen Sie die Seilkréfte in den Abschnitten (1), (2) und (3) als
Funktion der Koordinate und der Beschleunigung des Quaders, die Kreisfrequenz
der Bewegung des Quaders und die Gleichgewichtslage des Systems.



4. *Zwei Quader bewegen sich reibungsfrei auf einer horizontalen Ebene. Der Anfangs-
abstand ist ly. Auf dem linken Quader (Masse m; ) ist reibungsfrei eine Seilspule
(homogener Zylinder mit Masse mg und Radius r) angebracht. Das Ende des um die
Spule gewickelten Seiles ist am rechten Quader (Masse my ) befestigt. Ein Motor {ibt
ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 ein konstantes Moment M auf die Seilspule aus. Die Quader
setzen sich dadurch in Bewegung, ohne zu kippen.

i

|4 ;l
>

<
I 11!

1. Was ist der Freiheitsgrad des Systems? Stellen Sie die Bewegungsdifferentialglei-
chungen auf.

2. Wie bewegt sich das System? Wie gross ist die Seilkraft?



5. Ein Teilchen der Masse m wird an der Spitze eines Stabes der Lénge L mit ver-
nachlissighbarer Masse befestigt. Es dreht um den festen Punkt O mit dem Winkel
0(t) = acos*(Qt), wobei = konst. Das System bewegt sich in der z1 — 2o Ebene .
Auf das System wirkt keine Schwerkraft.

T2

Was ist der Betrag des Moments Mo, das auf den Punkt O ausgelibt werden muss,
um das gegebenen 6(t) zu erzeugen ?

(a) Mo = 2maL?Q?sin?(2Q)
(b) Mo = malL?*Q?

(¢) Mo = mL*Q?tan(t)
(d)

(e)

d) Mo = maL?*Q?(sin?(20t) + 2 cos?(Qt))
Mo = 2maL?*Q?(sin?(2Qt) — cos?(t))

e



die R§tation der Scheibe angibt, wie gezeigt.

ﬂes’cridaen do. Theorie mgf vhabt

(G

Wie gross ist die Beschleunigung ap des zur Scheibe gehorenden Punktes P, wenn

9=§7r?

e3

4RT 27 RT
(a) ap = 3mR2e1 T mR? e
(b) ap = 2B o 27RT

P 3mR2 ' 3mR2

4RT
(C) ap = Wel

RT 57RT
(d) ap = Tmer + e



7. Betrachten Sie das skizzierte Getriebesystem in der Abbildung. Das Sonnenrad S
und das Hohlrad R haben die Radien ag bzw. ag, ihre Massentrigheitsmomente sind
Is bzw. Ir. Die Mittelpunkte der beiden Zahnrader sind gelenkig mit dem Boden
verbunden. Ein Moment 7" wird auf das Sonnenrad ausgetibt, wenn sich das System
in Ruhe befindet. Bezeichne mit wr und ws die Winkelgeschwindigkeiten des Hohlrads
bzw. des Sonnenrads. Positive Richtungen sind in der Abbildung dargestellt.

Wie gross ist die Winkelbeschleunigung wr des Hohlrads?

(a) WUr = g7—as—
%15+EIR
as ar

T

(b) wr = 4
&IS_EIR
ar ar

T

(L) WR = a
—R(Is-i—IR.)
ag

. T

(d) wr = g

aS
T
(e) wgp =



