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1. 1 Die Kräfte FA = Fey, FB = Fez, und FC = Fex greifen gemäss Abbildung an
einem starren Quader an (Kantenlängen b, a, a).

1. Berechnen Sie die Dyname der Kräftegruppe in O.

2. Berechnen Sie die Dyname der Kräftegruppe in P .

3. Wie muss das Verhältnis
a

b
gewählt werden, damit sich die Kräftegruppe auf

eine Einzelkraft reduzieren lässt?

Lösung :

1. Die Resultierende Kraft kann berechnet werden als

R = FA + FB + FC =

0
1
0

F +

0
0
1

F +

1
0
0

F =

1
1
1

F. (1)

Das resultierende Moment bezüglich O ist

MO = rOA × FA + rOB × FB + rOC × FC

=

b
a
a

×

0
1
0

F +

0
0
a

×

0
0
1

F +

b
a
0

×

1
0
0

F

=

−a
0
b

F +

 0
0
−a

F

⇒ MO =

 −a
0

b− a

F.

(2)

Die Dyname in O ist {R, MO}.

1Aufgabe aus der Übungsserie 4 der Vorlesung « 151-0223-10 Technische Mechanik», HS 2019, Prof.
Dual/Prof. Glocker.
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2. Die resultierende Kraft R ist invariant und darum unabhängig vom Bezugs-
punkt. Das resultierende Moment bezüglich P wird mit der Transformationsregel
berechnet als

MP = MO + rPO ×R

=

 −a
0

b− a

F +

−b
0
−a

×

1
1
1

F

=

 −a
0

b− a

F +

 a
b− a
−b

F

⇒ MP =

 0
b− a
−a

F.

(3)

Die Dyname in P ist {R, MP}.
3. Die Kräftegruppe lässt sich auf eine Einzelkraft reduzieren falls es gilt

R ̸= 0 und I2 = 0;

also

I2 = R ·MO = 0F
F
F

 ·

 −a
0

b− a

F = 0

F 2(−2a+ b) = 0

⇒ a

b
=

1

2
.

(4)
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2. 2 Bestimmen Sie die eingezeichneten Komponenten der sechs am Würfel (Seitenlänge
a) skizzierten Kräfte so, dass sie einem Momentvektor in z-Richtung vom Betrag M
statisch äquivalent sind.

Lösung :

Die Resultierende Kraft wird berechnet als

R = FA + FB + FC + FD + FE + FF

=

 0
0
FA

+

FB

0
0

+

 0
FC

0

+

 0
0

−FD

+

−FE

0
0

+

 0
−FF

0


=

FB − FE

FC − FF

FA − FD


(1)

Das resultierende Moment bezüglich A ist

MA = rAB × FB + rAC × FC + rAD × FD + rAE × FE + rAF × FF

=

0
0
a

×

FB

0
0

+

a
0
a

×

 0
FC

0

+

a
a
a

×

 0
0

−FD


+

a
a
0

×

−FE

0
0

+

0
a
0

×

 0
−FF

0


=

 0
aFB

0

+

−aFC

0
aFC

+

−aFD

aFD

0

+

 0
0

aFE

 =

−FC − FD

FB + FD

FC + FE

 a.

(2)

Diese Dyname ist einem Momentvektor in z-richtung von Betrag M statisch äquiva-
lent falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

R = 0; MA = Mez. (3)

2Aufgabe aus der Übungsserie 4 der Vorlesung « 151-0223-10 Technische Mechanik», HS 2019, Prof.
Dual/Prof. Glocker.
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Daraus folgt

FB = FE; FC = FF ; FA = FD−FC − FD

FB + FD

FC + FE

 a =

 0
0
M


FC = −FD; FB = −FD; FC + FE =

M

a
FC = FF = −FD = −FA = FB = FE

M

a
= FC + FE = 2FE

⇒ FE =
M

2a

(4)

Zusammengefasst

FA = −M

2a
; FB =

M

2a
; FC =

M

2a
;

FD = −M

2a
; FE =

M

2a
; FF =

M

2a
.

(5)

5



3. Eine Kugel mit Radius r rollt ohne zu gleiten auf einer festen Kegelfläche AB vom
halben Öffnungswinkel π/4, einer festen Kegelfläche BC vom gleichen Öffnungswin-
kel und auf der gezeichneten, um ez drehenden Welle ab. Die Welle rotiere mit der
Rotationsgeschwindigkeit ω.

Was ist die Kinemate der Kugel in ihrem Mittelpunkt O?

(a)▶ vO =
3
√
2

2
(
√
3−

√
2)rω ey; ωk = −3ω(

√
3−

√
2) ex.

(b) vO =

√
3

2
(3−

√
2)rω ey; ωk = 2ω(3 +

√
2) ex.

(c) vO =
3√
2
(3−

√
2)rω ey; ωk = ω(

√
3 +

√
2) ex.

(d) vO =
√
2(3−

√
2)ω ey; ωk = rω(

√
3 +

√
2) ex.

(e) vO =
2
√
2

3
(2−

√
3)rω ey; ωk = −2ω(

√
3− 2) ex.

Lösung :

Da die Kugel auf der festen Kegelfläche rollt, müssen die momentanen Geschwindig-
keiten in den Berührungspunkten verschwinden, also

vD = vE = 0; (1)

Die Rotationsachse der Kugel geht durch die Punkte D und E und die Rotationsge-
schwindigkeit lautet

ωk = ωk

1
0
0

 , (2)

wobei ωk unbekannt ist.
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Der Abstand zwischen F und der Rotationsachse der Welle ist

d = 2r − r cos
(π
3

)
=

3

2
r, (3)

während der Abstand zwischen F und der Rotationsachse der Kugel der folgende ist

s = r sin
(π
3

)
+

√
2

2
r =

√
3 +

√
2

2
r. (4)

Da es sich um ein ebenes Problem handelt und wir die Rotationsgeschwindigkeit der
Welle ω schon kennen, darf man die Geschwindigkeit von F einfach berechnen als

vF = dωey =
3

2
rω

0
1
0

 ; (5)

Mit der Starrkörperformel erhalten wir analog

vF = ω × rF = ω

0
0
1

×

 3r/2
0√
3r/2

 =
3

2
rω

0
1
0

 (6)

Um den SvM zu erfüllen, muss die Geschwindigkeit in F auch das folgende erfüllen:

vF = ωk × rDF

3

2
rω

0
1
0

 = ωk

1
0
0

×

 r/
√
2− r/2
0

r/
√
2 +

√
3r/2


3

2
rω = −ωkr

(√
2 +

√
3

2

)
ωk = −3ω(

√
3−

√
2)

(7)
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wobei ωk die Rotationsschnelligkeit der Kugel ist. Aus (2) und (7) folgt

ωk = −3ω(
√
3−

√
2)ex. (8)

Der Abstand zwischen F und O ist

rFO =

 r cos(π/3)
0

−r sin(π/3)

 =

 r/2
0

−
√
3/2r

 (9)

Wir benutzen die Starrkörperformel und erhalten

vO = vF + ωk × rFO

=

 0
3rω/2

0

+

−3ω(
√
3−

√
2)

0
0

×

 r/2
0

−
√
3/2r


=

 0
3rω/2

0

+

 0

3
√
3ωr(

√
3−

√
2)/2

0


(10)

also

vO =
3
√
2

2
(
√
3−

√
2)rωey. (11)
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4. Auf einer Kugel mit dem Radius R rollt eine Kreisscheibe mit dem Radius R/2, die
auf einer in O gelagerten Welle sitzt. Die Scheibenebene enthält im Berührungspunkt
P die Normale zur Kugelfläche, welche mit der Vertikalen einen Winkel von π/6
einschliesst. Der Mittelpunkt C der Nabe bewegt sich mit der Geschwindigkeit vC =
(0, v, 0)T .

In welcher Abbildung ist die richtige momentane Rotationsachse dargestellt?

(a) (b) (c)

(d) (e)
Lösung :

Die Punkte O und P bewegen sich nicht (v = 0), deshalb muss die Rotationsachse
durch diese Punkte gehen. Die Lösung ist dementsprechend (d).
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5. Ein starrer Kegel rollt mit der gegebenen Rotationsschnelligkeit ω auf der xy-Ebene,
so dass seine Spitze stets im Ursprung des raumfesten kartesischen Koordinatensys-
tems liegt. Die Abmessungen sind der Skizze zu entnehmen.

1. Was ist in der skizzierten Lage die momentane Rotationsachse?

2. Bestimmen Sie die Geschwindigkeitsvektoren vP und vM in den Punkten P und
M in der momentanen Lage.

3. Nehmen sie an, dass ω konstant ist. Wie lange braucht der Kegel für eine Um-
drehung um die z-Achse?

Lösung :

1. Die momentane Rotationsachse ist die Kontaktlinie zwischen Kegel und xy-
Ebene und geht durch O, also

µ : r(p) = p

1
0
0

 . (1)

Wobei ω parallel zur Berührungslinie verläuft und daher in positive oder nega-
tive x-Richtung zeigen kann. Angesichts des Pfeils in der Skizze wird ω in den
folgenden Aufgabenteilen als positiv betrachtet.

2. Um die Geschwindigkeit im Punkt P bzw. im Punkt M zu bestimmen, benutzen
wir die Starrkörperformel und erhalten

vP = vO + ω × rOP

=

0
0
0

+

ω
0
0

×

 a
0√
3a

 =

 0

−
√
3aω
0

 (2)

bzw.

vM = vO + ω × rOM

=

0
0
0

+

ω
0
0

×

 3a/2
0√
3a/2

 =

 0

−
√
3aω/2
0

 .
(3)

10



3. Der Abstand zwischen Punkt M und O ist

rOM =

 3a/2
0√
3a/2

 (4)

Der Punkt M beschreibt also einen Kreis in der xy-Ebene mit Radius 3a/2 und
Mittelpunkt 0 um die z-Achse. Der Kreis hat folglich den Umfang U = 3aπ.
Die Schnelligkeit von Punkt M ist

vM = |vM | =
√
3

2
aω. (5)

Für eine Umkreisung um die z-Achse braucht der Kegel also die Zeit T :

T =
U

vM
=

2
√
3π

ω
. (6)
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