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1. Die gezeigten Systeme bestehen aus denselben 3 gelenkig verbundenen Stäben. Der
einzige Unterschied zwischen den Systemen liegt in den unterschiedlichen Lagern.

Welche der gezeigten Systeme haben den Freiheitsgrad 2?

(a)▶ Nur A.

(b) Nur D.

(c) Nur B und C.

(d) Nur A, B und D.

(e) Alle.

Lösung :

Wir bezeichnen mit n die Summe der Freiheitsgrade der einzelnen Körper und mit b
die Anzahl der (linear unabhängigen) Bindungsgleichungen. Dann erhalten wir den
Freiheitsgrad jedes Systems als

f = n− b. (1)

Alle Einzelkörper der Mehrkörpersysteme liegen in der Ebene, also besitzt jeder Kör-
per 3 Freiheitsgrade (2 translatorisch, 1 rotatorisch). Da jedes System aus 3 Körpern
besteht, ergibt sich die Summe der Freiheitsgrade als

n = 3 · 3 = 9. (2)

Durch die Verbindungen der einzelnen Elemente reduzieren sich die Bewegungsmög-
lichkeiten im System, d.h. die Freiheitsgrade verringern sich um die Anzahl der kine-
matischen Bindungen b.

• System A: b = 7 ⇒ f = 9− 7 = 2

• System B: b = 8 ⇒ f = 9− 8 = 1

• System C: b = 9 ⇒ f = 9− 9 = 0
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• System D: b = 8 ⇒ f = 9− 8 = 1

Beispiel: Für System D können die Bindungsgleichungen wie folgt aufgestellt werden

A

D
D

xA = 0 xB1 = xB2 xC2 = xC3 xD = 0

yA = 0 yB1 = yB2 yC2 = yC3 yD = 0

wobei B1, B2 und C2, C3 zu B1, B2 bzw. zu B2, B3 gehören.

Alternative: Man kann das in der vorherigen Übung erklärte Verfahren für Fachwerke
benutzen:

1. Das System besteht aus 3 Stäben:

n = 3 · 3 = 9 (3)

2. Das System ist zweimal gelenkig gelagert:

bLager = 2 · bGelenklager = 2 · 2 = 4 (4)

3. Es gibt 2 Gelenke mit jeweils 2 Stäben (das gilt auch für Punkt C, da ein Stab
einfach durchgehend ist und darum als 1 Körper bezeichnet werden kann):

bGelenk = 2 · b2 Staebe = 2 · ((2− 1) · 2) = 4 (5)

4. Somit erhalten wir insgesamt:

f = n− bLager − bGelenk = 9− 4− 4 = 1 (6)

Die weiteren Systeme können mit dem selben Verfahren berechnet werden.
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2. Ein Eisenbahnrad rollt mit der Rotationsschnelligkeit ω ohne zu gleiten. Die Radien
r1 und r2 sind gemäss Abbildung gegeben.

Was ist die Geschwindigkeit des obersten Punktes A bzw. des untersten Punktes B
des Radkranzes?

(a) vA = 2r2ω ex; vB = −r1ω ex

(b) vA = (r2 + r1)ω ex; vB = (r2 + r1)ω ex

(c) vA = 2r2ω ex; vB = −2r2ω ex

(d) vA = r2ω ex + r2ω ey; vB = −r1ω ex + r1ω ey

(e)▶ vA = (r2 + r1)ω ex; vB = −(r2 − r1)ω ex

Lösung :

Da das Eisenbahnrad rollt, ist die Geschwindigkeit im Berührungspunkt C null und
daher ist C das Momentanzentrum.
Der Abstand zwischen B und C ist einfach r2− r1, während der Abstand zwischen A
und C r2 + r1 ist. Die Geschwindigkeiten sind entsprechend der Rotationsgeschwin-
digkeit in Richtung ex bzw. −ex, wie in der Skizze dargestellt.

Daraus ergibt sich

vA = (r2 + r1)ωex; vB = −(r2 − r1)ωex, (1)

somit ist Aussage (e) richtig.
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3. 1 Ein Würfel führt eine reine Rotation bezüglich des Bezugssystems {O, ex, ey, ez}
aus. In der gezeichneten speziellen Lage des Würfels fallen die Kanten AB, AD und
AE mit den Achsen ex, ey, bzw. ez des Bezugssystems zusammen. In dieser speziellen
Lage sind die Geschwindigkeiten der Punkte G bzw. H in kartesischen Komponenten
gegeben:

vG =

−v
v
0

 ; vH =

vHx

0
−v


wobei die x-Komponente von vH unbekannt ist.

1. Bestimmen Sie die x-Komponente von vH .
2. Bestimmen Sie die Rotationsgeschwindigkeit ω und die Geschwindigkeit vA des

Punktes A.

Lösung :

1. Die x-Komponente von vH kann mit dem SdpG (G → H) bestimmt werden:

0 = (vG − vH) · eHG =

−v
v
0

−

vHx

0
−v

 ·

1
0
0

 = −v − vHx

⇒ vHx = −v ⇒ vH =

−v
0
−v

 .

(1)

Bemerkung: Alternativ kann die x-Komponente von vH auch mittels Starrkör-
performel mit noch unbekannter Rotationsgeschwindigkeit ω bestimmt werden:

vH = vG + ω × rGH

=

−v
v
0

+

ωx

ωy

ωz

×

−a
0
0

 =

 −v
v − aωz

aωy

 .
(2)

1Aufgabe aus der Übungsserie 3 der Vorlesung « 151-0223-10 Technische Mechanik», HS 2019, Prof.
Dual/Prof. Glocker.
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Vergleichen von (2) mit der gegebenen Koordinaten von vH liefert vHx = −v
und folglich dasselbe Ergebnis als (1).

2. Zur Bestimmung der Rotationsgeschwindigkeit ω wir benutzen die Starrkörper-
formel:

vH = vG+ω× rGH ⇒

−v
0
−v

 =

−v
v
0

+

ωx

ωy

ωz

×

−a
0
0

 =

 −v
v − aωz

aωy

 .

(3)

Aus (3) können die Komponenten ωy und ωz berechnet werden als

0 = v − aωz ⇒ ωz =
v

a
;

−v = aωy ⇒ ωy = −v

a
.

(4)

Der Würfel führt eine reine Rotation aus, hat also keine Geschwindigkeitskom-
ponente in Rotationsrichtung. Die zweite Invariante I2 muss demnach verschwin-
den, womit die Komponente ωx festgelegt werden kann

0 = I2 = ω · vG =

 ωx

−v/a
v/a

 ·

−v
v
0

 = −vωx −
v2

a

⇒ ωx = −v

a
.

(5)

Die Rotationsgeschwindigkeit ist also

ω =

−1
−1
1

 v

a
. (6)

Die Geschwindigkeit in A wird aus der Starrkörperformel erhalten als

vA = vG+ω×rGA =

−v
v
0

+

−1
−1
1

×

−a
−a
−a

 v

a
=

−v + 2v
v − 2v

0

 =

 v
−v
0

 . (7)
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4. 2 Es sei ein gerades, hexagonales Prisma gegeben. Die Länge des Prismas beträgt
2a und die Seitenlängen der hexagonalen Grundfläche betragen a. Zu einem gewis-
sen Zeitpunkt hat die Geschwindigkeit des Punktes S den Betrag 2

√
3v und zeigt in

Richtung rSU , und die Geschwindigkeit im Punkt D hat den Betrag 2v und zeigt in
Richtung rDC . Zusätzlich ist zu diesem Zeitpunkt bekannt, dass in E die Geschwin-
digkeitskomponente in z-Richtung verschwindet und die Ebene FETU parallel zur
(ex, ey)-Ebene liegt.

1. Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes der projizierten Geschwindigkeiten für diesen
momentanen Bewegungszustand die Geschwindigkeit im Punkt E.

2. Bestimmen Sie die Kinemate im Punkt E.

3. Von welchem Typ ist dieser momentane Bewegungszustand? Geben Sie eine
mathematische Begründung an.

Lösung :

1. Unter Anwendung vom SdpG (D → E) erhalten wir

0 = (vE − vD) · rDE =

vEx

vEy

0

− 2v

 0
−1/2

−
√
3/2

 ·

 0
−1/2√
3/2

 a

=

 vEx

vEy + v√
3v

 ·

 0
−1/2√
3/2

 a =
1

2
a(2v − vEy) ⇒ vEy = 2v.

(1)

Wenden wir nochmals den SdpG an (S → E), dann erhalten wir

0 = (vE − vS) · rSE =

vEx

2v
0

− 2
√
3v√
3

 0
−3/2√
3/2

 ·

 2
−1/2√
3/2

 a

=

 vEx

2v + 3v

−
√
3v

 ·

 2
−1/2√
3/2

 a = a(2vEx − 4v) ⇒ vEx = 2v.

(2)

2Aufgabe aus der Übungsserie 3 der Vorlesung « 151-0223-10 Technische Mechanik», HS 2019, Prof.
Dual/Prof. Glocker.
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Aus (1) and (2) und unter Berücksichtigung von vEz = 0 erhalten wir

vE =

2
2
0

 v. (3)

2. Wir wenden die Starrkörperformel für die Punkte S und D an, welche wie folgt
lautet:

vS = vD + ω × rDS ⇔ vS − vD = ω × rDS, (4)

also ergibt sich

vD − vS = ω × rSD ⇒

 0
−v + 3v

−
√
3v −

√
3v

 =

ωx

ωy

ωz

×

2
0
0

 a

⇒

 0
2v

−2
√
3v

 =

 0
2aωz

−2aωy


⇒ ωy =

√
3
v

a
; ωz =

v

a
.

(5)

Analog für Punkte D und E bekommmen wir

vE − vD = ω × rDE ⇒

 2v
2v + v√

3v

 =

 ωx√
3v/a
v/a

×

 0
−1/2√
3/2

 a

⇒

 2v
3v√
3v

 =

3v/2 + v/2

−aωx

√
3/2

−2aωx


⇒ ωx = −2

√
3
v

a
.

(6)

Aus (5) und (6) erhalten wir die Rotationsgeschwindigkeit als

ω =

−2
√
3√

3
1

 v

a
. (7)

Die Kinemate in E ist dann {vE,ω}.
Hinweis: Es ist nicht möglich mit gegebenen vQ − vP und rPQ die Rotationsge-
schwindigkeit ω eindeutig zu bestimmen, da verschiedene ω Gleichung (4) er-
füllen, wie in der folgenden Abbildung dargestellt ist. Darum muss (4) mehrfach
angewendet werden.
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3. Die zweite Invariante wird berechnet als

I2 = ω · vE =

−2
√
3√

3
1

 ·

2
2
0

 v2

a
= −2

√
3v2

a
(8)

Also ist der momentane Bewegungszustand eine Schraubung, da ω ̸= 0 und
I2 ̸= 0.
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5. Auf der Ebene z = 0 (kartesisches Koordinatensystem) gleitet ein starrer Drehzylinder
(Radius R, Länge 2R) so, dass der Zylinder auf seiner Mantelfläche aufliegt. Der
Bewegungszustand wird durch die Geschwindigkeiten vA = vey , vB = 2vey und
vC = −vey der Punkte A, B und C beschrieben. Der Punkt A stimmt mit dem
Ursprung des Koordinatensystems überein.

A

B

C

<latexit sha1_base64="Zo0DJGUHIgdvWYmNfOz0iCkH/BY=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4kXjyCkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS475fLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWldl77pcaVRKtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AKyNjNU=</latexit>

R
<latexit sha1_base64="Zo0DJGUHIgdvWYmNfOz0iCkH/BY=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4kXjyCkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS475fLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWldl77pcaVRKtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AKyNjNU=</latexit>

R

<latexit sha1_base64="ZhEbKqu1r24ValTA+tWZxsYDH0Y=">AAAB6XicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYJUY4kXjwikUcCGzI79MKE2dnNzKwJIfyBFw8a49U/8ubfOMAeFKykk0pVd7q7gkRwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmdwu/84RK81g+mmmCfkRHkoecUWOlZqU5KJbcsrsE2SReRkqQoTEofvWHMUsjlIYJqnXPcxPjz6gynAmcF/qpxoSyCR1hz1JJI9T+bHnpnFxZZUjCWNmShizV3xMzGmk9jQLbGVEz1uveQvzP66UmrPkzLpPUoGSrRWEqiInJ4m0y5AqZEVNLKFPc3krYmCrKjA2nYEPw1l/eJO1K2bspVx+qpXotiyMPF3AJ1+DBLdThHhrQAgYhPMMrvDkT58V5dz5WrTknmzmHP3A+fwAdeo0R</latexit>

2Rez

ey

ex

<latexit sha1_base64="SvRdHanTXSHjeUUxLBmABvljnuM=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4kXjxCIo8ENmR2aGBkdnYzM0tCNnyBFw8a49VP8ubfOMAeFKykk0pVd7q7glhwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzlo4SxbDJIhGpTkA1Ci6xabgR2IkV0jAQ2A4m9wu/PUWleSQfzSxGP6QjyYecUWOlxrRfLLlldwmySbyMlCBDvV/86g0iloQoDRNU667nxsZPqTKcCZwXeonGmLIJHWHXUklD1H66PHROrqwyIMNI2ZKGLNXfEykNtZ6Fge0MqRnrdW8h/ud1EzOs+imXcWJQstWiYSKIicjiazLgCpkRM0soU9zeStiYKsqMzaZgQ/DWX94krZuyd1uuNCqlWjWLIw8XcAnX4MEd1OAB6tAEBgjP8ApvzpPz4rw7H6vWnJPNnMMfOJ8/4x2M+Q==</latexit>v

<latexit sha1_base64="SvRdHanTXSHjeUUxLBmABvljnuM=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4kXjxCIo8ENmR2aGBkdnYzM0tCNnyBFw8a49VP8ubfOMAeFKykk0pVd7q7glhwbVz328ltbe/s7uX3CweHR8cnxdOzlo4SxbDJIhGpTkA1Ci6xabgR2IkV0jAQ2A4m9wu/PUWleSQfzSxGP6QjyYecUWOlxrRfLLlldwmySbyMlCBDvV/86g0iloQoDRNU667nxsZPqTKcCZwXeonGmLIJHWHXUklD1H66PHROrqwyIMNI2ZKGLNXfEykNtZ6Fge0MqRnrdW8h/ud1EzOs+imXcWJQstWiYSKIicjiazLgCpkRM0soU9zeStiYKsqMzaZgQ/DWX94krZuyd1uuNCqlWjWLIw8XcAnX4MEd1OAB6tAEBgjP8ApvzpPz4rw7H6vWnJPNnMMfOJ8/4x2M+Q==</latexit>v

<latexit sha1_base64="p/MoYVebGDCmkeqqcOVPRQskbNA=">AAAB6XicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYJUY4kXjyikUcCGzI7zMKE2dnNTC8JIfyBFw8a49U/8ubfOMAeFKykk0pVd7q7gkQKg6777eS2tnd29/L7hYPDo+OT4ulZy8SpZrzJYhnrTkANl0LxJgqUvJNoTqNA8nYwvlv47QnXRsTqCacJ9yM6VCIUjKKVHiuTfrHklt0lyCbxMlKCDI1+8as3iFkacYVMUmO6npugP6MaBZN8XuilhieUjemQdy1VNOLGny0vnZMrqwxIGGtbCslS/T0xo5Ex0yiwnRHFkVn3FuJ/XjfFsObPhEpS5IqtFoWpJBiTxdtkIDRnKKeWUKaFvZWwEdWUoQ2nYEPw1l/eJK1K2bspVx+qpXotiyMPF3AJ1+DBLdThHhrQBAYhPMMrvDlj58V5dz5WrTknmzmHP3A+fwBUCo01</latexit>

2v

gGleiten ohn Reibune

1. Zeigen Sie, dass die Rotationsgeschwindigkeit ω keine y-Komponente haben kann
und daher die Bewegung eine momentane Rotation ist.

2. Welches ω und welche momentane Rotationsachse hat der Zylinder?

Lösung :

1. Wir benutzen die Starrkörperformel für die Punkte A und C bzw. B und A:

vA = vC + ω × rCA0
v
0

 =

 0
−v
0

+

ωx

ωy

ωz

×

 0
0

−2R

 =

 −2Rωy

−v + 2Rωx

0


⇒ ωx =

v

R
; ωy = 0

(1)

vA = vB + ω × rBA0
v
0

 =

 0
2v
0

+

 v
R

0
ωz

×

−2R
0

−R

 =

 0
2v − 2Rωz + v

0


⇒ ωz =

v

R
.

(2)

Die Rotationsgeschwindigkeit ist dann

ω =
v

R

1
0
1

 . (3)
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2. Die Geschwindigkeit auf der Rotationsachse ist

vω = vA · ω

|ω| =

0
v
0

 ·

1/
√
2

0

1/
√
2

 = 0 ⇒ I2 = vA · ω = 0. (4)

Diese Bewegung entspricht einer Rotation, da die zweite Invariante I2 = 0 (keine
Bewegung in Richtung der Rotationsachse).

Wir bezeichnen mit W einen Punkt auf der Rotationsachse mit rW = (rx, ry, rz)
T .

Dann ist vW gemäss Starrkörperformel
vW = vA + ω × rAW0
0
0

 =

0
v
0

+
v

R

1
0
1

×

rx
ry
rz

 = v

 −ry/R
1 + rx/R− rz/R

ry/R


⇒ 0 = 1 +

rx
R

− rz
R

⇒ rz = R + rx; ry = 0

(5)

Die Richtung der Rotationsachse kann aus ω hergeleitet werden als

eω =
ω

|ω| =

1/
√
2

0

1/
√
2

 ; (6)

wir finden die Rotationsachse als

r(p) = rW + p′ eω =

 rx
0

R + rx

+ p′

1/
√
2

0

1/
√
2

 =

 rx
0

R + rx

+ p

R
0
R

 , (7)

wobei im letzten Schritt der Faktor 1/
√
2R ausgeklammert und in die neue

Laufvariable p = p′/
√
2R miteinbezogen wurde. Wir dürfen in diesem Fall rx

beliebig wählen; wenn wir z.B. rx = 0 setzen, ergibt sich:

r(p) =

0
0
R

+ p

R
0
R

 . (8)

und graphisch dargestellt (die Rotationsachse befindet sich in der x-z-Ebene):

A

B

C

<latexit sha1_base64="Zo0DJGUHIgdvWYmNfOz0iCkH/BY=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4kXjyCkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS475fLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWldl77pcaVRKtWoWRx7O4BwuwYMbqMEd1KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AKyNjNU=</latexit>
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Alternative: Für einen Punkt W auf der Rotationsachse muss gelten, dass

ω × vW = 0. (9)

Wenn wir die Starrkörperformel (5) in (9) einsetzen, erhalten wir

ω × (vA + ω × rAW ) = 0

ω × vA + ω × (ω × rAW ) = 0

ω × vA + (ω · rAW )ω − ω2rAW = 0

(10)

Wir können jetzt den Punkt W so wählen, dass ω ⊥ rAW gilt. Damit kann (10)
nach rAW aufgelöst werden und wir erhalten

rAW = rW =
ω × vA

ω2

=

v

R

1
0
1

×

0
v
0


2v2

R2

=
R

2v

−v
0
v


⇒ rW =

R

2

−1
0
1

 .

(11)

Die Parameterdarstellung der Rotationsachse kann konstruiert werden, indem
wir zu rW den Vektor eω multipliziert mit einem Skalarparameter p addieren:

r(p) = rW + p eω =

−R/2
0

R/2

+ p

1/
√
2

0

1/
√
2

 . (12)

Es lässt sich leicht überprüfen, dass (12) der Rotationsachse in (8) entspricht.
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6. Die drei starren Stäbe AB, BC und CD sind reibungsfrei gelenkig miteinander ver-
bunden und entsprechend der Skizze gelagert. Stab BC ist ein Halbkreis mit Radius
R. Die Schnelligkeit von Punkt B beträgt |vB| = v. Vom Punkt D weiss man, dass er
sich mit der Geschwindigkeit v nach oben bewegt. Alle Stäbe bleiben in der gezeich-
neten Ebene.

Was für eine Bewegung beschreibt der Stab BC momentan?

Lösung :

Wir bestimmen die Einheitsvektoren eBC und eCD als

eBC =

√
2

2

(
1
1

)
; eCD = ey =

(
0
1

)
. (1)
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Um jetzt vB und vC zu bestimmen, wenden wir den SdpG auf die Stäbe CD und BC
an:

vC · eCD = vD · eCD(
vCx

vCy

)
·
(
0
1

)
=

(
0
v

)
·
(
0
1

)
⇒ vCy = v.

(2)

vB · eBC = vC · eBC(
0
vB

)
·
(√

2
2√
2
2

)
=

(
vCx

v

)
·
(√

2
2√
2
2

)
⇒ vB = v + vCx.

(3)

Wir können also 2 verschiedene Fälle unterscheiden:

• Falls vCx = 0 und demzufolge vB = v, führt BC eine momentane Translation
aus;

• Falls vCx = −2v und daher vB = −v, dann beschreibt BC eine momentane
Rotation um Punkt Z.
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7. Betrachten Sie das unten skizzierte Planetengetriebe. Das Sonnen- (S), Planeten- (P)
und Ringzahnrad (R) haben die entsprechenden Radii aS, aP und aR (siehe Skizze).
Der Stab A verbindet die zwei Planetenzahnräder und kann frei drehen. Das Ring-
zahnrad (R) ist fix und das Sonnenzahnrad (S) rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit
ωS. Die Winkelgeschwindigkeiten sind im Gegenuhrzeigersinn positiv definiert (siehe
Skizze).

7. (Homework Problem) Consider the planetary gear system sketched in the figure. The
sun, planet and ring gears have radii aS, aP , aR, respectively. The bar A connects
the centers of the two planet gears. The ring is fixed. The sun gear is rotating at
angular velocity ωS.The positive direction for the rotation is indicated in the sketch.

S

R
P

P

aP

aS

aR

aP

!S

!P

!P

+

!A

A

1. What is the ratio ωP

ωS
between the angular velocities of the planet gears and the

sun gear?

(a)
ωP

ωS

= − aS
2aP

(b)
ωP

ωS

=
aS

4aP

(c)
ωP

ωS

= − aS
aR + aP

(d)
ωP

ωS

=
aP
2aS

(e)
ωP

ωS

=
2aR
aP

2. What is the ratio ωP

ωA
between the angular velocities of the planet gears and the

bar?

(a)
ωP

ωA

= 2

(b)
ωP

ωA

= −1

(c)
ωP

ωA

= − aP
aP + aS

(d)
ωP

ωA

= −aP + aS
aP

(e)
ωP

ωA

=
2aP

aP + aS

Solution:

1. We refer to the configuration shown in the figure. In this case, the position
vectors of the contact points between the gears have only a non-zero component

151-0503-00 Dynamics - Exercise 6

Dr. Paolo Tiso

1. Was ist der Zusammenhang ωP

ωS
zwischen den Winkelgeschwindigkeiten des Planeten-

und Sonnenzahnrades?

(a)▶ ωP

ωS
= − aS

2aP

(b) ωP

ωS
= aS

4aP

(c) ωP

ωS
= − aS

aR+aP

(d) ωP

ωS
= aP

2aS

(e) ωP

ωS
= 2aR

aP

2. Was ist der Zusammenhang ωP

ωA
zwischen den Winkelgeschwindigkeiten der Pla-

netenzahnräder und Stab A?

(a) ωP

ωA
= 2

(b) ωP

ωA
= −1

(c) ωP

ωA
= − aP

aP+aS

(d)▶ ωP

ωA
= −aP+aS

aP

(e) ωP

ωA
= 2aP

aP+aS
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Lösung :

1. Um den Lösungsweg zu vereinfachen werden die Zahnräder in der abgebildeten
Position betrachtet. In diesem Fall ist die Geschwindigkeit aller Punkte auf der
vertikalen Mittelachse horizontal ausgerichtet (siehe untere Skizze). Das System
kann logischerweise auch in jeder anderen Position vektoriell gelöst werden, der
Berechnungprozess wird aber deutlich komplizierter.

Dv

0Bv =

Cv

0Av = A

B

C

D

Sonne

Planet

S

P

Die Geschwindigkeiten der Berührungspunkte können einfach durch die Starr-
körperformel berechnet werden. Da es sich um Zahnräder handelt, muss rollen
ohne gleiten an jedem Berührungspunkt gelten und damit müssen die Geschwin-
digkeiten an solchen Punkten auf beiden Körpern gleich sein.

Die Geschwindigkeit im Punkt D kann wie folgt durch ωS vom Sonnenzahnrad
ermittelt werden (positiv nach links, siehe Skizze):

vD = ωSaS (4)

Mit B als Momentanzentrum vom Planetenzahnrad und ωP als Winkelgeschwin-
digkeit kann vD in ähnlicher Art und Weise berechnet werden:

vD = −ωP2aP (5)

Beim Gleichsetzen von vD kann man ωP

ωS
erhalten:

−ωP2aP = ωSaS ⇒ ωP

ωS

= − aS
2aP

(6)
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2. Dasselbe Verfahren kann auch für Teil 2 angewendet werden:

Cv

0Av =
A

C

Sonne

Planet

P

A

Stab A

Geschwindigkeit im Punkt C anhand Planetenzahnrad (positiv nach links, siehe
Skizze):

vC = −ωPaP (7)

Geschwindigkeit im Punkt C anhand Stab A:

vC = ωA(aP + aS) (8)

Beim Gleichsetzen von vC kann man ωP

ωA
erhalten:

−ωPaP = ωA(aP + aS) ⇒ ωP

ωA

= −aP + aS
aP

(9)
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8. Das folgende System besteht aus 9 gelenkig miteinander verbundenen Stäben, siehe
Skizze. Die Punkte E und G sind fix und Punkt F kann sich nur horizontal bewegen.
Die Längen der Stäbe sind in der Skizze angegeben.

A

B C D

E F G

l l

l

l

l

Was ist der Freiheitsgrad des Systems?

(a)▶ 0

(b) 1

(c) 2

(d) 3

(e) 4

Lösung :

Wir bezeichnen mit n die Summe der Freiheitsgrade der einzelnen Körper und mit b
die Anzahl der (linear unabhängigen) Bindungsgleichungen. Dann erhalten wir den
Freiheitsgrad jedes Systems als

f = n− b (1)

Bei Fachwerken wie in dieser Übung kann der Freiheitsgrad systematisch in 4 Schritten
berechnet werden: Freiheitsgrade der Stäbe, Bindungen aus Lagern, Bindungen aus
Gelenken, alles zusammenzählen.

1. Das System besteht aus 9 Stäben, wobei jeder 3 Freiheitsgrade (2 translatorisch,
1 rotatorisch) besitzt:

n = 9 · 3 = 27 (2)

2. Für die Lager in den Punkten E und G werden jeweils 2 Bindungen (horizontal
+ vertikal) berechnet:

bEG,Lager = 2 (3)

Für das Rollager im Punkt F wird 1 Bindung (vertikal) berechnet:

bF,Lager = 1 (4)
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Das ergibt insgesamt für die Lager:

bLager = 2 ∗ bEG,Lager + 1 ∗ bF,Lager = 2 ∗ 2 + 1 = 5 (5)

3. Für jedes Gelenk werden dann (Anzahl verbundene Stäbe − 1) ∗ 2 Bindungen
berechnet.

Das bedeutet für die Punkte D, E, F und G:

bDEFG = (2− 1) · 2 = 2 (6)

Für die Punkte A und B:

bAB = (3− 1) · 2 = 4 (7)

Und für Punkt C:

bC = (4− 1) · 2 = 6 (8)

Insgesamt erhaltet man für die Gelenke:

bGelenk = 4 ∗ bDEFG + 2 ∗ bAB + 1 ∗ bC = 4 ∗ 2 + 2 ∗ 4 + 1 ∗ 6 = 22 (9)

4. Für das ganze System kann dann der Freiheitsgrad durch Gleichung 1 berechnet
werden:

f = n− bLager − bGelenk = 27− 5− 22 = 0 (10)

Bemerkung: Bei einfachen Systemen mit wenigen Freiheitsgraden (z.B. 0 bis 2) kann
man die Aufgabe auch durch kurzes Überlegen lösen. In diesem Fall könnte man versu-
chen Punkt D horizontal zu bewegen, da Punkt G eine vertikale Bewegung einschränkt.
Das ist vom Punkt A beschränkt. Dann versucht man Punkt A zu bewegen und so wei-
ter bis man z.B. auf einem fixen Lager (wie in E in diesem Beispiel) landet oder auf
einen freien Punkt stösst.
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