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1. Die gezeigten Systeme bestehen aus denselben 3 gelenkig verbundenen Stdben. Der
einzige Unterschied zwischen den Systemen liegt in den unterschiedlichen Lagern.

NI
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Welche der gezeigten Systeme haben den Freiheitsgrad 27

Losung:

Wir bezeichnen mit n die Summe der Freiheitsgrade der einzelnen Korper und mit b
die Anzahl der (linear unabhéngigen) Bindungsgleichungen. Dann erhalten wir den
Freiheitsgrad jedes Systems als

f=n-—0. (1)

Alle Einzelkoérper der Mehrkorpersysteme liegen in der Ebene, also besitzt jeder Kor-
per 3 Freiheitsgrade (2 translatorisch, 1 rotatorisch). Da jedes System aus 3 Kérpern
besteht, ergibt sich die Summe der Freiheitsgrade als

n=3-3=09. (2)

Durch die Verbindungen der einzelnen Elemente reduzieren sich die Bewegungsmog-
lichkeiten im System, d.h. die Freiheitsgrade verringern sich um die Anzahl der kine-
matischen Bindungen b.

e System A: b=7 = f=9-7=2
e System B: b=38 = f=9-8=1
e System C" b=9 = f=9-9=



e System D: b=38 = f=9-8=1

Beispiel: Fiir System D konnen die Bindungsgleichungen wie folgt aufgestellt werden

By
By
Bl

02 CL’AZO TB, = TBy Toy, = Loy JZD:O

A 82 Ya = YB, = YBs Yo, = Yo Yp = 0

wobei By, By und Cy, C3 zu By, By bzw. zu By, B3 gehoren.

Alternative: Man kann das in der vorherigen Ubung erklirte Verfahren fiir Fachwerke
benutzen:

1. Das System besteht aus 3 Stében:

n=3-3=9 (3)
2. Das System ist zweimal gelenkig gelagert:

brager = 2 bGetenkiager = 22 =4 (4)

3. Es gibt 2 Gelenke mit jeweils 2 Stdben (das gilt auch fiir Punkt C, da ein Stab
einfach durchgehend ist und darum als 1 Korper bezeichnet werden kann):

bGelenk =2- b2 Staebe — 2. ((2 - 1) : 2) =4 (5)
4. Somit erhalten wir insgesamt:
f:n_bLager_bGelenk:9_4_4:1 (6)

Die weiteren Systeme kénnen mit dem selben Verfahren berechnet werden.



2. Ein Eisenbahnrad rollt mit der Rotationsschnelligkeit w ohne zu gleiten. Die Radien

r1 und 7o sind geméss Abbildung gegeben.

Was ist die Geschwindigkeit des obersten Punktes A bzw. des untersten Punktes B

des Radkranzes?

(a) va=2rqwe,; Vp=-—-Twe,

(b) va=(ro+rwey; vp=(ra+m)we,

(¢) va=2rowe,; vp=-—2rwe,

(d) va=rwe, +rwey; vp=-—Twe, +riwe,
(e) va=(ra+mwe,; vp=—(rg—rjwe,
Losung:

Da das Eisenbahnrad rollt, ist die Geschwindigkeit im Beriihrungspunkt C' null und

daher ist C' das Momentanzentrum.

Der Abstand zwischen B und C' ist einfach ro — 71, widhrend der Abstand zwischen A
und C' r2 + r1 ist. Die Geschwindigkeiten sind entsprechend der Rotationsgeschwin-
digkeit in Richtung e, bzw. —e,, wie in der Skizze dargestellt.

A’ V4 _
7, |
‘ ro + 11
ro
€y C
Of g L
‘ T —T1
e, € VBHé """""""""""""""""
Daraus ergibt sich
Vg = (?”2 + Tl)wem; Vg = —(Tg - rl)wex, (1)

somit ist Aussage (e) richtig.



3. ! Ein Wiirfel fithrt eine reine Rotation beziiglich des Bezugssystems {O, e,, e,, €.}
aus. In der gezeichneten speziellen Lage des Wiirfels fallen die Kanten AB, AD und
AFE mit den Achsen e,, e,, bzw. e, des Bezugssystems zusammen. In dieser speziellen
Lage sind die Geschwindigkeiten der Punkte G bzw. H in kartesischen Komponenten
gegeben:

—v VHzx
voe=1[ v |; Vg = 0
0 —v

wobei die x-Komponente von vy unbekannt ist.
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1. Bestimmen Sie die x-Komponente von vyg.

2. Bestimmen Sie die Rotationsgeschwindigkeit w und die Geschwindigkeit v 4 des
Punktes A.

Losung:

1. Die x-Komponente von vy kann mit dem SdpG (G — H) bestimmt werden:

—v VHqz 1
0= (vg—vy) egg = v |—1 0 0] =—v—vy,
0 —v 0
—v
= vgy,=—-v = vg=120
—v

(1)
Bemerkung: Alternativ kann die x-Komponente von vy auch mittels Starrkor-
performel mit noch unbekannter Rotationsgeschwindigkeit w bestimmt werden:

Vg =Vg +w X gy

—v Wy —a —v (2)
= v |+ |w]| X 0| =1[v—aw,
0 W, 0 AWy
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Vergleichen von (2) mit der gegebenen Koordinaten von vy liefert vy, = —v
und folglich dasselbe Ergebnis als (1).

2. Zur Bestimmung der Rotationsgeschwindigkeit w wir benutzen die Starrkorper-
formel:

—v —v Wy —a —v
Vg =VgtwXrgg = O )l=1v |+lw]|x|O0]|=|v—aw,
—v 0 W 0 awy

Aus (3) kénnen die Komponenten w, und w, berechnet werden als

O=v—-aw, = wZ:E;
¢ (4)

v
-V =aw, = wyz—a.

Der Wiirfel fiihrt eine reine Rotation aus, hat also keine Geschwindigkeitskom-
ponente in Rotationsrichtung. Die zweite Invariante /5 muss demnach verschwin-
den, womit die Komponente w, festgelegt werden kann

Wy —v U2
O=L=w-vg=|-v/a| - | v | =-vw, — —
v/a 0 @ (5)
v
= w, = ——.
a

Die Rotationsgeschwindigkeit ist also

—1 v
1

Die Geschwindigkeit in A wird aus der Starrkorperformel erhalten als

—v -1 —a\ —v 4 2v v
va=vgtwxrga=| v |+|-1|x|—-a|-=| v=2v | =|-v]. (7)
0 1 —a) 0 0



4. ? Es sei ein gerades, hexagonales Prisma gegeben. Die Linge des Prismas betrigt
2a und die Seitenldngen der hexagonalen Grundfliche betragen a. Zu einem gewis-
sen Zeitpunkt hat die Geschwindigkeit des Punktes S den Betrag 2v/3v und zeigt in
Richtung rgy, und die Geschwindigkeit im Punkt D hat den Betrag 2v und zeigt in
Richtung rpc. Zuséatzlich ist zu diesem Zeitpunkt bekannt, dass in E die Geschwin-
digkeitskomponente in z-Richtung verschwindet und die Ebene F'ETU parallel zur
(e, e,)-Ebene liegt.

1. Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes der projizierten Geschwindigkeiten fiir diesen
momentanen Bewegungszustand die Geschwindigkeit im Punkt FE.

2. Bestimmen Sie die Kinemate im Punkt E.

3. Von welchem Typ ist dieser momentane Bewegungszustand? Geben Sie eine
mathematische Begriindung an.

Losung:

1. Unter Anwendung vom SdpG (D — E) erhalten wir

VEz 0 0
0= (Vg —vVp) -rpgp = gy | —2v | —1/2 1 -1/2]a
0 —V/3/2 V3/2
(1)
VEz 0
=|vey+v|-|-1/2|a=za2v—vg,) = vg, =20

V3u V3/2

Wenden wir nochmals den SdpG an (S — E), dann erhalten wir

Vg 0 2
* 2v3
0= (vg —vVg) rsp = 20 | — V3v —3/2 |1 -1/2]a

0 V3 V3/2 V3/2

(2)

VEx 2
=|2v+3v |- | -1/2 | a=a2vg, —4v) = ovg, =20.

—V3v V3/2
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Aus (1) and (2) und unter Beriicksichtigung von vg, = 0 erhalten wir

Vg =

(3)

|
SEVCEN
S

2. Wir wenden die Starrkorperformel fiir die Punkte S und D an, welche wie folgt
lautet:

Vg =Vp+w XTIpg << Vg—Vp=w XTIpg, (4)

also ergibt sich

0 Wy 2
Vp—Vg=wWwW XTrgp = —v+ 3v =|w, | x[0]a
—V/3v — V30 W, 0
0 0 (5)
= 2v =1 2aw,
=NED —2aw,
= Wy = \/gg; W, = g.
a a

Analog fiir Punkte D und E bekommmen wir

2v Wy 0
VE—Vp=w XTI'pg = 20+v | = [V3v/a| x| -1/2]a
V3v v/a \/5/2
20 3v/2+v/2 (6)
= v | = —awm\/§/2
\/gv —2aw,

= Wy = —2\/59.
a

Aus (5) und (6) erhalten wir die Rotationsgeschwindigkeit als

_2\/§
V3
1

w

(7)

Die Kinemate in E ist dann {vg, w}.

Hinweis: Es ist nicht mdglich mit gegebenen vg — vp und rpg die Rotationsge-
schwindigkeit w eindeutig zu bestimmen, da verschiedene w Gleichung (4) er-
fillen, wie in der folgenden Abbildung dargestellt ist. Darum muss (4) mehrfach
angewendet werden.



3. Die zweite Invariante wird berechnet als

—2V/3 2\ 5
v 2v 3v
L=w-vg= V3 |2 —:—\/_ (8)
1 0] @ a

Also ist der momentane Bewegungszustand eine Schraubung, da w # 0 und
I, # 0.



5. Auf der Ebene z = 0 (kartesisches Koordinatensystem) gleitet ein starrer Drehzylinder
(Radius R, Lénge 2R) so, dass der Zylinder auf seiner Mantelfliche aufliegt. Der
Bewegungszustand wird durch die Geschwindigkeiten v4 = ve, , vg = 2ve, und
ve = —ve, der Punkte A, B und C beschrieben. Der Punkt A stimmt mit dem
Ursprung des Koordinatensystems iiberein.

eZ A/ 2R

R

\B]
A\\ eZ

Gleiten ohne Reibung

1. Zeigen Sie, dass die Rotationsgeschwindigkeit w keine y-Komponente haben kann
und daher die Bewegung eine momentane Rotation ist.

2. Welches w und welche momentane Rotationsachse hat der Zylinder?

Losung:

1. Wir benutzen die Starrkérperformel fiir die Punkte A und C bzw. B und A:

VoA =Veo+wXTcoa

0 0 Wy 0 —2Rw,
v =|-v]|+|wy | X 0 = | —v+ 2Rw, (1)
0 0 W, —2R 0

= Wy = %; wy =0

VA =Vp+wXrga

0 0 & —2R 0
v)l=12v|+| 0] X 0 =|2v—-2Rw,+v (2)
0 0 W, —R 0
N v
W, = —=.
R
Die Rotationsgeschwindigkeit ist dann
v 1
=—|0]. 3
=g |0 3)
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2. Die Geschwindigkeit auf der Rotationsachse ist

0\ [1/v2
Vy=Va-—=|v] - 0
Wl Ao 1/v2
Diese Bewegung entspricht einer Rotation, da die zweite Invariante I = 0 (keine
Bewegung in Richtung der Rotationsachse).

=0 = bL=viq-w=0. (4)

Wir bezeichnen mit IV einen Punkt auf der Rotationsachse mit vy = (74, 7y, 7,)".
Dann ist vy geméss Starrkorperformel

Vi = VA +w X aw

0 0 y 1 Ty —ry/R
0] =1v +E Ofx|{ry,]|=v|{14+r,/R—71,/R (5)
0 0 1 T, ry/R

= 0=1+%—% = r=R+ry; 1,=0

Die Richtung der Rotationsachse kann aus w hergeleitet werden als

1/v/2
e,=— = 0
|w‘ 1/\/§

wir finden die Rotationsachse als

; (6)

T 1/\/§ Ty R
r(p) =rw+p e, = 0 +p'| 0 | = 0 +p |0, (7)

wobei im letzten Schritt der Faktor 1/ V2R ausgeklammert und in die neue
Laufvariable p = p'/v/2R miteinbezogen wurde. Wir diirfen in diesem Fall 7,
beliebig wahlen; wenn wir z.B. r, = 0 setzen, ergibt sich:

0 R
rp)=10]+p|0]. (8)
R R

und graphisch dargestellt (die Rotationsachse befindet sich in der x-z-Ebene):

’,
g
%

A
/'// ‘
//

Rotationsachse

_C |

\ v\ €/ 2 /’ ‘
r(p) ! \ R
A \ ey

Gleiten ohne Reibung




Alternative: Fiir einen Punkt W auf der Rotationsachse muss gelten, dass

(9)

w X vy =0.
Wenn wir die Starrkorperformel (5) in (9) einsetzen, erhalten wir
wX (Va+twxraw)=0

wWXVa+twX (wXray)=0

WX Vy+ (W-Taw)w —wWray =0

(10)

Wir konnen jetzt den Punkt W so wéhlen, dass w L rup gilt. Damit kann (10)

nach r 4 aufgelost werden und wir erhalten

W X Vy
raw =Tw = 2
v 1 0
E 0 X v
B 1 0o/ R _O“
n 202 2w (11)
b v
RQ
R -1
= T'w = — 0
2\ 1

Die Parameterdarstellung der Rotationsachse kann konstruiert werden, indem

wir zu ry den Vektor e, multipliziert mit einem Skalarparameter p addieren:
~R/2 1/v/2
0

r(p) =rw +pe, = 0 +p

R/2 1/v/2

(12)

Es lésst sich leicht tiberpriifen, dass (12) der Rotationsachse in (8) entspricht.
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. Die drei starren Stdbe AB, BC' und C'D sind reibungsfrei gelenkig miteinander ver-
bunden und entsprechend der Skizze gelagert. Stab BC' ist ein Halbkreis mit Radius
R. Die Schnelligkeit von Punkt B betrégt |vg| = v. Vom Punkt D weiss man, dass er
sich mit der Geschwindigkeit v nach oben bewegt. Alle Stdbe bleiben in der gezeich-
neten Ebene.

|

I

I
(@
o

Lo B

Was fiir eine Bewegung beschreibt der Stab BC' momentan?

Losung:

€cD

Wir bestimmen die Einheitsvektoren eg- und ecp als
epc = Q . ecp =€, = 0 (1)
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Um jetzt vp und v zu bestimmen, wenden wir den SdpG auf die Stabe C'D und BC'
an:

Vo -€cp = VD - €cp

() ()= ()-O) 2

= Ugy = .

VB *€pc = V¢ - epc
V2 V2
0N (5o (vee) (5 (3)
B ﬁ v ﬁ
2 2
= U =V + Vog-

Wir konnen also 2 verschiedene Féalle unterscheiden:

e Falls vo, = 0 und demzufolge vg = v, fiihrt BC' eine momentane Translation
aus;

e Falls vo, = —2v und daher vg = —v, dann beschreibt BC eine momentane
Rotation um Punkt Z.

14



7. Betrachten Sie das unten skizzierte Planetengetriebe. Das Sonnen- (S), Planeten- (P)
und Ringzahnrad (R) haben die entsprechenden Radii ag,ap und ag (siehe Skizze).
Der Stab A verbindet die zwei Planetenzahnrider und kann frei drehen. Das Ring-
zahnrad (R) ist fix und das Sonnenzahnrad (S) rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit

wg. Die Winkelgeschwindigkeiten sind im Gegenuhrzeigersinn positiv definiert (siehe
Skizze).

1. Was ist der Zusammenhang Z—I; zwischen den Winkelgeschwindigkeiten des Planeten-
und Sonnenzahnrades?

- () =g
(b) 2 =
(0) 2 =
(@) 2 =gt
(0) 22 =t

2. Was ist der Zusammenhang Z—Z zwischen den Winkelgeschwindigkeiten der Pla-
netenzahnréader und Stab A?

(a) 22 =
(b) 22 = -1
(c) 2 = o

- () = s
() 2 = 225

15



Losung:

1. Um den Losungsweg zu vereinfachen werden die Zahnréder in der abgebildeten
Position betrachtet. In diesem Fall ist die Geschwindigkeit aller Punkte auf der
vertikalen Mittelachse horizontal ausgerichtet (siehe untere Skizze). Das System
kann logischerweise auch in jeder anderen Position vektoriell gelost werden, der
Berechnungprozess wird aber deutlich komplizierter.

Wp

Planet
\ws

Sonne

Die Geschwindigkeiten der Beriithrungspunkte kénnen einfach durch die Starr-
korperformel berechnet werden. Da es sich um Zahnrdader handelt, muss rollen
ohne gleiten an jedem Beriihrungspunkt gelten und damit miissen die Geschwin-
digkeiten an solchen Punkten auf beiden Kérpern gleich sein.

Die Geschwindigkeit im Punkt D kann wie folgt durch wg vom Sonnenzahnrad
ermittelt werden (positiv nach links, siche Skizze):

VUp = Wsag (4)

Mit B als Momentanzentrum vom Planetenzahnrad und wp als Winkelgeschwin-
digkeit kann vp in dhnlicher Art und Weise berechnet werden:

Up = —wPQCLp (5)
Beim Gleichsetzen von vp kann man 2:—1; erhalten:

wp as
—wp2ap = wgag = — = ——— (6)
Wwg 2ap
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2. Dasselbe Verfahren kann auch fiir Teil 2 angewendet werden:

Sonne

> Stab A
Geschwindigkeit im Punkt C anhand Planetenzahnrad (positiv nach links, siehe
Skizze):

ve = —Wpap (7)
Geschwindigkeit im Punkt C anhand Stab A:

ve = walap + ag) (8)
Beim Gleichsetzen von ve kann man Z—Z erhalten:

w ap+a
—Wwpap = (,UA(CLP + as) = “r = — P S (9)
wA ap
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8. Das folgende System besteht aus 9 gelenkig miteinander verbundenen Stédben, siche

>

Skizze. Die Punkte £ und G sind fix und Punkt F' kann sich nur horizontal bewegen.
Die Langen der Stdbe sind in der Skizze angegeben.

A

Losung:

Wir bezeichnen mit n die Summe der Freiheitsgrade der einzelnen Korper und mit b
die Anzahl der (linear unabhéngigen) Bindungsgleichungen. Dann erhalten wir den
Freiheitsgrad jedes Systems als

f=n—b (1)

Bei Fachwerken wie in dieser Ubung kann der Freiheitsgrad systematisch in 4 Schritten
berechnet werden: Freiheitsgrade der Stdbe, Bindungen aus Lagern, Bindungen aus
Gelenken, alles zusammenzéahlen.

1. Das System besteht aus 9 Stédben, wobei jeder 3 Freiheitsgrade (2 translatorisch,
1 rotatorisch) besitzt:

n=9.3=297 (2)

2. Fiir die Lager in den Punkten E und G werden jeweils 2 Bindungen (horizontal
-+ vertikal) berechnet:

bEG,Lager =2 (3>
Fiir das Rollager im Punkt F wird 1 Bindung (vertikal) berechnet:
bF,Lage'r =1 (4-)
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Das ergibt insgesamt fiir die Lager:
bLager = 2% bEG,Lager + 1% bF,Lager =2%2 + 1=5 (5)

3. Fiir jedes Gelenk werden dann (Anzahl verbundene Stdbe — 1) * 2 Bindungen
berechnet.

Das bedeutet fiir die Punkte D, E; F und G:

bDEFG:<2_1)'2:2 (6)
Fir die Punkte A und B:

bap=(3-1)-2=4 (7)
Und fiir Punkt C:

be=(4—1)-2=6 (8)
Insgesamt erhaltet man fiir die Gelenke:

bGetent = 4*bpprc +2%bap+1xboc =4%x2+2x4+1%6 =22 9)

4. Fiir das ganze System kann dann der Freiheitsgrad durch Gleichung 1 berechnet
werden:

f =nNn — bLager — bGelenk =27T—-5-22=0 (10)

Bemerkung: Bei einfachen Systemen mit wenigen Freiheitsgraden (z.B. 0 bis 2) kann
man die Aufgabe auch durch kurzes Uberlegen losen. In diesem Fall konnte man versu-
chen Punkt D horizontal zu bewegen, da Punkt G eine vertikale Bewegung einschrankt.
Das ist vom Punkt A beschrinkt. Dann versucht man Punkt A zu bewegen und so wei-
ter bis man z.B. auf einem fizen Lager (wie in E in diesem Beispiel) landet oder auf
einen freien Punkt stosst.
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