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1. Das folgende System besteht aus 8 gelenkig miteinander verbundenen Stében (siehe

Skizze). Die Punkte C und E sind durch Rolllager auf eine horizontale bzw. vertikale

Bewegung beschrankt. Die Langen der Stébe sind in der Skizze angegeben.

A B

c 5 X
E
| |

Wie gross ist der Freiheitsgrad des Systems?

Losung:

Der Freiheitsgrad des Systems kann wie folgt berechnet werden:

J =1 — brager — bGetenke
Es gibt 8 Stébe:
n=8-3=24
2 Rolllager:
brager =2-1=2
2 Gelenke mit 2 Stdben und 4 Gelenke mit 3 Stdben:

basie = (2—1)-2=2
byswe = (3—1)-2=14
bgetenk =2-2+4-4=20

Insgesamt erhalt man:
f=24—-2-20=2

Antwort (c) ist somit richtig.



. Das unten skizzierte System besteht aus 11 gelenkig miteinander verbundenen Sté-
ben. Die entsprechenden Langen sind in der Skizze angegeben. Punkt E ist gelenkig
gelagert, die Punkte F und H sind durch Rolllager auf eine horizontale bzw. vertikale
Bewegung beschrankt. Die Kraft F' greift im Punkt G an und der Stab BE hat die
Winkelgeschwindigkeit w.

A

» (a) wegy =0

(b) wep =w
(¢) wegyg = —w
(d) wgy = 2w
(e) wem = b)

(a) P =

(b) P=—vF

(¢c) P=wlF

(d) P=—wlF
> (e) P=2wlF
Losung:

1. Das System besteht aus zwei Parallelogrammen BCEF und CDGH, die durch
einen starren Kérper ABCD miteinander verbunden sind. Stab EF ist durch
die Lager fixiert, woraus wgr = 0 folgen muss. Dank der Parallelogrammre-
gel (gegeniiberliegende Stébe auf demselben Parallelogramm haben die gleiche
Winkelgeschwindigkeit) ergibt sich:

wpr = wapcp = wga = 0 (1)



2. Die folgende Skizze zeigt den grafischen Losungsprozess:

(a) Stab CF hat dieselbe Winkelgeschwindigkeit wie Stab BE und das Momen-
tanszentrum in F (siehe Skizze). Daraus kann man die Geschwindigkeit in
C berechnen:

ve = w- V2 = V2wl (2)

(b) Da Stab GH eine reine Translation ausfiihrt (wgg = 0), muss die Geschwin-
digkeit in G gleich der in H sein, weshalb vg vertikal sein muss. Wegen des

SvM oder des SdpG auf Stab CG, kann die Geschwindigkeit im Punkt G

bestimmt werden:
SdpG:

ve - cos45° = V2wl = vg = 2wl (3)
SvM (Momentanzentrum in F):

" V2wl
CG — — = —
V21

(c) Zum Schluss ergibt sich die Leistung als (positiv, da beide Vektoren nach
unten zeigen):

w = Vg = Wea - 20 = 2wl (4)

P=F 2wl=2wlF (5)



3. ! An einem Wiirfel mit der Seitenlinge a greifen die gezeichneten Kriifte vom Betrag
F, ,Fg und F¢ an. Die Kraft F¢ verlauft parallel zur e,-Achse.

e

z

1. Berechnen Sie die Momente dieser Kréfte beziiglich der Punkte O und A.

2. Bestimmen Sie die Absténde der drei Kraft-Wirkungslinien von O und A. Be-
rechnen Sie daraus die Betrdge der Momente und vergleichen Sie diese mit den
Betrégen der oben berechneten Momente.

Losung:

1. Die Momente der Kréifte F4, Fg und F¢ beziiglich O werden berechnet als

o O
X
O =
N
(e}
)

A
MOII'OAXFAI

S
|
—_

Mg:rOB XFB: 0 X 1 —FB— -1 —aFB (2)
3
0 1 1
a 1 0
MS =roc xFo=[a|l x[0|Fe=| 1 |aFe (3)
a 0 -1

Die entsprechende Betrige sind dann

V2

Mg = [Mg| = — o (4)
6
Mg = Mg = Yoar, (5)
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MG = [MS| = V2aFe. (6)

Analog erhélt man fiir die Momente der Kréfte beziiglich A

0
M4A=0= {0 (7)
0

a —1 1
3 3
M2 — s xFo= [0 | x [ 1) 3= (0] Vur, (8)
3 3
—a 1 1
a 1 0
MS =racxFe=[a]| x|0|Fo=| 0 |aFe (9)
0 0 ~1
und fiir deren Betrage
My = M4 =0 (10)
6
ME - M5 = Yo, (1)
M§ = |[MS| = aFp. (12)

Alternativ kann man fiir die Berechnungen der Momente beziiglich A die Momenten-
Transformationsformel verwenden, die fiir zwei beliebige Punkte O und P wie
folgt lautet:

sz = Mlo +Trpo X F,; (13)

wobei F; die angreifende Kraft, deren Moment wir berechnen méchten und rpp
der Abstandsvektor von Punkt P nach Punkt O ist. Der Index i bezeichnet die
Kraft, dessen Moment wir berechnen wollen. Wir wenden diese Formel an den
Momenten beziiglich Punkt O an, welche wir bereits im ersten Teil der Aufgabe
berechnet haben, und erhalten

MﬁZMé—i—I’A()XFA

0 0 1
5 5
— |1 \/T_CLFAJr ol x| o £FA
0 —a —1
0 0 (14)
5 5
— |1 \/T_aFA— 1 \/T_aFA
0 0



0 0 ~1
3 3
= [ -1 %aFBnL 0 x| 1 %

0 !
3 3 15

B £aFme 1 £aFB (15)
0

1 3 3
1
3
= 0 %(ZFB
1
M = M§ +rpe x Fo
0 0 1
= 1 aFo + 0 x | 0] Fo
-1 —a 0
= 1 |aFc+ | 1| afFe
—1 0
0
= 0 CLFC
—1

Wir sehen, dass beide Losungswege zu identischen Ergebnissen fiihren.

2. Der Abstand d5” einer Geraden BD zum Punkt A kann mit dem Kreuzprodukt
berechnet werden als

dﬁD = ’I‘AB X eBD’ = ‘I'AD X eBD|. (17)

e:

TA Fip D

BD
di

déB:|rOA><eAB|: 0] x 0 — | = 1 a = a (18)

Q o
| -
—
S
(e )
&
|
[\



a —1 0
3 3 6
ng = ’rOB X eBD| = 0 X 1 \/—_ = 1 \/—_CL = i_CL (19)
3 3 3
0 1 1
a 1
d5¢ = lroc xepcl=||a | x [O||=]| 1 ||a=V2a (20)
a 0 -1
Die Betréige der Momente sind dann
2
MA = dABF, = %aFA (21)
6
ME = BPFy = %wB (22)
M§ = d5°Fp = V2aF¢ (23)

Analog erhélt man die Abstédnde der Wirkungslininen beziiglich A als

dﬁB: |I'AA ><eA3| =0 (24)

a -1 1
3 3 6

dﬁD = |rAB X €epp| = 0 X 1 \/?_ = 0 ga = %a (25)
—a 1 1
a 1 0

di° =Jrac xepcl=|la] x|[0||=][ 0 ||a=a (26)
0 0 —1

und die Betrdge der Momente als

M4 = dABE, =0 (27)
6

MB = 48Py — \/?_aFB (28)

MY = d5°F¢ = aFg (29)

Die Betriage der Momente sind also gleich wie im Teil 1. der Aufgabe.

Bemerkung: Die Abstinde d5P,d5¢, d4P,dQ° kann man auch gleich aus der
Zeichnung ablesen.



4. % Ein Kreiszylinder mit dem Radius R und der Hohe 2R dreht sich mit der Rotati-
onsschnelligkeit w um die z-Achse. Auf ihn wirken die drei Kréfte F4, Fg , und F¢
mit den Betrégen F, F bzw. v2F. Die beiden Krifte F4 und Fp greifen radial unter
einem Winkel von o = 45° an. Die Kraft F¢ verlauft parallel zur e,-Achse.

R

k2

e i T

H‘_,_.--"‘"_y‘_r E:ﬁ “--‘-'\I(;} e
\”“nﬂ_____j#\‘
A
Eu F‘l

Die Leistungen dieser Kréfte konnen auf zwei Arten bestimmt werden:

1. Zur Berechnung der Leistungen diirfen die Kréafte langs ihrer Wirkungslinien ver-
schoben werden. Wahlen Sie Punkte auf den Wirkungslinien, deren Geschwin-
digkeiten einfach zu berechnen sind. Ermitteln Sie daraus die Leistungen der
drei Kréfte.

2. Berechnen Sie die Momente der Kréfte beziiglich O und daraus die Leistungen.

Losung:

1. Die Kraftangriffspunkte von F; und F, werden entlang ihrer Wirkungslinie ver-
schoben, nach N bzw. nach M. Die Leistungen der Kréfte werden berechnet
als

—/2/2 0 V2
P1:F1'VN:F \/5/2 | wR ZTFWR, (1)
0 0
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Py=Fy-vy=F |2/2 wR ZTFUJR; (2)
0 0
0 0
Py=F; - ve=F|v2] -|2wR | =2V2FwR; (3)
0 0
Die Gesamtleistung ergibt sich als
2 2
P=P +P+P= \/T_FwR + \/T_FUJR +2V2FwR = 3V2FwR.  (4)

2. Die Momente der Kréfte beziiglich O kénnen erhalten werden als

1_\/5/2 _\/5/2 0 \/§
My =roaxFi=R| v2/2 | x| v2/2 |F=10 7RF; (5)
0 0 1

1++v2/2 V2/2 AWV
M} =ropxFo=R| 2/2 |x|V2/2|F=1]2 - RF: (6)
2 0 1

2 0 —1
M =rocxFs=R[0]| x [V2| F=| 0 | V2RF; (7)
1 0 2

Die entsprechenden Leistungen sind dann

0\ /0
7
Pi=M) w= V2eelo] (o] = gRFw; (8)

2 1 w

Va2 (O 2

Po=M% - w=-""Rr| 2| -|0]=X2RFu; (9)
2 1 2
1 0
Py=M: . -w=+v2RF| 0 0| =2v2RFw. (10)
2 w

Die Gesamtleistung ist nach wie vor

V2 V2

P=Pi+P+Py=-SFuR+ -FuR+ 2W2FwR = 3vV2FwR.  (11)
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5. Das unten skizzierte System besteht aus 9 gelenkig miteinander verbundenen Stében.
Die entsprechenden Léngen sind in der Skizze angegeben. Punkt A ist durch ein
Rolllager auf eine vertikale und Punkt E auf eine horizontale Bewegung beschrankt.
Punkt A bewegt sich mit der Geschwindigkeit v nach unten und die Kraft F' greift
am Punkt F an (siche Skizze).

1. Was ist der Freiheitsgrad des Systems und aus wie vielen starren Kérpern besteht

es?

(a) Freiheitsgrad = 0, Anzahl Starrkorper = 9
» (b) Freiheitsgrad = 1, Anzahl Starrkorper = 1

(¢) Freiheitsgrad = 1, Anzahl Starrkérper = 3

(d) Freiheitsgrad = 1, Anzahl Starrkoérper = 4

(e) Freiheitsgrad = 2, Anzahl Starrkorper = 1

2. Wie gross ist die Leistung der Kraft F?

» (d = —vF
e) P= \/TEUF
Lésung:

1. Das System besteht aus 4 angrenzenden Dreiecken. Da ein Dreieck ein starrer
Korper ist, besteht das System aus einem einzelnen starren Korper ABCDEF.

Der Freiheitsgrad des Systems kann wie folgt berechnet werden:
f:n_bLager_bGelenke:1'3_2'1_0:1 (1)

Wobei es einen 2D-Korper (3 Freiheitsgrade), 2 Rollenlager (je 1 Bindung) und
kein Gelenk gibt (da es sich um einen einzelnen Kérper handelt).
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Alternative: der Freiheitsgrad kann anhand der einzelnen Stdben berechnet wer-

den:
J =1 —broger — bGetenke
Es gibt 9 Stébe:
n=9-3=27
2 Rolllager:
brager =21 =2
Und 6 Gelenke mit 2 bis 4 Stidben (jeweils 2):
b2 Staebe = (2 —1) -2 =2
b3 Stacbe = (3 —1)-2=4
by stacbe = (4—1)-2=6
bGetent =2-2+2-4+2-6=24
Insgesamt erhélt man:
F=2T—2-24=1
Deshalb ist Antwort (b) (1 Freiheitsgrad, 1 starrer Korper) korrekt.

(2)

(=)

oo
~— — — ~—

2. Das System besteht aus einem einzigen starren Korper. Wenn man das Momen-
tanzentrum findet, kann man die Geschwindigkeit jedes Punktes ausrechnen.
Dank der Rolllagern sind die Geschwindigkeitsrichtungen im Punkt A und E be-
kannt und das Momentanszentrum muss sich in der Mitte vom Stab BC befinden

(siche Skizze):

A | (OppcpEF
B 22

C

M 'ABCDEF

Die Winkelgeschwindigkeit kann demzufolge bestimmt werden:
v

WABCDEF = ﬂ
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Aus der Winkelgeschwindigkeit und dem Momentanzentrum lésst sich die Ge-
schwindigkeit im Punkt F berechnen. Da aber die Kraft F' vertikal angreift ist es
schlauer direkt die Projektion der Geschwindigkeit auf die vertikale Achse zu be-
rechnen, anstatt den ganzen Vektor. Das kann gemacht werden, indem man die
Geschwindigkeit auf der Hohe des Momentanszentrums berechnet (sieche Punkt
G in der Skizze). Durch Anwenden des SdpG weiss man, dass die vertikale Ge-
schwindigkeit im Punkt F gleich sein muss. Die folgende Skizze dient als grafische
Darstellung (der Vollstandigkeit halber ist auch die horizontale Komponente von
vp gegeben):

A L@
i B i\ ABCDEF

C V_I G

S S
MiABCDéI\:‘\ 4 ﬁv
I i 2
-
D EE, v r l kS
2
€y
1 | 1 | % | % | {
€, €x
Die vertikale Komponente in F ist dann:
Vpy = WABCDEF - 2l = v (11)
Und die entsprechende Leistung berechnet sich als:
P =vp, - —F = —vF (12)

wobei das Resultat negativ ist, weil die Vektoren in entgegengesetzte Richtungen
zeigen. Antwort (d) ist demzufolge richtig.

Bemerkung: Der Geschwindigkeitsvektor in F' kann auch durch die Berechnung
von der vertikalen und horizontalen Komponente erfolgen:

v
VUph = VE = WABCDEF * =~ (13>

[\]

und in Vektorform:
_(vrn) _ (2
o (2)-0
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6. Das unten skizzierte System besteht aus 10 gelenkig miteinander verbundenen Sté-
ben. Die entsprechenden Léngen sind in der Skizze angegeben. Der Punkt G bewegt
sich mit der Geschwindigkeit v in positive x-Richtung und der Punkt E ist gelenkig
gelagert. Zwei Kréfte mit Betrdgen 2F und F' wirken an den Punkten D bzw. F in
negative y-Richtung.

1. Identifizieren Sie alle starren Koérper im System.
2. Berechnen Sie die Geschwindigkeit im Punkt D.
3. Berechnen Sie die Geschwindigkeit im Punkt F.
4. Was ist die Gesamtleistung des Systems?

Lésung:

1. Dreiecksformig angeordnete Stdbe bilden starre Korper. Demzufolge besteht das
System aus den folgenden 4 Koérpern:

(a) Kérper ACDG
(b) Stab AB

(c) Stab DE

(d) Kérper BEF
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2. Um die Geschwindigkeit im Punkt D zu berechnen, wird das Momentanzentrum
des Korpers ACDG benétigt. Da der Stab DE im Punkt E gelenkig gelagert
ist, muss die Geschwindigkeit im Punkt D vertikal verlaufen. Angesichts des
Rolllagers in G, liegt das Momentanszentrum im Punkt C (siehe Skizze):

Aus dem Momentanzentrum kann die Winkelgeschwindigkeit des Korpers ACDG
berechnet werden:

v
= — 1
wACDG = o (1)
und vp ergibt sich als:

- (2)

UDZWACDG'ZZ§
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3. Der Korper BEF rotiert um das Festlager in E. Die Winkelgeschwindigkeit wppp
kann wie folgt berechnet werden (siehe auch Skizze):

(a) Die horizontale Geschwindigkeit in A kann im Punkt H berechnet werden, da
dank des SdpG die Punkte H und A dieselbe horizontale Geschwindigkeiten
haben:

v
Vah = Vap = Wacpa * | = 5 (3)

(b) Dasselbe gilt fiir Punkt B und wgpgp:

UBh =VAh = WEBF =

RO
~|
<

(c) Und daraus ergibt sich die Geschwindigkeit in F:

VF :wBEF-Zl:v (5)

4. Die Gesamtleistung des Systems ergibt sich dann als:

P=Pp+Pp= —ng — Fv=—2Fy (6)
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7.3 Der abgebildete ebene Mechanismus besteht aus acht Stiben, welche miteinander
gelenkig verbunden und in A sowie F' gelagert sind. Die horizontalen Stdbe haben alle

die Lénge [, die schiefen Stédbe die Ladnge ——. Das horizontal verschiebbare Auflager

in A bewegt sich momentan mit der Schnelligkeit v nach links.

Iy Fp

1. Bestimmen Sie den momentanen Bewegungszustand des Systems (Momenten-
zentren und Rotationsschnelligkeiten aller Starrkorper).

2. Berechnen Sie die Gesamtleistung der Lasten Fg und Fp.

Losung:

1. Das System besteht aus vier Starrkorper:das Fachwerk CEF D und die Stédbe
AC, BA, BD . Der momentane Bewegungszustand des Systems ist bestimmt,
wenn fiir jeden Starrkérper sein Momentanzentrum und seine Rotationsschnel-
ligkeit bekannt sind.

Der Punkt F' ist Momentanzentrum von CEF D, also

MCE‘FD :M1 :F; UF:O. (1)
Unter Anwendung vom SdpG (A — C') erhalten wir

0= (va—Veg) Tac = ((—()v) B (ZZ)) ' ((l)) =~ —vor) (2)

= Vox = — V.
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Unter Ausnutzung des SvM (C' — F) konnen wir die Rotationsschnelligkeit

wegrp = w1 von CEF D wie folgt berechnen:
v

—VCox — wll = w1 = 7 (3)

Da wir die Richtung der Geschwindigkeiten in A und C' kennen, kénnen wir
daraus schliessen, das Momentanzentrum von AC' liegt im Schnittpunkt von

CF mit der Vertikalen durch A (siche Abbildung, Mac = Ms).
Wir kénnen dann die Rotationsschnelligkeit wac = ws von AC' berechnen:

3v
v = gwgl = W= (4)

Da wir die Rotationsschnelligkeit von CEF D wy aus (3) kennen, kénnen wir den
Betrag der Geschwindigkeit im Punkt D berechnen als

vp = wil = v; (5)

Aus der SdpG muss die x-Komponente der Geschwindigkeit verschwinden, also

vp = (S) . (6)

Wir wenden den SdpG (D — B) :

o=to-vayemn= ()= () () =om

= vg, = 0.

Daraus kann man erschliessen, dass das Momentanzentrum M,p = M3 von AB
im Schnittpunkt von BD mit der Vertikalen durch A liegt, wie auf der Skizze
dargestellt. Nun kénnen wir die Rotationsschnelligkeit ws aus der Schnelligkeit
im Punkt A erhalten als

vag=v=w3l = W3:%; (8)

der Betrag der Geschwindigkeit im Punkt B ist also

[ v
VB = (.Ugé = 5 (9>

und da wir die x-Komponente vg, schon kennen, erhalten wir

Vs = (_3 /2) . (10)

Da die Geschwindigkeiten in Punkten B und D gleichgerichtet sind ( in vertikale
Richtung), liegt das Momentanzentrum Mpgp = My von BD auf BD.
Nochmals mit dem SvM finden wir den Betrag der Rotationsschnelligkeit w,
sowie den Abstand von M, vom Punkt B:

(%

v = — = wyd,; vp =v =wy(l — D)
2 1)
= w—S—U' d—£ (
A 3
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2. Die Gesamtleistung der Lasten Fg und Fp ist

PZFB~VB+FD~VD

“() () 7 () ()

19



