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9.6 Hauptachsentransformation einer quadr. Form

X =
Wir kénnen erch zwei Koordinatentransformationen (Dre-
hung y =T und Verschiebung z = y + ) jede quadratische
Form rein quadratisch machen.

Wahrend der Koordinatenvektor z die quadratische Form in
der Standardbasis darstellt, stellt der Koordinatenvektor z die
quadratische Form in der neuen Basis dar.

Die Basis, in der g(z) rein quadratisch wird, ist die Eigenbasis
der zugehorigen symmetrischen Matrix A.

Bsp: ¢(z) = z3 + 23 — 323 — 6122

Vorgehen:
Je nach Aufgabe miissen nicht alle Punkte durchgefithrt wer-
den. Fiir ausschliesslich Hauptachsentransformation reicht 1-3.

@ Man bestimme die symmetrische Matrix A € R™*",
sodass q(z) = 2T Az

T 2 b/2
Trick: ax? + briza +cz2 = A= (!)'/'2 ){, )s

I
Bsp: A=|-3 1 0
o o -3



@ Man diagonalisiere die Matrix A (siehe 6.6) und bestim-

. . ] me die Transformationsmatrix 7. Da A symmetrisch ist,
@ in qua d‘d\@e Tofm VJ] nsd'aer) kann T orthogonal gewshlt werden und 7~ = 77,
T orthogonal wiahlen! Spalten von T normieren, falls
zwei Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert: 8.4

0 0 4 1 0 0

— -3 0 0 0 1/vV2 -1/V2
X X—T% Bsp:D:(() —2 ()).T:(U 1/\/5 1\//7

@ Multipliziere aus: q(y) = yT - D . y. Wir haben nun
unsere Hauptachsentransformation durchgefiihrt.

( T ) = T | ) Bsp: y" Dy = —3y? — 2y2 + 4y2
A % % a @ Falls in Aufgabe gefragt: Bringe Quadrik g(z) + a” z +
]
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b = 1 in Normalform.
Bestimme a € R™ und b € R.

0
T f T T e Bsp:q(z)+213—%:1:a:(g),b:—%
X Ax - (Tld's ( T pT )( , a’) @ Schreibe Quadrik in transformierter Form (ausmultipli-

zieren): yIDy+aTTy+b=1

Bsp: y" Dy +a"Ty +b= -3y —2y3 + 493 +2y1 — 5 =1

T IJ'/I‘VI T I T ‘
a' DVfB = a, Da, @ Falls noch lineare Terme iibrig: Ergidnze quadratisch

Bsp: 0= —3y7 — 293 + 4y3 +2y1 — 3
= —3(y7 — 3y1) —2y3 + 43 — 3

=3((y1 — 25)% — (F)?) — 203 + 492 — &
—3(y1— %5)? - 203 + 493 — $ +3-(§)?
—3(ys —

3y — 3)? —2uf +4y3 — 1

o n

= Nosmallorm st sen quads. Fosm

Durchfiihrung der zweiten Koordinatentransformation
z = y + ¢ (Verschiebung). Man bestimme Vektor c.
Danach enthilt die Gleichung nur noch rein quadratische
Terme.

A Laon immes Sﬁmm. aewaw-l- wesden :

-1/3
Bsp:c=| 0 |= Q(z) = —322 — 227 + 423
0

@ Falls gefragt: Gib die zusammengesetzte Koordinaten-

’D@n : n qs (X) - XTBX , B n;cu Sqmm transformation an: z = TTz + ¢

Welche Hauptachse schneidet g(z) = a > 0 nicht?
Die mit dem negativen Eigenwert. Jeder Vektor auf dieser Ach-
( ) T ‘{- V.| T se gibt in g(x) eingesetzt eine negative Zahl.
= qA X) = X AX mi = _2- (B +:B ) Wie skizziere ich die Quadrik in Normalform?
In Normalform ist es nicht schwer, mehrere Punkte einzusetzen
. und dann Linien durchzuziehen.
oda A . 'I-_ Wie skizziere ich die Quadrik im urspriinglichen System?
S Ss S%mm 8 Skizziere zuerst in Normalform und transformiere Skizze mit
Drehungsmatrix 7" und Verschiebungsvektor c.

® Welche Punkte sind dem Ursprung am nachsten?
Q UOOlW‘LCen Falls Koordinatentransformation nur aus Drehung y = Tz
bestand, sind die gleichen Punkte dem Ursprung am nachsten
wie in der Normalform.

Die Me,nﬂe QA=5xeR"[x"Ax tax+b=0; AeR™ oeR”, be R3

hu'ssjc Guoo\':lt a*d' Vﬁdg\)’mm , g-qﬂs n= 2 9.6 Quadriken

Setzt man eine quadratische Form in eine Gleichung folgender

* . Form ein (z € R™, a € R™, b € R), erhilt man eine sogenann-
Bo %eaM qM. ?O'M, *Indd‘ man AIARL te Quadrik:

q(z) +aTz+b=1

[} . '
dle HQMP*OCMS@“&Q"S%'- Mnd e‘na Tm&ldlon Ist die quadratische Form zweidimensional, erhilt man einen

sogenannten Kegelschnitt, ist sie dreidimensional erhilt man

MQMSI wm NJCLQ A‘..l_ Gm&‘.:l‘ e &'O-L\ Md_l_' eine Fliche zweiten Grades.

'De%;n: -& L\ a.-l- yon q A ( x) = XTA X Mﬂd A 9.2 Definitheit einer quadratischen Form E:&ﬂlw*g
§ Eine quadratische Form heisst: /
e . o » positiv definit: (z) >0Vz #£0
?OS\"”V d@glnl'k, wenn ¥X # 0 q (X) > O " :egatl'v definit: er; <0V #£0

* positiv semidefinit: q(z) z0¥z #£0

. neaa*;v Aegl.m}, wenn VX #0 q(x) < 0 * negativ semidefinit:  g(z) < 0¥z # 0

+ indefinit: sonst
Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be-

. ’PO&‘l‘HV S?In' —des:n'rt, wenn vx #0 q(x) ? 0 :;imme mEm die D;finitheit der zugehdrigen symmetrischen
atrix A (siehe 9.3

. m&a};{v semi-oleyinit, wenn Yx #0 q(x)éo
« inde}init, wenn quosH:;ve_ und_ neaod'l.ve Weste  annimmt
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10. Sei erneut
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und B = —2A. Die Matrix B ist

(a) negativ semidefinit, aber nicht negativ definit.

(b) negativ definit.
(c) positiv semidefinit, aber nicht positiv definit.

(d) positiv definit.

4. Gegeben sei die quadratische Form
¢: R2 5 R, ¢(z) =622 — 4129 + 322 wobeiz = (z1, ).
a) [1 Punkt] Bestimmen Sie die symmetrische Matrix A so, dass q(z) = 2" Az.
b) [6 Punkte] Ein Kegelschnitt () ist gegeben durch
q(z) +a"x =0, wobeia' = (4,8).

Bringen Sie den Kegelschnitt ) durch eine Hauptachsentransformation und eine Translation auf
Normalform.

¢) [3 Punkte] Skizzieren Sie den Kegelschnitt () im urspriinglichen z-Koordinatensystem.






