D-MAVT Lineare Algebra I
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Serie 11

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu 16sen. Schicken Sie Ihre Lo-
sung bis spéitestens Freitag, den 11. Dezember um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Ihrer Ubungsstunde
abgeben oder per Sam-Uploadtool https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=
401-0171-00&serie=s11.

1. Betrachten Sie die Menge Ri := R4 xR, der Paare positiver, reeller Zahlen.

Die Addition auf Ri sei folgendermassen definiert:

() + ()=o)

Im Folgenden betrachten wir drei verschiedene Definitionen der Multiplikation
mit einem Skalar A € R:

1. Definition.: A <$1> — <)‘$1)
T2 )\1‘2
oy xl 6)\"1:1
2. Definition.: A =%
T2 ()]
. T 2
3. Definition.: A = ("1
L2 3

Welche der folgenden Behauptungen sind korrekt?

]Ri ist ein Vektorraum mit der oben definierten Addition und Multiplikation
mit einem Skalar geméss der...

(a) 1. Definition. X, YA .
(b) 2. Definition. (x?.) +( Y'L) = ( xzy\;z)

@ 3. Definition.
A Fasdh, Sals Aco = (R%,) ¢ RS
A
2) Nix+y) = E%a;:\¢2> # (gzi" e"y> ?\x*'fly ==Talxh
< a0e - (L) (3)+ () e

3


https://echo.ethz.ch
https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s11
https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s11
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2. Es seien a,b,c € R? Spaltenvektoren. Das Spatprodukt dieser drei Vektoren
ist dann definiert als

S(a,b,¢) :=(axb)-c
a) Beweisen Sie, dass S(a,b,c) = det(a, b, c) gilt.

b) Beweisen Sie, dass |S(a, b, c)| das Volumen des von a, b und ¢ aufgespannten
Parallelepipeds (Spat) ist.

¢) Was sagt das Vorzeichen von S(a, b, c) aus?

3. Wir interpretieren den Graphen G

1 2

aus Serie 10, Aufgabe 4 als elektrisches Netzwerk, wobei jede Kante einem Wi-
derstand von Ry = 12 entspricht. Berechnen Sie den Widerstand R zwischen
den Knoten 1 und 5 mit Hilfe der Formel R = Ry™*, wobei 7 die Anzahl der
aufspannenden Bidume von G ist und 75 die Anzahl der aufspannenden Teil-
baume, welche die Kante zwischen den Knoten 1 und 5 enthalten. Verwenden
Sie dazu die Formel aus Serie 10, Aufgabe 4.

Hinweis: Die Anzahl der aufspannenden Teilbdume, welche die Kante zwischen
den Knoten 1 und 5 micht enthalten, ist gleich der Anzahl der aufspannenden
Teilbdume des Graphen, den man erhélt, wenn man die Kante zwischen den
Knoten 1 und 5 l6scht.

0gby —asb, c
(D @) (axbyc= [ank, - aks \ (cr
An l)?_ —aZLA C_fs

= C, (az\a —a $¥>?_3 +c, (6—5' L; - a/,bg)“'c's (QA\OZ’ Q-Ayb

Ae&(g'é tz §2> ded(a,b,c)

’53'5

c) RecWe Hord - Qede} eszxullt, cenn (o b,c)>0
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4.

a) Fir die Vandermonde-Determinante gilt die Formel

1 @ 22 ... x?_l
1 @ 3 ... ah!
det | . . o ) = H (xj — ;).
C : - : 1<i<i<n
1 z, 22 ... an!

Verifizieren Sie diese Formel fiir n = 3.

b) Fiir die Fliche eines ebenen Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢ gilt bekanntlich
die Fldchenformel von Heron:

F=/s(s—a)(s—b)(s—c),

wobei s = 3(a + b+ c). Man kann zeigen, dass die Formel

0 a® b 1
1 a2 0 2 1

2 _ -
F* = 16 det b2 62 0 1
1 1 1 0

denselben Wert fiir F' ergibt. Fiir das Volumen V eines Tetraeders mit den
Kantenléngen a, b, ¢, p, q,r

gilt eine dhnliche Formel, ndmlich

0 a2 b 2 1

1 a®> 0 r2 ¢ 1

V2= det |02 72 0 p* 1
9532 ©¢ T2 2 b

q‘ p 0 1

1 1 1 1 0

Welchen Inhalt hat das Tetraeder mit den Kantenlingen a = 1, b =2, ¢ = 3,
p=4,q=3und r =27
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