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1 Lineare Gleichungssysteme

1.1: Lineares Gleichungssystem

Ein Lineares Gleichungssystem hat folgende Form:
Ax=b

Dabei ist A Die Koeffizientenmatrix, x Der Vektor der Unbekannten
und b das gewiinschte Ergebnis der Multiplikation Ax.
Ein Homogenes Gleichungssystem hat die Form:

Ax=0
Beispiel:
bi=anxi+axz _ [an ai][x :[51]
bo =ag1x1+agxy |ag1 ag [x2 ba
—— e N~
A x b

Solch ein LGS lasst sich mit dem Gaussverfahren losen.

Gaussverfahren

1. LGS zu einer oberen Dreiecksmatrix machen
2. Riickwertseinsetzen um l6sungen zu finden.
3. Fallunterscheidung:

* Eindeutige Losung: r=n
* Unendliche Losungen: r <n
¢ Keine Losung: 3b, sodass KB nicht erfiillt.

1.2: Rang & Kompatibilititsbedingungen

Der Rang einer Matrix ist die Anzahl an Pivotelementen. Der Rang
einer Matrix ist maximal so gross, wie die kleinste der Seitenléangen
der Matrix. (r < min{m,n}). Eine Matrix der Breite m mit 2 Nullzeilen
hat den Rang r = m — k und damit % freie Variablen.

Eine Kompatibilitdtsbedingung (KB) ist eine Zeile der Form:

0 0 - 0 | b



Dies bedeutet, dass das das LGS nur dann lésbar ist wenn b; = 0. Ein
LGS kann mehrere solcher Bedingungen haben. Diese KBs gibt es
genau dann, wenn r < m. Keine KB gibt es in jedem anderen fall, also
r=m=<n.

1.3: Reguliare (Invertierbare) Quadratische (n x n) Matrizen

Eine Matrix A ist dann und nur dann, Regulidr wenn sie vollen Rang
hat. Damit gibt es fiir jedes b genau eine Losung. Auch hat Ax =0 nur
die triviale Losung. Eine Reguldre Matrix ist Invertierbar.

1.4: Singuléire Quadratische (n x n) Matrizen

Eine Matrix A ist Singuldr wenn sie nicht vollen Rang hat. Damit gibt
es fiir gewisse b keine Losung. Damit gibt es auch fiir keine b eine
eindeutige Losung. Auch hat Ax = 0 nicht-triviale Losungen.

AeR"" < det(A)=0 < Rang(A)<n < FxeR"#0:Ax=0

1.5: Die Transponierte und hermite Transponierte

Die Transponierte ist eine Spiegelung an der Diagonalen:

a ¢

b d

abT
c d

Im Allgemeinen gilt, dass um die Transponierte einer Matrix A zu
nehmen jedes Element a von der Stelle ij an die Stelle ji bewegt wird.
Bei der hermit Transponierten wird zusétzlich noch das komplex Kon-
jugierte der matrix genommen. Eine Matrix ist Symmetrisch wenn
A=AT

Sie ist antisymmertrisch wenn AT = —A.

Sie ist hermite-Symmetrisch, wenn A = AH.



1.6: Rechenregeln fiir Matrizen

A-B#B-A
A+B=B+A
A+B)+C=A+B+C)
(A-B)-C=A-(B-C)
(A+B)-C=A-C+A-B
A+B)T=AT +BT
(A-B)T =BT.AT
A-B-0)F =cT.BT.AT

A+0=A
AT=A
AnHT=A

Rang(A - B) = min{ Rang (A), Rang (B)}
Das multiplizieren von Matrizen ist nur unter folgenden Bedingungen

moglich:

dimA=%kxn; dimB=nxp =dim(A-B)=kxp

1.7: Inverse einer Matrix A

Eine Matrix ist invertierbar bzw. regulir wenn es eine Matrix A~! gibt
mit:

A-ATl=T
Diese inverse ist Eindeutig. Eine Matrix ist auch invertierbar, wenn
sie vollen Rang hat oder detA # 0. Da eine reguldre Matrix invertier-
bar ist, gelten auch alle eigenschaften einer Regulidren Matrix und alle

Voraussetzungen derselben sind erfiillt. Diese Inverse hat einige Eigen-

schaften:
AA ' =ATTA=T

Aahl=A
(AB) '=B71A7!



Berechnen der Inverse Wir beginnen mit dem Aufbau:
(AXI,)

Mittels beidseitigem Anwenden derselben Rechenoperationen machen wir
die Matrix A zur Einheitsmatrix. Dabei Entsteht das System:

(I, )A™Y

Berechnen der PLR-Zerlegung einer Matrix A

1. Aufbau von
I )T R)A)

2. Gaussverfahren anwenden auf A. Werden Zeilen vertauscht, so tragt
man dies in die Linke I,, ein. Die Koeffizienten des Gaussverfahrens
werden dabei in die mittlere Matrix eingetragen. Die Koeffizienten
mit denen die Pivotzeilen multipliziert werden miissen, werden immer
beziiglich der Operatoin Subtraktion gewéahlt. Dabei entstehen drei

Matrizen:
(P)L)R)

L ist eine untere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen 1. R ist
eine obere Dreiecksmatrix. P stellt dann die Permutationen auf das
System dar.

Ax=b=>LRx=Pb
3. Man 16st Lc¢ = Pb und findet ¢

4. Man l6st Rx = ¢ und findet die Losungsmenge x.

1.8: LDU-Zerlegung

Sei:

A=LU=LDU
Dann ist L eine untere Dreiecksmatrix mit nur einsen auf der Diago-
nale, D ist eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen von U und
U ist die U matrix, wobei hier jeweils die i-te Zeile durch das Respek-

tive Diagonalelement geteilt wird.
Falls A Symmetrisch ist, so ist die Zerlegung wie folgt: A = LDLT.



1.9: Cholesky Zerlegung

Die Cholesky Zerlegung gilt bei symmetrischen Matrizen bei denen alle
Pivotelemente positiv sind. Es gilt also:

A=LU=LDR=LDLY =LVDVDL"
Da D Die diagonalmatrix ist, gilt D = DT. Damit:

A=LVDVD LT =LvD@LVD)" =RTR

1.10: Skalarprodukt

Sei V ein reeler Vektorraum. Eine Abbildung der Form:
(,):VxV—R/(a,b)— (a,b)

heisst Skalarprodukt wenn folgende Eigenschaften Erfuellt sind:
1: Symmetrisch
R: (x5 =(y,%)

C: (x,y)=(y,x)

2: Positiv-definit
(x,x)=20,{x,x) =0 x=0

3: Linear im zweiten Argument
(, My +2)) = A(x, y) + A(x,2)

oder
(x+Ay,z) ={x,2) + A{y,2)

oder Vx,y,z€V,a,beR:
(x,ay+bz)=a{x,y)+b{x,z)
1.11: Norm

Sei V ein Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung der Form:

| -11:V —[,o0l



Damit es eine Norm ist muss diese Abbildung folgende Kriterien er-
fillen:

YoeV:|v)|=0und [v|=0©0v=0
YveV, L eR:|A-v| =I|Allvll
Yo,weV:|lv+w| <|v|+|lwl (Dreiecksungleichung)

Eine Norm lasst sich auch iiber das Skalarprodukt definieren. Dies ist

die induzierte Norm:
lall =+v/<{a,a)

Die wohl bekannteste Norm ist die euklidische Norm:
lvllg = \/v12 +--- +v2?
Ein paar beispiele anderer Normen wiren die Maximusnorm:
[vlloo = max {|v;l},
1l<isn

oder die p-Norm mit:

lollp = /1P + -+ vgP

1.12: Orthogonale Matrizen

Eine quadratische Matrix ist orthogonal, wenn:
AT A= = A1=AT

Bei einer solchen orthogonalen Matrix sind alle Spalten und Zeilenvek-
toren normiert. Ausserdem liegen diese senkrecht aufeinander. Das
bedeutet, dass das Skalarprodukt 0 ist. Wir erinnern uns, dass das
Skalarprodukt in Abhéingigkeit des Vektorraumes ist. Ausserdem gilt:

A—l — AT

Bei zwei orthogonalen Matrizen ist ihr Produkt auch Orthogonal. Or-
thogonale Matrizen haben die Eigenschaft, dass sie weder Lédngen noch
Winkel verandern.



1.13: Unitare Matrizen

Eine Unitédre Matrix ist eine Matrix bei welcher gilt:
AFA=T = AF =71

Wir errrinern uns, dass fiir Matrizen im R**™ gilt: AT = AH.

1.14: Givens Rotation

Die Givens Rotation ist eine orthogonale Drehmatrix welche um den
Winkel ¢ im Uhrzeigersinn, also mathematisch negative Richtung, dreht.
Eine Drehung in der x,-x,-Ebene sieht aus wie folgt:

p-te Spalte q-te Spalte

~ = ~ =
O .o cOS(p e Sin(p oo 0 <_p_tezei1e
Glp)=|: : . : :
o --- _Sln(p <o CcOSQ - 0 <—q-teZeile

Bei einer Drehung in mathematisch positiver Richtung, also gegen den
Uhrzeigersinn, sind die Vorzeichen von sin ¢ vertauscht:

p-te Spalte g-te Spalte
N ~ =

1 e 0 .- 0 cee 0]

0 -+ cosp -+ —sing - 0] p-te Zeile
Glp)=|: : . : :

0 --- sing --- cosg --- 0|<—a-teZeile

0 0 0 1

1.15: Householder Spiegelungen

ine Householder Matrix ist eine Matrix welche einen Vektor x an einer



Ebene mit Normalenvektor v spiegelt. Solch eine Matrix errechnet sich

mit: r
H=1-2.2"Y

vTy

1.16: QR Zerlegung

Wir zerlegen die Matrix A in eine Orthogonale Matrix @ und eine obere
Dreiecksmatrix R. Dabei ist:

Am><n — mem 'Ran
Wollen wir ein LGS mit der QR-Zerlegung losen so gilt:

Ax=b<=>QRx=b<—=Rx=Q"b

QR mit Givens Wir beginnen mit der Matrix A. Wir wollen nun einen
bestimmten Eintrag a;; zu null werden lassen. Aus der Givens Rotation
folgt:

ajj aij
cos@ = 1 sing = -
r r

Dabei ist » nach Pythagoras: r = ,/a?j +a?j Man bildet nun fiir jedes Ele-
ment welches zu null werden soll solch eine Matrix.

G=G, Gp-1--G1=>G-A=R

Danngilt: @ =G 1=GT=G;T----- G,T

QR mit Householder Die QR Zerlegung mit der Householder Matrix be-
handelt ganze Spaltenvektoren auf einmal. Hier am Beispiel einer 3 x 3
Matrix:

a1l a12 Qi3
az1 a2 a3
a31 a3z ass

!/ !/ !
a1 Qpo a13]

A=

Aj=H;-A=| 0 ay ay

! !
0 ag ag




Diese H; Matrix gilt es nun zu finden. Indem wir nur die Erste Spalte
betrachten wird das System einfacher:

/
ail a;y

/
x1=|az21|, x;=]0
asi 0

Um H; zu finden miissen wir den Normalenvektor finden. Dieser ist:
vi=x1—|lx1llex

Damit finden wir H; wie folgt:

vl-vf

T
v U1

H=1-2.
Nun miissen wir die anderen Spalten weiter bearbeiten. Das Ziel ist nun
eine Matrix Hy zu finden mit:
!/ " 1
a3 @ 12 a,1,3
H 2A 1= 0 a22 a,2,3
0 0 agg

Da Hy die erste Spalte nicht verdndern darf, miissen wir nur die inneren
Elemente betrachten. Es gilt also:

!
a
32

v2 =x2 — [lxalleq

T
U9 U
Hé:I_g.%
U202
1 0
H=, H),

Genauso wird fiir die anderen Spalten verfahren. Am ende muss dhnlich
wie bei dem Givens Verfahren vorgegangen werden:

R:Han_1H13Q:H{H§H5

2 Vektorraume



2.1: Vektorraum

Ein Vektorraum ist eine Menge von Objekten fiir die Addition und die
Skalare Multiplikation definiert ist:

a,beV:a+beV

aeRacV:a-aeV

Dabei hat ein Vektorraum folgende Axiome:

. Kommutativititgesetz: a+b = b +afiiralle a,b € V.

. Assoziativititgesetz: (a+b)+c =a+(b+c) firallea,b,c € V.

. Es gibt 0 € V, sodass a + 0 = a fiir alle a € V (dieses 0 € V heisst Nullvektor).
. Fiir jedes a € V gibtes —a € V,so dass a + (—a) = 0.

. Kompatibilitdt mit der Multiplikation mit Skalare:

A WN -

a(Ba) = (ep)afirallee,f e R,acV.

6. Die Addition der Skalaren ist distributiv gegen der Multiplikation mit Elementen aus V:
(@+B)a=caa+pbfirallea,feR,acV.

7. Neutralelement fiir die Multiplikation mit Skalare: 1-a = a fiiralle a € V.

2.2: Unterraum

Ein Unterraum ist eine nichtleere Teilmenge eines Vektorraums. Ein
Unterraum U muss zwei Kriterien erfiillen:

Va,beU: a+beU

VaeU,VaeR: a-aeU

Aus letztem Kriterium lédsst sich folgern, dass jeder Unterraum zwin-
gend das Nullelement enthalten muss, da:

a=0: 0-a=0 =—=0eU

Ein Unterraum ist auch ein Vektorraum.

2.3: Erzeugendensystem

Sei V ein linearer Raum. Die Menge {v1,v9,...,v,} € V heisst Erzeu-
gendensystem, falls jedes b € V sich als eine Linearekombination der
Vektoren der Menge schreiben ldasst. Falls alle Vektoren dieser Menge
linear unabhingig sind, so nennt man dieses Erzeugendensystem eine
Basis. Die Dimension eines linearen Raumes entspricht der Anzahl an
Elementen in seiner Basis. In einem Raum der Dimension n sind also
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n Elemente linear unabhéingig und genau dann auch ein Erzeugenden-
system des Raumes. Demnach sind auch mehr als n Elemente linear
abhingig.

2.4: Kern und Bild einer Matrix

Gegeben sei ein Gleichungssystem
Ax=b

Das Bild einer Matrix ist die Menge an Vektoren b welche als Lo6-
sung moglich ist. Rein praktisch gesehen ist dies der Aufspann der
Linear Unabhéngigen Spaltenvektoren von A. Im Vergleich zur Analy-
sis ist dies die "Wertemenge". Im Falle einer Linearen Abbildung wird
die Wichtigkeit dieses Konzepts offensichtlich.

Der Kern einer Matrix ist die Menge aller Vektoren die von A auf 0
abgebildet werden. In anderen Worten, ist der Kern die Losungsmenge
des Homogenen LGS Ax =0.

ker(A)={xeR": Ax=0}

R" R™

Bild o
X

Kern .Qf

£

2.5: Fundamentalsatz der Linearen Algebra

Der Fundamentalsatz trifft Aussagen tiber das Verhéltnis von Bild und
Kern einer Matrix. Gegeben sei die n x £ Matrix A von Rang r.
Beziiglich der Dimensionen der Unterraume:

dim(Bild A)=r, dim(kerA)=Fk-r,
dimBild AT)=r, dimkerAT)=n-r

11



Der Dimensionssatz:
dim(ker A) + dim(BildAT) = &,
dim(ker AT) + dim(Bild A) = n

Die Unterrdume stehen Orthogonal aufeinander:

kerA1Bild AT, Bild ALkerA”

Zwei Unterraeume U und V eines Vektorraums sind Orthogonal, falls
beliebige Vektoren u € U und v € V zueinander orthogonal sind.

2.6: Koordinatenabbildung

Innerhalb eines Linearen Raumes V mit einer bestimmten Basis ist ein
Vektor dargestellt als eindeutige Linearkombination dieser Basisvek-

toren:
Hp:V—->R"

X1

X=X1U1+ -+ — Hgp .=
Xn

Durchfiihren eines Basiswechsels: Wir haben einen Vektor x in einer

Basis 2 und wollen die Koordinaten dieses Vektors umwandeln in einen
Vektor % in der Basis %8. Hierfiir nutzen wir die Matrix 7, welche von 2

nach 2 umwandelt: .
Mat(B)z =T

Mat(%)5 =T !

Wir stellen nun zwei Methoden diese Matrix T' zu errechnen vor:

Aus der Natur von Basen konnen wir folgendes Folgern:

Methode 1:
Bx = Bx
Daraus folgern wir: )
x=B 1B -x
T=%"'%
x=Tx

12



Methode 2: Wir bauen die Beiden Basen nun dhnlich auf wie beim

berechnen der Inverse: [ - ]

Mittels ders Gauss-Jordan verfahrens wird diese Matrix nun umgewandelt:

[1IT]

Indem die Identitatsmatrix auf der rechten Seite entwickelt wird, entsteht

dabei 771
7-1)1]

3 Lineare Abbildungen

3.1: Lineare Abbildung

Eine lineare Abbildung oder lineare Funktion ist eine Funktion welche
zwischen zwei Linearen Rdumen X und Y abbildet:

F:X-Y
Diese Funktion muss zwei Kriterien erfuellen:

F(x1+x9)=Fx1+Fx9, Vxi1,x0€X
Fax=aFx, VxeX und a ist ein Skalar

Eine Lineare Abbildung «f lasst sich auch als Matrix schreiben:
of :RF - R" mit «/x = Ax

Hierbei ist A eine n x k£ Matrix.

3.2: Kommutatives Diagramm

Dieses Diagramm erkléart wie Lineare Abbildungen funktionieren:
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Bestimmen einer Abbildungsmatrix Wir gehen hier geméss dem Kom-
mutativen Diagramm vor. Das bedeutet, wir setzen die einzelnen Basisvek-
toren von x in die Abbildung ein und bilden dann aus der Menge der dabei
entstehenden Vektoren die m x n Matrix A.

3.3: Isomorphismus und Automorphismus

Ein Isomorphismus ist eibijektive lineare Abbildung. Das bedeutet,
dass die Abbildung % jedes Element von Y einem eindeutigen Element
von X zugeordnet wird. Die Abbildung ist umkehrbar. Falls X =Y, so
ist & ein Automorphismus.

Ein Isomorphismus .% : X — Y hat immer eine Inverse # 1:Y — F.
Diese Abbildung ist auch ein Isomorphismus. Dadurch entsteht das
neue kommutative Diagramm:

F

RB:X Y:®&
g—l

ﬁ‘%, ﬁ_@—l ég ﬁg—l
A—l

3.4: Injektive Lineare Abbildung

Eine Lineare Abbildung ist genau dann und nur dann injektiv, wenn
der Kern der Abbildung {0} ist. Dies ist logisch, da dann die zugehorige
Abbildungsmatrix vollen Rang hat sodass jede Losung eindeutig ist.

3.5: Zusammengesetzte Lineare Abbildungen

Wie Funktionen auch konnen lineare Abbildungen verkettet werden.
Die Zusammensetzung von linearen Abbildungen ist auch wieder lin-
ear:
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Y V4
fa || 7 Aw || A7 Ao || A5
3 A B
R” R™ R?

Diese Verkniipfung kann berechnet werden. Es gilt dabei:

GFx=H, ' BAKzx
3.6: Abbildungsmatrizen bei Koordinatentransformationen

Wir haben nun innerhalb des gleichen Raums zwei Basen. Unser Dia-
gramm sieht also aus wie folgt:

R B Rm
'CF .
X Y
V% . /%‘95 f/;; ﬁ,f; t%%,l :t’g
R A Rm

Um B zu bestimmen fithren wir einen Basiswechsel durch. Es gilt
damit:

S

——

T

—

-1 -1
B=X ' KgAKy Hg=SAT

B=SAT < A=S"'BT!

4 Norm und Skalarprodukt

4.1: Orthogonale Projektion

15



Die Orthogonale Prokektion von x auf y ist definiert als:

_ (y,x) y
o,y

Pyx

4.2: Winkel zwischen Vektoren

Der Winkel zwischen den Vektoren x und y ldsst sich auch iiber das
Skalarprodukt schreiben:

| (x, y) |
(B3 kY

X,y = arccos

4.3: Orthonormale Basen

Paarweise Orthogonale Vektoren sind linear Unabhéngig. Damit bilden
n paarweise Orthogonale Einheitsvektoren in einem linearen Raum
eine Orthonormale Basis (ONB) dieses Raumes.

Um koordinaten in einer ONB zu bestimmen kann das Skalarprodukt
verwendet werden. Sei {e1,e9,...,e,} eine ONB und v ein Vektor:

v=Le1,v)e1+{eg,vyea+ -+ {e,,V)e,

Dies entspricht einer linearen Kombination von Orthogonalen Projek-
tionen auf die ONB:

V=P v+Pov+--+P, v

Gram Schmidt Orthogonalisierung Der Gram Schmidt Algorithmus
ist ein Algorithmus welcher eine Orthonormale Basis fiir den Aufspann einer
Menge an Vektoren generiert.

Fir jeden Vektor v; werden nun folgende Schritte ausgefithrt um einen Or-
thogonalen Vektor w; zu generieren. Es wird mit i = 1 begonnen. Der Algo-
rithmus lduft damit wie folgt:

1.

i-1
!/
Wi =vi— ) (vi,0p) 0}
k=1

16



w; =

! /
(W}, w;)

4.4: Satz von Parseval

Jedes Skalarprodukt eines Vektorraumes V lasst sich mithilfe der Koor-
dinaten beziiglich der ONB von V mit dem Euklidischen Skalarprodukt
berechnen. Eine mathematische Formulierung:

)y =y = (2, ) e

4.5: Projektoren

Ein Projektor ist ein Homomorphismus bei welchem das mehrfache An-
wenden keine Verdnderung hat. Einfach dargestellt:

P2 =op

Ein Projektor & ist dann Orthogonal wenn zusitzlich fir die Abbil-
dungsmatrix P gilt:
PH=p

Ein Projektor ist auch ein selbstadjungtierter Operator. Das bedeutet,
dass folgende eigenschaft halt:

(x,Py) =(Px,y)Vx,yeV
Es gilt bei einem solchen Projektor auch:
x—Px1Bild PVxeV

Nicht alle Projektoren sind jedoch Orthogonal. Falls nur die P2 = P
Eigenschaft erfiillt ist, dann ist es ein schiefer Prohektor.

5 Ausgleichsrechnung
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5.1: Ausgleichsrechnung

Die Ausgleichsrechnung ist eine Methode um ein iiberbestimmtes Sys-
tem moglichst gut anzundhern. Hierbei sind m Gleichungen mit n
Unbekannten gegeben. All diese Gleichungen haben eine zu findende
Losung c;. Das Ziel der Ausgleichsrechnung ist nun, diese Losung
moglichst genau zu bestimmen, beziehungsweise das Residuum zu min-
imieren:

Ax—c=r

A Stellt die Koeffizienten, x die Unbekannten ¢ der Ergebnisvektor und
r das Residuum dar. Dieses System ist mit der Normalengleichung 16s-
bar. Dabei gilt:

ATAx=ATc

Auch mittels der QR-Zerlegung kann ein solches System gel6st werden.
Sei das Ausgleichsproblem Ax —c = r gegeben, so kann die Matrix A
in die Orthogonale Matrix @ und die Dreiecksmatrix R zerlegt werden.
Die R Matrix hat Nullzeilen, diese werden ignoriert und es entsteht
die Matrix R, bestehend aus all den Zeilen aus R die keine Nullzeilen
sind:

A=Q-R=Q- 1;3)0

Wir berechnen nun @7 ¢ und erhalten dadurch einen Vektor d. Diesen
teilen wir auf in zwei Teilvektoren dy und d;. Der Teilvektor dy hat
genau die Hohe der MAtrix R:

T _ 5 |do
(o) c-d—[dl]

Dadurch entsteht ein losbares LGS:

R()x = do

6 Determinante

Die Determinante ist eine multlineare Abbildung welche eine Matrix auf
einen einzelnen Wert abbildet. Geometrisch gesehen stellt sie fiir eine 2D
Matrix die Fléiche, fiir eine 3D Matrix das Volumen und fiir eine N-Dimensionale
Matrix das N-Dimensionale Aquivalent dar. Es gibt drei eigenschaften der
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Determinante welche diese Eindeutig Festlegen:
1. Die Determinante ist linear in jeder Zeile und Spalte.

2. Zeilen und Spalten der Matrix diirfen beliebig getauscht werden. Dies
verandert allerdings das Vorzeichen der Determinante.

3. Die Determinante der Identitidtsmatrix ist 1.

Um eine Determinante zu losen verwendet man die Regel von Sarrus oder
die Laplace Entwicklung. Falls A eine Dreiecksmatrix ist, so ist die Determi-
nante das Produkt der Diagonaleintrége. Da eine Matrix zu einer Dreicks-
matrix mittels des Gaussverfahrens umgewandelt werden kann und eine
solche umwandlung den Wert der Determinante nicht veriandert, kann die
Determinante auch dariiber berechnet werden.

Wir beschreiben noch ein paar niitzliche Eigenschaften der Determinante:

1
detA~'=
© detA

det(A-B)=detA-detB

Die Determinante einer Singulidren Matrix ist 0.

7 Eigenwerte

7.1: Eigenwerte

Ein Eigenwert A einer quadratischen Matrix A ist ein Skalar fiir den
gilt:
Ax=Ax

Um diesen zu ermitteln wird die charakteristische Gleichunge der Ma-
trix gelost. Diese schreibt man:

det(A-A1)=0

Eine n x n Matrix hat mindestens einen Eigenwert und kann bis zu n
verschiedene Eigenwerte haben.

Bei der Betrachtung von Dreiecksmatrizen sind die Eigenwerte die Di-
agonalelemente. Damit ist die Determinante acuh das Produkt der
Eigenwerte.
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Falls eine Reele Matrix einen komplexen Eigenwert hat, so kommt dieser
Paarweise vor. Das bedeutet, sowohl A als auch A ist ein Eigenwert.

7.2: Algebraische Multiplizitit.

Die Algebraische Multiplizitit eines Eigenwertes gibt an wie oft der
gewisse Eigenwert in den Nullstellen der charakteristischen Gleichung
vorkommt

7.3: Eigenvektor

Um einen Eigenvektor eines bestimmten Eigenwertes zu erhalten setzt
man den Eigenwert in die charakteristische Gleichung ein. Die Menge
aller Eigenvektoren eines bestimmten Eigenwertes spannt den Eigen-
raum auf.

7.4: Geometrische Multiplizitat

Die geometrische Multiplizitat ermittelt sich aus der Dimension des
Eigenraums. Diese ist immer kleiner oder gleich die Algebraische Mul-
tiplizitat:

1=<GM <AM

Diagonalisieren einer Matrix Eine Matrix ist nur dann Diagonalisier-
bar wenn fiir alle Eigenwerte gilt: GM = AM. Dann berechnen wir die
Eignewerte von A. Diese schreiben wir in eine Diagonalmatrix wie folgt:

M
D= A9
A3

Wir berechnen nun die Eigenvektoren und schreiben sie Spaltenweise in
eine Matrix S:
S=I[s1 s2 - sul

Damit ergibt sich die Diagonalisierung:

A=SDS™!
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7.5: Ahnlichkeit von Matrizen

Zwei Matrizen A und B sind dhnlich, falls eine invertierbare MAtrix S
existiert, sodass:

A=S"1BS

Das bedeutet, dass im Fall einer Diagonalisierung, die Matrix A Ahn-
lich zu ihrere Diagonalmatrix D ist. Solche Ahnliche Matrizen haben
die gleichen Eigenwerte und damit das gleiche charakteristische Poly-
nom.

DGLs Losen

Entkoppelte DGLs Folgendes DGL ist entkoppelt:

u1(t) =aiui(t)
ua(t) =agua(t)

Es ist entkoppelt, weil die Gleichungen keinen zusammenhang zueinander
haben. Wir fassen die Anfangsbedingungen in einem Vektor zusammen:

u1(0)

ut0)= u2(0)

Eine Losung des DGLs ist die Exponentialfunktion:

u1(t) = e™'u1(0)
us(t) = e ug(0)

Mittels unser Diagonalmatrix erhalten wir also:

21(0)| _[a1 O u1(t)]
u2(0)| [0 ag||ua(?)
A

u(t) = eAtu(0)

Gekoppelte DGLs Wir stellen die Gleichungen wie gewohnt dar:

u=Au
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Bei dem gekoppelten DGL ist die Matrix A keine Diagonalmatrix mehr.
Demnach muss sie Diagonalisiert werden:

1=SDS'u =S lu=DSu
Wir fithren jetzt eine Substitution durch. Es gilt: v =S~ 1u bzw. u = Sv.
v(t) =Du(¢)

Wir handeln nun wie bei dem Entkoppelten System und fiihren die Anfangs-
bedingungen ein:

v(t) = ePt(0) = S~ u(t) = S 1u(0)

Es gilt damit Final:
u(t) = SePtS1u(0)

Losung von DGLs Als kurzform lésst sich die allgemeine Losung fiir
die DGL y = Ay mit A = TDT ! wie folgt schreiben:

y(#)=TVeMt ¢y 4+ TPeM2l oo ...

Der Vektor v(0) beschreibt den Anfangszustand des Systems mit:

v(0) ist aber nur eine art "hilfe" es gilt dabei: v(0) = S™1y(0). Falls nun
die Spezielle Losung des DGLs errechnet werden soll, muss der Vektor v(0)
berechnet werden. Dies wird mittels des gegebene Vektors y(0) und der
Matrix der Eigenvektoren getan. Also durch das Gaussen des Systems:
Sv(0) = ¥(0).

7.6: Normale Matrix

Eine quadratische Matrix ist normal wenn es gilt: ATA = AAT. Fir
komplexe Matrizen muss natiirlich hermit transponiert werden.

22



7.7: Symmetrische Matrizen

Ist eine Matrix Symmetrisch, so hat sie zwingend reelle Eigenwerte und
paarweise orthogonale Eigenvektoren.
Es entsteht der Spektralsatz: Jede Symmetrische Matrix lasst sich
durch orthogonale Transformationen diagonalisieren.
Es gilt demnach:
A=UDU'=UDUT

Falls alle Eigenwerte positiv sind, so ist die Matrix positiv-definit.

7.8: Euklidische Norm und Eigenwerte

Die 2-Norm einer quadratischen Matrix errechnet sich wie folgt:
Ao = VA Aist der grosste EW von AHA
Bei Symmetrischen Matrizen gilt:
Al =1A] A ist der grosste EW von A

Sei eine Matrix invertierbar, so gilt:

1
A Aist der kleinste EW von AHA

1A L), =

Ist die Matrix zuséatzlich Symmetrisch:

1
[A| A ist der kleinste EW von A

IA™Y)g =

7.9: Konditionszahl

Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A ist:

Al _ dmax

k(A)= =
||A_1||2 dmin

Diese Konditionszahl bemisst die Rundungsfehler welcher entstehen.
Umso kleiner der Wert, desto kleiner ist der Fehler.
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7.10: Symmetrisch positiv-definite Matrizen

Eine Matrix ist Symmetrisch positiv-definit, wenn:
xTAx = 0VxinR"

(,x)=0=>x=0

Gilt nur die erste annahme, so ist die Matrix Symmetrisch Positiv-
semidefinit. Eine Matrix ist s.p.d wenn alle Eigenvektoren grosser als
0 sind.

7.11: Ellipsen

Sei die Matrix A eine s.p.d. diagonalisierbare Matrix mit A = SAST.
Die Quadratische Form der Matrix mit f(x) = xT Ax = 1 beschreibt eine
Ellipse. Im zweidimensionalen sieht das wie folgt aus:

1= [x1 x2]A

x1 9 2
= +
xg] Ay +A2y5

Daraus lasst sich die lange der beiden Halbachsen berechnen:

1 1
Vi Viz

8 Singulirwertzerlegung

8.1: Singularwertzerlegung

Die SVD zerlegt eine beliebige Matrix A € R™*" in zwei Orthogonale
Matrizen U € R™*™ und V € R®*” und eine Matrix X € R™*" mit den
sogenannten Singuliarwerten auf der Hauptdiagonale:

A=UxvT

Esist dabei X~ = diag(c1,079,...,0,). Diese Werte sind absteigend sortiert.

Berechnen der SVD
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* Berechne ATA und die zugehorigen Eigenwerte (1;) und Eigenvek-
toren (e;)

* Bilde V aus den Normierten Eigenvektoren von ATA. Nach dem Spek-
tralsatz ist V Orthogonal.

¢ Erstelle X aus den Singldrwerten mit o; = \/A;
e Zwei moglichkeiten zum berechnen von U':

1. Erstellen aus den Normierten Eigenvektoren von AAT.

2. Einzelnen wert errechnen mittels u; = U%,Avi, danach die anderen
orthogonalen Vektoren durch unterschiedliche Methoden wie dem
Kreuzprodukt oder dem Gram-Schmidt Algorithmus berechnen.

Darstellung als Summe von Rang 1 Matrizen: Eine Matrix A mit einer
Singulidrwertzerlegung konnen wir als eine Summe von mehreren Rang 1
Matrizen darstellen. dies sieht dann aus wie folgt:

A=0 1 ° U 1(Spalte) * UlT(Zeile) + 092 U Spalte) * V2T<Zeﬂe)

8.2: Informationen in der SVD

Gegeben sei die Singuldrwertzerlegung der Matrix A. Hieraus konnen
einige Informationen gewonnen werden:

Rang A = Anzahl Singuldarwerte > 0
dimA =dimX

IAll2 =01

ONB von Bild A =span{uq,...,u,}
ONB von Kern A =span{v,;1,...,U,}

8.3: Ausgleichsrechnung mit der SVD

Gegeben sei die SVD mit: A =UZV7. r ist dabei der Rang der Matrix,
bzw. die Menge an Singulidrwerten grosser 0. Daraus ermittelt man
nun drei Matrizen:

3 0
0 0

VT

A=UzvT=[U, Uk][ o
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Damit hat U, die ersten r Spalten, X, die ersten r Singuldrwerte und
VT die ersten r Zeilen der Matrix. Wir losen das Ausgleichsproblem
durch das berechnen von:

x=V,Z1UTh
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