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Aufgabe 1
Ausserhalb von x = 0 ist f stetig, differenzierbar und auch stetig differenzierbar.

[1 Punkt]

1. Es gilt lim,_0>0 f(2) = —1 und limg_0 2«0 f(x) = —1, deshalb ist f auch bei 0
stetig.

[2 Punkte (1 fiir Grenzwert, 1 fir Schlussfolgerung)]
2. Die Ableitung von f ausserhalb 0 ist gegeben durch

() = —sin(zx+m) >0
2z +1 z <0.

Es gilt limg 50550 f' () = 0 und limg_,0 <0 f'(z) = 1, deshalb ist f bei 0 nicht
differenzierbar.
[2 Punkte (1 fir Grenzwerte, 1 fir Schlussfolgerung)]

3. Da f bei 0 nicht differenzierbar ist, ist f dort insbesondere nicht stetig differen-

zierbar
[1 Punkt]
Aufgabe 2
1. Wir bringen alles auf einen Hauptnenner und kiirzen:
y 1 4 _.or+2-—4
xl—% xr—2 1'2—4 _:cl—% :132—4
) 1 1
= lim = -
z—=2 1 + 2 4
[2 Punkte]

2. Wir erweitern, um die Wurzel zu entfernen und erweitern dann mit %:

2

lim (\/$2+x—x> = lim Ptz-o

r—00 x—>oo,/x2_|_l,+l=
. 1 1
= lim = -
T—00 1+1+1 2

[3 Punkte (1 Punkt pro Gleichheitszeichen)]



3. Wir nutzen Taylor:

v 24
lime, :limm+23+

z—0 sinx xﬁox—%—i—...

1+2Z2+...
= lim _tet.. 2 =1
201 — 24
[2 Punkte (nur 1 Punkt bei Verwendung von I’Hospital)|
Aufgabe 3

1. Wir wenden das Quotientenkriterium an:

n+1)(2)"

. .o n—+1 2
B Ta T Ty
n =
3

Dies ist kleiner als 1, also konvergiert die Reihe.

[2 Punkte]
Wir berechnen zuerst den Konvergenzradius (beispielsweise mit I’Hospital)

= lim /= =1.
log(n + 2) oo 1

1
n+1
n+2

Damit sehen wir, dass die Reihe konvergiert fiir z < 1 und divergiert fir z > 1.

[8 Punkte (2 fir Konvergenzradius, 1 fiir Schlussfolgerung)

Es verbleiben die Punkte x = 1 und x = —1, welche wir separat betrachten miissen.

Fir = 1 nutzen wir, dass log(n + 1) < n und konnen so abschétzen

> 1 =1
nZ::llog(n—i-l) >nz_:15'

Die harmonische Reihe divergiert bekanntermassen, also divergiert auch unsere
Reihe fiir x = 1.

[2 Punkte]
Fir x = —1 haben wir eine alternierende Reihe. Da lim,, Toa(
vergiert die Reihe.

1
Togtarn — 0> kon-
[2 Punkte (Uberpriifen, dass

gty — 0 ist notwendig!)]



Aufgabe 4

1. Wir wenden die Variablentransformation y = log(z) an, integrieren zweimal par-
tiell und transformieren zuriick:

/(log z)?dr = /y2€y dy = ey — /dey dy
= eyy2 — 2yey + /2€y dy = eyy2 — 2yey +2e+C

= z(logz)? — 2zlogx + 2z + C.

[8 Punkte (1 fir Transformation inkl. Ricktransformation, 1 pro partielle
Integration )]

2. Mit dem Hinweis gilt 23 — 32 —2 = (2 — 2)(x +1)? und damit ist die Partialbruchz-

erlegung
9 1 —4+x
- de= | ——d ——dx.
/m3—3m—2 . /x—Q x+/(z+1)2 v
[1 Punkt]

Der erste Term ist

1
/ dx =log|x — 2|+ C,
T —2
[1 Punkt (mit Betrag!)]

der zweite ist

—4
/”daz:gl—logm—i-l]—i-(].

(x +1)2 x+
[3 Punkte]
Insgesamt also
9 3 T —2
dr = log| ——| +C
/x3—3x—2 T + 0g\$+1\+
Aufgabe 5
Wir zeigen die Aussage mit vollstdndiger Induktion.
Induktionsverankerung n = 1: Dies ist offensichtlich.
[1 Punkt]



Induktionsschritt n — n + 1: Wir teilen die Summe folgendermassen auf:

2n+1_1

DI SRS S
P

Der erste Term ist < n nach Induktionsvoraussetzung. Fiir den zweiten Term nutzen
wir, dass fiir alle £ in dieser Summe % < 2% gilt. Da diese Summe genau 2" Summanden
hat, gilt dann
antl_g 2nti—1
1 1
2 5S> @t
k=2n k k=2n 2n
Daraus folgt die Aussage fir n + 1.
[3 Punkte]

Aufgabe 6
Wir berechnen zuerst die homogene Losung der ODE, also die Lésung von

y"(z) +y/(z) — 6y(z) = 0.

Das dazugehérige charakteristische Polynom ist A> + A — 6 = 0 mit Losungen \; =
—3, A2 = 2. Die homogene Losung ist damit

yn = Cre " + Coe™.
[2 Punkte]

Um eine partikuldre Losung zu finden, machen wir den Ansatz y,(z) = acos(z) +
bsin(x) mit zu bestimmenden Konstanten a und b. Einsetzen in die ODE und aufldsen
der Gleichungen ergibt

Yp = sinx — 7cosx.

[2 Punkte]
Die allgemeine Losung ist damit
y(x) = Cre 3% + C9e®® +sinz — Tcosx.
Aus der Bedingung y(0) = 0 ergibt sich die Bedingung
Cr=7-Cs.
[1 Punkt]

Fiir Beschrinktheit fiir © — oo bemerken wir, dass e 3% sinz und cosz ohnehin

beschréankt sind. Wir miissen also nur verlangen, dass Co = 0 gilt. Also

Cy =
Ci=7



[1 Punkt]

Die einzige Losung, welche alle Bedingungen erfiillt, ist deshalb

y(x) =773 4 sinz — 7cosz.

[1 Punkt]

Aufgabe 7

1.

Setze f(Z,¥) := x1y1 + ... + Tuyn und g1(Z,9) = 2% + ... + 22, 92(Z, %) = v} +
...+ y2. Das Problem ist dann mit Langrangemultiplikatoren lésbar, indem wir
die Losungen von Vg — A\1Vgr — AaVgo = 0, g1 = g2 = 0 suchen. Das Symbol V
bezeichnet hier die Ableitung nach allen Variablen x; und y;. Wir kriegen folgendes
Gleichungssystem:

Yy — 2)\11‘1 =0

Yn — 2)\1~75n =0
Tr1 — 2)\2y1 =0

Ty — 222y, =0
2

i+ +a2=0
yi+ ... +yi=0.

[2 Punkte]

Da wir nur das Maximum suchen und nicht die Punkte, an denen es angenommen

wird, kdnnen wir im Folgenden O.B.d.A. annehmen, dass alle z;, y;, sowie A\; und
Ao nicht negativ sind.

Die ersten n Gleichungen ergeben y; = 2A1z; fiir alle ¢ und damit
n n
1= ny = 4)\%21‘% =4\
i=1 i=1

Mit obiger Annahme muss also A\ = % sein. (Analog gilt mit den néchsten n
Gleichungen, dass Ay = %)

[2 Punkte]

Daraus folgt x; = y; fiir alle ¢ beim Maximum und das Maximum ist dann



[1 Punkt]

2. Um Teil (a) anwenden zu konnen, setzen wir

a;
T; = 1
()
Y bi
T = 1
SRE
[1 Punkt]
: 2 __ 2 _
Esgilt > z; = y7 = 1.
[1 Punkt]

Wir wissen aus (a), dass das Maximum von Y z;y; bei 1 liegt, hier gilt damit

Yo aib;
(T a?)? (2 52)

woraus die Behauptung folgt.

<1,

D=

[1 Punkt]
Aufgabe 8
1. Wir wissen, dass die Taylorreihe von 14%@ gegeben ist durch > >°  (—1)"z" (die
geometrische Reihe). Wenn wir 22 einsetzen, kriegen wir die Taylorreihe von H%:
1 o0
n,.2n
5 = Z(—l) ",
142z oar
[2 Punkte]

1
1+22?
Term fiir Term integrieren. Damit ist

2. Da % arctan x = konnen wir die Taylorreihe von arctan x kriegen, indem wir

1

jene fir ;7

00 —1)" 2n+1
arctanx = E (2)_2;1
n

n=0

[2 Punkte]



Aufgabe 9

FEine Busse wird erteilt, wenn die zwei Zeiten zu nahe beieinander liegen. Genauer,
falls der Quotient (Distanz zwischen Messpunkten)/(Differenz der gemessenen Zeit)
grosser ist als die erlaubte Hochstgeschwindigkeit. Die mathematische Rechtfertigung
ist der Mittelwertsatz, welcher besagt, dass obiger Quotient, also die Durchschnitts-
geschwindigkeit, an mindestens einem Punkt angenommen wird, dass also der Auto-
fahrer zu mindestens einem Zeitpunkt die erlaubte Héchstgeschwindigkeit tiberschritten
hat.

[3 Punkte (Mittelwertsatz!)]
Aufgabe 10

1. Nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung (ein Korollar des impliziten Funktio-
nentheorems) miissen wir lediglich zeigen, dass f/(0) # 0. Dies ist einfach zu
sehen:

f'(z) = cosx +
1(0)=2#0.

14+ 22

[2 Punkte]

2. Da f(0) = 0ist auch f~1(0) = 0. Mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrab-
bildung gilt dann

(F0) = = =5 = 5

[2 Punkte]

Aufgabe 11
Wir parametrisieren den Korper mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, y). Das ergibt

T T | cosy|
Vol(K) :/ /2 / rdrdyde
—-mJ—-5J0
z 2

[8 Punkte (auch, wenn Formel direkt hingeschrieben)]

Damit ist das Volumen

1y + siny cos y
PR Rt i

LR
5 .

Vol(K) =




[2 Punkte]

Aufgabe 12

Wir bezeichnen mit V = {(z,y,2) € R3|z < /1 — 22 — y2, 2 < 0} die Halbkugel und
mit D = {(z,y,2) € R3|z = 0, 22 + y? < 1} die Scheibe in der z-Ebene, so dass der
Rand von V' die Vereinigung von S und D ist. Wir wenden den Divergenzsatz auf das
Vektorfeld an, um zu schreiben:

/v-da:/divvdV—/ v-do.
S % D

Die Divergenz von v ist dive = 2% + % + 22. Durch die Verwendung von Kugelkoor-
dinaten kriegen wir

[1 Punkt]

2, .2, .2 e B PR _2r
(*+y“+27)dV = r“-resinddrdddp = —.
1% o Jo Jo D

[3 Punkte]

Um das Integral iiber die Scheibe zu berechnen, bemerken wir, dass v|p = (0, 2%y, 2zy)
und dass der Normalenvektor gegeben ist durch (0,0, 1). Damit ist

/v-daz//2xydxdy20,
D

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie ausgenutzt haben.
[2 Punkte]

Insgesamt ist damit

[1 Punkt]



