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1.

(a)

MUSTERLOSUNG BASISPRUFUNG ANALYSIS I/II D-ITET

Die Funktion f :R? — R mit

fla.y) =y <x; + cos(z) — g) —a? — cos(x)

hat im Nullpunkt einen kritischen Punkt. Es gilt:

[ Der Punkt (0,0) ist ein Maximum von f.

O Der Punkt (0,0) ist ein Minimum von f.

O Der Punkt (0,0) ist ein Sattelpunkt von f.

0 Die Hessematrix von f ist im Nullpunkt entartet.

Begriindung: Der Gradient von f ist

Vf(y) = (xyz — y?sin(x) — 20 + Sin(z))

22y + 2y cos(z) — 3y
und somit ist der Punkt (0,0) ein kritischer Punkt von f. Fiir die Hessematrix erhalten wir

Hylz,y) = y? —y?cos(z) — 2+ cos(z) 2xy — 2ysin(x)
&Y= 2y — 2y sin(x) 2?2 + 2cos(z) — 3

H(0,0) = (01 _01> .

Die Eigenwerte dieser Matrix sind Ay = —1 = Ao. Also ist die Matrix negativ definit und der
Punkt (0,0) ist ein Maximum von f.

und damit ist

[1 Punkt]
Das Integral / z? - sin(x)dz ist gleich
0
0 2.
1
0 —.
3
O 4 — 72
| m2 — 4.
Begriindung:
Durch zweifache partielle Integration erhalten wir
/ 2? - sin(z)dz = (—2* - cos(z)) |z=0 + 2/ x - cos(x)dx
0 0
=72 +2 (x : sin(x)’;rzo — / sin(:r:)dx)
0
=72 42 cos(x)|Z:0 =72 — 4.
[1 Punkt]



()

(b)

2 VE
Vertauschen wir die Integrationsreihenfolge, so gilt: / / (z® + /y)dydz ist gleich
0o Jo

O IYE 222 + y)dady.
B+ Jg)dady.
O R+ Va)dedy.
O fo fo (y? + x)dzdy.

[1 Punki]
Sei f(z) =3_,502"a", wobei |z| < 1. Es gilt
n f83(0) = 33| 233,
0 0=
O f(33)( ) _ 233 33232,
O F(0) =
Begriindung:
Wir stellen f in der Taylorreihe um 0 dar und sehen
(o
f(x) — Zznxn — Z f n'( )
n>0 n>0 ’
Durch Koeflizientenvergleich gilt also
n!
Somit gilt
FG9(0) = 33! - 2%,
[1 Punki]

Wir setzen x = e ein und sehen, dass gilt “%”. Damit diirfen wir die Regel von de I’'Hospital
anwenden und erhalten
lim log(log(x)) 1 1

li = fii > 1.
she as=° _ 1 aoe xlog(z)log(a)a*=c  elog(a)’ uea

[2 Punkte (1 Punkt fiir richtiges Ableiten, 1 Punkt fir richtiges Endresultat.)
Wir erweitern den Bruch und erhalten
Vii+z+uo T
lim (Va2 +2z—2)= lim (Va2 +2—2)——m— = lim ———.
I*)CX)( ) m~>oo( )\/x2+x+m T—00 1/:1:2_’_1;_’_1*
[1 Punkt fiir Idee mit Erweitern.

Wir dividieren anschliessend oben und unten durch z und erhalten

i x i 1 _ 1 o 1 1
1m —F— m — = 1l — =
T—00 4/ 2 +rx+x T—00 \/362+I +1 T —00 2+w +1 T—00 1 + + 1 2

[2 Punkte (1 Punkt fiir die Idee x = Vx?, x > 0, und 1 Punkt fir das richtige Endresultat. )]



(¢) Nidhern wir uns dem Nullpunkt von rechts, so ist > 0 und es gilt % = 2 = 1. Somit ist

[2 Punkte (1 Punkt allgemein fiir richtiges Hinschreiben der Betragsfunktion, 1 Punkt fiir
richtiges Endresultat. )|

Analog, wenn wir uns von links an 0 annéhern, so ist < 0, also || = —z und der Grenzwert
gibt
x
lim Jl =-1
z—0- T
[1 Punkt]

3. Zuerst suchen wir die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
y"(x) + 5y (z) + 4y(x) = 0.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
Py=M 45 +4=A+4)\+1)
sind A\; = —1 und Ay = —4.
[2 Punkte (1 Punkt fiir richtigen Ansatz, um A; zu berechnen, 1 Punkt fiir richtige \;.)]
Die allgemeine Losung yp,(z) der homogenen Differentialgleichung ist also
yn(z) = Cre™™ + Cre™ 42,
[1 Punkt (Mit Folgefehler, falls die A\; oben falsch berechnet wurden.)]
Fiir die partikuldre Losung y,(z) machen wir den Ansatz
yp(2) = Ax® + Bz + C.
[1 Punkt fiir einen funktionierenden Ansatz.)

Setzen wir das in unsere Differentialgleichung ein, erhalten wir
14z +2* = 442° + (10A + 4B)z + (2A + 5B + 40).

Mit Koeflizientenverleich gilt also

1 3 19
A_i) B——g und 0—33

[1 Punki]

1
yp(x) = Vi gx—i- 33 = 3—2(&%2 — 122+ 19).

[1 Punkt (Auch wenn nicht umgeformt und mit Folgefehler. )|



5.

Die allgemeine Losung y unserer Differentialgleichung ist dann
1
y(x) = 3—2(8332 — 122 4+ 19) + Cre™* + Cye ™",

[1 Punkte(Auch wenn nicht umgeformt und mit Folgefehler. )]

. Die Steigung der Verbindungsgeraden ist gegeben durch

9-5 — 4.
2-1
[1 Punkt]
Also suchen wir ein ¢, so dass
flle) =4
ist.
[1 Punkt]

Mit f'(c) = 2¢+ 1 folgt also ¢ = 3 € [1,2], somit ist p = (c, f(c)) = (£, 2).

[1 Punkt fiir richtiges ¢ (oder p).]

(a) Wir machen die Fallunterscheidung o =1, &« < 1 und o > 1.
[1 Punkt fiir Fallunterscheidung (wenn alle drei Fille betrachtet wurden).]
Erster Fall a = 1: Es gilt

o0 1 0o
/ L e = tog(|z])[ ., = oo,
1 ‘r

[1 Punkt, wenn alles richtig ist.]

Zweiter Fall o < 1: Es gilt in diesem Fall

* 1 1 >
/ —dr = i = 00.
1z 1-—a =1
[1 Punkt, wenn alles richtig ist.]
Dritter Fall a > 1: Es gilt
* 1 1 > 1
/ 7d.’I; frd a’,‘l_a = < Q.

1 xe 1l-«a ey -1

[1 Punkt, wenn alles richtig ist.]

(b) Wir machen Partialbruchzerlegung:
r—5  Ar+B ¢c A B C
. 2

22(x +1) x2 +x—|—1_a:+a: +a:—|—1’

[1 Punkt, wenn richtig aufgeteilt wurde, sonst 0 Punkte.]
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann A = 6, B = —5 und C = —6.
[1 Punkt, wenn alle richtig sind.]



Also erhalten wir

r—>5 1 1 1
——dx = —dxr — —dx — d
/xQ(x—i—l)m 6/9630 5/x2:c 6/x+1x

5
= 6log(|z|) + P 6log(lz+ 1))+ C

x 5
=61 —_— —+C.
Og(‘anlD—i_m—’—

[4 Punkt (1 Punkt fiir jedes richtige Integral (wenn Betrag fehlt bei log gibt es dort 0 Punkte)
und 1 Punkt fir die Konstante. Die letzte Umformung muss nicht unbedingt gemacht
werden. )]

6. Wir l6sen das mit Lagrange-Multiplikatoren.
[1 Punkt fiir die Idee.]

Wir wollen also die Funktion

fila,y,2) = /(& =5+ (y —5)> + (2 — 4)2

unter der Nebenbedingung

g(x,y,2) =4 -2 —y> —2=0

minimieren.
[2 Punkte (Je ein Punkt pro Funktion.)]

Da die Wurzelfunktion streng monoton wachsend ist, kénnen wir auch die Funktion
fz(l’,y7Z) = ((E - 5)2 + (y - 5)2 + (Z - 4)2
unter g minimieren.

Zuerst bemerken wir, dass
—2x

Vy(z,y,2) = | =2y
-1

nie null ist und daher ist jedes globale Minimum ein bedingt kritischer Punkt.
[Das muss nicht unbedingt erwihnt werden.
Wir suchen also kritische Punkte der Lagrange’schen Hilfsfunktion
Flz,y,2, ) = fa(2,9,2) = Ag(2, 9, 2)
=@-5°+@W-52+(z—-4)*-A4-2>-y*—2).
[1 Punki]

Dazu 16sen wir das Gleichungssystem
0. F(x,y,2,\) = 2(x —5) + 2 z =0,
Oy F(z,y,2,\) =2(y —5) +2\y =0,
0. F(x,y,2,\) =2(z—4)+ X =0,
OF(z,y,2,\) =2 +1y° +2—-4=0
und erhalten

r=1, y=1 und z=2.

[4 Punkte (1 Punkt fiir das richtige Gleichungssystem, 8 Punkte fir x, y und z (-1 Punkt, wenn
eines falsch ist).)]



Der einzige bedingt kritische Punkt von f; auf dem Paraboloid F' = {(z,y,2) € R? | 2 = 4—22—4?}
ist also @ = (1, 1,2). Dort hat fo den Wert 36 und der Abstand zum Punkt P = (5,5, 4) betrigt 6.

[1 Punkt fiir richtigen Abstand (mit Folgefehler, wenn x, y und / oder z falsch berechnet wurden
oben,).]

Tatsiichlich ist (1,1, 2) die gesuchte, globale Minimalstelle. Das sieht man wie folgt: Fiir jedes R > 6
sei Br(P) die abgeschlossene Kugel mit Radius 6 um den Punkt P = (5,5,4). Dann ist die Menge
Bgr(P) N F kompakt und nicht-leer (denn (1,1,2) € Br(P) N F). Da fy stetig ist, nimmt fo auf
Br(P) N F ein Minimum an. Da f2|6BR(P) = R? > f5(1,1,2) und (1,1,2) der einzige kritische
Punkt im Innern ist, wissen wir, dass die Funktion fo ihr Minimum in (1, 1,2) annimmt. Da R > 6
beliebig war, ist (1,1,2) die einzige Minimalstelle.

[Das muss nicht unbedingt erwihnt werden.
. Wir benutzen den Satz von Gauss.
[1 Punkt fiir die Idee.]
Fiir die Divergenz von F' erhalten wir
div(F)(z,y,z) = 327
[1 Punkt]

Mit Zylinderkoordinaten erhalten wir schliesslich

5 pr2m p2
/ div(F)(z,y,2)dV = / / / 3r2 cos®(p)r drdpdz
1% o Jo Jo
5 2
= / / 12 cos?(¢)dpdz
o Jo
5

= / 127dz
0

= 607.

[4 Punkte (fir jedes richtige Gleichheitszeichen 1 Punkt - aufpassen beim Volumenelement und
Folgefehler geben. )

. Seien
2

Fl(x,y):xQ—Zx—y—:O und  Fh(z,y) =2°> -8z +y+16 —v = 0.
c

Der Punkt (3,yp) soll ein Beriihrungspunkt der beiden Kurven sein. Das heisst insbesondere, dass
sie den Punkt (3,y0) gemeinsam haben. Also wissen wir aus Fi(3,y0) = 0, dass

3c = yg (1)
ist.
[1 Punkt]
Analog folgt aus F5(3,yo) = 0, dass
Yo=v—1 (2)
gilt.
[1 Punki]



Da der Punkt (3,y) ein Berithrungpsunkt sein soll, wissen wir, dass gilt
vF‘l (Sa yO) = >‘F2(37 y3)

fiir ein A € R, welches noch zu bestimmen ist.

Das liefert uns die zwei Bedingungen
4=-=2) (3)

und

2yo _
- = A (4)

[2 Punkte (Je 1 Punkt fir Gleichung (3) und (4).)]
Aus den Bedingungen (1), (2), (3) und (4) erhalten wir
A==-2, v=4, yo=3 und c=3.
[2 Punkt (Je 1 Punkt fir v und c.)]

. Wir beweisen die Ungleichung mittels vollstédndiger Induktion.

Induktionsverankerung: Wir sehen, dass die Behauptung offensichtlich fiir n = 0 und n = 1 gilt.

[1 Punki]

Indunktionsschritt: Wir nehmen an, die Behauptung stimmt fiir n, wir haben also

I+2)"<1+2"-1z fir 0<z<1,
und wollen zeigen, dass
1+2)"<1+@"™ -1z fir 0<2<1
gilt. Verwenden wir die Induktionsbehauptung, erhalten wir
A+2)" " =0+2)1+2)" < (1 +2)(1+ (2" - 1)x).

[1 Punki]

Durch ausmultiplizieren und verwenden, dass z? < z ist fiir alle z € [0, 1], erhalten wir schlussendlich

(I+z)"=1+z)(1+2)" < (1+z)(1+ (2" - 1))
=1+42"x + 2722 — 22
=14+2"2+ (2" —1)2?

N——

>0

<1+42%c+ (2" -1z
=1+2" —1a,

was zu beweisen war.

[2 Punkt (1 Punkt, wenn irgendwo erwihnt wurde, dass x*> < z ist fiir x € [0,1] und 1 Punkt fiir
die richtige Schlussfolgerung.)



