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Losung Priifung Analysis I/I1

1. Offenbar ist die Funktion  stetig und differenzierbar auf ganz R \ {0}.

[/ Punkt]
Daher muss man untersuchen, was an der Stelle z = 0 passiert.
a) Es gilt
0)=a=1
7(0) = = lim y(z)
[/ Punkt]
und
lim y(z) = lim (B+a+1)2" =0.
rz—0~ z—0~
[/ Punkt]
Es folgt, dass v an der Stelle x = 0 stetig ist genau dann, wenn
a=0.
[/ Punkt]

b) Um die Differenzierbarkeit zu untersuchen, miissen wir zuerst die Stetigkeit an
der Stelle x = 0 durchsetzen, d.h. o = 0.

[/ Punkt]
Die erste Ableitung von -y ist somit
1
/ _ T2 x>0,
V() { (B+1)72®, z<0.
Wir sehen leicht, dass
li "(z) =1
v (@)
[/ Punkt]
und
lim ~/(z) =0.
z—0~
[/ Punkt]

Bitte wenden!



Daher existiert kein (3, so dass die Funktion ~ an der Stelle x = 0 differenzierbar
ist, d.h. ~y ist nie differenzierbar auf ganz R.

[/ Punkt]
a)
322 +e” i ev
im ———— = lim = 00.
z—o0 223 + logx? 200 223
[1 Punkt fiir jede Gleichung: 1+1=2]
b)
2 _ 2 2 _ 2
lim (x 263:+9) _ lim (x* — 62 +9) |
z—3+ (e 79 —1)4 e=3t (22 —9)4
wobei wir die bekannte Eigenschaft
t
—1
lim == =1
t—0 t
benutzt haben.
[2 Punkte]
Darum folgt
. (2®=624+9)2 (z — 3)* . 1 _4
1 = = lim ——=6"".
st (€79 — 1) anst (2 —3)i(z +3)1  sost (z+3)1

[{ Punkt fiir die erste Gleichung, 1 Punkt fiir das Endresultat: 1+1=2]

Wechselweise kann man den Limes wie

(2 — 6x + 9)? (1, x2—6x+9>2
= lim

fi o3t (€79 — 1)2

emat (9 — 1)1

[/ Punkt]
schreiben und die Regel von de I’Hospital zwei Male anwenden.

[2 Punkte, 1 Punkt fiir das Endresultat: 2+1=3]

c)
lim (\/|z|+e—+V—2)= lim (V—2+e—+V—2x).
T——00 T——00
[{ Punkt]
Wir multiplizieren diesen Ausdruck mit 1 = Y———Y— %iii\/‘/::i um zu erhalten
[1 Punkt]

—r+e+x
li \/ —v—x)= 1li .
xi@m( |1’| te {L‘) xﬁl\rfnoo N T +e+N—x
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[/ Punkt]
Es folgt

0.

€
xAEEw( |$|ﬂ—€ $> ﬂigthﬁ—aj+»eﬁ—1ﬁ—l

[/ Punkt]

sin x+3

d) Um lim, ., S22t

zu berechenen, bemerken wir zuerst, dass fiir x > 0
x—logz >0

gilt. Ausserdem gilt auch

x —?ogx = Zni‘ﬁ(;;i = x —?ogx

[I Punkt]
weil offenbar —1 < sinx < 1 ist.
Zuletzt bemerken wir, dass x — log x — oo fiir x — oo.
[/ Punkt]
Mit dem Sandwichsatz schliessen wir
lim SBT3 g
z—o0 r — logx
[/ Punkt]
3. Induktionsanfang: n = 1.
u(l) = 11" =1 =10,
was offenbar teilbar durch 10 ist.
[/ Punkt]

Induktions—-Schritt: n —n-+1.

u(n+1)=11"" -1 = 11"(10+1)—1
11" - 10+ 11" =1
= 11"-10 + u(n).

[/ Punkt fiir die erste Gleichung, 1 Punkt fiir die letze Gleichung: 1+1=2]

Bitte wenden!



Die Zahl 11™-10 ist offenbar durch 10 teilbar. Ferner ist nach Induktionsvoraussetzung
auch u(n) durch 10 teilbar. Wir schliessen, dass u(n + 1) durch 10 dividiert werden
kann.

[/ Punkt]
4. a) Wirsetzen a,, := m und bemerken, dass
lim a, =0
n—oo
gilt.
[/ Punkt]
Weil \/n < v/n+ 1 und logn < log(n + 1) fiir jedes n > 1 gilt, bekommen wir
die Ungleichung
1 - 1
pt1 = = Qy, .
i vn+1+log(n+1) /n+logn
[/ Punkt]

Nach dem Leibniz-Kriterium schliessen wir

o0

n 1
> (-1 Tt iogn <

n=1
[1 Punkt fiir das Kriterium, 1 Punkt fiir das Endresultat: 1+1=2]

b) Wir wenden das Wurzelkriterium an, um zu erhalten

log 2)" log 2
lim ¢ (og—)_ limL:logQ.

[{ Punkt fiir das Kriterium, 1 Punkt fiir lim,_,., {/2n+3/2=1: 1+1=2]
Dalog 2 < 1 ist, schliessen wir, dass die Reihe

o0

3 (log2)"
2290 132

konvergent ist.

[1 Punkt fiir log2 < 1, 1 Punkt fiir das Endresultat: 1+1=2]
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5. Die Steigung m der Tangente an den Graphen von f an der Stelle © wird durch den
Ausdruck

m = f'(z)
bestimmt.
[/ Punkt]
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt sofort
fl(x)=e"", zeR.
[/ Punkt]

Nun ist die Steigung der Gerade I' gleich 1. Damit die Tangente an den Graphen von
f parallel zu I" ist, miissen wir die Bedingung

m=f'(z)=1
[/ Punkt]

COS T

durchsetzen, d.h. e = 1. Das ist dquivalent zu der Bedingung cos z = 0.
[/ Punkt]

Die Losungen dieser Gleichung sind die Zahlen = = 7/2 + kx mit k € 7, d.h. an den
Stellen x = 7/2 + km ist die Tangente an den Graphen von f parallel zu I'.

[/ Punkt]

6. Der Bereich D ist

2.5

i} = %

Bitte wenden!



Die Funktion f ist stetig auf D, welches ein kompakter Bereich ist. Nach dem Satz
von Weierstrass folgt sofort, dass f im Bereich D ihr Maximum und ihr Minimum
erreicht.

Zuerst suchen wir die globalen Extrema von f in D°. Der Gradient von f lautet
_ | ye™ (1 —wy)
Vf(x,y) - ( xefxy(l _ .Z’y) .
[/ Punkt]

Wir setzen V f = 0 durch und erhalten danach das System

ye (1 —xy) =0
re (1 —2ay) =0,

dessen Losungen sind alle Punkte (z,y) € R? mit zy = 1 und der Punkt (0, 0).
[/ Punkt fiir jede Losung: 1+1=2]

Allerdings gehoren diese Losungen nicht zu D°.

[/ Punkt]
Somit miissen wir die globalen Extrema von f auf dem Rand 0D suchen.
Wir schreiben 0D als .
i=1
wobei die ;
v =0DN{x =0}
72 =0DN{y=1}
v3 =0DN{xy =1}
Y4 =0DN{y =2}
sind.
Wir bekommen deshalb
1.
f| = f0,y) =0;
71
[/ Punkt]
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Es folgt
max ga(x) = go1) = ¢!
[/ Punkt]
und
2in g2(z) = g2(0) = 0;
[/ Punkt]
3.
fl =@ 1/z) =€y
V3
[/ Punkt]
4,
f L f(2,2) =2ze™* = gy(x), 0<2<1/2;
Es folgt
Jnax ga(x) = a(1/2) = e
[/ Punkt]
und
oJnin 94(7) = 9a(0) = 0;
[/ Punkt]
Wir schliessen
mgxf:efl, m[i)nf:().
[2 Punkte]

7. Wir setzen f(x) = e*. Das dritte Taylorpolynom von e” an der Entwicklungsstelle
Ty = 0 ist

D
Jg’f(l‘)zl—i-ai—'—a-i-g
mit einem Restglied
(4)
Ri(1,0)w) = Tt e 0.0).

[/ Punkt]

Bitte wenden!



Sei jetzt z = 1/2. Weil ) (¢) = £,

[/ Punkt]
folgt
3
€
[/ Punkt]
Wir benutzen nun die Abschitzung
ef <e? <2,
[/ Punkt]
Der Fehler ist deshalb beschrinkt durch
2 4 1 -3
Rs(f,0)(1/2) < 52 =551 <477,
[/ Punkt]
. Das charakteristisches Polynom y(\) der Gleichung ist
X(A) =20 + 3\ -1,
dessen Nullstellen die Zahlen
-3 —-V17
AM=—"7--—<0
4
und
-3+ V1
)\2 — +—7 >0
4
sind.
[/ Punkt]
Die Losung der homogenen Gleichung ist somit
yh(m) = Cle)\lz + C2e>\2-’b ) Clu CQ cR.
[/ Punkt]
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Um eine spezielle Losung zu finden, machen wir den Ansatz
Yp(r) =ae®, aeR.
Wir setzen y,, in der Gleichung ein und bekommen

2ce” 4 3ae” — ae” = e’

dh.a=1/4.
[/ Punkt]
Die allgemeine Losung ist deshalb
y(z) = yn(w) + yp(z) = CreM™ + Coe® + ;Le”” , C1,Cy eR.
[/ Punkt]
Nun setzen wir die gegebenen Bedingungen durch. y(0) = 0 liefert
4(0) :CI+02+411:0'
[/ Punkt]

Die zweite Bedingung liefert
—o00 = lim y(z) = lim CeM* =C) lim M =C)-o00
T—>—00 T—>—00 T——00

[1 Punkt fiir die zweite Gleichung)

und deshalb muss C'; negativ sein.

[/ Punkt]
Die gesuchte Losung ist somit
1 1
y(ZE) = Ol€>\1$ - (Z + Ol> €>\2m + Zem s Cl <0.
[/ Punkt]
a)
1 x2 1 1
/ e dr = ——e ™ —i—/ re % dx
0 2 0 0
e 1 ,qt 1t
_ = — 4T - —zT d
2 27 T /0 c
e? e? 1 ,
= ———— —-¢
2 2 4 0
1
= Z (1 — 56_2)

Bitte wenden!



[1 Punkt fiir jede partielle Integration, 1 Punkt fiir das Endresultat: 1+1+1=3]

b) Mit Partialbruchzerlegung konnen wir den Integrand als

2z

A B

(x4 1)(x —3)

schreiben.

A BecR
x—|—1+x—3’ 5 €

[/ Punkt]

Der Vergleich der Koeffizienten liefert das System

{

A+ B =2
B—-3A=0

dessen Losungen die Zahlen A = 1/2 und B = 3/2 sind.

Es gilt somit

[ wes

dx

[/ Punkt fiir

¢) Mit der Substitutiont = 2=, dt =

2
/ o~ arctan(x~!) dx
1

2
/ o~ arctan(x~!) dx
1

[/ Punkt]

B 1/2 L . 3 Y,

~ o), \er1 Tz —3)"™
1

= §(log|x+1\—|—3log|x—3|)f
L3

= —log—.
2 %16

log | - |, 1 Punkt fiir das Endresultat: 1+1=2]

—x~2dx erhilt man leicht

1
I,

[/ Punkt]

tarctan(t) dt

t2 1 1 1 t2
— arctan(? - = dt
g ¢ an<>1/2 2/1/21—1-252
[/ Punkt]
oL 1Y /1 . L\ oy
— — —arctan= | — = —
4 4 2) "2 )i 1422
1 1 .
3 arctan 3735 (t — arctant);
[/ Punkt]
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2
1 5 1

/ v 3arctan(z ) dr = — — > —— arctan — .
1 4 8 2

[/ Punkt]

d) Mit den Substitutionen t = 3z, dt = 3dx und z = cost, dz = — sintdt erhilt
man

[/ Punkt fiir jede Substitution: 1+1=2]

/_3 cos?(3z) sin®(3z) dr = {/—COS2(t) sin®(¢) dt}tzgx

— { / — cos?(t)(1 — cos® t) sin(t) dt}

[1 Punkt fiir sin®t + cos®t = 1]

/—30082(3.75) sin®(3z) dr = {/22(1 —2%) dz}
z=cos t=cos(3z)

3 5
3 5 z=cos(3z)

[/ Punkt fiir das richtige Integral, 1 Punkt fiir die Konstante: 1+1=2]

t=3x

3 3 5 3
/—3COS2(3$) sin®(3z)dz = 0083( x) _ COS5( ) LK.

[/ Punkt]

10. a) Damit
{K(z,y) =0},
wobei
K(x,y) =2+ "™ + 2y + arctan x

tiberall lokal der Graph einer Funktion y = f(x) ist, miissen wir nach dem im-
pliziten Funktionentheorem

[/ Punkt]
Ky(f, y) % 0
[/ Punkt]

zeigen. Wir berechnen
K, (z,y) = ¢ + 2,

Dieser Ausdruck ist fiir alle (x,y) € R? immer positiv und somit folgt die Be-
hauptung.

Bitte wenden!



[/ Punkt]

b) Wir berechnen K, (z,y) und bekommen

1
1422

Kx<x7y) =1+ e" Y +

Die Ableitung von y = f(x) ist gegeben durch

Km(‘rv f($)) _ 1+ €$+f($) + 1+1a:2
K,(z, f(x)) extf(@) 42

[/ Punkt fiir die Formel, 1 Punkt fiir das Endresultat: 1+1=2]

f'(x) = -

11. Es gilt
L p0=Va? p(—VE- D)
/0 /0 /0 ldzdydx
[/ Punkt pro Grenze: 1+1+1=3]
V() - // 1—f—f> dy ds
= // 1— )—2\/_(1—\/5)+y>dyd$
= /0 ( - y3/2(1 V) + %@f) :1:0@2 dx
[/ Punkt]
Vo) = [ (0= VAP0V - 50 - VAP0 VB + 50 - VD)) da
1

[{ Punkt]

1
V(Q) = 6/0(1—4\/5+6x—4x3/2+x2)d:v

B 1<1 8+3 8+1)_1
6 3 5 3/ 90
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[2 Punkte]

12. Es gibt zwei Moglichkeiten: mit direkter Berechnung oder mit dem Satz von Stokes.

e Es gilt
—1
rot ' = -1
-1
Die Fliche S kann in dieser Art
r:T —R3
T
r(r,y) = y
1 — .TL’Q _ y2
parametrisiert werden,
[/ Punkt]
wobei 7' die Menge
{(z,y) e R*: 2” +y> < 1}
bezeichnet. Deshalb gilt
1
Ty = 0
—2x
und
0
Ty = 1
—2y
Deshalb bekommt man
2
Ty XTy= | 2y
1
[/ Punkt]

Bitte wenden!



Daraus folgt
/rotF-ndw = /rotF-rxxrydxdy
5 T
= /(—Qx — 2y — 1) dzdy
T
= —2/(x+y)d:cdy—7r
T27r 1
= —2/ / r?(cos ¥ + sind) drdd — 7
o Jo

2m 1
= —2/ (cosﬁ—i—sinﬁ)dﬁ-/ r¥dr —m
0 0

1
= O-/ r’dr — 7
0

= —m.
[2 Punkte]
e Esist genug den Ausdruck
/ F-dx
as
zu berechnen.
[/ Punkt]
Wir parametrisieren 0.5 in dieser Art
0,27] 3t +— r(t) = (cost,sint,0).
[{ Punkt]

Daraus folgt
r'(t) = (—sint, cost,0)

und

27
(—sint-sint +0-cost + cost - 0) dt

/rotF-ndw = /F-dm
s as
|

[/ Punkt]
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[/ Punkt]

[Gesamtpunktezahl: 96 Punkte)



