Schlegel, Yang

Woche 1 — Ubersicht & Tricks

(Disclaimer: Die hier vorzufindenden Notizen haben keinerlei Anspruch auf Korrektheit oder
Vollstandigkeit und sind nicht Teil des offiziellen Vorlesungsmaterials. Alle Angaben sind ohne
Gewibhr.)

(Starke) Mathematische Induktion:

Prinzip der vollst. Induktion:
(Ang)A[VvneENn=ny: A(n) =2 An+1)]) > vneEN,n=ny : A(n)

*  Behauptung: vn € N,n > ny: A(n)

* Induktionsanfang / Base Case (IA/BC): Zeige, dass A fur kleinstes n, gilt
“A(n) gilt fur EIN konkretes n”

* Induktionshypothese / Induktionsvorraussetzung (IH/ IV): 3m € N, m = ny : A(m)
“A(m) gilt fir EIN allgemeines m”

* Induktionsschritt (IS): Beweis von A(m) = A(m + 1)
“Wenn A(m) fur ein m gilt, dann gilt immer auch A(m+1),

da wir m allgemein gehalten haben”
= Induktionsbehauptung (1B): ¥n € N,n = ny : A(n)

Prinzip der Starken Induktion:
(Am)A[vneNn>ng: (VkEN,ng <k <n:A(k)) = An)])=>vneNn>n;: A(n)

* Behauptung:Vn € N,n > ny: A(n)
* Induktionsanfang / Base Case (IA/BC): Zeige, dass A fur kleinstes ny € N (oder eine
Menge an kleinsten ng, ..., n,, € N) gilt
“A(n) gilt fur EIN konkretes n, (bzw. EINE konkrete

Menge M := {n,, ..., n,})"

* Induktionshypths. / Induktionsvorstz. (IH/IV): 3m e Nm >ny: Vnyo <k <m: A(k)
“A(k) gilt fur alle k < m far EIN allgemeines m”

* Induktionsschritt (IS): Beweis von A(m) = A(m + 1)
“Wenn A fir alle k € {n, ..., m} gilt, dann gilt immer
auch A(m+1), da wir n allgemein gehalten haben”

= Induktionsbehauptung (I1B): ¥n € N : A(n)

Regeln & Tricks flr “Asymptotic Growth”-Aufgaben:

im 22 = o .f wachst langsamer* als g
n-co g(n)

lim £Z® = c e R+ .f und g wachsen gleich
iy schnell*

i .f wachst schneller* als g

nowgm
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* Hilfreich zum Abschatzen von n! — Die Stirling-Approximation: n! = +/2nn * (g)

*  Hilfreich zum Vergleichen von Grenzwerten: “L’Hopital’s Rule”: Wenn f: Rt - R* und
g:R* - R* differenzierbar sind, lim n f(n) =co= lim gm)undvn e R*:g(n) #0

und lim I _ e R{ oder lim ——= f( ) = o dann gilt: lim [ _ iy L
n-oo g'(n) n-o0 g/(n) n—c0 g'(n)  n->o0 g(n)
e __ loggx
08p X = log, b
loggn 1 logz a

. al()gzn = qloga2 = aIOga(n) log 2 — (aIOga n)logaZ = nloga2 = plogga = nl(’gza

100

. n — elOO*ln (n)

Hands-On: Induktionsbeweise
1)

Sei: A(n) = (n? + n) ergibt stets eine durch 2 teilbare Zahl
Beweise, dass gilt: vn € N : A(n)

Behauptung: Vn € N : A(n)
Induktionsanfang: (n = 0): (02 4+ 0) = 0 und 0 ist durch 2 teilbar.
Induktionsvorraussetzung: Sei m € N beliebig, wir nehmen an, dass A(m) gilt.

Induktionsschritt: (m - m+1): A(m+ 1) = ((m +1)2+ (m+ 1)) ist durch 2 teilbar. Es gilt:
(m+ D2+ (m+1)) =m?+2m+1+m+1=(m?+m)+2(m+ 1) Nun sehen wir, dass
2(m + 1) trivialerweise durch 2 teilbar ist. Ausserdem, haben wir per I.V. angenommen, dass A(m)
gilt, also (m? + m) durch 2 teilbar ist. Da die Summe von zwei, durch 2 teilbaren Zahlen auch durch
2 teilbar ist, haben wir damit gezeigt, dass A(m + 1) gilt.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen mathematischen Induktion folgt: Yn € N : A(n) m
2)

Sei A(n) = Die Zahl n € N kann als Produkt endlich vieler Primzahlen dargestellt werden
Beweise, dass gilt: Vn € N,n > 2 : A(n)

Behauptung: Vn € N,n > 2 : A(n)
Induktionsanfang: (n = 2): Trivial, die Zwei ist eine Primzahl.
Induktionsvorraussetzung: Seim € N, m > 2 beliebig. Wir nehmenan: Vk € N,2 < k <m: A(k)

Induktionsschritt: (im > m + 1): A(m + 1) = m + 1 kann als Produkt endlich vieler Prim-
zahlen dargestellt werden. Wir verwenden eine Case Distinction fir den Induktionsschritt:
Case 1: m + 1 ist eine Primzahl. Dann sind wir fertig mit dem Proof.

Case 2: m + 1 ist keine Primzahl. Dann existierena,b E Nmit2 <a <mund 2 < b < m mit:
m+ 1 = a * b. Nun kdnnen haben wir per I.V. angenommen, dass gilt : Vk € N,2 < k <m : A(k)
also auch A(a), A(b), d.h., a und b kénnen je als Produkt endlich vieler Primzahlen geschrieben
werden und damitauchm+1=a*b m



Hands-On: Asymptotic Growth

Seien f,g : N > Rt mit f(n) := 100 * n? * In(n) und g(n) = vn * n?
Welche der beiden Funktionen wachst asymptotisch schneller als die andere (oder wachsen sie
gleich schnell)?

f(n) 100 xn? *In (n) In(n) . In(n)

lim —= = lim lim 100 * =100 * lim
n—oo g(n) n—oo \/ﬁ * N2 n—oo \/ﬁ n—co \/ﬁ

Jetzt verwenden wir Def. 1, Homework 0: lim —= I — fim 1) firf,g: R > R* (f, g def. auf R

n-sodgm)  x—oo gx)

statt N), falls lim % existiert, um L’'Hopitals Rule zu verwenden:
X—00
, 1
f(x) x) - N 24 1
lim —= =100 * lim = 100+ lim =100 * lim =200 * lim — =
2 %/x
Da lim —/—= f® _ =0= lim f@n ), gilt: g wachst asymptotisch schneller als f.

x—00 g(x) n—oo g(n)
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