Schlegel

Woche 4 — Ubersicht & Tricks

(Disclaimer: Die hier vorzufindenden Notizen haben keinerlei Anspruch auf Korrektheit oder
Vollstdndigkeit und sind nicht Teil des offiziellen Vorlesungsmaterials. Alle Angaben sind ohne
Gewibhr.)

Anmerkungen zu Serie 2: Allgemeines

e Bei O-Notation und Summen immer gut darauf achten, ob Anzahl der Summanden mit
wachsendem n mitwachst

e Argumentationen nicht zu kurz halten, Dinge die nicht trivial sind missen vollstandig
ausgeschrieben und gezeigt werden

e O(f) ist eine Menge. Operationen wie “<” oder “>" sind fir Mengen nicht definiert

Laufzeiten “erkennen”:

Zur Erinnerung die Tricks fir Summen von Woche 2:
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In Serie 3 (Aufgabe 3.2) habt ihr bereits erste Erfahrungen mit dem bestimmen “enger” oberer
Schranken flir gegebene Algorithmen gemacht. Diese Fahigkeit ist beim Arbeiten mit Algorithmen
oder Datenstrukturen auch grundsatzlich enorm wichtig, da ihr haufig anhand eines gegebenen
(Pseudo-) Codes schnell erkennen kdnnen misst, wie schnell eure Losung tatsachlich ist. Daher gibt
es solche Aufgaben auch immer wieder in Priifungen — dort musst ihr dann allerdings (meistens) nur
das Endergebnis angeben. Allerdings sind diese Aufgaben meistens ein wenig schwieriger und es
bedarf gewisser Tricks, auf die ich hier eingehen werde. Hier ein Beispiel:

g) Geben Sie fiir das folgende Codefragment die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von
n € N in méglichst knapper ©-Notation an. Die Funktion f lduft in ©(1) Zeit. Sie miissen
Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i<mn;i=2+i){

2 for(int j = 1; jxj*j < j = j+1) { Asymptotische Laufzeit:
3 for(int k = 1; k < ixi; k = k+i ) {

4 70;

5 }

6 }

-
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So eine Aufgabe 16st man normalerweise am leichtesten, indem man einfach die Loops in
mathematische Summen umwandelt und diese dann auflost. Hier zeige ich den naheliegendsten
Ansatz, der immer fiir jeden Loop betrachtet, wieviele Iterationen dieser macht und das dann in
Form einer Summe ausdriickt. Dieser Ansatz funktioniert fast immer, allerdings hier leider nicht. Es
hat sich ein typischer Fehler eingeschlichen:

Wir sehen, dass der dusserste Loop von i = 1 bis i = n |auft, und sich in jeder Iteration das i
aber verdoppelt. Insgesamt gibt es also nur log, (n) Iterationen des dusseren Loops. Gut,
das kdonnen wir leicht mit einer Summe darstellen:

logon

Z (INNERE LOOPS)

i=1
Jetzt gucken wir uns den ndchsten inneren Loop an: Dieser lduftvonj = 1 bisj*j*xj=n
und in jeder Iteration wird das j um eins inkrementiert. Also gibt es insgesamt 3/n

3 = n, sobald j = ¥/n ist. Insgesamt haben wir also:
logzn 3/n

Z Z(INNERE LOOPS)

i=1 j=1

Iterationen, daj * j *j = j

Es gibt aber noch einen Loop: Dieser lauft von k = 1 bis k = i = i, wobei jedoch k in jeder
Iteration um i erhéht wird. In jeder Iteration dieses innersten Loops wird f() einmal
aufgerufen. Also insgesamt gibt es hier i iterations in denen es je einen Funktions-Aufruf
gibt. Insgesamt gibt uns das:

logzn Vn i

2 20!

i=1 j=1k=1

Spatestens jetzt kann man das Problem (und damit auch den Fehler) gut erkennen: Die
Anzahl der Iterationen des inneren Loops ist von der Loop-Variable des dussersten Loops
abhéngig. Dieser hat (was korrekt ist) bloss log, (1) Iterationen. Allerdings wird i nicht bloss
maximal log,(n) gross, sondern tatsachlich nimmt i die Werte i = 1,2,4,8,16, gn an. Das

heisst, wenn wir die Summe so darstellen, wie wir es gemacht haben, also, dass i bloss von 1
bis log, (n) lauft, dann haben wir folgendes Problem: Der innerste Loop lduft nie bis n
obwohl i tatsachlich zu irgendeinem Zeitpunkt n «gross» wird. Wie kénnen wir das also
elegant |6sen und trotzdem die angenehme Summen-Schreibweise verwenden? Mit
folgendem Trick:

Wir sehen folgendes: Da i folgende Werte annimmt: i = 2* fur x = 0 ...1og,(n) kénnen wir
auch einfach i zu x umbennen (Denn x nimmt auch bloss log,(n) viele verschiedene Werte
an, was exakt der Anzahl der Iterationen des dussersten Loops entspricht). Und gleichzeitig
lassen wir den innersten Loop, derimmervon k = 1 bisi = 1,2,4,8,16, ...,g,n laufen soll

einfach bis k = 2% laufen. Also so:
logzn 3n 2%

2, 20!

x=0 j=1k=1
Wir sehen: Der ausserste Loop fuihrt immer noch exakt log, (n) Iterationen durch — genau
wie er es soll. Der j-Loop immer noch {1 Iterationen — genau wie er es soll. Und der innere
Loop lauft jetzt immer bis zu den Werten, die i eigentlich annehmen soll. Also nicht nur bis
i =log,(n) sondern bis i = n. Jetzt missen wir diese Summe nurnoch auflésen und sehen:



3m ox logzn 3n log,n logz n
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= Y+ (219271 — 1) = n3 < 0(n3)

Such-Algorithmen 1: Lineare Suche:

Lineare Suche ist der Name des gleichzeitig einfachsten und langsamsten Algorithmus, der das
Suchproblem |6st. Gegeben sei ein Array, sortiert oder unsortiert spielt keine Rolle, iteriert dieser
einfach ab dem ersten Element so lange nach rechts bis er das zu findende Element entdeckt — oder
am Ende des Arrays angelangt. Im Worst Case muss dieser Algorithmus also einmal durch das ganze
Array iterieren und jedes mal das vorliegende Element untersuchen, was insgesamt n Operationen
sind, also O(n). Wahrend lineare Laufzeiten fir viele andere Probleme extrem gut sind, sind diese
beim Suchen meistens eher ungiinstig. Das liegt einfach daran, dass die Input-Sizes (hier also die
grosse der Arrays, die durchsucht werden missen) mitunter gigantisch sein kénnen.

Allerdings hat dieser Algorithmus einen Vorteil: Es ist vollkommen egal, ob das Array, das durchsucht
werden soll, sortiert oder unsortiert ist. Damit lauft er stabil unter allen Bedingungen immer in O(n)
—ist also nicht komplett nutzlos.

Such-Algorithmen 2: Binary Search:

Binary-Search (“Bindre Suche”) ist ein extrem effizienter Suchalgorithmus, der auf dem “Divide-And-
Conquer” Prinzip basiert. Wichtige Voraussetzung: Das Array, in dem wir ein Element suchen, muss
gemass einer totalen Ordnung sortiert sein. Wie genau funktioniert der Algorithmus?

Wir suchen ein Element b in einem Array A[] mit n Eintragen. Dazu initialisieren wir zwei weitere
Variablen: 1=0 und r=n («links» und «rechts»)

Jetzt gehen wir immer folgende Schritte ab:

1 Istl>r? — JA? Dann gibt es das Element nicht in unserem Array, return -1;

2. Gucke das Element an Stelle m = l— an.

3. IstA[m] ==b"? — JA? Dann fertig, o
return Index m int binarySearch(int a[], int b) {
int 1 = @, r = a.length - 1;
4. IstAlm] > b — JA? Dann setze r : while (1 < r) {
= m, da das Element offensichtlich links AP E)‘) D
liegen muss und wir also unser window i (alml <b)Leme s
(L bis r) auf die linke Halfte beschranken else r = m - 1;
konnen }

return -1;

5. Sonst: — Setze | :=m, da
das Element offensichtlich rechts liegen
muss und wir also unser window (I bis r) auf die rechte Halfte beschranken kénnen




Warum genau ist dieser Algorithmus so effizient? Wir betrachten immer nur ein Teil des Arrays: Am
Anfang suchen wir noch auf dem gesamten Array. Dann betrachten wir das in der Mitte liegende
Element und verwenden, dass das Array sortiert ist. Ist dieses, in der Mitte liegende, Element nun
bspw. grosser als das Element, das wir suchen, wissen wir sofort, dass auch alle Elemente, die rechts
von diesem Element liegen, grosser als das Element, das wir suchen, sind. Also miissen wir nur die
linke Hélfte betrachten. Das beschriebene Prozedere wiederholen wir dann auf der linken (bzw.
rechten) Halfte und dann wieder auf der dort bestimmten Halfte etc. etc. etc. bis wir das Element
entweder finden — oder unsere Halften eine Grosse kleiner/gleich 0 bekommen, es also keine
Moglichkeit gibt, das Element in dem Array noch zu finden.

Da wir das Array — und damit die Input-Size jedes Mal halbieren und dabei immer nur eine kurze
Berechnung (zum Bestimmen des mittleren Elements) und den beschriebenen Vergleich ausfiihren,
lasst sich die totale Laufzeit folgendermassen rekursiv beschreiben:

¢, fallsn=0
= n
T = (E) +d fallsn>1

Mit der Technik des Teleskopierens konnen wir diese Rekursion auflésen und eine geschlossene
Form finden:

T(n):T(g)+d:T(%)+d+d:T(g)+d+d+d=---=T(0)+1og2(n)*d

= c +log,(n) *d < 0(log(n))

Diese geschlossene Form kdnnte man nun noch per Induktion beweisen, was an dieser Stelle aber
dem gelangweilten Leser als Ubung iiberlassen wird.

Beweise per Invariante (Einfihrung):

Beweise per Invariante sind ein machtiges Werkzeug um die Korrektheit von Algorithmen, in denen
Loops vorkommen, zu beweisen. Im Grunde genommen beruhen diese Beweise auf einem einfachen
Prinzip, das dem der mathematischen Induktion sehr ahnlich ist: Stelle eine Invariante auf, zeige,
dass diese zu Beginn der Schleife gilt (“Initialization”), zeige, dass, wenn sie zu Beginn einer Iteration
halt, sie auch am Ende einer Iteration halt (“Maintenance”) und zeige, dass die Schleife terminiert
und sie auch nach der Schleife gilt (“Termination”).

Hier ein kleines Beispiel flr einen Algorithmus, der die Elemente eines Arrays aufsummiert:
Invariante: Zu Beginn der i-ten Iteration gilt: result = Y\ A[K] ®
Initialization: Nach Invariante muss zu Beginn der ersten Iteration int sum(int a[]){

gelten: result = Y0_, A[k] = A[0]. Da result mit A[0] initialisiert int result = afol;
wurde, hilt die Invariante hier.

for(int i = 1; i<n; i++)
result += al[il;

return result;
Maintenance: Sei i € {0 ...n — 1} beliebig. Wir nehmen an, dass die }

Invariante zu Beginn der i-ten Iteration halt, also result =
i1 A[k]. Da in der i-ten Iteration A[i] zu result addiert wird, gilt
dann automatisch zu beginn der (i + 1)-ten Iteration: result = Yi_b A[k] + Ali] = Y4 _, A[k]

Termination: Die Schleife ist durch n begrenzt, also terminiert der Algorithmus. Nach der letzten
Iteration gilt: i = n, daraus folgt: result = Z}(‘;(}A[k] und das ist die Summe des Arrays, womit die
Korrektheit des Algorithmus bewiesen ist.



Sortieralgorithmen 1: Bubble-Sort:
Idee des Algorithmus: In der i-ten

Iteration der dusseren Schleife °
verschieben wir den gréssten Key des
unfertigen Bereichs des Arrays an den

int bubbleSort(int a[]){
for(int i=0; i<a.length-1; i+ ){

rechten Rand dieses unfertigen Bereichs for(int j=0; j<a.length-i-1; j++){
und verkleinern diesen unfertigen Bereich ”(agii ie;'EJ:liEi]
anschliessend auf der rechten Seite um 1. al3l = al3+11;

Anfangs betrachten wir natirlich das al[j+1] = temp;

gesamte Array als “unfertigen Bereich”.
Die Korrektheit lasst sich leicht per
Invariante beweisen, jedoch ist der
Algorithmus sehr schlecht — da er sehr
langsam lauft: 0(n?)

Sortieralgorithmen 2: Selection-Sort:
Idee: In der i-ten Iteration verschieben wir das i-t grésste Element an die richtige Position. Dazu
suchen wir im “unfertigen Bereich” nach dem i-t grosstem Element und vertauschen es an die

Position n — i. Dieser Algorithmus ist allerdings nicht wirklich viel effizienter als Bubble-Sort und
lauft auch in 0(n?)

. . . °

Sortieralgorithmen 3: Insertion-Sort:

Idee: Zu Beginn der i-ten Iteration ist das int i”“”j“’_‘f"”l”‘"“tl””il{ "
for(int 1=0; i<a.length; i++)

Subarray A[0: i — 1] sortiert. In der i-ten e T i [e e e SR P

Iteration gucken wir uns dann das Element
A[i] an und setzen es an die richtige
Position im Subarray A[0: i]. Dieser
Algorithmus lauft jedoch leider auch in
0(n?).

> next_element){

Maximum Subarray-Sum

Algorithmus (“Kadane’s Algorithm”):

In der Vorlesung wurden verschiedene Losungsansatze flir das Maximum Subarray-Sum Problem
vorgestellt. Hier werde ich nun den schnellsten, induktiven Algorithmus noch einmal mit einem
Beispiel prasentieren:

Wir iterieren von links nach rechts tiber das Array A, d.h., wir | o ‘ a, ‘ a ‘ as | Ay | as ‘ as ‘ az ‘
bewegen uns in jeder Iteration um eine Position nach rechts. 0 ! 2 3 45 6 7
Dabei merken wir uns zwei Werte, MSS und RANDMAX. In MSS speichern wir die bislang berechnete
Maximum Subarray-Sum (am Anfang initialisieren wir diesen Wert also mit 0) und in RANDMAX
(anfangs auch 0) speichern wir die Subarray-Sum bis zu der Position im Array, an der wir uns gerade
befinden. In jeder Iteration aktualisieren wir nun RANDMAX := RANDMAX + a; (Also addieren wir in

der i-ten Iteration das Element an Stelle i zu unserer Randsumme) und priifen, ob diese neue
Randsumme jetzt grosser als die bislang berechnete Maximum Subarray-Sum ist, sprich ob

RANDMAX > MSS. Falls dem so ist, aktualisieren wir: MSS := RANDMAX, andernfalls lassen wir MSS
unverandert. Abschliessend priifen wir noch in jeder Iteration, ob unser neues RANDMAX < 0 (und
setzen RANDMAX := 0, falls dem so ist), denn sollte die Subarray-Sum bis zur Position i (also bis an




den Rand) negativ sein, missen wir ab der nachsten (i+1-ten) Position wieder bei 0 beginnen. Denn
bspw. ist-2 +4 +..<0+ 4 + ... und die MSS kann grundsatzlich an jeder Position starten.

Hier nun ein Beispiel:

Wir wollen die Maximum Subarray-Sum fir dieses Array
berechnen:

EEEIENEREY
0 1 2 3 4

Zunachst setzen wir RANDMAX := 0 und MSS := 0.

Jetzt beginnen wir, von links durch das Array zu iterieren, beobachten

(alaf3[5]1]
1 2 3

0 4
also zunéachst Position i = 0: Wir setzen RANDMAX := RANDMAX + 4 (also %
gilt jetzt: RANDMAX == 4) und vergleichen: RANDMAX > MSS? Da MSS ==0,
also RANDMAX > MSS setzen wir MSS := RANDMAX. @
Nun sind wir bei Position i = 1: Fir den griinen Teil kennen wir jetzt schon die MSS. | 4 I 4 ‘ 3 ‘ 5 I 1 |
Wir setzen RANDMAX := RANDMAX — 4 (also gilt jetzt: RANDMAX == 0). Da 0 1 2 3 4

RANDMAX < MSS, verandern wir MSS nicht. Da RANDMAX > 0, verandern wir
RANDMAX nicht.

Nun sind wir bei Position i = 2: Fir den griinen Teil kennen wir schon die MSS.
Wir setzen RANDMAX := RANDMAX + 3 (also gilt jetzt: RANDMAX == 3). Da
RANDMAX < MSS, verandern wir MSS nicht. Da RANDMAX > 0, verandern wir
RANDMAX nicht.

Nun sind wir bei Position i = 3: Fiir den griinen Teil kennen wir schon die MSS. |
Wir setzen RANDMAX := RANDMAX + 5 (also gilt jetzt: RANDMAX == 8). Da
RANDMAX > MSS, setzen wir: MSS := RANDMAX. Da RANDMAX > 0, verdndern wir

*
RANDMAX nicht. @

Nun sind wir bei Position i = 4: Fir den griinen Teil kennen wir schon die MSS. |

Wir setzen RANDMAX := RANDMAX - 1 (also gilt jetzt: RANDMAX == 7). Da 0 2
RANDMAX < MSS, verandern wir MSS nicht. Da RANDMAX > 0, verandern wir 4+
RANDMAX nicht. @

Wir sind am Ende des Arrays angekommen und haben MSS == 8 als Maximum Subarray-Sum
berechnet.

[a]af3[5]1]
0 1 2 3 4




