Schlegel

Woche 8 — Ubersicht & Tricks

(Disclaimer: Die hier vorzufindenden Notizen haben keinerlei Anspruch auf Korrektheit oder
Vollstdndigkeit und sind nicht Teil des offiziellen Vorlesungsmaterials. Alle Angaben sind ohne

Gewibhr.)

Anmerkungen zu Serie 6: Allgemeines

Es gab einige Probleme bei starker Induktion. Auf diesem Blatt sind nochmal alle
wichtigen Punkte zur Induktion zusammengefasst.

Bitte achtet darauf, dass eure Losungen bei DP alle Punkte beantworten. Im Optimalfall
sollte eure Losung exakt das vorgegebene Format erfiillen. In der Klausur bekommt ihr
auch das Format als Vorgabe und sollt dann die Licken fiillen — also {ibt das.

Bei der Angabe der Berechnungsvorschrift bekommen sehr lange Texte, gespickt mit
Beispielen etc., meistens deutlich weniger Punkte als eindeutige mathematische
Ausdriicke.

Wiederholung: Induktion:

Prinzip der vollst. Induktion:
(Ang)A[VvneN,n=ny: An) =2 An+1)]) > vneN,n=>ny: A(n)

Behauptung: ¥n € N,n = n, : A(n)

Induktionsanfang / Base Case (IA/BC): Zeige, dass A fur kleinstes n, gilt
“A(n) gilt fir EIN konkretes n”

Induktionshypothese / Induktionsvorraussetzung (IH/ IV): 3m € N,m = n, : A(m)
“A(m) gilt fir EIN allgemeines m”

Induktionsschritt (1S): Beweis von A(m) = A(m + 1)
“Wenn A(m) fir ein m gilt, dann gilt immer auch A(m+1),
da wir m allgemein gehalten haben”

= Induktionsbehauptung (IB): Yn € N,n = ny : A(n)

Prinzip der Starken Induktion:
(A(ny) A [Vn eNn>ny:(VkeNn, <k<n:A(k)) = A(n)]) =>VneNn>n,:A(n)

Behauptung: ¥n € N,n = ny : A(n)
Induktionsanfang / Base Case (IA/BC): Zeige, dass A fur kleinstes ny € N (oder eine
Menge an kleinsten ng, ..., n,, € N) gilt

“A(n) gilt fur EIN konkretes n, (bzw. EINE konkrete

Menge M = {ng, ..., n,})"

Induktionshypths. / Induktionsvorstz. (IH/IV): 3m € Nym > ng: Vng <k <m: A(k)
“A(k) gilt fur alle k < m fur EIN allgemeines m”
Induktionsschritt (IS): Beweis von A(m) = A(m + 1)
“Wenn A fur alle k € {n,, ..., m} gilt, dann gilt immer
auch A(m+1), da wir n allgemein gehalten haben”

= Induktionsbehauptung (IB): Yn € N : A(n)



Graphentheorie —Definitionen:

« Graph G = (V,E): Ein Graph besteht au seiner endlichen Menge an Knoten (V) und einer
endlichen Menge an Kanten (E).

« Kanten e = {u, v} € E: Ein unsortiertes Paar aus Knotenu, v € V.

o Gerichteter Graph G = (V, E): Besteht aus endlichen Menge an Knoten (V) und einer
endlichen Mengen an Kanten (E) wobei jedoch E € V X V. Die Ordnung der Kanten
spielt also eine Rolle: Das heisst libersetzt, dass die Kanten “eine Richtung” haben. Eine
Kante (u, v) verlauft von u zu v.

« Knoten v € V: Elemente, die unseren Graphen modellieren. Werden normalerweise (falls
keine passendere Beschriftung existiert) mit natirlichen Zahlen beschriftet.

o Inzident: Eine Kante e € E ist inzident zu zwei Knoten u, v € V, falls e = {u, v}.
o Adjazent: Zwei Knoten u, v € V sind adjazent, falls eine Kante e = {u, v} € E existiert.

o Grad: Der Grad eines Knoten v € V, deg (v), ist definiert als die Anzahl an Kanten, die in
G zu v inzident sind.

o Vollstandiger Graph: Ein Graph G heisst vollstandig, falls flir jedes Paar an Knoten
u, v €V gilt, dass es eine Kante {u, v} € E gibt, also alle Knoten mit allen Knoten
verbunden sind. In einem Graphen, der kein Multigraph ist und keine Schleifen enthilt,
ist dies aquivalent zu der Aussage, dass fur alle Knoten v € V gilt: deg(v) = n — 1 (wenn
V| =n).

o Leerer Graph: Graph G = (V,E) mitV,E = Q.

« Gewichteter Graph G = (V,E, ¢): Ein Graph mit einer Kantengewichtsfunktion c: E — R,
die jeder Kante einen Wert zuweist. Besonders interessiert zum Modellieren von Kosten,
beispielsweise Wegkosten.

« Nachbarschaft eines Knoten N(v): Wir definieren mit N(v) = {w € V | {v,w} € E},
also der Menge aller Knoten, zu denen ein Knoten adjazent ist, als Nachbarschaft dieses
Knoten.

« Nachfolger- / Vorgidngermenge Nt (v), N~ (v): Aquivalent der Nachbarschaft eines
Knoten v € V fir gerichtete Graphen, die Richtung der Kanten berticksichtigt.

e Weg: Eine Sequenz von Knoten < vy, ..., Uy 41 > fur die fir jedes i € {1, ...,k + 1} gilt: Es
existiert eine Kante {v;, v;,,} € E, das heisst, die Knoten sind tber Kanten verbunden.

o Pfad: Ein Weg, der keinen Knoten mehrfach verwendet.



Zyklus: Ein Weg < v4, ..., V41 > Mit v; = V44, also ein Weg, der dort endet, wo er
beginnt. ACHTUNG: Auf englisch spricht man hier von einem Circuit.

Kreis: Zyklus, der keine Kante und keinen Knoten mehr als einmal verwendet. Ausnahme
ist der Start, bzw. Endknoten, der zweifach genutzt wird. ACHTUNG: Auf englisch spricht
man hier von einem Cycle.

Kreisfreier Graph: Ein Graph heisst kreisfrei, falls es keinen Knoten gibt, fir den ein Kreis
existiert.

Eulerweg: Weg, der jede Kante exakt einmal verwendet. Notwendige und Hinreichende
Bedingung: Zusammenhangend und alle Knoten bis auf Start- und Endknoten haben
geraden Knotengrad. (Beweis: Siehe VL).

Eulerzyklus: Eulerweg bei dem Start- und Endknoten identisch sind. Notwendige und
hinreichende Bedingung: Zusammenhangend und alle Knoten haben geraden
Knotengrad. (Beweis: Siehe VL).

Hamiltonpfad: Pfad, der jeden Knoten exakt einmal verwendet. (Kein effizienter
Algorithmus bekannt).

Zusammenhangskomponente: Menge X € IV an Knoten, sodass fiir alle u, v € X gilt: Es
existiert ein Pfad zwischen u und v.

Zusammenhangender Graph: Ein Graph heisst zusammenhangend, falls nur eine einzige
Zusammenhangskomponente existiert.

Erreichbarkeit: Fiir zwei Knoten u, v € V gilt, dass u v erreicht, falls es einen Pfad von u

nach v siht.

Aussagen Uber Graphen:

Aussage 1: Es existiert ein Eulerkreis gdw. alle Knoten im Graph einen geraden Grad haben.

The Proof is trivial and left as an exer.. just kidding, guckt in die VL-Notizen, dort wird er sehr
ausfiihrlich und versténdlich beschrieben.

Interessant: Fiir gerichtete Graphen ist die Bedingung: Yv € V: N*(v) = N~ (v) was allerdings
dquivalent ist, wie beim genauen Hinsehen festgestellt werden kann.

Aussage 2: Fiir jeden Graphen gilt: ). ,cy deg(v) = 2 - |E|.

Beweis: Regel des doppelten Abzéhlens: Wir zéhlen fiir jeden Knoten die inzidenten Kanten, dabei
wird jede Kante {u, v} € E einmal beim Zéihlen der zu u inzidenten Kanten zum Bestimmen von



deg (u) und einmal beim Zédhlen der zu v inzidenten Kanten zum Bestimmen von deg (v)
beriicksichtigt. So wird jede Kanten zweimal gezdhlt, also folgt die Aussage. (AnW Skript)

Aussage 3: Fiir jeden Graphen gilt: Die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad ist gerade.

Beweis: Sei V; die Menge der Knoten mit geradem Grad und V,, die Menge der Knoten mit ungeradem
Grad. Dann gilt: Y ,ey deg(v) = X, ey, deg (v) + Zvevg deg (v) = 2|E|. Nun gilt auch: Die Summe
von geraden Zahlen ist auch immer eine gerade Zahl, also ist ZveVg deg (v) gerade. Weiterhin gilt:
Die Differenz von geraden Zahlen ist immer gerade, also ist 2|E| — ZveVg deg(v) gerade und daraus
folgt die Aussage. (AnW Skript)

Datenstrukturen fur Graphen (Einfihrung, mehr nachste Woche):

Es gibt zwei wichtige Datenstrukturen, die wir verwenden, um Graphenprobleme algorithmisch zu
|6sen: Adjazenzmatrizen und Adjazenzlisten. Eine geeignete Datenstruktur sollte Knoten und Kanten
—und, falls nétig, Kantengewichte — modellieren und dabei das effiziente Arbeiten mit dem Graphen
erlauben.

Adjazenzmatrizen (Einfiihrung):

Eine Matrix A der Grésse n X n,n := |V|, bei der gilt: a;; = 1 & 3(v;, v;) € E. Also sind
Adjazenzmatrizen fir ungerichtete Graphen trivialerweise symmetrisch. Eine Adjazenzmatrix
benétigt folgenden Platz: O(|V|?).

Adjazenzlisten (Einfiihrung):

Falls es nur wenige Kanten in unserem Graphen gibt, verschwenden wir mit Adjazenzmatrizen sehr
viel Speicherplatz. Die Losung: Adjazenzlisten: Eine Adjazenzliste ist ein Array, dessen Eintrage Listen
sind. In A[i] finden wir den Kopf einer verketten Liste, die alle Knoten enthalt, zu denen v; € V
adjazent ist. Falls es sich um einen gerichteten Graphen handelt, dann bloss alle Knoten u € N* (v).

Vergleich:

Man kann nicht allgemein sagen, welche Datenstruktur besser ist. Beide haben Vor- und Nachteile.
Hier ist eine Auflistung an moglichen Laufzeiten (AnD Skript):

Alle Nachbarn von v € V ermitteln ~ ©(n) ©O(deg™ (v))

Finde v € V' ohne Nachbar O(n?) O(n)
Ist (u,v) € E? O(1) O(deg™(v))
Kante einfiigen O(1) O(1)
Kante 16schen O(1)  O(deg™(v))

Implementation:

Eine Adjazenzmatrix wird Ublicherweise ganz normal als 2-dimensionales Array konstruiert. Fiir eine
Adjezenzliste kbnnte in Java beispielsweise ein Array aus LinkedLists verwendet werden. Per OOP
|asst sich das natliirlich auch den eigenen Wiinschen entsprechend alles selbst sehr gut konstruieren.



Hier eine Beispiel-Implementation: (Quelle: https://www.geeksforgeeks.org/graph-and-its-
representations/)

java.util.*;

Graph {

void addEdge(ArraylList<ArraylList<Integer> > adj,
int u, int v)

adj.get(u).add(v);
adj.get(v).add(u);

void main(String[] args)

int V = 5;
ArraylList<ArraylList<Integer> > adj
= ArrayList<ArrayList<Integer> >(V);

(int 1 =0; 1 < V; 1++)
adj.add( ArraylList<Integer>());

addEdge(adj,
addEdge(adj,
addEdge(adj,
addEdge(adj,
addEdge(adj,
addEdge(adj,
addEdge(adj,

1);
4);
2);
3);
4);
3);

4);
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https://www.geeksforgeeks.org/graph-and-its-representations/
https://www.geeksforgeeks.org/graph-and-its-representations/

DP — Programmieraufgabe: Leetcode
In der Ubungsstunde haben wir folgende Aufgabe gelést:

https://leetcode.com/problems/word-break/

Das hier ist ein moglicher Losungscode:

Solution {
boolean wordBreak(String s, List<String> wordDict) {

boolean[] DP = boolean[s.length()+1];

DP[0O] = true;

(int 1 = 0; i<DP.length; i++){
(DP[1]){
(String word : wordDict){
( it+word.length( )<=s.length()
& s.substring(i, i+word.length()).equals(word)){
DP[i+word.length()] = true;

DP[s.length()];



https://leetcode.com/problems/word-break/

