Woche 2 — Ubersicht & Tricks

(Disclaimer: Die hier vorzufindenden Notizen haben keinerlei Anspruch auf Korrektheit oder
Vollstandigkeit und sind nicht Teil des offiziellen Vorlesungsmaterials. Alle Angaben sind ohne
Gewibhr.)

O-Notation:

Def.: Sei f: N —» R™ eine Kostenfunktion. Wir definieren nun eine Menge von Funktionen, die
auch nicht schneller wachsen als f, konkret:

0(f) = {g:N - R*| es gibt c > 0, ny € N so, dass g(n) < c¢ = f(n) fir allen > ny}

e Aus der Definition folgt:
o Die Funktion f ist asymptotisch eine obere Schranke fir alle g € O(f)
o Beim Untersuchen des asymptotischen Verhaltens von Funktionen im Kontext
der O-Notation kénnen wir konstante Faktoren ignorieren
o Abgeschlossenheit unter Addition:

g1 € 0(f), g2 € 0(f) = g1 + g, € 0(f)

Beweis fiir Abgeschlossenheit unter Addition®:

Seien g;: N = Rund g,: N = R Funktionen mit g, € 0(f), g, € O(f). Dann gilt per Def. der O-
Notation: 3¢, > 0,n; EN: g(n) < ¢y * f(n) Vvn > ny and

dc, >0,n, EN:g,(n) < cy *x f(n)Vn>n,

Esgilt: g1 + g, €0(f) & 3¢y >0,ny €EN: g (n) +g,(n) < ¢o*f(n) Vn>n,

Nun zeigen wir, dass solche cy und n existieren: Wir wéhlen cy = c; + ¢, und ny := max{nq,n,},
und sehen: g1(n) + g,(M) S c1* f(M) + ¢z x f(n) = (c1 + ) * f(M) = co* f(n) Vn>n, m

Analyse O-Notation Beschreibung

Tlll_r)glo% =0 f€0(g)undg ¢ 0(f) »f wéchst langsamer als g“
Tlll_r)glo% =C€eR* f€0(g)und g € 0(f) ,f und g wachsen gleich schnell*“
lim 22 = o0 f € 0(g)und g €0(f) »f wichst schneller als g“

n-oo g(n)



Neben der O-Notation gibt es noch die Q-Notation. Sie ist das gleiche wie die O-Notation, nur
dass die Q-Notation der Kostenfunktion f: N — R* die Menge von Funktionen sind die

mindestens so schnell wachsen als f, also formal:
Q(f) = {g:N - R*| es gibt c > 0, ny € N so, dass g(n) = ¢ * f(n) fiur allen > ny}

Dazu gibt es noch die ©-Notation. Sei f: N — R* eine Kostenfunktion, dann definieren wir die

Menge aller Funktionen, die asymptotisch gleich schnell als f wachsen, also

0(f) = 0(f) nQ(f)

Wichtige Komplexitatsklassen der Laufzeitanalyse:

Konstant: 0(1) Linear: O(n) Polynomiell: 0(n°),c € Rt
Logarithmisch: O (log(n)) quasi-linear: 0(n * log(n)) Exponentiell: 0(c™),c € R*

f(n)=e*n
®

|

f(n) = log(n)




Tricks zum Umformen und Absch&tzen von Summen:

1y, Q=20

2. Y Xk=j1=Yri(n—j+1) = @ (denn ¥%_;(n —j + 1) ist letzten Endes nur
die Summe aus 1., bloss “andersherum gezahit”)

3. Xjoq Lk=12=11 = n®

T

i . nx(n+1
5. Xit12k=11 = Ximqi= (2 )

2
6. Y, ixlog(i) = Z?zgi *log(i) = Z?%% * log (g) > nT *log (g)

7. Yhiixlog (i) < XL n=xlog(n) = n? xlog(n)

Hands-On: O-Notation:
1) (Alte Bonusaufgabe):

Gilt: Vvn < 0(3/n-logn ?
Losung:
N nl/2 nl/6

lim ———=lim —————%—= lim ——F— =
n-oo W n-oeonl/3 . 10g1/3 n n-oo ]0g1/3 n

Also:vn £ 0(/n-logn

2) (Alte Bonusaufgabe):

Gilt: ¥_,2F <0(@2™) ?

Losung:
Y12k = 2m1 — 1, also: AHEOLZZR = lim il lim (2- ) =2€eR*
Also: Y1_, 2k < 0(2™)
3) (HS20):
Gilt: logz n* < 0(logg n?) ?
Losung:

log; n* 4-logzn ' iggﬁg 2 2

rlll_r)glo logg n? - ni_r)rc}om - n.—r>12010g—6:1 - n'—>0010g6 3 loge 3 €R

Also: logz n* < 0(logg n?)



4)
Gilt: X1, log, (i) € O(n * log(n)) ?

Losungsweg 1: Da die O-Notation asymptotisch obere Schranken fiir Funktionen definiert, versuchen
wir, die Summe nach oben abzuschéatzen:

> loga()< Y logy(n) = n+ loga(n) € O(n + log(n))
=1 =1

l l

Losungsweg 2: Es gilt: log(a * b) = log(a) + log(b). Dies verwenden wir nun:

Zn log, (i) = logz(l_r i) =log,(n!) <log,(n™) = nx*log,(n) € 0(n *log(n))
=1 =1

i

Erklarung zu Losungsweg 2: log(n!) < log(n™), den der Logarithmus ist eine streng monoton
wachsende Funktion, also gilt: log(x) < log(y) & x < y und n! < n™, da offensichtlich:

n!=1x2=x..xn (insgesamt n Faktoren) wahrend n"™ =nx*n=*..*n (insgesamt n Faktoren)

4) (HS20) (sehr schwer, erfordert ein wenig Kreativitit. Ist aber eine gute Ubung, daher empfehle
ich sie erst einmal alleine zu versuchen):

Gilt: Y, i'eQ(n -n)?

’)"L .
Losungsweg 1: Wenn Y1, il € Q (n - n!) gilt, muss auch lim % > 0 gelten. Aber wir sehen:
n—oo n!
n! 1an_1. (n—1)!
n ol —+ =i 1! m-D'+(n—1)»—=
. i= . n n . n
= £ R <
Tlll—I)lgo n-nl rll—{rolo n! - 7111—13;10 n!
n—1)!
_ (n—l)!+n*% o 2x(n-1)! 2
< lim < lim—— = lim—-— =0
n—-oo n! n—-oo n! n-on

Also ist die Aussage falsch.



