Schlegel

Woche 2 — Ubersicht, Tricks & Aufgaben

(Disclaimer: Die hier vorzufindenden Notizen haben keinerlei Anspruch auf Korrektheit oder
Vollstdndigkeit und sind nicht Teil des offiziellen Vorlesungsmaterials. Alle Angaben sind ohne
Gewibhr.)

Anmerkungen zu den Code-Expert Abgaben:

® Insgesamt sehr schon gel6st. Mir sind keine besonderen Probleme aufgefallen.

Anmerkungen zu den Moodle Abgaben:

Erstes Problem:

next :: Num b => (b, b) -> (b, b)
next (a,b) = (b, a+b)

func :: Num b => (b, b) -> b
func x fst(next x)

s Problem:

{-

Beispiel:

((1+1) + fibLou

Leftmost: ) st "((1+1) + fibLouils (3-2))" evaluieren
Outermost as Plus i en (1+1) und fibLouis (3-2) evaluieren

Leftmost: Also zuerst 1+1 evaluieren
Also:
= + fibLouis (3-2)




Alpha-Conversion:
Kleiner First-Order-Logic (ich werde von nun an FOL schreiben) Recap:

Wir arbeiten mit Termen und Formeln. Terme sind entweder Variablen x € VV oder (multivariate)
Funktionen f™(ty, ..., t,) wobei t4, ..., t, selbst Terme sind (Fir n = 0 handelt es sich um
Konstanten, bspw. “4”).

Formeln sind:
1
p"(ty,..,t,), p € P (Pradikate)
A°B, A,B € Formeln, o€ {AV, >}

Qx.A, A € Formeln, x€V, Qe€{3,Vv}

Wichtig: Quantifier reichen so weit wie moglich, also entweder bis zum Ende einer “Zeile” oder bis
zu einer schliessenden Klammer “)” 11!

Hier dazu ein hilfreiches Bild aus der VL:

pAVZ.q(z) Vr pA<VéL'- (M))

—Vz.p(x) AVz.q(x) Ar(x) As - |Vz. [p(x) AV

Gem. Vorlesung gilt fir alle Variablen, dass sie entweder “bound” oder “free” sind:

(q(z) V 3. Vy. p(f(z), 2) Aq(a)) V V. r(z, 2,9(x))

In diesem Beispiel aus der Vorlesung (Quelle: ND-Slides) sind die blauen Variablen “bound”, da sie in
einer Subformel A der Form 3x. B bzw. Vx. B vorkommen und die roten Variablen “free” (denen in
einer Interpretation noch ein Wert zugewiesen werden muss, siehe Diskrete Mathematik).

Solange wir nichts an der “binding structure” der Formel (also welche Variablen bound und welche
free sind und durch welche Quantifier die bound variables gebunden werden) dndern, dirfen wir die
Namen von bound Variables beliebig verandern. (— Merke: “Binding Structure”: Welche Variablen
bound, welche free sind und durch welche Quantifiers sie gebunden werden!!)

Hier ein paar Aufgaben (von den Slides, die wir in der Ubungsstunde gelést haben):

(Nachste Seite)
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(Wozu machen wir das eigentlich? Unter anderem fiir das bessere Verstandnis von ND-Proofs und
Lambda-Expressions in Haskell (spater mehr dazu)).

Substitution:
Wir schreiben A[x — t] fur das Substituieren eines Terms t fiir eine “free” Variable x, also fir das
Ersetzen aller Vorkommnisse von x in A durch ¢.

Einfaches Beispiel: Sei A = Vx.p(x) V z. Dannist A[z - y] = Vx.p(x) Vy oder A[z - f(v)] =
Vx.p(x)V f(v).

Wichtig: Die “free” Variablen in dem Term t miissen auch nach der Substitution “free” bleiben!
Sehen kénnen wir das Anhand unseres Beispiels von oben: Fiir t := x gilt, dass x “free” ist, also gibt
es bei der Subsitution A[z - x] = Vx.p(x) V x offensichtlich ein Problem, da das “zweite” x nun
“bound” ist!

=>» Losung: Erst a-conversion anwenden, dann Substituieren!

Hier also: Erst a-conversion: A = Vv.p(v) V z und dann substituieren: A[z - x| = Vv.p(v) V x.

Erweiterung unserer ND-Regeln fur FOL:

Zunéachst missen wir uns noch einmal daran erinnern, dass Quantifier so weit wie moglich (also bis
zum Ende einer Zeile oder bis zu einer schliessenden Klammer) reichen, das heisst wir kdnnten die
Regel —-I nicht fiir die Formel Vx. P = Q anwenden, da hier eigentlich Vx. (P — Q) steht. (Achtung:
Das wurde in anderen Kursen (Diskrete Mathematik) eventuell anders gelehrt!).



Wir flihren vier neue Regeln (je eine Elimination und eine Introduction) fir die beiden Quantifier, die
im Gegensatz zu Pradikatenlogik bei der FOL neu sind, ein:
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Side conditions:

* & does not occur free in any formula in T';
** x does not occur free in any formula in T’ nor in B.

Einzelne kurze Erkldarungen (Ich erklare die Regeln immer “von oben nach unten”, also in der
Reihenfolge, wie man einen ND-Proof lesen — aber nicht schreiben — wiirde) zu den interessanten 3:

Zunachst betrachten wir die Regeln V — [* und 3 — E**: Wenn aus unseren Annahmen folgt, dass A
gilt, kdnnen wir herleiten, dass aus unseren Annahmen folgt, dass A fur alle x gilt bzw. Wenn aus
unseren Annahmen folgt, dass ein x existiert, sodass A4 gilt, und aus unseren Annahmen und A folgt,
dass B gilt, dann kénnen wir herleiten, dass aus unseren Annahmen B folgt.

Wichtig: Warum missen die jeweiligen Nebenbedingungen gelten? Hier gibt es eine sehr
schone Erklarung: https://math.stackexchange.com/questions/1819976/natural-deduction-
introduction-of-universal-quantifier-and-elimination-of-exist ~ (zweite Antwort, @dankness)
Kurz gesagt: Ohne die NB kann es passieren, dass wir aus einer “Aussage” Uber ein
spezifisches Objekt (die freie Variable x) eine allgemeine Aussage schliessen.

Nun betrachten wir die Regel V — E: Wenn aus unseren Annahmen folgt, dass A fiir alle x gilt, dann
kénnen wir herleiten, dass aus unseren Annahmen folgt, dass A auch gilt, wenn man x durch einen
beliebigen Term substituiert (da A ja fur alle x gilt). Achtung: Eventuell muss man zunéchst a-
conversion anwenden, um eine Anderung der binding structure zu vermeiden. Beispiel von Sofia’s

Slides:
[ = Vx.Vy.p(x,y)

(Vy.p(x, y)x/f(y)]l =Vz. p(f(y), )
N

So schreiben wir die Formel um

vV-E

Das hier haben wir “anfangs”


https://math.stackexchange.com/questions/1819976/natural-deduction-introduction-of-universal-quantifier-and-elimination-of-exist
https://math.stackexchange.com/questions/1819976/natural-deduction-introduction-of-universal-quantifier-and-elimination-of-exist

Hier ein Beispiel von Sofias Slides, wie wir die Regel V — E haufig verwenden:
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Und hier nun die Aufgaben von den Slides mit Losungen (die wir in der Ubungsstunde geldst
haben):
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Haskell Rekursion — Fortgeschritten(er):
Die Funktionen, die wir in der Ubungsstunde implementiert haben:

[a] Int
[1=0

(x:xs) 1 + mylLen xs

[a] a [a]

[1a=[al

(x:xs) a X myAdd xs a

EY [b] [(a,b)]
[] []
[1=11]
(x:xs) (y:ys) = (x,y) : myZip Xs ys

myMaxList (Ord a) [a] a
myMaxList [] = error "Maximum of empty list"
myMaxList (x:xs) aux Xs X

aux [] x = x

aux (y:ys) x
| ¥ > X aux ys y
| otherwise = aux ys x

myreverse [a] [a]
myreverse [] = []
myreverse (X:Xs) (myreverse xs) ++ [x]




replicator (Num i1, Ord i) i a [a]
replicator 0 a []
replicator i a = a : (replicator (i-1) a)

split Char String [String]
split ¢ word = aux c word [] []

aux c [] myW result (result ++ [myW])

aux ¢ (x:xs) myW result
| c == x aux ¢ xs [] (result ++ [myW])
| otherwise aux ¢ xs (myW ++ [x]) result

myFilter (a->Bool) [a] [a]
myFilter test [] []
myFilter test (x:xs)
| test x = x : myFilter test xs
| otherwise = myFilter test xs




