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C. Dirrenn

mit sup(@) = —oo

mit inf (@) = co

sup(X) := ,kleinste obere Schranke*

inf(X) = ,grosste untere Schranke*

Beispiele
e ()= {% |n € N}
sup(Q2) =1 inf(2) =0

e [a,b], [a,b), (a,b] und (a,b) mit a <b
a ist jeweils das Infimum und b das Supremum

e Allgemein (k € Z>o und n € C)

n-(n—1)-(n—k+1)
-

e Kombinatorik (k € Z>¢ und n € Z>q mit n > k)

k#0
k=0

n n!
(k) Tk (n—k)!

b+ Vb2 —4
az® +bx+c=0 Tl = ac
a

1.4.1 Teleskopsummen

n
Z (ak - ak+1) = am — Qn+1

=m

kol

1.4.2 Arithmetische Summe

Z k= nn+1) (Induktion)
k=1 2

1.4.3 Fakultat

n
n!:Hk:1~2~...~n 0l:==1
k=1

1.4.4 Gammafunktion

(oo}
(@) ::/ tole~tdt
0
I'(n+1)=n!

o Meistens durch NST des Polynoms teilen, da kein Rest iibrig
bleibt

n €N

e NST durch raten (Ordnung +2) bzw. Mitternachtsformel (Seite
1 Kapitel 1.3) herausfinden

Beispiel
—4
(-22° —2-1)+(z—-1)= —22 -3+ ——
2x% — 2z -1
—3z—1
3z — 3

—4

Niitzlich um Integrale der Form | 52((’;)) dx zu berechnen
1. Polynomdivison (falls » > m) mit Rest (ganzrational + echt
gebrochen)

2. Nullstellen von Q, (z) berechnen

3. Nullstellen ihrem Partialbruch zuordnen
e reelle r-fache Nullstelle zg
A As

(r—z0) (x—m0)2

A,

(z — xo)"

e komplexe r-fache Nullstelle

A1z + By
(22 + 2azx + b)

Azzx + Bo n Ay + By
(22 +2ax +b)2 " (22 + 2ax + b)"

4. Gleichung aufstellen

5. Trick: Nullstellen einsetzen und so die Zihler einfacher Nullstel-
len bzw. hochster Nullstellen berechnen

Beispiel
xr
f(z):m z=A(x—1)+ B(z + 1)
1
(xo = 1) 1:0+23—>B:5

1
(@1=-1) -1=-24+0-A=_

6. Koeffizientenvergleich
Anmerkung

i) Die allgemeine Stammfunktion von 5:;((?)

7.1.4 auf Seite 6 zu finden

ist im Kapitel

Zu beweisen: Aussage A(n) ist wahr, Vn > ng n € N

e Induktionsverankerung: Beweise A(ng) direkt

e Induktionsvoraussetzung: Nimm an dass A(n) fir ein n >
no gilt

e Induktionsschritt: Beweise A(n 4 1) mit der Induktionsvor-
aussetzung. Daraus folgt dann A(n) Vn > ng

Beispiel
Zu zeigen: u(n) = 11™ — 1 durch 10 teilbar Vn > 1

e Induktionsanfang no =1 u(l) =11-1=10 v
o Induktionsschritt n — n + 1
uln4+1)=11""" -1
11-11" — 1
(10 + 1)11™ — 1

= 10-11" +11" -1
— N —
durch 10 teilbar u(n)

u(n) ist aufgrund der Voraussetzung durch 10 teilbar, somit ist u(n)
durch 10 teilbar Vn € N n>1 B

werden e bl clenn

=) ’Cavnn/a(nk. Fdl :?c_

Caumche, -I:llag_.- Abstan er Al
2.1.1 Wichtige Grenzwerte Cauch, - Fdl

fir x— 001 [n(ln(¥) 2 ntx 2 xFCp>9) £p¥Upl>) = x! 2 x*

lim i =0 Vse Q+ Prapasiaion 4.4.9 Wowaldi
S

n—oon Yr>0 azo g

li "=0 VqeC <1

im g q lal xr/oj(*)q ::3 o
lim Ya=1 VacRt - 4w
n—oo x= + o0

nk
lim — =0 VkeN VzeC

n—oo zZM

lim ¥Yn=1

n— oo

lz| > 1
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2.1.2 Berechnen von Grenzwerten

e Briiche: Durch die grésste Potenz des Zihlers/Nenners teilen

. 4an® 4+ Tn oA+ 5 4
lim ————— = lim no =
n— oo 2n3 n—oco 2 2

e Wurzeltherme: Mit der 3. binomischen Formel erweitern

) 1 i+ E+1
lim n 1+—-1 [

— lim nﬁ
= lim n = ! -1
n— oo 1+1+1 \/I—‘,—l 2

e Sonstige Terme: Falls a, monoton (fallend/steigend) ist, dann
suche eine untere Schranke c1(n) < an ¥Yn € N und eine obere
Schranke c2(n) > an Vn € Nmit lim ¢i(n) = lim ca(n) =c.

n—oo n—o0

Es gilt:

lim an, =c
n—oo

an = YVur +om
Untere Schranke: a, > Yum = u = c1(n)
Obere Schranke: a, < ¥V2un = V2u = ca(n)

nli)moo c1(n)

u,v € R>g u>w

= lim c2(n) =u — lim a, =u
n-— o0 n—r 00

io:i s>1
ns s<1

{ konvergiert fiir
=1

divergiert fur

3

(z4+y)* i()o‘kk a€eC z,yeR

Anmerkungen
i) Konvergenz, falls x > 0 und |%| <1

i) Die Definition der allgemeinen Binomialkoeffizienten ist im Ka-
pitel 1.2 auf Seite 1

Sind Y72 jan und Y22 by absolut konvergente Reihen, dann gilt

n=0 k=0

3.5.1 Nullfolgenkriterium
Falls ay, keine Nullfolge bildet, so divergiert die Reihe

. sonst leeme. Augage
> an
n=0

3.5.2 Leibnitzkriterium

Falls a,, eine monoton fallende Nullfolge bildet, dann konvergiert auch
die alternierende Reihe

o0

> (-

H"an

3.5.3 Majorantenkriterium

Sei 72 b, eine konvergente Reihe und a,, die Elemente einer Folge
mit an < by Vn, so konvergiert auch die Reihe > 07 an

3.5.4 Minorantenkriterium

Sei fo’zo by, eine divergente Reihe und a, die Elemente einer Folge
mit an > b, ¥n, so divergiert auch die Reihe > 07 ;an (meistens ist
> nlo bn die harmonische Reihe)

L Y,
3.5.5 Quotientenkriterium

o divergiert Q>1
a
Q= le dn+l Z an { konvergiert absolut Q <1
n o0

an n=0 keine Aussage Q=1

KQ'AIICIJMZrao'I'vu Q = 1

Q
3.5.6 Wurzelkriterium di . Lo

ivergier >

L =limsup V/|an| Z an { konvergiert absolut L <1
nree n=0 keine Aussage L=1

'(Q”V%U‘Zra,ﬂm {?: i
L
3.5.7 Integralkriterium

Seip € Z, f :
fpoo f(z)dz existiert, dann konvergiert auch 3777
die Abschitzung

Ejﬂm</fwmsznw
n=p

n=p+1

p,00) — [0,00) monoton fallend und das Integral
g
f(n) und es gilt

Eine Potenzreihe hat folgende Form
zo : Entwicklungspunkt

an(x — z0)"

3.6.1 Wichtige Potenzreihen tim Nul erwichelt ! /ey, Va.an'&(&«)

j&'r Ta7|af
O gk - B
T = —_— —_— —_— J—
€ Zk|_1+x+2|+3l+4l+
k=0
$2 CE4 1'6
cos(z) = Z(— 2k)' :1_54_1_a
. z2ktl z3  xb 27
ne) = Z( V= m e
22k+1 R R
wetan(e) = YVt Gy = -
22 gt 26
o) = 3% o = e B
. x2k+1 3 zd 27
sinh(z) = Z Ty =at gttt

3.6.2 Konvergenzradius

Sei R der Konvergenzradius einer Potenzreihe. Dann konvergiert
die Potenzreihe absolut Vz € C, |z — zo| < R und divergiert fiir
|z — 20| > R.

Anmerkungen

i) Der Konvergenzradius berechnet sich wie folgt: R = % = %

%) Der Rand |x — xo| = R muss separat betrachtet werden

4.1.1 Briiche

Durch die grosste/kleinste Potenz des Zéhlers/Nenners teilen

4.1.2 Betrdge

Betrége vereinfachen indem man sich iiberlegt, ob das Argument im
Betrag grosser bzw. kleiner 0 ist
Beispiel

4_w2 _ 2

= lim (24z)=4
T—27

x—2" |-73*2| _z~>2* 2—x
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4.1.3 Wurzelterme

Whurzelterme kann man meistens mithilfe der 3. binomischen Formel
erweitern

Beispiel
i 5 o 2% + a2 — 2? . 1 1
Jm o verte-—o= lim S S i =5

=z—>wm+1_2

4.1.4 Beschrénktheit einer Funktion

Man kann die Beschrianktheit einer Funktion (v.a. trig. Fkt.) ausnut-
zen um Grenzwerte zu berechnen

Beispiel

. 2 . 1
lim z“sin( — | =0
x—0 x

4.1.5 Potenzreihen
Falls die Potenzreihe der Funktion bekannt ist, kann man sie durch

die Potenzreihe darstellen

4.1.6 I'Hospitalsche Regel
f(z) f'(z)

lim —= = lim ==
z—x0 g(x) z—x( g’(z)

F™) ()

Tz g(") (z)

4.1.7 "exp-log” Methode

tim 90" = oxp ( lim A@) - n(o(2)))

T—TQ
Beispiel
1 In(1 + 3si
lim (1 4+ 3sin(z))= = exp (1im w)
xz—0 z—0 x

( X 3 cos(z) )
=exp | lim ———
z—0 1 4 3sin(x)

3
=e

4.1.8 Substitution
lim f(z)= lim f(u)

mit ug = zirgo u(x)

z—x( u—rug
Beispiel

ml_i)rél+ z In(x) u(z) = —In(z) 2z =¢

ug = z1_i>r(r)1+ —In(z) = o0

lim zln(z) = lim —ue “ =0
z—0 u—0oo

4.2.1 Epsilon-Delta-Kriterium
Ve>0,36>0, Ve eR: |z —x0| <d = |f(z) — f(zo)| <e

4.2.2 Grenzwert-Kriterium g-{_g&ijw't 20‘30,' A-dbnn
lim f(2) = f(xo)

T—xQ

Anmerkung

i) Wenn nichts anderes verlangt wird, wird die Stetigkeit meistens
mit dem Grenzwert-Kriterium gezeigt

4.2.3 Stetige Funktionen

e Polynome e Exponentialfunktion

rationale Funktionen (Nen-

ner # 0)

e trig. Funktionen

o Logarithmusfunktion

e Komposition von stetigen
Funktionen

hyperbolische Funktionen

(L it de sielse Ableibung "
4.2.4 Lipschitz Stetigkeit | 1 Gad => f Ln‘,axd.m.;m-'ﬁ

lf@) - fWl<Llz—yl L=0 VzyeR

- n - R, qlx) =x* i midt  L-sleky
Anmerkung ¢ i: FEN-R D0 - w Loskdy miv L3
i) Lipschitz-stetige Funktionen sind insbesondere stetig

£t - 40

4.2.5 Stetigkeit iiberpriifen (1-dim)

fil)  z<p ‘ ‘
f(@) =< fa(x) T>p lim fi(z) = lim f2(z)=a
o c=p T—p T—p

4.2.6 Stetigkeit iiberpriifen (n-dim)
Der Limes lim f(z) = € R™ muss existieren und eindeutig sein
T—x(

Anmerkungen

1) Falls n = 2: Transformiere * und y in Polarkoordinaten, @ muss
sich dabei rauskiirzen, da der Limes sonst nicht eindeutig ist

i) Falls n > 2: Nur zeigen, dass der Grenzwert nicht eindeutig ist,
sonst zu kompliziert _ gft Richtengm (%, €O, (9
Gbeprifen T

Eine Funktion heisst differenzierbar, falls der Grenzwert

f@) = f@o) _ . flao+h) = f(wo)

T — g h—0 h

lim
T—xTQ

existiert (und somit eindeutig ist)

5.1.1 Regeln

e Produktregel

(f 1) =f'(z) - g(x) + f(2) - o' ()

Quotientenregel

(5)' _ '@ -9(90);2 f(@)-g'(x)

¢ Kettenregel
(fog) (z) = f'(9(2)) - g' ()
e Umkehrregel

—1\/ _ 1
U@ = 7=y

5.1.2 Taylorentwicklung

e Taylorpolynom

N ek
Tn f(z520) = Y ki) k(!:c()) (& — xo)*

k=0

Fehlerabschitzung
Loaaron esc! ”ﬂi@d
FNTDE©)
(N +1)!

e noach Mosknic o, {c o)

N+1

Ry (z;m0) = (z — zo) € € [zo, ]

{s X, ok §=x Chnschaen
Lo A!uglé‘hw:]

e Taylorreihe

o (k) (p
TGz = 3 T (o gyt
k=0 :

Anmerkung

i) Falls die Taylorreihe mit der Potenzreihe iibereinstimmt, nennt
man die Funktion analytisch und es gilt T f(x,x0) = f(x)

5.2.1 Richtungsableitung

Dy f (o) — fim O AY) = 100)

li R™
hlﬁ() h ve
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5.2.2 Differenzierbarkeit

Sei U € R" eine offene Menge, x,x9 € U Vektoren und Jf(x) eine
lineare Abbildung. Die Funktion (Skalarfeld) f : U — R ist (total) dif-
ferenzierbar in xg, falls der folgende Grenzwert existiert und eindeutig
ist

Lo f0) = f(x0) = Jf(x0) - (x = x0)

0= lim
x—o IIx — xol|
_ i {0+ 1) — f(x0) — Jf(x0) -
h—0 [|hl]
Anmerkungen

1) Jf(x) entspricht der Jacobi-Matriz, also der ersten totalen Ablei-
tung beziiglich der Standartbasen von R™ (und R™ fiir Vektorfel-
der)

i) h kann man sich als kleine Anderung vorstellen (im Grenzwert
wird h ein Differential)

©i1) Die Funktion ist (total) differenzierbar, falls sie in jedem Punkt

thres Definitionsbereiches (total) differenzierbar ist

w) Meistens schreibt man nur differenzierbar und meint damsit totale
Differenzierbarkeit

5.2.3 Vorgehen um Differenzierbarkeit zu zeigen

Funktionen die aus diffbaren Funktionen besteht, darf man als diffbar
annehmen, somit muss man meistens nur einen Punkt x¢ auf (totale)
Differenzierbarkeit iiberpriifen

1. Partielle Ableitungen iiber die Definition im Punkt xo berech-
nen. Falls die partiellen Ableitungen nicht existieren, dann ist
die Funktion nicht (total) differenzierbar

2. Falls die partiellen Ableitungen stetig sind, dann ist auch die
Funktion (total) differenzierbar

3. Die lineare Abbildung J f(x0) im Punkt x¢ berechnen
4. Jf(x0) in die Definition einsetzen und Grenzwert berechnen.

Die Funktion ist (total) differenzierbar in xg, falls die Definiti-
on erfiillt ist

5.2.4 |Gradient|
04 (x)

ox1
Vi@ =] :
9f(x)
Oxn
5.2.5 Hesse—Matrixl
9’ f(x) 8§ ()
61% Ox10xTy,
Hf (CC) = :
82 f(z) % f(z)

dendar | oa2

5.2.6 | Jacobi-Matrix Funktionalmatrixﬂ

9f1(») 9f1(»)
oz Oz
Jr(x) = : :
oz Oz

5.2.7 Implizite Differentiation

Erfiillt die Funktion f : R — R die Gleichung F(z, f(z)) = 0 und gilt
Fy(zo,y(x0)) # 0, dann ist die Ableitung von f gegeben durch

iy Fa(z, f(z)
@) = ——————=
Fy(z, f(x))
Beispiel
F(z,y) =2 —2y° —3y° —y=0
oF oF 2 4
— =1 —— =6yt — 15yt —1
ox Jy Y Y
N ’(Z) = %
Y 6% + 15yt + 1
Anmerkung

i) Falls f mehrdimensional ist, dann wende das implizite Funk-
tionentheorem an (Kapitel 9.6 Seite 7)

5.2.8 Allgemeine Kettenregel

Seien f : R® — RE und g : RY — R™ differenzierbare Funktionen,
dann ist die Ableitung von h : R” — R" h = go fim Punkt p € R"
gegeben durch

D(gof)p = Dggpy o Dfp

Jgot(P) = Jg(f(p)) - Ji(p)

5.2.9 Taylorentwicklung

e Taylorpolynom 2-ter Ordung

Tof(z,a) = f(a) + V(@) (2~ ) + 5 (2~ @) Hy(a) (&~ )
e Taylorpolynom n-ter Ordnung

T f(w, a) = i 1 (Axli+~-+mni)kf(x)

= k! o1 OTn

r=a

Anmerkungen
i) Az; bezeichnet die Differenz (z; — a;)

i) Es wird zuerst die Funktion partiell abgeleitet und erst danach am
Punkt a ausgewertet

5.3.1 Eindimensionale Funktion
1. Kandidaten

e Intervallgrenzen (globale Extrema)
. f@) L0

2. Art von Extrema
e (lokales) Maximum: f"(z¢) <0

e (lokales) Minimum: f”(z¢) > 0

3. Vergleich lokale und globale Extrema

5.3.2 Mehrdimensionale Funktion

1. Kandidaten

Vf(zo) =0

2. Art von Extrema
e Maximum: Hy(xo) negativ definit

e Minimum: H(xo) positiv definit

Anmerkungen
i) Definitheit von Matrizen Kapitel 10.8.2 (Seite 10)

1) Falls Hy(xo) semipositiv bzw. seminegativ definit ist, kann keine
Aussage zur Art des Extremums getroffen werden

1) Wenn Hy(x) negativ definit (positiv definit) ist, dann ist f konkav
(konvex)

VL(x0) Lo mit L = f(x) — Z Aii
i=1

i : Nebenbedingungen A; : Lagrange-Multiplikatoren
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5.4.1 Vorgehen
1. Nebenbedingungen zeichnen

2. Menge sollte abgeschlossen und beschrinkt sein — existiert ein
Maximum/Minimum (die Funktion sollte natiirlich auf dem Be-
reich auch stetig sein)

3. Gradient berechnen

i) innere Punkte: V f(xq) <0 (x0 muss Element der Menge
sein)

ii) Randpunkte: VL 20
4. Lose Gleichungssystem mit Nebenbedingungen

5. Kandidaten der Extrema + Eckpunkte (3 Ableitung) aufschrei-
ben
6. Kandidaten in f(x) einsetzen und vergleichen
Beispiel
f(@,y,2) =4y — 22

1. Nebenbedingungen zeichnen

501:w2+y2—1 Y2 =20 —y—z—2

2. f(x,y, z) ist stetig und die Menge M ist beschrdinkt und abgeschlos-
sen — 3 Maz/Min

3. keine inneren Punkte (schrdg im Raum liegende Ellipse)

2z 2 0
Vo1 = |2y Vs = | -1 vi=| 4
0 -1 -2

4. Gletichungssystem losen Vf=XXVei+ AVes

I: 0=2\1x+ 2)\s IV: 1:;7:2-i-y2
II: 4:2>\1y7)\2
III: 2= Xy Ve 2=22—-—y—=z
)\1::‘:\£ﬁ )\2:7 z::F\/%
yziﬁ 2=Fms
5. Punkte aufschreiben

6. Punkte vergleichen

26
f(P1) = 5 +4
;26+4
V13

Somit ist P; ein Maximum und Py ein Minimum

f(P2) =

Anmerkungen

i) Es kann sein, dass der Rand nicht durch Nebenbedingungen dar-
stellbar ist, dann kann man die Funktion direkt fiir den Rand aus-
werten und die Funktionswerte vergleichen

rung in f(z) einsetzen. Jetzt kann man wie gewohnt die Ableitun,
gleich 0 setzen und die Kandidaten berechnen

ii)[Man kann den Rand auch parametrisieren und die Parametrisie?

Falls eine DGL folgende Form hat, dann gilt
1
v =py)a(z) — /7(1?/: /'I(x)dw

p(y)

Wenn man die Integrale 16st, erhédlt man eine implizite Glei-
chung. y explizit darzustellen kann schwierig sein, zumal man die
Losungsmenge nicht verdndern darf

Beispiel

yy/+2:0~>/ydy:/72daz

2
Yy

2

y::l:\/74z+02

=2z +C, Ciy €R

Eine lineare DGL der n-ten Ordnung hat folgende Form
aoy @ + -+ any™ = g(z)

Anmerkung
i) q(xz) bezeichnet die Inhomogenitit

i) Da die DGL linear ist, gilt fiir die Lésung
y(@) = yn () + yp(x)
wobei yp die homogene und y, die partikuldre Lésung ist
6.2.1 Homogene L&sung (g(z) = 0)
1. Man setzt die Inhomogenitéat 0
aoy® 4+ +any™ =0

2. Mit dem Ansatz y(x) = e*® folgt das charakteristische Polynom
Chp(A\) = ap\? + a1 A\ 4+ - +a, A" =0
3. Nullstellen in den Ansatz einsetzen

e \; k-fache reelle Nullstelle

0 )\i17 k*le)\iz

yi(x) =z"e o Yirk(z) =2

e ); und A; reelle betragsmiissig gleiche Nullstelle (A = +a)

yi(z) = cosh(ax), y;(x) = sinh(ax)

e ); und A; komplexe Nullstelle (A = a =+ bi)

yi(x) = " cos(bx), y;(x) = e® sin(bx)

4. Die einzelnen Teillésungen zusammensetzen (C; € R)

yn(z) =Y Ciyi(x)
i=1

Zuedt nU v, cintzen  Jor loagt,
6.2.2 Partikuldre Losung . laun : 2usamwms weik 7A wiede

e Ansatz vom Typ der rechten Seite g wdztrn
q(z) muss folgende Form haben (u € R)

q(x) = (bo + b1z + - - + bz )e!®
dann ist der Ansatz fiir die partikuldre Losung

xker® m =0

bg
z) = 4 Chp) ()
yp( ) {(Co-i-'"'f‘cmxm)xke}“:

Der Ansatz (m # 0) in die DGL einsetzen und mit einem
Koeffizientenvergleich, die Koeffizienten Cy, ..., Cy, berechnen

Anmerkungen
i) k bezeichnet die Ordnung der NST von X, falls X = p
i) Falls die Inhomogenitit q(z) = q1(x) + -+ + qr(z) aus meh-

reren Termen besteht, kann man die einzelnen Lésungen der
Terme berechnen und diese dann zusammenaddieren

yp(@) =yi(z) + - +yr(2)
191) Man kann q(x) komplexifizieren (q(z) = cos(xz) — p = 1) fiir
die partikuldre Losung gilt yp,(x) = Re(zp(x)) oder Im(zp(x))

w) Wenn méglich der Ansatz vom Typ der rechten Seite anwen-
den (oder Ansatztabelle), sonst Variation der Konstanten

6.2.3 Anfangswertproblem (AWP)

Damit die Losung der DGL eindeutig ist, miissen n-Anfangswerte fiir
n-Freiheitsgrade gegeben sein — Konstanten C1, ...,y bestimmen
Anmerkung

i) Die Konstanten erst mit der kompletten Lisung y(x) bestimmen
(mit partikuldrer Lésung)

| Rechte Seite g(z) | Ansatz fiir y,(z) |

Ceaz AeaI
C cos(bz) Asin(bz) + B cos(bx)
C'sin(bz) Asin(bz) + B cos(bz)
C cos(bx)e®® (Asin(bz) 4+ B cos(bz))e®
C'sin(bx)e®® (Asin(bz) + B cos(bzx))e®®

Apz™ + ...+ A1z + Ag
(Apx™ + ...+ A1z + Ag)e®™
(Apz™ + ... + Ap) sin(bx)
+(Bpx™ + ... + Bop) cos(bx)
(Apx™ + ... + Ap) sin(bx)
+(Bnz™ + ... + Bp) cos(bx)
(Anz™ + ... + Ap)e*® sin(bx)
+(Bpz™ + ... + Bo)e®® cos(bx)
(Anz™ + ... + Ap)e?® sin(bx)
+(Bnz™ + ... + Bp)e** cos(bzx)

anx™ + ...+ a1z + ag
(anz™ + ...+ a1z + ag)e®®
(anz™ + ... + ao) sin(bx)

(anz™ + ... + ap) cos(bx)
(anz™ + ... + ap)e®® sin(bx)

(anz™ + ... + ap)e*® cos(bx)
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o e [ [ 5 (5 [
sin ff/%l 1210 0 0 0
S e L R el I
sin® 8—151’2*/5 2 147000 o0
cos 7 1 o] o V2 2 0
o | ZE T lEa [ZElEoa
cos3 6—\5/5 % 0 0 % % 0
sin - cos i % 0 0 0 0 0
sin? - cos ﬁ % 0 0 ﬁ % 0
sin - cos? 4_1;/5 % % 0 0 0 0

7.1.1 Riemannsche Summen

1
nh_>moo -~ Z f ( ) /0 f(z)dz
Beispiel
= 2\~ 3 n ¢ 2\~ 3
nleoo ];) (ak:n + bn ) = nl;mm P ];) (akn + bn )
. 1 & ak 7%
= nli)moo o Z (7 +b>

7.1.2 Partielle Integration

/ ! F(a)o/ () =

7.1.3 Substitution

x)g(w

/ f(@)g(x)d

N

Anmerkungen

i) Wenn die Stammfunktion gesucht ist, dann wird am Schluss wie-
der ricksubstituiert

1) Im Kapitel 10.5.1 auf Seite 8 findet man wichtige Substitutionen

7.1.4 Rationale Funktionen

e Reelle r-fache Nullstelle

)rl+C r>1

A
/de — ) TN
(z — z0)" Aln|z — zo| + C

r=1

e Komplexe einfache Nullstelle (b > a?)

/ Az + B A1(2+2 +b)+B—aA ¢ z+a N
————————ar = — In(z"+2ax ——— arctan | —
2+ 2ax + b 2 Vb—a? Vb —a?

Anmerkung

i) Das Integral kann mit quadratischer Erginzung sowie mit geeig-
neten Substitutionen geldst werden (Kapitel 10.5.1 Seite 8)

7.1.5 Uneigentliche Integrale
Sei a,f,cERund gilt —coc <a<a<e<pB<b< oo

b c B8
/a f@)ds = lim /a fla)de + tim / f(@)de

7.1.6 Rotationskoérper

V= w/ab f(z)%dz

7.2.1 Satz von Fubini

X[a’m n] f:Q—R

bl n
/f dx—/ " p s e

Anmerkung

= [al, bl] X -

i) Die Integrationsreihenfolge spielt keine Rolle, falls die Funktion
f auf dem Bereich Q stetig ist

7.2.2 Integrale iiber Normalbereiche (2-dim)

Sei © == {(z,y) eR?|a<a<b f(z) <y<g(z)} ein Normalbe-
reich, dann gilt fiir das Integral

fawao= [ [ pa ypayas
A N

Anmerkungen
i) Die Integrationsreihenfolge ist wichtig

4) Fiir hohere Dimensionen bleibt das Prinzip das Gleiche

7.2.3 Transformationssatz (Substitution)

Essei Q CRY & :Q — &(Q) C R? ein Diffeomorphismus und falls f
auf ®(Q) integrierbar ist, dann gilt

/ Fy)dy = / F(®(x))| det(D®(x))|dx
() Q

Anmerkungen
i) Dabei bezeichnet det(D®(xz)) die Funktionaldeterminante von ®
und D®(x) die Jacobimatriz

i) Die Bedingung, dass ® ein Diffeomorphismus sein muss, kann ab-
geschwdicht werden

1i1) Die allgemeine Funktionaldeterminante von ® : R™ — R™ ist
Vdet (D®(z)T - D®(x)), wobei det (D@(Z)T . D@(z)) die gram-
sche Determinante von D® ist

Falls ® : R?> — R® ist, dann gilt fiir die allgemeine Funktionalde-
terminante von & (siehe Oberflichenintegrale)
0P 0P

8x1 371‘2

w)

\/det (D®(x)T - DB (a)) =

v) Wichtige Parametrisierungen ® sind tm Kapitel 10.7 auf Seite 9
zu finden

Kurvenintegral

i) Kurvenintegral erster Art (iiber Skalarfeld)
Sei f : R™ — R ein Skalarfeld und « : [a,b] — R"™ ein stiickweise
differenzierbarer Weg, dann ist das Integral von f tiber v wie
folgt definiert

b
/ Fx)ds = / FA@) A at

ii) Kurvenintegral zweiter Art (iiber Vektorfeld)
Sei K : R® — R"™ ein Vektorfeld und + : [a,b] — R™ ein
stiickweise differenzierbarer Weg, dann ist das Integral von K
tiber v wie folgt definiert

/7 K(x) 3= [ "Kv(1)

Anmerkungen

SA(t)dt

i) Dieses Kurvenintegral bezeichnet man auch als Arbeitsinte-
gral, wobet das Vektorfeld der Kraft entspricht (bspw. elek-
trisches Feld)

i) Das Integral eines Gradientenfeldes K = Vf ist wegun-
abhingig, d.h. nur der Anfangspunkt und der Endpunkt ist
entscheidend. Man bezeichnet in diesem Fall f auch als Po-
tential und K als konservatives Feld

7.2.5 Oberflichenintegral Rsp: ale K"Jd‘”'ru\'l"‘”“ - rp,:::
— ¥ léne o —hw

i) Oberflichenintegral erster Art (iiber Skalarfeld)
Sei f : R? — R ein Skalarfeld und A eine Fliche die mit & :
B — R? (B C K2) parametrisiert wird. Das Oberfléichenintegral

von f iiber A lautet
o> 0P
|12 < 22
Ou  Ov |y

JJ re000= | s

ii) Oberflichenintegral zweiter Art (iiber Vektorfeld)
Sei K : R3 — R3 ein Vektorfeld und A eine Fliche die
mit ® : B — R3 (B_C ]R®) parametrisiert wird. Das Ober-
flichenintegral von K iiber A lautet

Oj )48 )// K(x)-#d0= // K(® (a(b ?)d dv

Anmerkungen
i) Dieses Integral wird auch hiufig als Flussintegral bezeichnet

i1) Im Allgemeinen besteht das (vektorielle) Fléchenekment aus
dO = wdo, wobei das Einheitsnormalenfeld bezeichnet

dudv
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7.2.6 Volumenintegral

Sei f : R? — R ein Skalarfeld, dann lautet das Volumenintegral (iiber
das Volumen p(@wie folgt

[1 F(x) dpa

1) Meistens spricht man von einem Volumenintegral, wenn man tber
ein 3-dimensionales Volumen integriert, aber grundsdtzlich kann
die Dimension auch héher sein

Anmerkungen

i) Falls man das Volumen von L berechnen méchte, kann man als
Skalarfeld die Indikatorfunktion (f(z,y,z) = 1 fir (z,y,z) € Q)
wdhlen

#i) Das Volumenelement dp berechnet sich mit einer geeigneten Pa-
rametrisierung ®(z) (siehe Transformationssatz)

d,a = |det(D®(z))| dz

7.2.7 Schwerpunkt

Sei K C R™ ein Kérper und bezeichne Si = (sz, ...
Schwerpunkt von K, dann gilt

,8z,) € R™ den

1
- d
i = S0l(K) /K TioM

Anmerkung

i) Symmetrien von K beachten — spart Zeit

Jedem Punkt wird eine Zahl (Skalar) zugeordnet — Gradient wirkt
auf ein Skalarfeld
fR*" >R f(z) = f(zq,...

azn)

Jedem Punkt wird ein Vektor zugeordnet

Ki(z1,...,%n)

K:R" - R"™ K(z) =

Km(z1,...,2n)

8.2.11Divergenz l

Die Divergenz eines Vektorfeldes gibt die ”Quellendichte” an (Skalar-
feld)

0K,
ox1

0Ky,
Oxn

K:R" 5 R" div(K)=V K=

8.2.2 IRotationl

Falls K : R3 — R3, dann gilt fiir die Rotation von K

dK3 _ 9Ky
O K1 dy Oz
rot(K) = VxK=[8, | x [ K| = |25 2Ks
0:)  \Ks) \i " ony
e, az By__‘
e — - M
L’ 20 Rolabom

8.2.3 Identitdten

div(f-K)=Vf- -K+ f-div(K)

div(K x L) = L -rot(K) — K - rot(L)

rot(Vf) =0

div(Vf)=Af = —3 (Laplace-Operator)
Pt Oz

div(rot(K)) =0
div(f - rot(K)) = Vf - rot(K)

8.2.4 Satz von Green (2d-Stokes)
(daLmllvnnk
OKo 8K1d

K.ds= [/ &22 2%
R T
L lw‘foraﬂ"“l M.l)f/ Nama‘é&d#l\

i) Das Umlaufintegral muss dabei mathematisch positive Umlauf-
richtung haben

Anmerkungen

#%) Man kann so auch die Fliche von D, mithilfe eines Linieninte-
grals, berechnen

K= (g) — wvol(D) = //D ldedy = > (2) -ds

8.2.5 Satz von Stokes (3-dim)

(—-L.'.,Ja«.‘,.)cjml
Ko [] (x40« ol@)-5id0
S
Anmerkungen Lﬂ F/u_u.mlbjral

i) Nach Konvention lassen sich die Richtungen des (vektoriel-
len) Wegelements ds und des (vektoriellen) Flichenelements dm
gemdss der rechten-Hand-Regel bestimmen (der Daumen entpricht
dem Einheitsnormalenfeld und die Finger bescheiben die Richtung
des Weges)

i) Falls nur rot(K) gegeben ist, kann man durch raten ein passendes
Vektorfeld K bestimmen

8.2.6 Satz von Gauss

%[énKnAo—// div(K) dpm

Ls IMIijbm ale !\)-"‘—'-'.Lb'a‘a!q

Z*' F{un;mlcﬁml

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, dann existiert ein ¢ € [a, b] zu
jedem u € [f(a), f(b)] (falls f(a) < f(b)) bzw. u € [f(b), f(a)] (falls
f(0) < f(a)) mit f(¢) =u

Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar, dann existiert ein
@0 € (a,b) mit f(z) = LWL

Sei f : [a,b] — R eine C2-Abbildung, dann ist f(z) konvex auf [a, b],
wenn Vz,y € [a,b] folgendes gilt

@) +1W)

(5 < 1

(@) >0

Seien U C R™, V C R™ offen. Eine bijektive C1-Abbildung ® : U — V
heisst Diffeomorphismus, falls die Umkehrabbildung ®~! : V — U
wieder C1 ist

Sei ¢ : U C R™ — R™ eine C'-Abbildung. Sei in a € U die Ableitung
¢’ =dp(a) : R® — R™ invertierbar (also det(y’(a # 0). Dann gibt es
eine offene Umgebung Uy C U von a, so dass Vp = ¢(Up) eine offene
Umgebung von b = ¢(a) ist und ¢ |y,: Up — Vp ein Diffeomorphismus
(d.h. =1 ex. und ist C1)ist. Ferner gilt

.ra“S ‘f gmﬂzlbe

Gl Db

a:llzgall/ O,‘u“,.r,:“.lhul

(™ (b) = (dp(a))~

Sei F : U C R x R™ — R™ mit (x,y) — F(x,y) eine C-
Abbildung und sei (a,b) eine Nullstelle von F, d.h. F(a,b) = 0 mit
(a,b) € U x R™. Sei DFy(a,b) eine invertierbare Matrix. Dann gibt
es Umgebungen U’ von a und U” von b, und eine C'-Abbildung

f: U — U”, so dass die Nullstellenmenge von F in U’ x U” genau
der Graph von f ist.
L terber
Lnvykiencss
F(x,y)=0, (x,y)eU' xU")&y= f(x
( ) allt vul-,"r 1"“"!""'1‘
Ferner gilt valle ‘2M3

« falls quadratisd2

Df(a) = — (DFy(a,b))) " DFx(a,b) det ( DF5(FE) £0)
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Betrachte das Anfangswertproblem

a'(t) = f(t,z(t)) z(to) = o
mit f(t,x) lipschitz-stetig im 2ten Argument und t € RZ0. Die Folge

01(1) = 2

t
2 = g4 +/ f(s,z(s))ds
0

mit ¢ € [to, to+€] konvergiert fiir hinreichend kleine € > 0 gleichméssig
gegen die Losung x(t)

10.1.1 Trigonometrische Grossen

Grad | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
2 3 5
$ [0 § \%ﬁ 3 |3 |5 | F | F |7
: 1 2 3 3 2 1
sin(p) | O \Ef 55 1 5 5 5 0
3 2 1 1 2 3
cos(p) | 1 ? 5 5 0 -5 | =% —? -1
3 3
tan(p) | 0 | ¥2 | 1 | V3| doo| VB | -1 | -%2| 0
10.1.2 Identitdten
. eiz _ e*iz
sin(x) = 57
'LZ —1T
cos(x) = te

sin?(x) 4 cos?(z) = 1

sin(arccos(z)) = V1 — 22
cos(arcsin(z)) = v/1 — z2
sin(z & y) = sin(z) cos(y) = cos(z) sin(y)
cos(z + y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)
sin(z) sin(y) = %(cos(x —y) — cos(z + y))

(m@km@:%@m@—w+mm%M)
mmnmm:;m@—w+m@+m
shﬁ(m)::é(1<—coﬂ21»
cos?(z) = %(1 + cos(22))

)cos(n—2k)(x—g

. 1 <& /n

sin™ = on z:: (k

cos™ i i (n) cos (z(n — 2k))
2m L= \k

1+ tan2(z) = —

an
cos?(x)

sinh(z) = —isin(iz) = _267

cosh(z) = cos(iz) =

cosh?(z) — sinh?(z) = 1
arsinh(z) = In (z + Va2 + 1)
arcosh(z) = In (:c +Vz 1)

sinh(arcosh(z)) = V22 — 1
cosh(arsinh(z)) = Va2 + 1
h(2z) — 1
sinh?(z) = cosh(2z) — 1
h(2 1
cosh?(z) = h(2) +1
1 —tanh?(z) = 1
cosh?(zx)

T

lim —— =
sy In(1+z)

1
lim @)
z—oo Yo
lim = -
z—0" T
2
lim — =2
z—0 1 — cos(z)
In(1
lim M -1
x—0 x

(am)/ —
() = -

csc/(x) =

cot’(z)

arccos’ (z) = —

In(a)a®

a® In(a)
22
— csc(x) cot(z)

= —csc?(x)

1
V1—zx2

arcsin’(z) =

arctan’(z) =

1
(Infz))" =~
xz

)

~—r

(xz ) S

(), TAS + (%), 450 = (3(‘2)7?07

("77507 (x)'j'V‘.'SZ

tan’(z) = 1 4 tan?(z)

sec’ () = sec(z) tan(z)

1

1— 22

1
1+ z2

sinh(z)’ = cosh(zx)
1

Seif:V1><Vg><~“
und es gilt

df(al,...,an)(hl,...,hn) = f(hl,ag,“.

Beispiele
o AXTX)H=H"X +X"H
o d(det(X))H = tr(adj(X)H)

10.5.1 Substitutionen

[ LD w(e) = 9(a)
g(z)

[ #e@) - @)da u(@) = g(x)
/f(ez, sinh(z), cosh(z))dz u(z) = e”

z = sin(u)

/f(z, m)dz

[ 1@ VTT

/ f(z, \/ﬁ)dm

(=)

x = sinh(u)
z = cosh(u)

u(z) = —

/f<1/1+x—12>da: u(z) = Vaz2 -1

/R(sin(w), cos(a))de u(z) = tan (g)
.2

— sin(z) = lj-iu'u? — cos(z) = i T ZQ

10.5.2 Potenzen und Wurzeln

1
/ ﬁdx = arcsin(z) + C

/ 1
1— 22

dz = arccos(z) + C

dz = arctan(z) + C

/

1+ 22

tanh(z) = ——5— arsinh(z)’ =
(=) cosh?(x) rsinh(a)
1
arcosh(z) = ——— artanh(z)’
22 —1

cosh(z)’ = sinh(zx)

1

14 22

1

1—2z2

yan)+- -+ f(a1,az,. ..

/ V1—z2dz = % (a:\/ 1—ax2+ arcsin(m)) +C

X Vi, — w multilinear, dann ist f differenzierbar

s hn)

= cos(u)du
= cosh(u)du
= sinh(u)du

= adu
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10.5.3 Exponential- und Logarithmusfunktionen

/akzdw: ot +C a>1
kln(a)
/ln(z)dw:x(ln|x|—1)+0 x>0
n y nl anTk
/m"e‘wdm = e kzzo(—l) mw +C

10.5.4 Hyperbolische Funktionen
1

————dz = arsinh(z) + C

/ V1+ 22 (@)

z = arcosh(z) + C z>1

1
—d
/\/:132—1
/ 1
1—22

10.5.5 Trigonometrische Funktionen

/tan(:r)dm = —In|cos(z)|+ C

dz = artanh(z) + C

/ Fl(m)dm = tan(z) + C
. _ @ sin(z) cos(z)
/81n2(:r)dz B I — +C
/COSQ(I)dx _ g n sm(m);os(x) e
1

/sin(x) cos(z)dz = 3 sin?(z) + C
/sin”(:r)dz n; !
/cosn(m)dz
/cot(ac)d:c

/csc(x)dz = —In|csc(z) + cot(z)| + C

/sinn_Q(az)dx B sin” 1 (z) cos(x)

/Cos"_Q(as)dx 4 cos™~1(x) sin(x)

n—1

= In|sin(z)| + C

/sec(z)dx = In|sec(z) + tan(z)| + C
/arcsin(x)dx =z -arcsin(z) + V1 —22 +C
/arccos(m)dz =z -arccos(z) — V1 —22+C

10.6.1 Kreis
Fliche: A = 712
K = {(z,y) € R? | (z — 20) + (y — 90)? = r*}

r € R>0 ist der Radius des Kreises

Umfang: U = 2r7

10.6.2 Kugel

4

37rr3 Oberfliche: S = 47r?

Volumen: V =
K ={(z,y,2) €R*| (z = 20)* + (y — 0)* + (= — 20)* = 7°}
r € R>0 ist der Radius des Kreises

10.6.3 Kreiszylinder

Volumen: V = mr2h Mantelfliche: M = 2nrh
Oberfliche: S = M + 2 - G = 2rrh + 27r?

Z={(x,y,2) €R®|(z —x0)® + (y —w0)? =%, 0<z<h}
r € R>0 ist der Radius des Kreiszylinders

10.6.4 Kegel

Volumen: V = %ﬂrzh

Oberfliche: S = 7r2 4+ mrvh2 + 12

K= {(x,y,z) €R3

2 2,7"2h 2
z°+y *ﬁ( —z)

r,h € R>0 ist der Radius bzw. die Hohe des Kegels

10.6.5 Ellipse
a,b € R>0 bezeichnet die Halbachsen der Ellipse
(z —0)*  (y—w0)*
E:{(ac,y)eIR2 =t =1

10.6.6 Ellipsoid

a,b,c € R>0 bezeichnet die Halbachsen des Ellipsoides

(w — @0)? +(y—y0)2+(z—zo)2 :1}

- 3
E= {(a:,y, z) €R 2 72 =

10.6.7 Elliptisches Paraboloid

a,b € R>0 bezeichnet die Halbachsen der elliptischen Querschnitte

T — x0)2 _ 2
( a20) +(y beO) = Z = Z0, Z>Z0}

P= {(z,y,z) € R3

10.6.8 Torus
r, R € R>9 bezeichnen r < R die Radien des Torus

<\/(ac—mo)2+(y—y0)2—R>2+(z—zo)2=r2}

T = {(x,y,z) eR?

Anmerkungen

i) Die Gleichungen beschreiben nur die Randpunkte OP der Punkt-
mengen P (sonst <)

i) Die Zahlen xo,yo, 20 beschreiben jeweils die Translation in die je-
weilige Achsenrichtung (meistens 0)

10.7.1 Polarkoordinaten
® : (0,00) x [0,27) — R2 B(r, ) = (:ij((g)))
det(D®(r,p)) =

Anmerkung
i) Falls man eine Ellipse parametrisieren mdochte, dann wihlt man

fiir die Parametrisierung ®(¢) = (a cos(p), bsin(¢))T, wobei a und
b die Halbachsen der Ellipse beschreiben

10.7.2 Zylinderkoordinaten

rcos(p)
@ : (0,00) X [0,27) X (—00,00) = R3  ®(r,p,h) = | rsin(p)
h
det(D®(r, o, h)) =7
10.7.3 Kugelkoordinaten
r cos(¢) sin(¥)
@ : (0,00) x [0,27) x [0,71] = R3 ®(r,p,9) = [ rsin(ep)sin(d)
rcos(9)

det(D®(r, @, h)) = 12 sin(9)

Anmerkungen

i) ¥ ist der Polarwinkel und ist der Winkel zwischen der Polrichtung
und dem Punkt P auf der Kugeloberfliche

1) ¢ ist der Azimutwinkel und der gleiche Winkel wie bei den Polar-
bzw. Zylinderkoordinaten

10.7.4 Reguldre Flachen

Eine regulédre Fliche ist eine 2-dimensionale, differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeit des R? (Kapitel 72, Seite ??). Lisst sich diese Fliche
S C R3 durch eine differenzierbare Funktion f : I C R?2 — R3,
f(z,y) = z beschreiben, dann gilt fiir die Parametrisierung ® von S

x
®:1 R O(z,y) = y
f(z,y)
Anmerkungen

i) Diese Parametrisierung braucht man hdufig zur Berechnung von
Oberflichenintegralen (Integralsatz von Gauss/Stokes)

1) Die allgemeine Funktionaldeterminante von ®(x,y) ldsst sich fol-
gendermassen berechnen (Siehe Kapitel 7.2.3 auf Seite 6)

\/det((D‘I’(ﬂhy))T “De(z,y)) = ‘ %i x %jH

10.8.1 Inverse (2x2-Matrizen)
—ai2
a1

S ( a22
det(A) \—a21
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10.8.2 Definitheit von Matrizen
e Moglichkeit I (2x2-Matrizen)
Eigenwerte \; mit det(A — \;Ip) Lo
— Ai > 0 positiv definit (semi bei >)
— Ai < 0 negativ definit (semi bei <)
— Ai >0, Aj <0 indefinit

e Moglichkeit IT (3x3-Matrizen)
Hauptminoren A; berechnen

ailr a1
A; =det|
(75 W 77}
— A1 >0,A2 >0, ---, A, > 0 — positiv definit

— A1 <0, A2 >0, -+ — negativ definit
— Kein Muster — indefinit

Existenz von o tentalen

e

oo TN R

rot(l‘;) #0

.O- &',JN,L zma. ,

=D |7 lLat kein Pokwi;“‘

-0 ei..JnaL Z.l'hL’ raf.(;‘) =0

o y hat e [Potendal

) iicht einfed 2sl, ot (V)0
v hat kenw Potential

= V
.0 nicht eiuJoaL ZSML , rot (V) = O

= keine Auuaap, |

- enbwedr : Jl-wQ ¥ :)t.u.l‘lm.,, o |
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i H() dic  Stammd: voa &(V}
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ao(
—up%( (L(:: ‘Z/V)Ju) =ollx) Z(O(x)) —ulb) K(u(x))

\/Of:)bla(.v\ bei Oiﬂ&mr‘o '\smci

jbjbkh
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